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Resumo

O estudo de Teoria dos NUmeros visa aqui nesta dissertacdo estudar
algumas propriedades dos numeros inteiros, como multiplos e divisores,
enfatizando questbes ligadas a divisibilidade. A qual serd de grande
Importancia para os estudos das Equacdes Diofantinas, que por sua vez,
fornecerdo aplicagbes para o uso do software Geogebra. As Equacgdes
Diofantinas sdo equac6es algébricas que apresentam solucdo no conjunto
dos numeros inteiros, onde neste trabalho vamos discutir as Equacdes
Diofantinas Lineares com duas incognitas da forma aX + bY + ¢, com a, b,
C numeros inteiros, e as Equacdes Diofantinas de Segunda Ordem da forma
x? +y? = z?%, conhecidas por Ternas Pitagoricas. Em que elas s&o
aplicadas como caminho alternativo para que o aluno encontre solucdes de
problemas que ele se depara durante sua vida escolar. Este trabalho destina-
se a formacdo complementar de professores que estdo na docéncia no
Ensino Fundamental e Médio, onde ele poderda encontrar sugestdes de
atividades que podera aplicar em sala de aula, ou até mesmo incluir em seu
plano de aula as Equacbes Diofantinas, ja que aqui ele encontrarda uma
sugestao de plano de trabalho docente para incluir em suas aulas.

Palavras-chaves: Equacbes Diofantinas. Teoria dos Numeros. Mdltiplos.
Divisores. Ternas Pitagoricas.
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Abstract

The study of Theory of Numbers here in this dissertation aims to study
some properties of integer multiples or divisors , emphasizing issues related
to divisibility. Which will be of great importance for studies on the
Diophantine equations, which in turn provide applications for use
GEOGEBRA software. The Diophantine equations are algebraic equations
that show the solution set of integers, which in this paper we will discuss
the Linear Diophantine Equations with two unknowns of the form aX +
bY + c, with a, b, ¢ whole numbers, and Diophantine Equations of Second
Order in the manner x? + y? = z2, known to Pythagorean Tender. In which
they are applied as an alternative way for students to find solutions to
problems he faced during his school life. This work is intended to further
training of teachers who are teaching in the elementary and high school,
where he can find suggestions for activities that you can apply in the
classroom, or even include in their lesson plan Diophantine equations, since
here he will find a suggestion of teaching work plan to include in their
classes.

Keywords: Diophantine Equations. Theory of Numbers. Multiples.
Divisors. Pythagorean Tender.
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INTRODUCAO

O curriculo de Matemdtica do Ensino Fundamental apresenta tépicos da Teoria Elemen-
tar dos Nimeros estudando os niimeros naturais e inteiros: propriedades e operagoes
bésicas, decomposicao em fatores primos, algoritmo da divisao, estudo da divisibilidade,
multiplos, divisores, maximo divisor comum, minimo multiplo comum, Algoritmo de
Euclides, niimeros primos, critérios de divisibilidade e o Teorema Fundamental da Arit-
mética. Porém, depois que o aluno estuda esses tépicos, a nao ser com alguma pequena
aplicacao em operacoes, ele nao volta a estudé-los de forma mais profunda e muito menos
aplica algum desses conhecimentos para resolver problemas que ele enfrenta no restante
do Ensino Fundamental ou no Ensino Médio. Muitas vezes o proprio professor deixa de
lado esses assuntos, dando preferéncia ao que estd rigorosamente descrito no curriculo,
deixando de lado a oportunidade de aplicar a Teoria dos Ntimeros.

No ciclo bésico, a aprendizagem da Matemética pode ser colocada na forma de um
projeto de ensino, desde que dé possibilidade ao aluno de se expressar e argumentar
em diferentes linguagens (natural, numérica, algébrica, gréfica), enfrentando situagoes-
problema e decidindo caminhos que extrapolem o que ¢ original, examinando e aplicando
outras possibilidades nos contextos e outros pontos de vista sobre o que esta estudando,
papeis ressaltados na proposta do ENEM, conforme Brasil [2].

Como sabemos, a Teoria dos Nimeros é uma drea que trata de problemas, que facili-
tam o pensamento dos alunos, para desenvolver estratégias de resolucao, sem que haja a
necessidade de uso dos algoritmos. Na Teoria dos Niimeros podemos trabalhar de modo
complementar com a Algebra, onde muitos problemas podem ser resolvidos de modo a
utilizar as duas dreas em conjunto. Alguns autores Campbell e Zazkis [3] afirmam que a
Teoria dos Numeros nao estuda apenas tépicos bésicos e usuais (nimeros naturais e in-
teiros, divisores, multiplos, mmc e mdc), como a maioria dos alunos pensam e aprendem,
mas tembém incluem tépicos algébricos. A grande maioria dos problemas de Teoria dos
Ntmeros nao envolvem a aplicacao direta de algoritmos, mas precisam de raciocinio, in-
terpretacao e habilidades de manipular os dados para desenvolver conjecturas e encontrar
solugoes.



Introdugao 2

No Ensino Fundamental hd uma predominacao do estudo dos niimeros naturais, in-
teiros e racionais nao negativos, e aos poucos isso vai se transformando num estudo dos
nimeros reais, deixando uma separagao entre o que é discreto e o que é continuo. Alguns
estudos feitos com nimeros reais, que poderiam ser usados no conjunto dos nimeros in-
teiros, nao sao, na maioria das vezes, abordados. As equacoes diofantinas por exemplo,
nao sao abordadas como tema curricular, mas em algumas situacoes podem ser contex-
tualizadas em problemas do Ensino Bésico, fazendo uma ligagao entre o que é Teoria
dos Numeros e Algebra. Para ajudar o professor a entender que essa abordagem poderd
ser feita durante varios momentos vida escolar do aluno, é que vamos introduzir alguns
conceitos referentes a Teoria Elementar dos Nimeros e buscar aplicagoes em problemas
de sala de aula.

No capitulo 1 "Histéria de Diofante", apresentamos um breve apanhado histérico
sobre Diofante e como se iniciou seu trabalho sobre as equagoes que levam seu nome.
O pioneirismo de Diofante se dd na criacao de formas de expressao, passsando de um
estagio, anterior a ele, que saia de uma despreocupacao com a estrutura das teorias,
para um nivel mais preocupado com essa estrutura, em que Diofante passou a utilizar
simbolos nessa nova férmula. Um exemplo sao os problemas envolvendo geometria, que
nas suas solugoes apresenta uma manipulacao algébrica, sem usar figuras para isso. Aqui
serao enunciados e resolvidos dois problemas originais de seu livro "Arithmetica", que
mostram através de exemplos numéricos a solugao de problemas algébricos.

No capitulo 2 referente a "Toépicos de Teoria dos Niimeros"vamos enunciar e demons-
trar alguns resultados de Teoria dos Nimeros, referente a miltiplos, divisores, maximo
divisor comum, minimo multiplo comum, Algoritmo de Euclides (também chamado de
algoritmo da divisao), nimeros primos, entre outros, os quais serao de grande importan-
cia para que o leitor possa compreender algumas demonstragoes que envolverao a teoria
referente as Equacoes Diofantinas. Este capitulo servird de apoio tedérico para que o
professor possa retomar no ensino médio conteidos fundamentais da Matemdtica per-
tencentes ao ensino fundamental, e que ele (professor) possa ter um apoio cientifico que
o ajudard em sala de aula.

No capitulo 3 definimos as Equagoes Diofantinas e Equagoes Diofantinas Lineares,
que em resumo sao equagoes que apresentam coeficientes e solugoes no conjunto dos
nimeros inteiros. Iremos demonstrar os principais resultados que as envolve e apresentar
problemas e solugoes pertinentes a essas equagoes, que poderao ser desenvolvidos em sala
de aula. O trabalho nao discutird a solugao de uma Equagao Diofantina geral, pois nao
existe uma forma de fazer isso, o que faremos é apresentar as equagoes Diofantinas
Lineares e no capitulo 4 apenas um tipo de Equacao Diofantina de Ordem Superior
(Ternas Pitagoéricas).
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As Equacoes Diofantinas de ordem superior vao estar no capitulo 4, onde discutiremos
como encontrar algumas solucoes para as Ternas Pitagéricas de modo acessivel para
qualquer estudante do Ensino Médio.

O capitulo 5 "Projeto de Aplicagao em Sala'"contard com sugestoes de planos de aula,
onde cada plano constard de encontros que poderao ser feitos em sala de aula, ou em
forma de projeto. Neste capitulo o professor encotrard uma sequéncia de como aplicar
a teoria em sala de aula, além apresentar sugestoes de atividades e de suas solucoes
que poderao ser utilizados pelos professores, e a utilizacao do software Geogebra para
encontrar ou verificar as solucoes dos exercicios.



CapriTuLO 1

Historia de Diofante

Segundo Boyer [1] a Matemética grega nao tinha um desenvolvimento elevado, pois apés
o perfodo de grandes conquistas do século III a.C., os gregos tiveram um periodo de
declinio, interrompido por Ptolomeu, e que continuou nesse declinio até os anos de 250
a 350 d.C. aproximadamente. Nesse periodo encontramos Diofante de Alexandria, que
em sua obra mostra-nos uma quebra abrupta da tradigao classica grega, em que seus
textos nao se assemelhavam em nada com os textos de outros mateméticos. Encon-
tramos poucos escritos da vida de Diofante, além de uma colecao de problemas chamada
“Antologia Grega”, que foram escritos entre os Séculos cinco e seis d.C.. Nesta cole¢ao
encontramos o seguinte problema sobre a vida de Diofante:

“Viajante! Aqui estdo as cinzas de Diofanto. E milagroso que os nimeros possam
medir a extensdo da sua vida. Um sexto dela foi uma bela infancia. Depois de 1/12 da
sua vida, a sua barba cresceu. Um sétimo da sua vida passou-se num casamento sem
filhos. Mas, cinco anos apds isso, nasceu o seu primeiro filho. Que viveu uma vida feliz
durante apenas metade do tempo de vida do seu pai. E, em profundo pesar, o pobre
velho terminou os seus dias na Terra, quatro anos apés perder o seu filho”.

Todas as referéncias histéricas Boyer [1], Katz [8] e Eves [4] desconhecem a data
do seu nascimento, a data de sua chegada a Alexandria, ou ainda seu pais de nasci-
mento. Algumas aproximagoes para uma provivel data foi feita através da leitura dos
seus escritos, onde ele cita Hipsicles (240-170 a.C.), e também encontramos outros in-
dicios pesquisando os trabalhos de Theon de Alexandria (335 — 405 d.C.), onde ele cita
uma das defini¢oes de Diofante. Assim, determinamos uma data, nao muito precisa, no
periodo de 500 anos entre Hipsicles e Theon de Alexandria, para uma possivel época da
data dos escritos de Diofante.

Estudando Rocque e Pitombeira [13], percebemos que as obras de Diofante nao sao a
base da dlgebra elementar moderna, e também nao trazem nada de semelhante a dlgebra
geométrica de Euclides, e como dito anteriormente, Diofante nao seguia a tradicao grega
para os textos matemdticos. A maior de suas obras que conhecemos é a Arithmética,
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uma cole¢ao de treze livros (infelizmente apenas seis livros resistiram ao tempo e as guer-
ras), contendo mais de cem problemas algébricos e suas solugdes numéricas (equagoes
algébricas) e teoria dos nidmeros, com solugoes detalhadas. Diofante também escreveu
outras duas obras, uma sobre Nimeros Poligonais, que restou apenas um fragmento, e
Porismas, que se perdeu pelo tempo. Em Arithimética, Diofante inicia o uso de sim-
bolos para facilitar a escrita e os cdlculos matematicos. Segundo Katz [8], os simbolos
criados por ele (Diofante) fizeram com que as expressoes escritas somente com palavras,
pudessem ser representadas com abreviagoes ou sfmbolos. Como Diofante viveu numa
época muito tumultuada, presenciando, por exemplo a queda do Império Romano, a
Matemética teve seu desenvolvimento interrompido por causa do clima de guerra que se
criou e pela destruicao de muitas bibliotecas, fazendo com que esses simbolos de Diofante
nao safssem da fase inicial.

As colecoes de problemas com equacoes nao determinadas fizeram a fama de Diofante
crescer muito, e como esses problemas envolvem nimeros inteiros, eles sao conhecidos
por “Equacoes Diofantinas”. Diofante tinha um maior interesse nas equacoes de ordem

superior mas, em homenagem a ele, as equagoes lineares receberam também o nome de
Diofantinas (Hefez [7]).

A Arithmética nao é um trabalho sobre teoria das operagoes algébricas, ou fungoes
algébricas ou ainda a resolucao de equacoes algébricas, mas é uma colecao de problemas,
solucionados por meio de exemplos numéricos, embora sendo possivel a generalizacao
do método. Diofante nao desenvolve proposigoes, teoremas ou corolédrios, nem se esforga
para encontrar todas as solugoes possiveis, nao faz distincao entre problemas com resulta-
dos determinados e indeterminados, e quando as solucoes sao infinitas, ele d4 uma tinica
solugao. Ha um uso grande de abreviagoes para poténcias de niimeros, para relagoes
e operagoes. Cria simbolos para representar poténcias ao quadrado, ao cubo, a quarta
poténcia (onde ele chama de quadrado-quadrado), a quinta poténcia (quadrado-cubo) e
sexta poténcia (cubo-cubo).

Lins e Gimenez [9] dizem que Diofante resolvia problemas envolvendo vérios nimeros
desconhecidos expressando todas as quantidades desconhecidas, quando possivel, em
termos de apenas uma, sem recorrer & teorizagao. Vamos exemplificar o método de
Diofante, trazendo algumas de suas solugoes, encontradas em Katz [8].

Exemplo 1.1 Livro 1 - Problema 1 - Dividir um dado nimero em dois, tendo uma dada
diferenca.

Solugao: Diofante, em seu livro, traz uma solu¢ao em que o dado nimero é 100 e a
diferenca é 40. Tomando = como o menor dos nimeros da solugao, temos 2z + 40 = 100,
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logo © = 30, e os niimeros que obtemos sao 30 e 70. Poderfamos também ter escolhido
y como sendo o maior dos dois nimeros da solucao, entao 2y — 40 = 100, e terfamos
y = 70, com a mesma solucao 30 e 70. Diofante tomou nimeros dados, mas esse método

funciona para qualquer par de nimeros. Se tomarmos a como sendo a solugao e b < a a
a—b a+0b

© 7

diferenca dada, entao a equacao serd 2x + b = a, e os nliimeros serao

Exemplo 1.2 Livro 1 - Problema 5 - Dividir um dado nimero em dois tais que dadas
fragdes (nao a mesma) de cada nimero, quando somadas, dao um dado nimero.

Solucao: Diofante em sua solucao normalmente toma fragoes unitdrias. Ele percebe

. - 1 < . :
que, neste problema, é necessdrio que —a < b < —a, onde u e v sao solugoes tais que
s r

u+v=a, 1u + 1v = b. Ele apresenta a solucao no caso em que a = 100, b = 30, r = 3
es=>. Sejra a sesgunda parte (de 100), 5z. Entao, a primeira parte é 3(30 — x). Assim,
90 + 2z = 100 (veio de 3(30 — z) + bz = 100) e = 5. Logo, as partes pedidas sdo
75 e 25. Esse método funciona também para qualquer escolha que satisfaca a desejada
condicao. Diofanto toma a sua incégnita % da segunda parte. Evitando fracoes no resto
do seu célculo, porque E da primeira parte deve entao igualar 30 — x e a primeira parte

deve ser 3(30 — ). Para testar a generalidade tomamos sz como sendo a segunda parte

de a e r(b— z) a primeira. A equacdo passa a ser st +7r(b—x) =a oubr+ (s —r)z = a.
(a—br)

(s =)

) < a deve acontecer, temos que —a < b, satisfazendo as duas
s

Donde encontramos a solucao geral x = . Como x deve ser positivo a — br > 0

a—br

1
ou b < —a. Como s(
condicoes que Diofanto exigiu.

Antes mesmo que Diofanto escrevesse sobre equacoes do tipo az+by = c e 22 +y? = 22,
os babilonios ja tinham escritos esse assunto. E o matemadtico hindu Brahmagupta
(628 d.C.), ao contrario de Diofanto, deu todas as solugoes inteiras da Equagao Linear
Diofantina (Boyer [1]). Os trabalhos que Diofanto escreveu serviram de inspiracao para
muitos matemadticos da Renascenca ou contemporéneos a ela, incluido al-Karaji, Rafael
Bombelli, e Pierre de Fermat, o qual chegou a varios resultados que Diofante s6 sugerira.
Um fato importente é que os trabalhos de Diofante eram exclusivamente uma anélise
de problemas, diferentemente de outros autores, como Euclides, que tinha seu trabalho
puramente sintético.



CAPITULO 2

Toépicos de Teoria dos Niimeros

Neste capitulo introduziremos as teorias que serao de grande importancia para o professor
que ird aplicar o projeto em sala de aula. Iniciaremos com conceitos que envolvem
divisibilidade, méximo divisor comum, algoritmo de Euclides, niimeros primos e minimo
miiltiplo comum. Esses conceitos serao fundamentais para provar as teorias referentes
as Equacoes Diofantinas. Todos essas defini¢oes, proposicoes e teoremas tiveram como
referéncias Hefez [7], Filho [5], Frohlich e Taylor [6], Martinez [10], Lins e Gimenez [9] e
Santos [15].

2.1 Divisibilidade

Como a divisao de um niimero inteiro por outro nem sempre é possivel, vamos expressar
essa possibilidade por meio da divisibilidade. Veremos mais a frente que, quando nao
existir essa relacao de divisibilidade entre dois nimeros inteiros, ainda assim, serd possivel
efetuar uma divisdo, chamada de Divisao Euclidiana (aqui neste trabalho usaremos o
nome Algoritmo de Euclides).

Defini¢ao 2.1 (Principio da Boa Ordem) Todo conjunto néio vazio de inteiros positivos
possut um elemento minimo.

Axioma 2.1 (Principio da Indugdo Finita) Seja A um subconjunto dos inteiros posi-
tivos. Se A possui as sequintes propriedades:

(i))leA
(i) k+1 € A sempre que k € A

entao A contém todos os inteiros positivos.
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Defini¢ao 2.2 (Divisor) Dados dois mimeros inteiros a e b, diremos que a divide b,
escrevendo alb, quando existir ¢ inteiro tal que b = ¢ - a. Neste caso, diremos também
que a é um divisor de b, ou ainda, que b é um maltiplo de a. A negacao dessa sentenca
significa que nao existe menhum nimero inteiro ¢ tal que b = ¢ - a, a qual denotamos

atb.
Exemplo 2.1 Temos que 14|0, 3|9, 7|35, 12410 e4+t9 .

Temos que
0=0-14,9=3-3e35 =5-7. Mas nao existe ¢1,cy € Z tal que 10 = ¢; - 12 e
9:(32'4.

Proposicao 2.1 (Propriedade Arquimediana) Se a, b € Z com b # 0, entdo existen € 7
tal que nb > a.

Demonstragao: De fato, como |b| > 0, temos que |b| > 1, (pois o conjunto {z € Z;0 <
x < 1} é vazio), logo (|a| +1)|b] > |a| +1 > |a| > a. Escrevendo n = |a| 4+ 1 se b > 0, ou
escrevendo n = —(Ja| + 1) se b < 0, a prova termina. O

Teorema 2.2 (Algoritmo de Euclides) Sejam a e b dois nimeros inteiros com a # 0.
Ezistem e sao tnicos dois nimeros inteiros q e r tais queb=a-q+r com 0 <r < |al.

Demonstrag¢ao: Considere o conjunto S = {x =b —ay,y € Z} N N.

Existéncia: Pela Propriedade Arquimediana, escrevemos n € Z tal que n(—a) > —b,
logo b — na > 0, o que mostra S # @. O conjunto S é limitado inferiormente por
0, logo, pelo Principio da Boa Ordenacao, temos que S possui um menor elemento r.
Suponhamos entao que r = b — a, com g € Z. Como r > 0, vamos mostrar que r < |a/.
Suponhamos r > |a|. Portanto, existe s € NU {0} tal que r = |a| + s, logo 0 < s < 7.
O que contradiz r ser o menor elemento de S, pois s =b— (¢ + 1)a € S, com s < 7.

Unicidade: Suponha que b = aq +r = aq; + 71, onde q, r, q1,r1 € Z, com 0 < r < |a]
e 0 <7y <la|]. Assim, temos —|a| < —r <11 — 1 < |a|]. Logo |11 — 7| < |a|]. Por outro
lado, a(q — ¢1) = r1 — 7, 0 que implica que |a||g — ¢1| = |r1 — r| < |a|, 0 que & possivel se
q=q er=r. 0

Exemplo 2.2 O resto da divisao de 10" por 9 é sempre 1, para todo n € N.
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Solugao: Vamos mostrar por indugao.
Paran =1 temos que 10=9-1+ 1, onde r = 1.

Supomos agora que 10™ dividido por 9 tem resto 1, ou seja, 10" = 9-¢g+ 1. Provemos
agora que o resultado é vélido para n + 1. De fato, consideremos a igualdade

10" =10- 10" =

(9+1)-10" =

9-10"+1-10" =

9-10"+9-¢q+1=

9- (10" +q) + 1.

Como (10" +¢q) € Z, concluimos que 10™ dividido por 9 tem resto 1, para todo n € N.

Exemplo 2.3 Encontrar os miltiplos de 5 que se encontram entre 1 e 386.

Solucao: Pelo Algoritmo de Euclides temos que 386 = 5 - 77 + 1, ou seja, o maior
miiltiplo de 5 que cabe em 386 ¢ 5 - 77, onde 77 é o quociente da divisao de 386 por 5.

Portanto, os miiltiplos de 5 entre 1 e 386 sao: 1-5,2-5,3-5,...,77-5 que sao 77 nimeros.

2.2 Maximo Divisor Comum

Os resuldados sobre maximo divisor comum serao importantes para resolver o Algoritmo
de Euclides e também para verificar se uma Equacao Diofantina Linear tem ou nao
solucao inteira.

Definicao 2.3 Dados dois nimeros inteiros a e b, nao simultaneamente nulos, diremos
que o numero inteiro d € Z é um diwvisor comum de a e b se d|a e d|b.

Definigao 2.4 Diremos que um nimero d é o mdaximo divisor comum (mdc) de a e b,
nao simultaneamente nulos, se possuir as sequintes propriedades:

i) d é um divisor comum de a e b.
i) d ¢é divistvel por todo divisor comum de a e b.

Representamos o mdc de a e b por (a,b) = (b,a) ou ainda por mdc(a,b), que é mais
comum na educagao basica.

Proposicao 2.3 Se a, b, ¢, m e n sao inteiros tais que cla e c|b entdo c|(ma + nb).
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Demonstragao: Se cla e c|b entdo existem inteiros d e f tais que a = d-ce b= f - c.
Multiplicando essas equacoes por m e n, respecitivamente, teremos:

m-a=m-d-cen-b=n-f-c.
Somando membro a membro obtemos:
m-a+n-b=m-d-c+n-f-c=m-a+n-b=c-(m-d+n-f).

Assim conclufmos que ¢|(m - a +n - b). O

Lema 2.4 (Lema de Euclides) Sejam a,b,n € Z com a < n-a < b. Se existe (a,b—n-a),
entao (a,b) existe e (a,b) = (a,b—n-a).

Demonstragao: Seja d = (a,b — n - a), ou seja, dla e d|(b —n - a). Segue que, como
d|n - a, entdo d|b. Logo, d ¢ um divisor comum de a e b. Seja ¢ divisor comum de a
e b, entao c[(b—n-a). Assim, c|a e ¢|(b—n-a) e portanto, c|d. Isso prova que d = (a,b). O

Definicao 2.5 Um nimero d é dito um mdximo divisor comum de ai,as,as, ..., a, Se
satisfaz as sequintes propriedades:

i) d é um divisor comum de a1, ag, a3, ..., Gy
ii) Se ¢ é um divisor comum de ay,as, as, ..., a,, entdo c|d.

Neste caso, denota-se (ay,as,as, ...,a,).

Proposicao 2.5 Dados nimeros inteiros aq, as, as, ..., a,, nao nulos, existe o seu mdc e

(a1, a9,a3, ...,a,) = (a1, ag, a3, ..., (Ap_1,a,)).

Demonstracao: Para demonstrar essa propriedade, vamos usar indugao. Inicialmente
para n = 2 temos (a1, as) = (a1, (a1, a2)) = (a1, az).

Suponhamos que para algum n > 2, tenhamos, (ai,...,a,) = (a1,..., (@n_1,a,)),
e provemos que esta é valida para n + 1. Seja d = (aq,...,a,_1, (an,ans1)). Logo,
dlay, ...,d|ay_1,d|(an, any1). Portanto, d|ay,...,d|a,_1,d|a,. Por outro lado, seja ¢ um
divisor comum de aq, as, as, ..., @y, ay11, logo, ¢ € um divisor comum de ay, as, asg, ..., 4p_1
e (an,a,y1). Portanto, c|d, e consequentemente

d= (a1, ..., Qpy Apy1)- O

Teorema 2.6 (Teorema de Bézout) Seja d o mdximo divisor comum entre a e b, entdo
existem inteiros mg e ng tais que d = ng - a + mg - b.
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Demonstra¢ao: Seja A o conjunto de todas as combinagdes lineares {n - a + m - b} em
que n e m sao inteiros. Este conjunto contém nimeros positivos, negativos e também o
zero. Vamos escolher my e ng tais que ¢ = ng - a + my - b, seja o menor inteiro positivo
pertencente ao conjunto A. Vamos provar que c|a e ¢|b. Vamos provar por contradigao
que c|a. Suponha que ¢ { a. Neste caso, pelo Algoritmo de Euclides existem ¢ e r tais
que a = q-c+rcom0<r <ec Portanto,r =a—q-c=a—q-(ng-a+my-b) =
(1—=g-ng)-a-+(—q-mp)-b. Isto mostra que r € A, pois (1 —q-ng) e (—q - mg) sdo
inteiros, o que é uma contradi¢ao, uma vez que 0 < r < ¢ é o menor elemento positivo
de A. Logo, cla, e de forma anéloga se prova que c|b.

Como d é um divisor comum de a e b, existem inteiros k; e ko tais que a = k1 - d e
b=ky-de, portanto,c=mng-a+mg-b=mng-ky-d+mg-ko-d=d-(ng-ki+mq-ks)
o que implica que d|c. O que implica que d < ¢ (ambos positivos) e como d < ¢ nao é
possivel, pois d é o maximo divisor comum, comcluimos que d =c=ng-a+ mg-b. [

Proposicao 2.7 Para todo inteiro t > 0, (t-a,t-b) = t(a,b).

Demonstracao: Pelo Teorema de Bezout (Teorema 2.6) (t-a,t-b) é o menor valor positivo
dem-t-a+mn-t-b(m en inteiros) o qual é igual a t vezes o menor valor positivo de
m-a+mn-b. Logo, (t-a,t-b)=t-(a,b). O

b
Proposigao 2.8 Sec >0 e a e b sao divisiveis por ¢, entao <g, —) = —(a,b).
cc c

. e a b _ . . .
Demonstracao: Como a e b sao divisiveis por ¢, temos que — e — sao inteiros. Entao
c ¢

ol . C .~ .
basta substituir a por — e b por — na proposicao anteiror e tomar ¢t = c. |
c c

Corolério 2.9 Se (a,b) = d entdo <g g) ~ 1.

Teorema 2.10 Para a,b,x € Z, temos (a,b) = (a,b+ a - x).

Demonstragao: Seja d = (a,b) e f = (a,b+ a-x). Entao existem ng e mg tais que d =
ng-a+mg-b, e como essa expressao pode ser escrita como d = a-(ng—x-mg)+(b+a-z)-myg
concluimos pelo Teorema 2.2 que o méximo divisor f de a e b + a - x é divisor de d.
Tendo mostrado que f|d, mostraremos que d|f.
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Novamente pelo Teorema 2.2 d|(b+ a - x) e todo divisor comum de a e b+ a -z ¢ um
divisor de f. Provando que d|f, logo d = f, pois ambos sao positivos. O

Teorema 2.11 Se alb-c e (a,b) =1, entdo alc.

Demonstragao: Como (a,b) = 1 e pelo Teorema de Bezout (Teorema 2.6 ) existem in-
teiros ng e my, tais que ng - a + mg - b = 1. Multiplicando os dois lados dessa igualdade
por ¢, obtemos: ng - (a-¢) +mg- (b-c) =c. Como ala-c e alb- ¢ temos que alc. O

Teorema 2.12 Sejam a, b inteiros e a = gb+ 1 onde q e r sao inteiros, entao (a,b) =

(b,7).

Demonstracao: Pelo Teorema 2.10, da relagdo a = ¢-b+r , obtemos (a,b) = (b,a—q-b) =
(b,r). O

2.3 Algoritmo de Euclides

Essa se¢ao contard com resultados que envolverao o Algoritimo de Euclides, o qual serd
de grande importancia para obter as solugoes das Equagoes Diofantinas Lineares.

Teorema 2.13 (Teorema do Algoritmo de Euclides) Sejam a,b € N, com b # 0. Se
o Algoritmo de Fuclides for aplicado sucessivamente, entdo o ultimo resto nao nulo r,,
satisfaz (a,b) = 1,.

Demonstracao: Dados a,b € Z, podemos supor a < b. Se a = 1 ou a = b, ou ainda
alb, temos que (a,b) = a. Suponhamos, entdo, que 1 < a < b e que a 1 b. Logo, pelo
Algoritmo de Euclides, podemos escrever b = aq; + r; com 0 < r; < a. Temos duas
possibilidades:

a) Se ri|a e, em tal caso, r; = (a,7m1) = (a,b — q1 - a) = (a,b) e termina o algoritmo,
ou

b) Ser; 1 a, e, em tal caso, podemos efetuar a divisao de a por r1, obtendo a = r1ga+72
com 0 < rg <71y

Novamente temos duas possibilidades:

a1) Se ro|rq, em tal caso temos 1o = (11,79) = (r1,a—7r1-q2) = (r1,a) = (b—qq-a,a) =

(b,a) = (a,b).
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bi) Se ry 1 11, entdo efetuamos a divisdo de 11 por ry, obtendo r; = 73 - g3 + r3 com
0<ry <rs.

Esse processo nao pode continuar indefinidamente, pois terfamos uma sequéncia

a > 1Ty > T9 > r3 > .., que nao possui um menor elemento, o que nao é possivel
pelo Principio da Boa Ordem. Logo, para algum n, temos que 7,|r,_; o que implica
(a,b) = rp. O

Procedimento do Algoritmo de Euclides

O algoritmo demonstrado anteriormente pode ser sintetizado e realizado na prética, como
mostraremos a seguir. Inicialmente, efetuamos a divisao b = a - q; + r; e escrevemos o
seguinte diagrama:

-G
b | a

1

A seguir efetuamos a = ry - go + r9 € escrevemos os nimeros no préximo diagrama:

- 41| g2
b|la|mr
ry | e

Prosseguindo enquanto isso for possivel temos:

- 4192 |43 - n—1 | Qn An+1
b|la|ri|ra| o |Tnao| T |rm=I(ab)
M | T2 | T3 | ... | Th—1 T'n

Exemplo 2.4 Calcular o mdc entre 352 e 182.

Usando o procedimento do Algoritmo de Euclides, obtemos
- 1 1 |14/|6
352 | 182 [ 170 | 12 | 2
170 12 | 2 | O
Logo, o mde(352,182) = 2. Observe que neste exemplo, o Algoritmo de Euclides,
quando usado de tras para frente, nos fornece 2 = (352, 181), o qual foi obtido da seguinte

forma:
2=170-1-12-14 =
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170-1— (182 —170-1) - 14 =
170 - 15 — 182 - 14 =

(352 —182-1)-15— 182 14 =
352 - 15 — 182 - 29.

Exemplo 2.5 Calcular o mdc entre 210 e 300.

Usando o procedimento do Algoritmo de Euclides, obtemos

- 1 213
300 | 210 | 90 | 30
90 | 30 | O

Logo, o mde(300,210) = 30.

2.4 Numeros Primos

Esta secao definird niimeros primos e demonstrard um importante resultado, o Teorema
Fundamental da Aritmética.

Definicao 2.6 Dois nimeros naturais a e b sao ditos primos entre si, ou coprimos, se

(a,b) = 1.

Definicao 2.7 Sen > 1 é um numero inteiro possuindo somente dois divisores 1 e n,
entdo esse numero é chamado de primo. Quando n > 1 nao é primo, ele é chamado de
composto.

Exemplo 2.6 O numero inteiro 7 é primo porque seus fatores positivos sao 1 e 7. Jd o
nimero 9 é composto, pois é dividido por 3.

Teorema 2.14 (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero natural n maior do
que 1 pode ser escrito de forma unica (a menos da ordem) como um produto de fatores
primos, ou seja

n=Dp1-:Pm

em que m > 1 é um nimero natural e p1 < - -+ < P, SGO PTIMOS.
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Demonstragao: (Existéncia) Mostramos a existéncia da fatoracdo de n em primos por
inducao.
Se n é um nidmero primo nao hé o que provar, basta tomar m =1 e p; = n.

Se n é composto podemos escrever n = ab, a,b € N, 1 <a <n, 1 <b<n.
Por hipétese de indugao, a e b se decompoem como produto de primos. Arrumando as
fatoragoes de a e b de forma a organizar os fatores, obtemos uma fatoragao de n.

(Unicidade) Suponhamos por absurdo que n possui duas fatoragoes diferentes, ou
seja,

n=p1 - -Pm=4q1" " qm,

comp; < - <P, 1 < -0 < @y € que n é 0 minimo com tal propriedade. Como
p1lq1 - - - @ temos que pq|g; para algum valor de i. Logo, como ¢; é primo, p; = ¢; e
p1 > q;. Analogamente temos ¢; < p;, donde p; = ¢;. Mas

n

— =DP2Pm=Qq " Qny
P

admite uma tnica fatoracdo, pela minimalidade de n, donde m = m' e p; = ¢; para
todo 7, o que contradiz o fato de n ter duas fatoragoes. O

Exemplo 2.7 As fatoracoes em primos dos nimeros 200, 551, 641, 999 e 512, sdo dadas
por:

200=2-2-2-5-5=23.52

551 =19-29

641 = 641

999 =3-3-3-37=3%-37
512=12-.2.2-2-2.2.2.2.2=29

2.5 Minimo Miiltiplo Comum

A seguir definimos minimo multiplo comum, e apresentamos alguns resultados que serao
base para o projeto.

Definigao 2.8 Um nimero m é um minimo maltiplo comum (mmc) de a e b, com
a, b, m € Z, se possuir as sequintes propriedades:

a) m é um maltiplo comum de a e b;

b) Se ¢ é um mailtiplo comum de a e b, entao m|c.
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Sem é o mmc de a e b seque que m < ¢, para qualquer miltiplo comum ¢ de a e b.
Logo, m é o menor entre os multiplos comuns de a e b, e serd denotado por [a,b], ou
ainda por mmc(a, b) que é mais usado na educagdo basica.

Teorema 2.15 Dados dois mimeros a,b € Z, (nimeros inteiros diferentes de zero),
existe o mme [a,b] e temos que [a,b] - (a,b) = a - b.

a-b

(a,0)

Demonstracao: Ponhamos m = . Como

b
m=a- —p.

(a,b) (a,b)’

temos que a|m e bjm.

Agora, seja ¢ € Z, um miltiplo comum de a e b. Logo, ¢ = n-a = ny - b. Segue daf
que

a b
n- =n .
(a.b) " (a,b)
a b . . ) a . .
Como —— e —— sao primos entre si, segue-se que —— divide ny, e, portanto,
(a,b) ~ (a,b) (a,b)
m = - b divide n; - b que, € igual a c. [
(a,b)

Definicao 2.9 Um nimero m é o mmc de aq,...,a, se m é mailtiplo comum entre
ai, ...,a, e se c é um multiplo de ay, ..., a, entdo mj|c.

Aplicando o processo de indugao a partir da existéncia do mmc de a; e as, mostra-se
que o [aq, ..., a,] existe e pode ser calculado recursivamente [ay, ..., a,] = [[a1, az], ..., an].

Coroldrio 2.16 Se a e b sao nimeros primos entre si, entio [a,b] = |a - b|.

Demonstragao: Segue imediantamente do ltimo teorema. O

a-b-c

Proposigao 2.17 Sejam a,b,c € N. Mostre que [a,b,c] = @ o
a-b,a-c,b-c

Demonstracao: Note que
[CL?bJC] : (G'b,a-c,b~c) =
[a,[b,c]] - ((a-b,a-c),b-c) =
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a-[b,c
’ (CL' (b,C),b'C) =
(a, b, c])
alb, c|
(a(b,c), [b,c|(b,c)) =
AL (0.0, . 0,0)
a- b,
T (bv C) ’ <a7 [b7 C]) =
(a, b, c])
a- [b,C] ) (b,C) =
a-b-c.
Portanto, obtemos o resultado. Il
Proposigao 2.18 Sejam a e b nao identicamente nulos. Entdo (a,b) = [a,b] se, e

somente se a = b.

Demonstracao: Se (a,b) = [a,b] = d, entdo existem p,q,z,y € N tais que a = z - d,
b=y-ded=q-a=p-b. Dai, b =1y-q-aimplica que albe a=x-p-bimplica que
bla. Logo, se a|b e bla temos que a = b.

Se a = b entao (a,b) = (a,a) = a = [a,a] = [a,]]. O



CAPITULO 3

Equacoes Diofantinas Lineares

As Equacoes Diofantinas sao equagoes algébricas com uma ou mais varidveis, a serem
resolvidas no conjunto dos nmimeros inteiros. Neste capitulo vamos introduzir conceitos
sobre as Equacoes Diofantinas Lineares com duas incégnitas. Essas equacoes serao de
grande importancia nesse trabalho, pois serd com o objetivo de aplica-lds em sala que o
professor trabalhard alguns contetdos referentes a Teoria dos Niumeros. O contetido a
seguir serd baseado nas referéncias Hefez [7], Filho [5], Lins e Gimenez [9], Santos [15] e
Nagell [11].

3.1 Equacoes Diofantinas Lineares

Vamos iniciar essa secao com a definicao de Equacao Diofantina Linear, e seguiremos
com resultados de grande utilidade para o desenvolvimento de sua teoria.

Definicao 3.1 As equacoes diofantinas lineares sio as equacées na forma aX +bY = c,

coma,b,c € Z. Sec =0, as Fquagoes Diofantinas admitem pelo menos a solugao trivial
X=0eY =0.

Todo par de inteiros X, Yy tais que aXo + 0Yy = ¢ diz-se uma solucao inteira ou
apenas solucao da equacao aX + bY = c.

Exemplo 3.1 Dada a Equagao Diofantina 3X + 6Y = 18, algumas solugoes possiveis
5a0:

3:-446-1=18emque X =4 eY =1.
3:24+6-2=18emque X =2eY =2.
3:-1846-(—6) =18 em que X =18 e Y = —6.

Exemplo 3.2 FExistem Equacoes Diofantinas Lineares com duas incégnitas que nao tem
solugcao. Por exemplo, a equacdo 2X + 4Y = T nao tem solucao, pois 2X + 4Y é um

18
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inteiro par quaisquer que sejam oS valores inteiros de X e Y, enquanto que 7 é um
numero inteiro impar.

Proposicao 3.1 Sejam a,b € Z nado nulos e ¢ € Z. A equacao aX + bY = c¢ admite
solugdes inteiras se, e somente se, (a,b)|c, com d = (a,b).

Demonstracao: Suponhamos que a equacao aX + bY = ¢ tem uma solucao, isto é, que
existe um par de inteiros X, e Yy tais que aXy + bYy = ¢. Ponhamos (a,b) = d, logo
existem inteiros r e s tais que a = dr e b = ds, e temos ¢ = aXy + bYy = drXog + dsYy =
d(rXo + sYp). Como rXy + sYy € um nimero inteiro, segue-se que d divide c.
Reciprocamente, suponhamos que d divide ¢, isto é, que ¢ = dt, onde t é um inteiro.
Como (a,b) = d, existem inteiro Xy e Yj tais que d = a Xy + bYy (Teorema 2.6). O que
implica ¢ = dt = (aXo+bYy)t = a(tXo) +b(tYp), isto é, o par de inteiros X = tX, = EXO

eY =tYy = ng ¢ uma solugao da equacao aX + bY = c. O
b
OBS: A equacao aX + bY = ¢ pode ser reduzida para a forma ( ab)X + ( b)Y =
a’? a/7
b
(a,cb)' Note que ( (aC,Lb)’ @ b)> = 1. Assim, é suficiente estudar as equacgoes aX +bY = ¢,
com (a,b) = 1.

Defini¢ao 3.2 Uma solugao particular da equagio aX — bY = ¢, em que (a,b) =1, é
uma solucao Xy, Yy tal que, se X1,Y; é solucdo, entio Xg < X; e Yy <Y;.

Proposicao 3.2 Seja Xy, Yy a solugcao particular da equagao aX — bY = ¢, em que
(a,b) = 1. As solugées X, Y € N, sio da forma X = Xo+th eY =Yy +ta comt € N.

Demonstra¢ao: Suponha que X = Xo +th e Y = Y + ta, entdo aX — bY = a(Xy +
tb) — b(Yp + ta) = aXy + atb — bYy — bta = a Xy — bYy = ¢. Logo, X e Y sao solugdes da
equacao.

Reciprocamente, suponha que X, Y é uma solucao. Entao, aX —bY = ¢ = aXy—bY,.
Dai, aX — aX, = bY — bYp implica que a(X — Xp) = b(Y — Yp). Como (a,b) =1 e
bla(X — Xp), segue que b|(X — X;) de onde existe t € N tal que X — Xy = tb, isto é,
X = Xo+tb. Além disso, temos atb = b(Y —Yy), de onde segue que Y = Yj + ta. Segue

que a equacao acima aX + bY = ¢, com (a,b) = 1, admite infinitas solugoes em Z. O
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Exemplo 3.3 Determinar todas as solucées da Equagio Diofantina Linear 172X +
20Y = 1000.

Vamos primeiramente determinar o mdc(172,20) pelo Algoritmo de Euclides.

Dividindo 172 por 20, obtemos a seguinte igualdade:
172 =20 - 8 + 12.
Agora, dividindo 20 por 12 (resto na igualdade anterior), temos
20=12-1+8.

E seguindo o mesmo procedimento, encontramos

12=8-1+4
e
8=4-2+0.
Portanto, o mdc(172,20) = 4, pois o ultimo resto diferente de 0 é o 4, e como

4|1000, segue-se que a equagao tem solugao. Agora dividindo a equagao por 4, obtemos
43X 4+ 5Y = 250. Para achar uma solucao particular Xy, Yy, vamos usar novamente o
Algoritmo de Euclides, dividindo agora 43 por 5, donde obtemos

43 =5-8+ 3.
Agora, dividindo 5 por 3 (resto na igualdade anterior), temos
5=3-1+42.
E seguindo o mesmo procedimento, encontramos
=2-1+1.

Substituindo as igualdades anteriores de traz pra frente, obtemos:
1=3-2-1=

3—(5—-3-1)-1=

3-2—5-1=
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(43—-5-8)-2—5-1=
43-2 —5-17.

Com isso temos 1 = 43 -2 — 5 - 17. Multiplicando a igualdade por 250, de forma
conveniente, encontramos

250 =43 - 500 — 5 - 4250 ou ainda 250 = 500 - 43 — 4250 - 5.

Logo, Xo = 500 e Yy = —4250 é solugao particular e consequentemente X = 500+¢-5
eY = —4250 — t - 43, com t € Z é solucao da equagao.

Exemplo 3.4 Determinar o menor nimero natural que tem restos 11 e 35 quando di-
widido, respectivamente, por 37 e 48.

Se chamarmos de N esse nimero natural, podemos representar esse problema por:
N=37-X+11e N=48-Y + 35.

Donde obtemos: 37X + 11 = 48Y + 35 implica que 37X — 48Y = 24 implica que
48Y — 37X = —24.

Usando o Algoritmo de Euclides.
Dividindo 48 por 37, obtemos a seguinte igualdade:

48 =371+ 11.

Agora, dividindo 37 por 11 (resto na igualdade anterior), temos
37=11-3+4.

E seguindo o mesmo procedimento, encontramos

11=4-243

4=3-1+1.

Logo, substituindo as igualdades anteriores de traz pra frente,
1=4-3=

4—(11-4-2)=

4.-3—-11-1=
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3.(37—11-3)—11-1=

37-3-11-10 =
37.3—(48—37-1)-10 =
—48-10 + 37 - 13.

Agora, multiplicando a igualdade por —24, temos

—24 =48 - 240 — 37 - 312.

Assim, Xy = 312 e Yy = 240.

Portanto, N =37- X +11 = N = 37-312+11 = 11555, que é o niimero procurado.

Proposicao 3.3 Sejam a,b € N, com (a,b) = 1. Todo nimero natural ¢ pode ser escrito
de modo tnico de uma e somente uma das formas:

c=na+ mb, ouc=na—mb, comn <ben,méeN.

Demonstracao: Existéncia: Sabemos que existem u, v € N tais que ua—vb = (a,b) = 1.
Se multiplicarmos ambos os membros dessa igualdade por ¢, obtemos auc — bve = c.

Usando a divisao euclidiana, existem ¢,n € N com n < b tais que uc = qb + n.
Substituindo uc na igualdade acima, temos:

¢ = na + qab — vcb.

Se qa > ve, pondo m = qa — ve, temos que ¢ = na + mb. No caso em que vc > qa,
pondo m = vec — qga, temos que ¢ = na — mb.

Unicidade: Suponhamos que existem ny, m; € N, tais que

na £ mb = nia £ m1b, com n,n; < b.

Teremos trés possibilidades para analisar:

I- na + mb = nia — myb;

II-na + mb = nia + mqb;

IIT-na — mb = nya — myb.

Primeiro, vamos mostrar que a possibilidade I s6 ocorre quandon = n; e m = my = 0.

Para isto, basta mostrar que n = ny, pois terfamos

0 = na + mb — (n1a — myb) = mb + m1b = b(m + my),

o que implicaria em m + m; = 0, e portanto m = m; = 0.

Agora, suponhamos por absurdo que n # n;. Logo, devemos ter n; > n. Portanto,

(ny —n)a = (m + my)b.

Como (a,b) = 1, temos que a|(m + my) e, assim, m + m; = ra. Logo, (ny —n)a =
(m+my)b = rab. Dai segue que (ny —n) = rb, o que é absurdo, pois ny —n < berb > b.
Portanto, n = n;.
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Segundo, vamos mostrar que a possibilidade II ocorre quando n = ny e m = my.

Para isto, basta mostrar que n = ny, pois terfamos

0 =na+ mb—nia — mib=mb—mib=b(m — my),

o que implicaria m — m; = 0, e portanto m = m;.

Suponhamos por absurdo que n # n;. Logo, devemos ter n; > n. Portanto,

(ny —n)a = (m — my)b.

Como (a,b) = 1, temos que a|(m — m,) e, assim, m — m; = ra. Logo, (n; —n)a =
(m—my)b = rab. Dai segue que (ny —n) = rb, o que é absurdo, pois ny —n < be rb > b.
Portanto, n = n;.

Por 1ltimo, vamos mostrar que a possibilidade III ocorre quando n =n;e m = m, =
0. Para isto, basta mostrar que n = ny, pois terfamos

0 = na —mb — (n1a — myb) = —(mb + myb) = b(—(m + my)),

o que implicaria —(m 4+ m4) = 0, e portanto m = m; = 0.

Agora, suponhamos por absurdo que n # n,. Logo, devemos ter n; > n. Portanto,

(ny —n)a = (—m + my)b.

Como (a,b) = 1, temos que a|(—m+m,) e, assim, —m +m; = ra. Logo, (n; —n)a =
(—=m + mq)b = rab. Dai segue que (ny —n) = rb, o que é absurdo, pois n; —n < b e
rb > b. Portanto, n = n;. 0

Defini¢ao 3.3 Sejama,b € N. Definimos o conjunto S(a,b) = {xa+yb; z,y € NU{0}}.
Proposicao 3.4 Euxiste c € S(a,b) se, e somente se, existem m,n € N, com n < b tais

que ¢ = na + mb.

Demonstracao: Se ¢ € S(a,b), entdo ¢ = xa + yb, com z,y € N. Pelo Algoritmo de
Fuclides, x = bq + n, com n < b. Logo,

¢ = (bg +n)a+ yb = bga + na + yb = na + (qa + y)b.
Assim, obtemos ¢ = na + mb, com n < b, e m = aq + .

Obviamente se ¢ = na + mb, entdo ¢ € S(a,b). O

Definigao 3.4 Definimos o conjunto das lacunas de S(a,b) como sendo o conjunto
L(a,b) =N\ S(a,b).

Corolario 3.5 Temos que L(a,b) = {na —mb € N; n,m € N, n < b}.
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Teorema 3.6 A equag¢io aX + bY = ¢, onde (a,b) = 1, tem solu¢io em nimeros
naturais se, e somente se,

c¢ L(a,b) ={na—mbeN; n,neNn<b}.

Demonstracao: Sabemos que a equacao aX + bY = ¢ tem solucao se, e somente se,
¢ € S(a,b). Assim, o resultado segue do coroldrio anterior. O

Proposicao 3.7 Suponha que a equagao aX 4+ bY = ¢, com (a,b) = 1, tenha solu¢a o e
seja Xog = n, Yo = m a solucao particular. As solucoes x ey da equacao sao dadas pelas
formulas

r=n+tbey=m—ta, comt e NU{0}, m —ta>0.

Demonstragao: Temos que an + bm = ax + by = ¢ implica que a(x — n) = b(m — y).
Como (a,b) = 1, segue que b|(x —n). Logo, z —n = tb, t € N. O que implica que
xr = n—+tb. E fazendo a substituicao obtemos m — y = ta. Como queriamos demonstrar.
0

Exemplo 3.5 Determinar para quais valores de ¢ € N a equacao 11X + 7Y = ¢ tem
solugoes em n € N,

O conjunto das lacunas de S(11,7) é o conjunto
L(11,7) ={(n1ll —m7) e N; n,m € N,n < 7}.

Agora, encontrando os valores de m obtemos:
Sen=1entao (1-11 —m7) € Nse m = 1.
2-11—m7)eNsem=1,2,3.

Se n = 2 entao )
3-11—m7) € Nsem=1,2,3,4.
)
)

Se n = 3 entao
4-11—m7) eNsem=1,2,3.4,56.
Sen=>5entao (5-11 —m7) e Nsem =1,2,3,4,5,6,7.
Sen =6entao (6-11 —m7) e Nsem =1,2,3,4,5,6,7,8,9.
Assim, o conjunto das lacunas ¢ L(11,7) = {1,2,3,4,5,6,8,9,10, 12,13, 15,16, 17, 19, 20, 23, 24, -
Portanto, a equagao 11X + 7Y = ¢ admite solu¢do em N U {0} se, e somente se
c¢ L(11,7).

Se n = 4 entao

(
(
(
(



CariTULO 4

Equacoes Diofantinas de Ordem
Superior

Equacoes Diofantinas de Ordem Superior sao equagoes algébricas de grau maior ou igual
a dois com solucao no conjunto dos niimeros inteiros. Neste capitulo vamos estudar as

2 as quais sao chamadas

Equacoes Diofantinas de Segunda ordem na forma 2% + y? = 2
Ternas Pitagoricas. Tais equacoes serao definidas nas proximas paginas e servirao para
aplicacoes que os professores podem fazer em sala de aula. Para este capitulo usamos

como referéncias Filho [5].

4.1 Equacoes Diofantinas de Segunda Ordem

Pitagoras e seus seguidores ligaram os nimeros inteiros & geometria e, dessa forma, ini-
ciaram a Teoria dos Numeros. Por volta de 1700 a.C. foram encontradas, na Babilonia,
tabelas contendo listas de ternas de nmimeros inteiros com a propriedade de que um dos
nimeros quando elevado ao quadrado era igual & soma dos quadrados dos outros dois.
Existem registros que mostram a existéncia e uso destas tabelas no Egito antigo. Os
Pitagoricos estavam interessados nos tridngulos retdngulos cujos catetos tém compri-
mento inteiro x e y e o comprimento z da hipotenusa também é inteiro, e se relaciona
com z e y de modo que 22 +y? = 22. Procurar todos os inteiros positivos que satisfazem
o Teorema de Pitdgoras é o mesmo que determinar todos os tridngulos retangulos que
tém lados com medidas interias. Por volta de 600 a.C., os pitagéricos foram os primeiros
a criar métodos para determinar ternas desse tipo, as quais receberam o nome de Ternas
Pitagéricas. Platao (430 até 349 a.C.) também encontrou formas de determinar tais
ternas (somatematica [16]).

Neste capitulo vamos demonstrar que algumas dessas ternas podem ser encontradas
através de féormulas de ficil compreensao, e também verificar que tais ternas sao infinitas,
ou seja, vamos estudar as solugoes (z,y, 2) da equagao X2+ Y? = Z2, com z,y,2 € Z

25
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diferentes de zero. Iniciamos com a definicao de Ternas Pitagéricas, e apresentamos os
primeiros resultados.

Definigao 4.1 As triplas de nimeros inteiros positivos (x,y, z) que satisfazem a equagdo
X24+Y? =72 sao denominadas Triplas ou Ternas Pitagoricas, jd que correspondem aos
comprimentos dos lados de um triangulo retingulo de lados inteiros pelo Teorema de
Pitagoras.

Exemplo 4.1 Sao Ternas Pitagoricas: (3,4,5), (5,12,13) e (12,35, 37), pois
32442 =94 16 = 25 = 52,
524122 =25+144 =169 =132 ¢
122 4 352 = 144 + 1225 = 1369 = 37°.

Defini¢ao 4.2 Chama-se Terna Pitagorica primitiva toda Terna Pitagorica (x,y, z) tal
que mdc(z,y) = 1. Ou seja, Terna Pitagdrica primitiva é toda terna tal que x e y sdo
primos entre St.

Proposicao 4.1 Se (z,y,2) é uma Terna Pitagorica, entdo (cx,cy,cz), em que ¢ > 1 é
um inteiro positivo qualquer, é uma Terna pitagorica.

Demonstracao: Basta tomarmos cx e cy no lugar de x e y, respectivamente na equagao
X2 +Y? = 72 e verificamos o resultado da seguinte forma:

(cx)? + (cy)? = P2? + APy? = A (2 + y?) = A(2?) = (c2)2. O

Exemplo 4.2 Sabemos que (12,35,37) é uma Terna Pitagérica. Se tomarmos ¢ = 5,
obtemos (60, 175,185), que é uma Terna Pitagdrica, pois

602 4+ 1752 = 3600 + 30625 = 34225 = 1852.

4.1.1 Férmulas que fornecem Ternas Pitagoricas

Proposigao 4.2 As formulas de Pitdgoras:
r=2n+1,y=2n*+2nez=2n*+2n+1,

em que n é um inteiro positivo qualquer, sio solucoes da equacio X? +Y? = Z2.
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Demonstracao: Vamos substituir os valores de x e y no lado esquerdo da equagao
pitagorica:

2?4y =

(2n +1)2 + (2n* + 2n)* =

(4n? +4n + 1) + (4n* + 8n® + 4n?) =

4n* + 8n3 + 8n?% + 1.

Por outro lado, substituindo o valor de z, temos:

22 =

(2n? +2n+1)% =

ant +4And + 202+ And 4 An’ - 2n+ 202+ 2n+ 1 =

4n* + 8n® + 8n? + 1.

Portanto, temos o resultado. [l

Exemplo 4.3 Sejan =8, temosx = 17, y = 144 e z = 145, que é uma terna pitagorica,

PpoLs
172 4+ 1442 = 289 + 20736 = 21025 = 1452

Proposicao 4.3 As formulas de Platao:
x=2mn,y=m?>—n?ez=m?4+n?
sao solucoes da equacio X2 +Y? = Z2, quando m e n sdao niumeros inteiros positivos

quaISquer e m > n.

Demonstracao: Basta substituirmos os valores na equacao pitagdérica:

2?4y =
(2mn)* + (m? — n?)? =

(4m?n?) + (m* — 2m?n? + nt) =
m* + 2m2n? + nt.

Por outro lado temos:

22 =

(m?+n?)? =

m* + 2m2n? + nt.

Portanto, temos o resultado. O
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Exemplo 4.4 Tomando m =9 en = 5, temos v = 56, y = 90 e z = 106, que é uma

Terna Pitagorica, pois

562 +90% = 3136 + 8100 = 11236 = 1062,

Proposicao 4.4 As formulas:

n?—1 n?+1
= n ez =
2 }y 2 )

fornecem Ternas Pitagoricas com n inteiro positivo impar maior do que 1.

T =

Demonstracao: A hipétese de n ser fmpar e maior que 1, serve para garantirmos que x
e i sejam numeros inteiros positivos, e x # 0. De fato, para x temos:

(i) Se n for um ndimero par, da forma 2p com p um nimero natural diferente de 0,

temos:
n?—1 (2p)?—1 4p*>—1 1

impli —9p2 _ _
1mplica que 7 5 P 5

que nao é um nimero inteiro.

(ii) Se n for um nimero fmpar, da forma 2p + 1 com p um mimero natural diferente

de 0, temos:

21 2p+1)% -1 4p+2p+1) -1
n implicaque(p+2) :(p T Z;+ ) =p°+p,

que é um nimero inteiro.

Agora, para z temos:
(i) Se n for um nimero par, da forma 2p com p um nimero natural diferente de 0,
temos:
n?+1. (2p)>+1  4p*+1 1
implica que 5 =7 = 4p 9

que nao é um nimero inteiro.

(ii) Se n for um nimero fmpar, da forma 2p + 1 com p um nimero natural diferente

de 0, temos:

241 2 1241 4p% + 2 1 1
nt implicabque<p+2)+ _(p—i—]92+ )+ =p*+p+1,

que é um ntimero inteiro.

Agora provaremos que as férmulas fornecem ternas pitagéricas.
Primeiro, substituindo x e y na férmula de Pitdgoras:
2 4y? =

1
Z(n2 — 1) +n?=
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nt n? 1 )
L g it s
n* n? 1
T2

Provando que as férmulas fornecem Ternas Pitagoricas. O

Exemplo 4.5 Sejan = 13, temosx = 84, y = 13 e z = 85, que é uma Terna Pitagorica,
pois

842 4+ 13% = 7056 + 169 = 7225 = 85°.

Proposigao 4.5 Se (z,y, z) formam uma Terna Pitagérica nao primitiva, isto é, mde(x,y) =
d # 1, entao d|z, e os quocientes:

—Z — Y __z
1= g =3€x=y

formam uma Terna Pitagdrica primitiva (z1,y1, 21).
Demonstracao: Temos que:
2 2 2 2 2 2
= (2 (0 =T 2 () -
(‘731) + (yl) <d _'_ d d2 d2 d (Zl) Y

1
com mdc(zy,y1) = 1, pois mde(xy, y1) = mde (g, %) = —mdc(x,y) = Ed =1 O

N

Obs: De qualquer Terna Pitagérica nao primitiva pode-se obter uma Terna Pitagérica
Primitiva, multiplicando-se os seus elementos por um nimero convenientemente es-
colhido, niimero esse inteiro e positivo maior do que 1. Isto é, todas as solugoes de
X? +Y?= 7% resultam daquelas de z7 + y? = 2}, onde mdc(xy,91) = 1.

Teorema 4.6 Para todo inteiro positivo x > 2, existem inteiros positivos y e z tais que
(z,y,2) é uma Terna Pitagdrica.
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Demonstragdo: Suponhamos primeiro que o inteiro x > 2 ¢é par. Entao, 2|z e 4|z, de
modo que
z? —4 % +4
V=7 ez= 1
sao dois inteiros positivos. E como
vt — 822+ 16  a2'+822+16 (22 +4\°

16 - 16 - ( 1 ) -

Segue-se que (z,y, z) é uma Terna Pitagérica.

22 +y? =22 +

Agora, suponhamos que z > 2 é fmpar. Entao x é da forma 2k+1, com k € N. Logo,
as formas pitagdricas

r=2n+1,y=2n>+2nez=2n>+2n+1,

dao a Terna Pitagoérica (z,y, 2). O



CAPITULO 5

Projeto de Aplicacao em Sala

Nesse capitulo apresentaremos atividades que podem ser aplicadas em sala de aula com
alunos do 9° ano e do primeiro ano do Ensino Médio. Essas atividades serao desenvolvidas
em forma de um pequeno plano de aula, onde sugerimos o caminho a ser percorrido pelo
professor, com toda a teoria que deverd ser aplicada, e ainda solucionar problemas dos
mais simples aos mais complexos usando Equagoes Diofantinas Lineares e de segunda
ordem. Nesta parte do trabalho utilizamos como referéncias Hefez [7], Filho [5], Lins e
Gimenez [9], Santos [15], Rosen [14] e Nagell [11].

5.1 Primeiro Encontro

Numeros de Aulas: Duas Aulas.
Objetivos: Revisar conceitos da Teoria dos Nimeros.

Contetidos: Numeros primos, nogoes de divisibilidade, miiltiplos e Algoritmo de
Euclides.

Encaminhamentos Metodolégicos: Definir o conceito divisao, e relembrar como
encontrar os divisores de um nimero. Conceituar os miiltiplos de um nidmero, e como
calcular os seus respectivos multiplos. Explicar a divisao euclidiana e como ¢é feito o seu
algoritmo.

Teoria e Atividades: Em primeiro lugar o professor deverd iniciar sua aula mo-
tivando os alunos a relembrarem os conceitos que serao trabalhados nesse encontro.
Conceitos esses que sao divisores, miltiplos, mdc (méximo divisor comum) e mmc (min-
imo muiltiplo comum), nimeros primos, decomposicao em fatores primos e Algoritmo de
Euclides. Tais conceitos podem ser definidos da seguinte forma para os alunos:

31
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Divisores Podemos utlizar a Defini¢ao 2.2 onde encontramos que, dados dois ntimeros
inteiros a e b, diremos que a divide b, escrevendo a|b, quando existir ¢ inteiro tal que
b = ¢ - a. Neste caso, diremos também que a é um divisor de b, ou ainda, que b é um
miiltiplo de a. .

Exercicio 5.1 Encontrar os divisores dos nimeros 12, 30 e 32.

a) D(12) =1, 2, 3, 4, 6, 12.
b) D(30) =1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30.
¢) D(32) = 1, 2, 4, 8, 16, 32.

Maximo Divisor Comum Usamos para definir Maximo Divisor Comum as Definigoes
2.3 e 2.4. Aqui, podemos introduzir uma simbologia, que servird para facilitar a notacao
de mdc, que ¢ (a,b). (Definicao 2.4)

Exemplo 5.1 Encontrar o Mdximo Divisor Comum entre 36 e 64.

Nesse exemplo o professor deverd lembrar que um dos caminho para encontrar o mdc
de dois ou mais nimeros é calcular todos os divisores, e através de uma observacao,
encontrar qual é o maior deles. Nesse caso, temos

D(36) =1, 2, 3, 4, 6,9, 12, 18, 36 ¢

D(64) =1, 2, 4, 8, 16, 32, 64.

Onde obtemos que os divisores comuns sao: 1, 2 e 4, e o maior deles é o 4. Portanto,
o mdc entre 36 e 64 ¢é 4.

Divisao Euclidiana (Algoritmo de Euclides) Também conhecido como Algoritmo
da Divisao, o Algoritmo de Euclides nada mais é que efetuar a divisdo de dois nimeros
inteiros a e b, resultando num niimero que é o quociente ¢ e outro que é o resto r, o qual
escrevemos da forma b =a-q+r, com g € Z, e 0 < r < |a|. Temos como referéncias os
Teoremas 2.2, 2.4 e 2.13.

Aqui o professor deverd mostrar ao aluno que a metodologia que ele resolve a divisao
desde os anos iniciais do ensino fundamental continua a ser praticada, mas nesse instante
ele ird apenas escrever a divisao de forma mais elegante, a qual ajudard na pratica de
alguns exercicios.

Exemplo 5.2 FEncontrar o quociente e o resto da divisdo de 330 por 20.
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Solucao: Efetuando a divisao de 330 por 20 obtemos quaciente 16 e resto 10. Assim,
podemos escrever da seguinte forma 330 = 20 - 16 + 10.

Visto a Divisao Euclidiana, o professor deverd introduzir ao aluno que para encontrar
o mdc de dois ntiimeros inteiros basta resolver um processo que se chama Procedimento
do Algoritmo de Euclides, que consiste em efetuar divisoes sucessivas entre o quociente
e o resto da divisao, até nao encontrarmos resto, e o ultimo resto diferente de 0 serd o
mdc, de acordo com o Teorema 2.13. Tal processo pode ser encontrado na pédgina 13.

Exemplo 5.3 Qual é o mdc entre 300 e 1359

Solucao: Primeiro efetuamos a divisao de 300 por 135, em que obtemos quociente 2

e resto 30, que pode ser colocado no diagrama:
- 2
300 | 135 | 30
30

Feito isso, agora proceguimos com a divisao de 135 por 30, em que obtemos quociente

4 e resto 15, que pode ser colocado no diagrama:

- 2 | 4
300 | 135 | 30 | 15
30 | 15

Como ainda nao obtemos resto 0, devemos continuar esse processo, agora dividindo
30 por 15, o qual obtemos quociente 2 e resto 0.

- 2 | 4] 2
300 | 135130 |15 |0
30 | 15 | O

Como o 1ltimo resto diferente de 0 é o 15, entao o mdc entre 300 e 135 é 15.

Numeros Primos Para definir niimeros primos, temos como referéncias as Defini¢oes
2.6 € 2.7 e 0 Teorema 2.14. Assim, os primeiros nimeros primos sdo {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, ...},
os quais sao usados na fatoragao dos niimeros naturais.

Exemplo 5.4 Escreva os numeros 120, 300 e 220 na forma de fatores primos.

Solucao:
120=2-2-2-3-5=2%.3.5.
300=2-2-3-5-5=22.3.5%
220=2-2-5-11=22.5-11.
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Muiltiplo Um ndmero inteiro a serd chamado miltiplo de um nimero inteiro b diferente

de zero, quando a for divisivel por b ou b for divisor de a. Ou ainda, temos como referéncia
a Definigao 2.8.

Exemplo 5.5 Quais sao os 8 primeiros mailtiplos dos nimeros abaizo:

Solucao:
a) M(6) =0, 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42.
b) M(30) =0, 30, 60, 90, 120, 150, 180, 210, 240.

Minimo Muiltiplo Comum Dados dois ou mais nimeros inteiros nao-nulos, denomina-
se minimo multiplo comum desses nimeros o menor de seus miiltiplos comuns que seja
diferente de zero. Ou ainda, temos como referéncia a Definicao 2.8.

Exemplo 5.6 Determinar o mmc entre 50 e 32.

Solugao:

O professor poderd seguir o mesmo modelo de Algoritmo que o aluno pratica desde
os anos iniciais do Ensino Fundamental, usando o seguinte diagrama:

o0 | 32 | 2
25 116 | 2
25| 8 |2
25| 4 |2
25| 2 |2
25|11 |5
51115
111

Logo, o mmc entre 50 e 32 é o produto 2-2-2-2-2-5-5 = 800.

5.2 Segundo Encontro

Numeros de Aulas: Duas Aulas.
Objetivos: Revisar conceitos da Teoria dos Nimeros.

Contetidos: Numeros primos, nogoes de divisibilidade, miiltiplos e Algoritmo de
Euclides.
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Encaminhamentos Metodolégicos: Verificar se os alunos compreenderam os con-
ceitos pertencentes aos divisores, multiplos e o Algoritmo da divisao.

Teoria e Atividades: Feito todo esse trabalho de retomada de contetido no en-
contro anterior, o professor podera aplicar os exercicios a seguir para que o aluno possa
compreender e praticar aquilo que ele viu em sala de aula. As referéncias para a resolugao
dos exercicios estao na pagina 31.

Exercicio 5.2 Verifique:

a) se 109 ¢é divisivel por 3.

Solucao: Usando o Algoritmo de Euclides temos: 109 = 3 - 36 + 1. Em que 109 nao
é divisivel por 3.

b) se 119 é divisivel por 9.

Solucao: Usando o Algoritmo de Euclides temos: 119 =9 - 13 + 2. Em que 119 nao
é divisivel por 9.

c) se 143 é divisivel por 12.

Solucgao: Usando o Algoritmo de Euclides temos: 143 = 12-11+11. Em que 143 nao
é divisivel por 12.

d) se 310 é divisivel por 5.

Solucao: Usando o Algoritmo de Euclides temos: 310 = 5- 62 + 0. Em que 310 &
divisivel por 5.

Exercicio 5.3 A idade de Janete corresponde ao maior divisor par de 60, sem ser o
proprio 60. Qual é a idade de Janete?

Solucao: Para resolver, basta encontrar os divisores de 60, e verificar quais deles sao
pares, e qual é o maior diferente de 60.

Assim, d(60) = {1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60}. Logo, a idade de Janete é 30
anos.

Exercicio 5.4 Qual é o maior mailtiplo de 13 menor que 3007

Solugao: Os primeiros multiplos de 13 sao: m(13) = 0,13,26,39,.... Mas, nao pre-
cisamos procurar todos os multiplos de 13 até chegar no 300. Como queremos um
multiplo menor que 300, vamos usar o Algoritmo de Euclides para verificar qual nimero
menor que 300 é divisivel por 13.

Assim, fazendo a divisao de 300 por 13, obtemos
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300 =23-13+1.

E continuando fazendo a divisao, mas agora a divisao de 299 por 13, temos
299 =23-13+0.

Logo, 299 é o maior multiplo de 13 menor que 300.

Exercicio 5.5 Achar os elementos do conjunto A = {1,2,3,4,5} que sdo primos com
8.

Solucao: Os primos com 8 sao aqueles que nao tém fatores primos iguais aos fatores
primos de 8. Como 8 s6 tem fator primo igual a 2 (8 = 23), e os tnicos que nao
apresentam o fator 2 na decomposicao sao: 1, 3 e 5. Portanto, esses sao os primos com
8.

Exercicio 5.6 O nimero 173 é um nimero primo?

Solugao: Aqui o professor deverd apresentar o resultado de que os divisores de um
nimero inteiro positivo sao menores que sua raiz quadrada. Para saber se 173 é primo,
devemos primeiro procurar seus divisores. Assim, calculamos a raiz quadrada de 173 e
obtemos v/173 22 13, 15. Assim, vamos calcular os divisores de 173, até chegar no nimero
13.

Temos que 173 = 86 - 2 4+ 1, de onde verificamos que 2 nao é divisor de 173.
Também temos que 173 = 57 - 3 4+ 2, de onde verificamos que 3 nao é divisor de 173.

Fazendo 173 dividido por 5 temos que 173 = 34 -5+ 3, de onde verificamos que 5 nao
é divisor de 173.

Continuando esse mesmo processo para outros nimeros primos, temos que 173 =
24 -7+ 5, de onde verificamos que 7 nao é divisor de 173.

Para 173 = 15 - 11 + 8, verificamos que 11 nao é divisor de 173.
E por fim, para 173 = 13 - 13 + 4, verificamos que 13 nao é divisor de 173.

Portanto, nao existem divisores de 173 diferentes de 1 e de 173, logo 173 é um mimero
primo.

Exercicio 5.7 Decomponha o nimero 234 em fatores primos.
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Solucao: Temos que 234 =2-3-3-13 ou 234 = 2-32 . 13.

O professor poderd também apresentar a fatoracao da seguinte forma:

234 | 2
117 3
39 | 3
13 [ 13
1

Exercicio 5.8 A fatoracdo completa do nimero 1200 é 2% - 3* - 5°. Qual é o valor de
a+b+c?

Solugao: Fatorando 1200 obtemos:
1200=2-2-2-2-3.5-5=2%.3.5%
Ou ainda fatoramos usando o diagrama:
1200
600
300
150
75
25
5
1
Logo,a=4,b=1ec=2. Portanto,a +b+c=4+1+2=17.

EEEERNE

Exercicio 5.9 Cualcule o mdc de 637 e 2877.

Solugao: Usando o Algoritmo de Euclides temos:
— 4 1 1 |14 1|2
2877 | 637 {329 | 308 | 21 |14 |7
329 130821 | 14| 710
Assim, o mdc de 637 e 2877 é 7.

Poderiamos ter resolvido também na forma mais utilizada pelos professores no ensino

fundamental, que é a decomposicao simultdnea dos nimeros considerando apenas os
fatores primos comuns.

Exercicio 5.10 Calcule o mdc de 3568 e 988.



Secao 5.2 - Segundo Encontro 38

Solugao: Usando o algoritmo de euclides temos:
— 3 1 1 1 1 21|13
3568 | 988 | 604 | 384 | 220 | 164 | 56 | 52 | 4
604 | 384 | 220|164 | 56 | 52 | 4 | 0
Assim, o mdc de 3568 e 988 ¢é 4.

Exercicio 5.11 Seja o conjunto A = {1,2,3,4,5,6}. Enumerar os elementos do con-
gunto X = {x € A | mde(x,6) = 1}.

Solugao: Se mde(x,6) = 1, x e 6 sdo primos entre si, e como os fatores de 6 sdo 2 e
3, temos que os elementos de A que na decomposi¢ao nao apresentam os fatores 2 e 3
sao 1 e 5.

Exercicio 5.12 Vové foi viajar com a Turma da Melhor Idade do bairro. Quantas
pessoas haviam na viagem, se podemos contd-los de 8 em 8 ou de 10 em 107

Solucao: Como as pessoas podem ser contadas em muiltiplos de 8 e em muiltiplos de
10, entao para encontar o nimero de pessoas que viajaram, devemos procurar o0 minimo
miiltiplo comum entre 8 e 10. Assim, [8,10] =2-2-2-5 = 2% .5 = 40, pois podemos
calcular o mmc usando o diagrama:

8110 |2
41 5 |2
215 |2
11515
111

Logo, viajaram 40 pessoas.

Exercicio 5.13 Um reldgio A bate a cada 15 minutos, outro relégio B bate a cada
25 minutos, e um terceiro reldgio C bate a cada 40 minutos. Qual é, em horas, o menor
intervalo de tempo decorrido entre duas batidas simultdneas dos trés relégios?

Solucao: Como as batidas dos relégios sao contadas em muiltiplos de 15, 25 e 40
minutos, entao para encontrar o intervalo entre duas batidas simultaneas dos trés relégios
basta calcular o minimo multiplo comum entre os trés valores. Assim, [15,25,40] =
2.2.2-3-5-5=23%.3-5%= 600, pois podemos calcular o mmc usando o diagrama:
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15 (25 140 | 2
15125]20 |2
15]125] 10 | 2
15125 5 |3
51255 |5
115|115
1711

Portanto, temos 600 minutos de intervalo, ou ainda 10 horas.

Exercicio 5.14 Dona Maria precisa de 30 m de fita verde e 24 m de fita amarela. Ela
quer cortar essas fitas de modo que os pedacos tenham o mesmo tamanho, que sejam o
maior possivel e que nao sobre pedagos da fita. Quantos metros deve ter cada pedago de

fita?

Solucao: Para descobrir quantos metros tem cada pedaco de fita, e que esses pedagos
tenham o mesmo tamanho e que esse tamanho seja o maior possivel, devemos encontrar
o maior divisor comum a essas duas medidas das fitas, ou seja, vamos encontrar o mdc
de 30 e 24. Nao vamos usar o Algoritmo de Euclides (que também poderia ser usado),
vamos encontrar os divisores de cada nimero e depois encontrar o maior comum:

D(30) =1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30.

D(24) =1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24.

Assim, temos que os divisores comuns sao: 1, 2, 3, 6. O maior deles é o0 6. Portanto,
cada fita deve ser cortada com 6 metros.

Exercicio 5.15 Se um nimero qualquer divide o produto de outros dois nimeros inteiros
quaisquer, ele necessariamente divide um dos fatores?

Solugao: Nao, pois podemos tomar esses niumeros com a > b > ¢, e vemos que alb- ¢,
mas atb e afc. Porexemplo,

25|10 - 5, mas 251 10 e 25 1 5.

Exercicio 5.16 Achar o maior inteiro positivo pelo qual se devem dividir os inteiros
160, 198 e 370 para que os restos sejam respectivamente 7, 11 e 13.

Solugao: Se 7, 11 e 13 sao os restos, a divisao de 160 — 7 = 153, 198 — 11 = 187 e
370 — 13 = 357 pelo inteiro positivo é exata. Como esse inteiro é o maior inteiro positivo,
esse nimero é o mdc(153,187,357).

Calculando o mdc:
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Primeiro mdc(357, 187)

Usando o Algoritmo de Euclides na divisao de 357 por 187, obtemos
357 = 187 -1 + 170.

E ainda 187 dividido por 170, encontramos

187 =170-1+17.

E por dltimo 170 dividido por 17 escrevemos

170 = 17 - 10 + 0 implica que mdc(357,187) = 17.

Segundo mdc(153,17)

153 = 17 - 9 implica que mdc(153,17) = 17.

Portanto, o niimero é 17, usando o Teorema 2.13.

Exercicio 5.17 Os restos das divisoes dos inteiros 4933 e 4435 por um inteiro positivo
n sao respectivamente 37 e 19. Achar o inteiro n.

Solucao: Como os restos sao 37 e 19, temos que 4933 — 37 = 4896 e 4435 — 19 = 4416
sao multiplos comuns de n.

Portanto, n é divisor comum de 4896 e 4416, isto implica que n é divisor do mdc(4869, 4416).
Calculando o mdc temos:

mdc(4869, 4416)

Dividindo 4896 por 4416, obtemos

4896 = 4416 - 1 + 480,

e ainda 4416 dividido por 480, encontramos

4416 = 480 - 9 + 96,

e por fim, 480 dividido por 96, obtemos

480 = 96 - 5 + 0 implica que mdc(4896,4416) = 96.

Logo, N é um divisor de 96, maior que 37 que é o resto da divisao de 4933 por n.
Portanto, n = 96 ou n = 48.

5.3 Terceiro Encontro

Niumero de Aulas: Duas Aulas.

Objetivos: Definir as Equacoes Diofantinas Lineares e desenvolver o método de
tentativa e erro.

Conteddos: Equagoes Diofantinas Linerares e méaximo divisor comum, além de
outros conceitos de Teoria do Niimeros.
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Encaminhamentos Metodolégicos: Conceituar Equagoes Diofantinas Lineares e
fazer com que o aluno pense nas possiveis solugoes das equacoes apresentadas.

Teoria e Atividades: Apresentamos aqui uma lista de equagoes e problemas que
ajudarao o professor a iniciar essa exposicao das Equacoes Diofantinas Lineares. Essa
primeira aula serd apenas para que o aluno tenha conhecimento desse tipo de equacao,
qual o seu conjunto de solucoes, e se todas as equacoes na forma linear apresentam
solucao.

Equacgoes Diofantinas Lineares As Equacgoes Diofantinas Lineares sao as equacoes
da forma aX + bY = ¢, com a, b, ¢ € 7Z, cujas solucoes pertencem ao conjuntos dos
ndmeros inteiros (Definicdo 3.1). O professor deverd alertar o aluno com relacdo as
solucoes, pois ele poderd encontrar infinitas solugdes que nao sejam inteiras, mas no
conjunto dos niimeros inteiros nem sempre uma Equacao Diofantina Linear tem solugao.

Exercicios Neste momento apresentamos uma série de exercicios que podem ser re-
solvidos pelo método de tentativa e erro. Esse método consiste em procurar algumas das
possiveis solucoes dos problemas, ou ainda perceber que uma equagao nao tem solucao
sem utilizar um algoritmo para isso, apenas testando possiveis solugoes . Apdés esse
método, poderemos questionar se essa é a unica forma de procurar as solugoes, o que
serd resolvido no préximo encontro.

Exercicio 5.18 Usando o método de tentativa e erro, encontre algumas solucoes para
as equagoes a Sequir:

a) 2X 4+ 6Y = 10.

Solucao: Por exemplo: t =2 ey=1;2=5ey=0;2=8ey=—1.
b) 5X +3Y = 12.

Solugao: Por exemplo: t =0ey=4r=3ey=—-1;0=—-3ey=09.
c)4X +8Y =0.

Solucao: Nao apresenta solugao inteira.

d) 6X —3Y = 12.

Solugao: Por exemplo: t =2 ey=0;x=5ey=6;r=—-4ey=—12.
e) 10X 4+ 5Y = 6.

Solucao: Nao apresenta solugao inteira.

f) 15X +27Y = 1.
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Solucao: Nao apresenta solugoes inteiras.

g) bX —6Y = —1.

Solucao: Por exemplo: t =1ley=1;2=-bey=—4,xr=T7ey=56.
h) 15X — 51Y = 41.

Solucao: Nao apresenta solugoes inteiras.

i) bX +6Y = 1.
Solugao: Por exemplo: t = —-ley=1;x=5ey=—4;x=—-Tey=~06.
) 2X +3Y = 4.

Solugao: Por exemplo: © = —4dey=4;x=8ey = —4.

Exercicio 5.19 Suponhamos que so existam notas de 15 e de 7 reais e que se queira
pagar (em dinheiro) uma certa quantia em reais. Serd que é sempre possivel? E se
existissem somente notas de 12 e de 30 reais?

Solucao: Primeiro, percebemos que o problema pode ser resolvido para a quantia de
1 real, pois para obter outras quantias, basta multiplicar o seu resultado.

Por exemplo, para pagar 1 real podemos usar uma nota de 15 e receber de troco duas
notas de 7. Deste modo, se quisermos pagar 23 reais podemos usar 23 notas de 15 e
receber de troco 46 notas de 7. Entretanto seria mais simples pagar com 2 notas de 15
e receber de troco uma nota de 7.

Agora, tendo pensado em possiveis solugoes, podemos conseguir equacionar o prob-
lema. Ou seja, estamos tentando encontrar solucoes inteiras para a equacao 7.X 4+ 15Y =
1.

No segundo caso, devemos perceber que a solucao seria um multiplo de 6, j& que 12
e 30 sao miiltiplos de 6. E da mesma forma que no primeiro caso, aqui bastaria repetir o
pagamento de 6 reais quantas vezes fossem necessarias para encontrar solugoes miltiplas
de 6, ou seja, devemos encontrar solucoes para a equacgao 30X — 12Y = 6. Por exemplo
uma solucao seria x =1 e y = 2.

Exercicio 5.20 Suponhamos que duas criangas vao comprar sorvete e recebem de seus
pais R$10,00. Se cada sorvete custa R$2,00 quando é bola simples, e R$3,00 quando é
bola dupla, quais as possiveis combinagoes de sorvete que eles podem comprar gastando
todo o dinheiro? E se tivessem recebido R$15,00¢

Solucao: Pensando nas possiveis combinagoes para os R$10, 00, vamos perceber que
as criancas podem comprar:
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5 sorvetes de bola simples e 0 sorvetes de bola dupla;
2 sorvetes de bola simples e 2 sorvetes de bola dupla;
Agora, para R$15,00 temos:

0 sorvetes de bola simples e 5 sorvetes de bola dupla;
6 sorvetes de bola simples e 1 sorvete de bola dupla;
3 sorvetes de bola simples e 3 sorvete de bola dupla;

O aluno também pode escrever as equagoes que caracterizam esse problema: 2X +
3Y =10 e 2X 4 3Y = 15, onde x é o ntiimero de sorvetes de bola simples e y é o niimero
de sorvetes de bola dupla.

Exercicio 5.21 Um supermercado vende pacotes de leite do tipo "C"e do tipo "B". Se
em um meés Carlos comprou R$48,00 em leite, quais as possiveis combinagoes, se o
supermercado vende cada leite tipo "C"a R$2,00, e cada leite tipo"B"a R$3,002

Solucao: Nesse problema a vérias possibilidades, dentre elas:
12 leites do tipo "C"e 8 leites do tipo "B";
24 leites do tipo "C"e 0 leites do tipo "B";
0 leites do tipo "C"e 16 leites do tipo "B";
15 leites do tipo "C"e 6 leites do tipo "B".

Entre outras solucgoes.

Exercicio 5.22 (Problema adaptado de Pommer [12] ) Ana gosta muito de maisica, e
todos os meses utiliza de seu saldrio R$270,00 para comprar CD s ou DVD ’s. Se cada
CD que ela compra custa R$18,00 e cada DVD custa R330,00, quais as possibilidades
que ela tem de compra? Se depois de alguns meses, Ana passou a utilizar R$130,00 do

seu saldrio, quais as possiveis possibilidades, se 0os CD ‘s passaram a custar R$20,00 e
0os DVD s R$32,007

Solugao: As possiveis solugoes para a primeira situagao sao:
10 CD’s e 3 DVD’s;

15 CD’s e 0 DVD’s;

0 CD’se 9 DVD’s;

Para a segunda situacao nao temos solugao inteira, levando-nos a fazer alguns calculos
desnecessédrios, e que no préximo encontro saberemos como verificar se esse problema tem
ou nao solucao.
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Exercicio 5.23 Uma caixa contém besouros e aranhas. FExistem 46 patas na caiza.
Quantos sdo os besouros e quantas sao as aranhas?

Solugao: Lembrando que cada aranha tem 8 patas e cada besouro tem 6 patas. A
equagao que representa a situagao do problema é 8A + 68 = 46, onde A representa o
nimero de aranhas, e B representa o niimero de besouros. Assim, encontrando a solucao
por tentativa e erro, encontramos os valores de A e de B (que devem ser positivos):

A =2e B =25, onde o nimero de aranhas sao 2, e de besouros sao 5.

A=5e B =1, onde o nimero de aranhas sao 5, e de besouros sao 1.

Exercicio 5.24 (Fuler) Divida 100 em 2 parcelas positivas, de modo que uma seja di-
wistvel por 7 e a outra por 11.

Solucao: A situacao do exercicio é representada pela seguinte equacao: 7X + 11Y =
100.

Procurando a solucao por tentativa e erro, encontramos x = 8 e y = 4.

No préximo encontro vamos perceber que encontrar a solucao desse problema é fa-
cilitada usando outros argumentos.

5.4 Quarto Encontro

Numero de Aulas: Duas Aulas.

Objetivos: Encontrar solucoes gerais para as Equagoes Diofantinas Lineares uti-
lizando os conceitos dos primeiros encontros. Utilizar o software Geogebra como fer-
ramenta para verificar se as solugoes dos problemas sao realmente verdadeiras, ou até
mesmo encontrar outras solucoes diferentes.

Conteddos: Equagoes Diofantinas Linerares e méaximo divisor comum, além de
outros conceitos de Teoria dos Nimeros e software Geogebra.

Encaminhamentos Metodolégicos: Fazer com que o aluno utilize Equagoes Dio-
fantinas Lineares para resolver diversos problemas, e que ele procure as possiveis solugoes
das equagoes e dos problemas apresentados.

Teoria e Atividades: Primeiramente, o professor deverd retomar a definicao das
Equagoes Diofantinas Lineares (Definigao 3.1), e apresentar alguns resultados que garan-
tirao a forma de verificar se uma equagao tem ou nao solucao. E sé depois disso poderd
mostrar como encontrar a solucao usando a teoria ja apresentada.

Segundo, o professor introduzird a ajuda do software Geogebra para verificar as
solugoes encontradas, ou ainda procurar solugoes.



Secao 5.4 - Quarto Encontro 45

Equacgoes Diofantinas Lineares As Equagoes Diofantinas Lineares apresentam solugao
nos numeros inteiros quando o mdc entre os coeficientes a e b da equacao for divisor do
termo independente c. Ou seja, quando d|c (d divide ¢), sendo d = (a, b). Tal resultado
pode ser encontrado na Proposigao 3.1.

Exemplo 5.7 Verificar se as equagoes abaizo apresentam ou nao solugdes inteiras.

a) 2X +3Y = 10.

Solucao: Calculando (2, 3), encontramos 1 como sendo o mde. Como 1 é divisor de
10, pois usando o Algoritmo de Euclides podemos escrever 10 = 1 - 10 + 0, entao usando
a Proposicao 3.1, temos que a equagao 2z + 3y = 10 tem solucao em Z.

b) 4X + 10Y = 16.

Solugao: Calculando (4, 10), encontramos 2 como sendo o mde. Como 2 é divisor de
16, pois usando o Algoritmo de Euclides podemos escrever 16 = 2 - 8 + 0, entao usando
a Proposicao 3.1, temos que a equagao 4z + 10y = 16 tem solucao em Z.

c) 14X +35Y =9.

Solugao: Calculando (14, 35), encontramos 7 como sendo o mdc. Como 7 néo é divisor
de 9, pois usando o Algoritmo de Euclides podemos escrever 9 = 7 - 1 + 2, entao usando
a Proposicao 3.1, temos que a equacao 14x + 35y = 9 nao tem solucao em Z.

Exemplo 5.8 Encontrar as solugoes particulares e gerais para a Equa¢dao Diofantina
6X + 10Y = 26.

Solugao: Primeiramente, devemos verificar se tal equagao possui solugao em Z. De
fato, como (6,10) = 2, e 2 divide 26, pois usando o Algoritmo de Euclides podemos
escrever 26 = 2-13+0, entao usando a Proposicao 3.1, temos que a equagao 6.X +10Y =
26 tem solucao em Z.

Agora, podemos procurar as solugoes da equacao. Vamos simplificar a equacao,
dividindo ela pelo mdc 2, e obtemos a equacao 3X + 5Y = 13. Depois disso, vamos usar
o procedimento do Algoritmo de Euclides para encontrar as solu¢ées. Donde obtemos a
divisao de 5 por 3 e escrevemos:

5=3-1+2.
E fazendo a divisao de 3 por 2, obtemos

=2-1+1.
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Logo, substituindo as igualdades anteriores de traz pra frente,

1=3-1-2=
3-1-(5-3-1) =
3.2-5-1.

De onde obtemos 2 -3+ (—1) -5 =1.

Agora, multiplicando a igualdade por 13 de forma conveniente, temos 26-3+(—13)-5 =
13.

Assim uma solugao particular é, Xg = 26 e Yy = —13. E usando a Proposigao 3.2
, podemos encontrar as solugoes da forma X = Xy +tbeY = Yy + ta com t € Z, que
neste exemplo sdo: X = 26 +5t e Y = —13 — 3t, com ¢ € Z. E neste momento que o

professor deverd introduzir a Proposicao 3.2, para explicar como é que encontramos a
solucao geral de uma Equacao Diofantina Linear.

Introdugao ao Geogebra Nesta parte do trabalho vamos introduzir algumas ferra-
mentas que servirao para o uso do Geogebra nos préximos encontros.

Na Figura 1, vemos o ambiente do Geogebra, com a Entrada, a qual digitamos
a equacio que serd representada na Janela de Visualizacdo, e na Janela de Algebra
aparecera essa equagao.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[][ALAR] o] O] £]N]ed] -] +] 06

b Janela de Algebra %] | » Janela de Visualizagio

&

Area onde aparecerd a representacdo da equacgao.

Entrada: 2x+3y=10] Entrada: Onde digitamos a equagéo. @ @

22:57
04/03/2014

% )

Figura 1 - Apresentacao do Geogebra.
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Apés essa primeira parte, devemos clicar no botao "mover janela de visualizacao",
que na Figura 2 percebemos a sua localizacao.

Arquive Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda
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-1
2
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5
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Figura 2 - Botao "mover janela de visualizagao".

De acordo com a Figura 3, devemos clicar com o botao esquerdo do mouse na Janela
de Visualizagao e ativar a malha, para que possamos facilitar a visualizacao dos nimeros
inteiros. E na Figura 4, visualizamos a malha.
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Figura 3 - Ativagao da malha.
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Figura 4 - Visualizagao da malha.
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5.5 Quinto Encontro

Numero de Aulas: Duas Aulas.

Objetivos: Encontrar solugoes gerais para as Equacgoes Diofantinas Lineares uti-
lizando para isso os conceitos dos primeiros encontros. Utilizar o software Geogebra
como ferramenta para verificar se as solucoes dos problemas sao realmente verdadeiras,
ou até mesmo encontrar outras solugoes diferentes.

Conteidos: Equagoes Diofantinas Linerares e méaximo divisor comum, além de
outros conceitos de Teoria dos Nimeros e software Geogebra.

Encaminhamentos Metodolégicos: Fazer com que o aluno utilize Equagoes Dio-
fantinas Lineares para resolver diversos problemas, e que ele procure as possiveis solugoes
das equagoes e dos problemas apresentados.

Teoria e Atividades: Resolugao de exercicios com aplicagao das Equacoes Diofanti-
nas Lineares e o uso do Geogebra na verificagao das solugoes de alguns dos problemas.

Exercicios Neste momento o professor deverd resolver as atividades usando os métodos
feitos no encontro anterior e deverd aplicar o Geogebra na solugao dos problemas.

Exercicio 5.25 Ezxplique porque as equacoes podem ou nao ter solucoes inteiras, e caso
tenham solugao, encontrd-las.

a) 3X + 4y = 20.
Solugao: Tem solugao inteira pois (3,4) = 1 e 1 divide 20, pois 20 = 1 - 20 + 0.

Assim, vamos encontrar a solucao usando o Algoritmo de Euclides:
4=1-34+1ouaindal=1-4—1-3.

Multiplicando a igualdade por 20, obtemos 20 = 20 - 4 — 20 - 3. Entao, xqg = —20 e
Yo = 20 é uma solugao particular, e consequentemente r = —20+4-tey =20—-3 -1
para t € Z é solucao geral da equagao.

Tomando por exemplo ¢ = 5 obtemos o ponto (0,5), e se t = 6 obtemos o ponto
(4,2), que podem ser representados na Figura 5.
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Figura 5 - Representacao da equacao 3X + 4Y = 20.

b) 3X +6Y = 7.

Solugao: Nao tem solugao inteira, pois (3,6) = 3 e 3 nao divide 7, pois podemos usar
o Algoritmo de Euclides e escrever 7 =3 -2 + 1.

Aqui podemos verificar que a equagao nao tem solucao inteira. Mas devemos tomar
cuidado, pois estamos visualizando apenas uma parte da representacao da equagao.
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Figura 6 - Representagao da equacao 3X +6Y = 7.

Para as outras alternativas o professor podera seguir da mesma forma.
c) 24X + 138Y = 18.

Solugao: Tem solugao inteira pois (24,138) = 6 e 6 divide 18, pois podemos usar o
Algoritmo de Euclides e escrever 18 =6 - 3 4 0.

Assim, vamos encontrar a solugao usando o Algoritmo de Euclides e considerando a
equagao da forma 4X + 23Y = 3, donde dividindo 23 por 4, encontramos

23=5-4+3.

E fazendo a divisao de 4 por 3, obtemos

4=1-3+1.
Agora, substituindo uma igualdade na outra, encontramos
1=1-4—-1-3=
1-4—1-(23—-5-4) =
—1-23+6-4,
ousejal = —1-2346-4. Multiplicando a igualdade por 3 temos 3 = —3-23+ 18 -4.
Logo, g = 18 e yy = —3 é uma solugao particular, e consequentemente x = 18 + 23t e

y = —3 —4t com t € Z é solugao geral da equagao.
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Na Figura 7 temos a representacao da equagao 24X + 138Y = 18, e sua solugao
particular zo = 18 e yg = —3. O professor poderd também mostrar outras solugdes da
equagao.

Figura 7 - Representacao da equacao 24X + 138Y = 18.

d) 5X + 10Y = 3.
Solugao: Nao tem solugdo inteira, pois (5,10) = 5, e 5 nao divide 3.
Aqui podemos verificar que a equacao nao tem solucao inteira. Mas novamente

devemos tomar cuidado, pois estamos visualizando apenas uma parte da representacao
da equacao (Figura 8).
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Figura 8 - Representacao da equacao 5X + 10Y = 3.

e) 56X + 72V = 40.

Solugao: Calculando o mdc(72,56), usando o Algoritmo de Euclides, obtemos a di-
visao de 72 por 43 da forma

72 =561+ 16.
Continuando a divisao, agora de 56 por 16, obtemos
56 =163+ 8,
e também dividindo 16 por 8, temos
16 =8-240.

Substituindo as igualdades anteriores de tréz pra frente e escrevendo de forma con-
veniente, encontramos

8 =56+ 16- (—3) =
56 + (72 + 56 - (—1)) - (=3) =
56-4—72-3=
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56 - (4) + 72 - (=3).

Donde obtemos:
40=8-5=
56-(4-5)+72-(—3-5) =
56 - (20) + 72 - (—15),

ou seja 40 = 56 - (20) + 72 - (—15).

o4

Assim, a solugao particular é xg = 20 e yg = —15.

Todas as solugoes sao: x = 20 + (72/8)t =20+ 9t e y = —15 — (56/8)t = —15 — Tt.

Na Figura 9 temos a representacao da equagao 56X + 72Y = 40, e sua solucao
particular g = 20 e yp = —15. O professor poderd também mostrar outras solugoes da

equagao.

Figura 9 - Representacao da equacao 56X + 72Y = 40.

Exercicio 5.26 (Euler) Divida 100 em 2 parcelas positivas, de modo que uma seja di-

wistvel por 7 e a outra por 11.

Solucao: Como visto no encontro 3, na pagina 44, a solucao para este problema é:
r=8ey=4,8e7X +11Y = 100. Agora vamos verificar usando Algoritmo de Euclides

essa solugao. De fato, fazendo 11 dividido por 7, obtemos
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11=7-1+4.
Agora, fazendo as outras divisoes de 7 por 4, e de 4 por 3, temos

7T=4-143

4=3-1+1.

Substituindo uma igualdade na outra, temos

1=44(-1)-3=

A+ (1) - (T+(=1)-4)) =
2:4+(-1)-7=
2-(11+(-1)-7)+(-1)-7=
7-(=3)+11-2,

ousejal =7-(-3)+11-2.
Multiplicando esse resultado por 100, encontramos: 7-(—300)+11-200 = 100. Assim
uma solucao particular é zo = —300 e y, = 200.

Todas as solugoes sao: x = —300 + 11t e y = 200 — 7t, com ¢t € Z. Mas, como 100 é
positivo, cada parcela deve ser positiva. Assim,

x = —300+ 11t > 0, ou seja, t > 27....

Logo, t > 28. Tomando t = 28, temos como solugao x = 8 e y = 4, confirmando
assim a resposta tomada na pégina 44.

Na Figura 10 temos a representacao da equacao e de sua solugao.
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Figura 10 - Representacao da equagao 7.X + 11Y = 100.

Exercicio 5.27 Determinar todas as solugoes inteiras e positivas das sequintes Equacoes
Diofantinas Lineares:

(a) 5X —11Y = 29.
Solugao: De modo que 11 =52+ 1 temos mdc(5,11) = 1.

Para 5X —11Y = 1 temos a solugao particular r = —2ey = —1. Para5X —11Y = 29,
temos r = —2-29 = -H8 ey =—1-29 = —29.

As demais solucoes inteiras sdo das formas x = —58 + (—11/1)t = —58 — 11t e
y=—29—(5/1)t = —29 — 5¢.

Como as solugoes devem ser positivas, entao —58 — 11¢ > 0 implica que —11¢ > 58,

ou ainda 11t < —58 que implica em ¢t < —58/11 ou t < —6 ( t deve ser inteiro).

Por outro lado, —29 — 5¢ > 0 implica que —5t > 29 implica que 5t < —29, ou seja
t < —29/5 entdo t < —6, com t € Z.

(b) 32X +55Y = 771

Solugao: Como mdc(32,55) = 1, e usando o Algoritmo de Euclides de forma do
procedimento da pagina 13.

Fazendo 55 dividido por 32 obtemos

95 =32-1+4 23.
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E continuando o processo de divisao entre o quociente e o resto, encontramos

32=23-1+49,

23=9-2+5,

9=5-1+4,
E por tltimo temos

b=4-1+1.

Agora, tomando as igualdades anteriores e substituindo umas nas outras de trds para
frente obtemos, de forma conveniente:

1=5-4-1=
5—(9—5-1)-1=
5.2-9.1=
(23-9-2)-2-9-1=
=23.2-9.5=
23.2-(32-23-1)-5=
23.7-32.5=

(55—-32-1)-7—32-5=
32 (=12) +55-(7)
Assim encontramos

771 =771-1=232-(=12-771) + 55 (771 -7) = 32 - (—=9252) + 55 - (5397),

ou seja
771 = 32 - (—9252) 4 55 - (5397).
Encontramos a solugao particular zp = —9252 e yg = 5397. De onde tiramos a

solugdo geral: = = —9252 + (55/1)t = —9252 + 55t e y = 5397 — (32/1)t = 5397 — 32t.
Para solugoes positivas —9252+55¢ > 0 implica ¢ > 168, e por outro lado 5397 —32t >
0 implica t < 168, o que nao é possivel. Portanto, nao existem solucoes positivas inteiras.

Exercicio 5.28 Temos duas balangas: uma que marca massas multiplas de 10 e outra
que marca massa multiplas de 13. Como é que com essas balangas podemos medir 107
gramas?

Solucao: Temos que encontrar as solugoes possiveis para a equagao 13X +10Y = 107.
Como (13,10) = 1, podemos entao encontrar essa soluc¢ao iniciando pelo Algoritmo de
FEuclides, dividindo primeiro 13 por 10 e encontrando
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13=10-1+3
e depois dividindo 10 por 3 e obtemos
10=3-3+1.

Substituindo essas igualdades uma na outra de trdz pra frente e obtemos:
1=10-3-3,

1=10—-3-(13—10-1) e assim

1=-3-13+4-10.

Multiplicando por 107 encontramos 107 = —321 - 13 4+ 428 - 10

Assim obtemos zy = —321 e yo = 428. Logo, podemos medir 428 gramas na balanga
multipla de 13, e descontar 321 gramas na balanca muiltipla de 10. Ou ainda, encontrar
solucao na forma:

r=—-321—-10t e y =428 + 13t, com t € N.

Exercicio 5.29 Apenas com a utilizagcdo de dois reldgios que sé dao intervalos de tempo
de 5 e de 11 minutos como podemos cozinhar um ovo durante 3 minutos?

Solucao: Devemos encontrar as possiveis solucoes para a equacao 11X + bY = 3.
Como (11,5) = 1, podemos entdo encontrar essa solugdo iniciando pelo Algoritmo
Fuclides:

11=2-5+1.
De onde escrevemos
1=11-2-5.
Assim, multiplicando por 3 obtemos: 3 = 3-11—6-5. Logo, uma solugao serd xo = 3
e Yo = —6. Portanto, a solucao para o problema serd observar 6 intervalos de tempo no

relégio que mostra o tempo a cada 5 minutos, e cozer o ovo até que o relégio que mostra
o tempo a cada 11 minutos marque seu terceiro intervalo de tempo.

Temos na Figura 11 a representagao da equacgao e da sua solugao.
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Figura 11 - Representacao da equagao 11X + 5Y = 3.

Exercicio 5.30 Uma caixa contém besouros e aranhas. FExistem 46 patas na caiza.
Quantos sdo os besouros e quantas sao as aranhas?

Solugao: As solugoes encontradas na pégina 44 sao:
A =2e B =05, onde o nimero de aranhas sao 2, e de besouros sao 5.
A =5e B =1, onde o nimero de aranhas sao 5, e de besouros sao 1.

Sabendo que a equacao é 84 + 6B = 46. Trocando A por X e B por Y, podemos
verificar essas solugoes também usando o Geogebra como na Figura 12.
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Figura 12 - Representacao da equagao 8X + 6Y = 46.

Exercicio 5.31 Encontrar todos os nimeros inteiros N, tais que o resto da divisao de
N por 37 é9, e o resto da divisao de N por 52 é 15.

Solucao: Devemos encontrar a solucao para o sistema com as equacgoes N = 37X +9

e N =52Y +15, e obtemos 37X +9 = 52Y + 15 o que implica em 37X —52Y = 6, entao
52Y — 37X = —6.

Podemos encontrar a solugao usando o Algoritmo de Euclides para dividir 52 por 37,
e assim temos

52 =1-37+15.
E depois dividimos 37 por 15 temos

37=2-15+T7.
E por dltimo dividimos 15 por 7 para encontrar

15=2-T+1
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Agora substituindo uma igualdade na outra de tréz para frente de forma conveniente,
obtemos:

1=16-2-7
1=15-2-(37-2-15)=-2-37+5-15
1=-2-37T+5-(52—-1-37)=5-52—-7-37

Multiplicando a ultima igualdade por 6, temos:
6 =—(—30)-52—42-37

Assim, uma solucao é yo = —30 e xg = —42. Fazendo x = 52t — 42 e y = 37t — 30 ,
encontramos solucao para

37 (37t — 30) — 37 - (52t — 42) = 6, para todo t € Z.

Assim, a equacao 37r — 52y = 6, tem uma infinidade de solugoes inteiras para x =
02t — 42 e y = 37t — 30.

Podemos agora encontrar as solugoes naturais da equacao. Para isso devemos ter

x=>52t—42>0ey =37t — 30> 0. Assim temos duas condigoes: 52t > 42 e 37t > 30,
que sao vilidas se, e somente se t > 1. Portanto, qualquer ¢ € N satisfaz a equacao.

Exercicio 5.32 Determinar o menor inteiro positivo que dividido por 8 e por 15 deixa
os restos 6 e 13, respectivamente.

Solugao: Seja n o nimero inteiro positivo. Pelo Algoritmo de Euclides temos: n =
8X +6 en =15Y 4+ 13. Como n é positivo, os quocientes X e Y devem ser positivos.

Assim, 8X 4+ 6 = 15Y + 13 implica em 8X — 15Y = 13 — 6, entao 8X — 15Y = 7.
Considerando que mdc(8,15) = 1, temos que uma solugao particular imediata dessa
equacao é x = —l ey = —1.

O menor valor de n serd obtido ao tomar o menor valor de X e Y que satisfaca a
equagao 8X —15Y = 7. A solugao geral da equagao 8X —15Y =7 éx = —14+(—15/1)t =
—1—-15tey=—1—(8/1)t = —1 — 8t. Como X e Y devem ser ambos positivos, entao
—1—15¢t > 0 implica em t < —1/15 e —1 — 8t < 0 implica que t < —1/8.

Para satisfazer as duas condigoes, t < —1/8. O menor valor positivo de = e de y
ocorre para t = —1. Portanto: t = -1 —-15-(-1)=14dey=-1-8-(-1)=T.

Assim obtemos, n =8-144+6 =118 oun=15-7+ 13 = 188.

Exercicio 5.33 (Atiwidade adaptada de um manuscrito Arabe de 1200 d.c.) Um pato
pode ser comprado por 5 reais, uma galinha por 1 real, e 20 codornas por 1 real. Vocé
possui 100 reas e deseja comprar 100 aves. Quantas aves de cada tipo vocé pode adquirir?
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Solucao: Chamando de X, Y e Z o nimero de patos, galinhas e codornas, respecti-
vamente, obtemos as seguintes equagoes:

X +Y + Z =100 (nimero de aves).

5X +Y + % = 100 (valor pago pelas aves).

Assim, resolvendo o sistema que envolve as duas equagoes, encontramos:
X+Y +27Z=100
5X +Y + Z_ZO =100

19Y = 1900

Para encontrar as solugoes, temos duas condigoes a considarar:

X+Y +2=100

impli 99X
100X + 20Y + Z = 2000 implica em +

implica em {

i) As incégnitas tem valores inteiros; ii) Temos que conhecer o dominio de uma das
incognitas.
1900 — 99z

Agora vamos isolar y (tem menor coeficiente), dai encontramos y = 19

Como todas as solugoes sao inteiras, devemos ter y > 0. Logo,
1900 — 99z

19
Como x também é inteiro, devemos ter = < 19. Agora, encontrando os valores de y

> (0 implica em x < 19, 19.

e z, obtemos:
(x,y,2) = (0,100,0) ou (z,y, z) = (19, 1, 80).
Portanto, as solugoes do problemas sao 100 galinhas ou 19 patos, 1 galinha e 80

codornas.

Esse problema apresenta apenas duas solugoes, o que poderia motivar o aluno a
resolver o problema por tentativa e erro, entretanto o exercicio a seguir mostra que nem
sempre ¢é possivel resolver problemas por tentativa e erro, pois algumas equagoes podem
ter muitas solugoes.

Exercicio 5.34 (Adaptado de um problema escrito no século X, com o autor identificado
por Alcuin) Quando 100 quilogramas de graos sao distribuidos entre 100 pessoas de modo
que cada homem recebe 3 quilogramas, cada mulher recebe 2 quilogramas, e cada crianca
recebe meio quilograma, quantos homens, mulheres e criancas haviam?

Chamando de z, y e z o nimero de homens, mulheres e criancas, respectivamente,
obtemos as seguintes equacoes:

Z
3X +2Y + 3= 100 (Quantidade de quilogramas),
X +Y + Z =100 (Quantidade de pessoas).

Vamos resolver o seguinte sistema de equacoes:
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X+Y +272=100

7 X+Y+ 2 =100
3X+2Y+5:10O

impli 5X +3Y =
6X 1+ 4y + Z — 200 ‘mpHcaemoX

implica em {

100.
Para encontrar a solugao vamos usar o método de Equacoes Diofantinas Lineares.

Como (5,3) =1, e 1 divide 100, pois 100 = 1- 100 + 0, entao usando o Algoritmo de
Euclides, obtemos:

5=3-1+2ouainda 2 =5—3-1. Multiplicando essa tltima igualdade por 50 de
forma conveniente, obtemos

100 = 5-50+ (—50) - 3, donde encontramos a solucao particular zo = 50 e yo = —50.
Assim, a solugao geral é da forma z = 50 — 3t, e y = —50 + 5¢, com t € Z. Como os
valores de = e y devem ser positivos, pois o nimero de homens e mulheres sao positivos,
temos que t < 16 e t > 10, quando usamos a solugao geral. Assim, 10 < ¢ < 16.

Se t = 10, obtemos x = 20 e y = 0, e dai encontramos z = 80.
Se t =11, obtemos x = 17 e y = 5, e daf encontramos z = 78.
Se t = 12, obtemos x = 14 e y = 10, e daf encontramos z = 76.
Se t = 13, obtemos x = 11 e y = 15, e daf encontramos z = 74.
Se t = 14, obtemos = = 8 e y = 20, e daf encontramos z = 72.
Se t = 15, obtemos x = 5 e y = 25, e daf encontramos z = 70.
Se t = 16, obtemos x = 2 e y = 30, e daf encontramos z = 68.

Que representam o niimero de homens, mulheres e criancas respectivamente.

5.6 Sexto Encontro

Nimero de Aulas: Duas Aulas.
Objetivos: Apresentar os conceitos que envolvem Ternas Pitagéricas.
Contetdos: Relagoes métricas nos tridngulos retangulos, mmec, mdc.

Encaminhamentos Metodolégicos: Fazer com que os alunos encontrem Ternas
Pitagdricas encolvendo os conceitos apresentados nesse trabalho.

Teoria e Atividades: O objetivo desse encontro serd desenvolver uma aula voltada
as Equagoes Diofantinas de Segunda Ordem, que sao denominas Ternas Pitagéricas de
acordo com a Definicao 4.1. Feita a defini¢ao, o préximo passo do professor serd exem-
plificar as ternas pitagdricas, e quais os procedimentos que devemos fazer para obter tais
equacoes, como nas paginas 26, 27 e 28, onde estao as Proposicoes 4.2, 4.3 e 4.4, e os
exemplos que podem ser introduzidos na sala de aula.
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Feito todos esse processo, o professor deverd aplicar os exercicios seguintes:
Exercicio 5.35 Determine todos os tridngulos pitagoricos que tém um cateto x = 12.

Solucao: Primeiro elevamos 12 ao quadrado. Depois fatoramos 122 como produto de
dois inteiros positivos (u e v) , distintos e de mesma paridade (122 = 144 = 72 -2 =
36-4 =24-6 = 18- 8). Portanto, existem 4 tridngulos pitagéricos com catetos de
comprimento 12.

O comprimento do lado desses triangulos sdo dados por (12,35,37); (12,16, 20);
(12,9,15); (12,5,13).

Exercicio 5.36 Usando as formulas de pitdgoras, verifique se existe alguma terna pitagorica
em que um dos lados do tridngulo retdngulo vale 220.

Solucao: Sabemos que as férmulas de pitdgoras que estao na proposi¢ao 4.2 sao:
r = 2n+1 (cateto de valor impar), y = 2n? +2n (cateto de valor par) e z = 2n? +2n+1
(hipotenusa). Assim, dessas férmulas a tinica que pode valer 220 é o cateto y. Entao,
y = 2n2 + 2n = 220 implica que n = —11 e n = 10. Usando n = —11 encontramos
x = —21, o qual nao podemos considerar. Agora, usando n = 10, encontramos x = 21
e z = 221. Logo, a terna pitagérica é (21;220;221). Verificando se é mesmo uma terna
pitagdrica, temos: 212 + 220% = 2212 implica que 441 + 48400 = 48841. Portanto, existe
uma terna pitagérica com um dos lados medindo 220.

Exercicio 5.37 Usando o mesmo valor de cateto 220, verifique usando as formulas de
Platao se existe alguma terna pitagdrica diferente da terna do exercicio anterior.

Solucao: Sabemos que as férmulas de Platdao sao: = 2mn, y = m?>—n? e z = m?>+n?.
Podemos usar a féormula de x = 2mn para verificar se existe tal terna, entao podemos
fazer: x = 2mn = 220 implica em mn = 110. Assim, podemos ter 110 - 1 = 110,
55-2=110e 11-10 = 110, onde teremos trés casos para os pares m e n.

i) Sem = 110 e n = 1, entao temos y = 12099 e z = 12101, e determinamos a seguinte
terna pitagérica (220; 12099; 12101). Verificando se € mesmo uma terna pitagoérica, obte-
mos:

2202 + 120992 = 121012 implica que 48400 + 146385801 = 146434201. O que confirma
que (220;12099;12101) é uma terna pitagoérica.

ii) Se m = 55 en = 2 temos y = 3021 e z = 3029, e determinamos a seguinte
terna pitagérica (220;3021;3029). Verificando se é mesmo uma terna pitagérica, obte-
mos: 2202 + 30212 = 3029% = 48400 + 9126441 = 9174841. O que confirma que
(220; 3021; 3029) é uma terna pitagérica.
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iii) Se m = 11 e n = 10 temos y = 21 e z = 221, e determinamos a seguinte terna
pitagérica (220;21;221), que é a mesma terna obtida no exercicio anterior.

Portando, existem ternas pitagéricas usando as férmulas de Platao.

Exercicio 5.38 Verifique se os nimeros primos 3,5,7,13,17,19 fazem parte de alguma
terna pitagdrica.

n? —1 n?+1
,Yy=mnez=

Solucao: Tomando as férmulas © = , podemos verificar
se estes nimeros fazem parte de uma terna pitagoérica. Tomando y = n = 3 encontramos
r =4 ez =2>5, e assim obtemos a terna (4;3;5). Como o 5 ja esta na terna anterior,
podemos tomar y = n = 7, e encontramos z = 24 e z = 25, e temos a terna (24;7; 25).
Tomando agora y = n = 13 encontramos x = 84 e z = 85, e obtemos a terna pitagorica
(84;13;85). Para y = n = 17, obtemos = = 144 e z = 145, e assim (144;17;145) é uma
terna pitagérica. Sey = n = 19, temos z = 180 e y = 181, e assim a terna é (180;19; 185).
Portanto, todos os niimeros primos acima pertencem a uma terna pitagorica.
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