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Atividades de Modelagem Matematica Envolvendo a Teoria dos Grafos no Ensino
Médio

RESUMO

A sociedade contemporanea passa cada vez mais rapidamente por mudancgas, muitas vezes
recorrentes dos avangos tecnoldgicos, que causam grande impacto na vida das pessoas,
mudando a forma de ver, compreender e agir com a realidade a nossa volta. A escola, como
parte integrante desta sociedade, também deve adaptar o curriculo e as metodologias de
ensino as exigéncias desta nova realidade. Assim, este trabalho apresenta atividades de
matematica, por meio da Modelagem Matematica que permitam a abordagem da Teoria dos
Grafos no Ensino Médio, em consonancia com os contetdos ja previstos no programa deste
nivel de Ensino, em especial o conteido Matrizes. Tendo em vista que os Grafos tém ganhado
destaque justamente pelo potencial de aplicacdo a problemas tipicos da sociedade atual como
problemas de transporte, alocacgdo, telecomunicacdes, entre outros, € importante que o0s alunos
do Ensino Médio, preparando-se para os desafios da vida adulta, tenham contato com este
conceito. Além disso, a opcdo pela Modelagem Matematica como metodologia para a
introducdo dos grafos, se deu pelo potencial de desenvolver habilidades de coleta,
sistematizacdo e analise de dados, investigacdo e problematizacdo, bem como por permitir a
resolucdo de problemas da realidade em sala de aula. Durante as atividades desenvolvidas
também se utilizou recursos tecnolégicos (aplicativo desenvolvido pelo IMECC -
UNICAMP) com o objetivo de facilitar os calculos necessarios a resolucéo das atividades.

Palavras-chave: Modelagem Matematica. Teoria dos Grafos. Ensino Medio.



ABSTRACT

Contemporary society becomes ever more changing rapidly, often recurrent technological
advances, which cause great impact on people's lives, changing the way we see, understand
and act on the reality around us. The school, as an integral part of this society, should also
tailor the curriculum and teaching methodologies to the requirements of this new reality. So,
this paper presents the mathematical activities, though Mathematical Modeling enabling
approach Graph Theory in high school, in line with the content already provided in the
program at this level of education, in particular Matrices content. Considering that the Graphs
have gained prominence precisely the potential for application to typical problems of
contemporary society as transportation problems, allocation, telecommunications, among
others, it is important for high school students, preparing for the challenges of adulthood ,
have contact with this concept. In addition, the option for Mathematical Modeling as a
methodology for introducing graph if given the potential to develop skills of collection,
organization and analysis of data, research and questioning, as well as allow troubleshooting
of reality in the classroom. We also use technological means during the development of the
activities (application developed by IMECC-UNICAMP) as a target of facilitate the
calculations for the resolution of activities.

Key words: Mathematical Modeling. Graphs Theory. High School.
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INTRODUCAO

Um dos anseios de todo professor de matematica € que os alunos entendam e
gostem, ou pelo menos, se interessem por sua disciplina. Na busca por realizar esse anseio, 0
professor pde-se constantemente a pesquisar NOVOS recursos que tornem sua aula mais
interessante e dinamica.

Nossa experiéncia em sala de aula indica que essa atitude do professor de lancar
mao de recursos que dinamizem as aulas é bem recebida pelos alunos. Embora ndo possamos
afirmar que os alunos sentem-se mais motivados, visto que a motivacao € algo que parte do
individuo e ndo que é colocado nele, podemos sim, olhar para o processo de aprendizagem da
matematica que decorre de ag¢des que o0s alunos tenham interesse em fazer.

Uma pessoa motivada, que deseja alcancar um objetivo, ou realizar um sonho, néo
se abala caso em seu caminho apareca algo ou alguém de que ndo goste. Ela enfrenta o
desafio e vence as suas dificuldades.

Em nosso convivio, por exemplo, ja passaram numerosos alunos que tinham
grandes dificuldades com a matematica e com esforgo, determinacdo e forca de vontade
superaram as dificuldades e continuaram seu caminho. Outros que, no entanto, ndo
apresentavam dificuldades, pelo comodismo e falta de motivacdo, tornaram-se alunos
mediocres, preocupados apenas em passar de ano ou nem mesmo nisso.

O interesse pelo estudo da Teoria dos Grafos surgiu quando tivemos contato com o
problema das pontes de Konigsber, que descreveremos no Capitulo 1, em uma das disciplinas
do Mestrado, tratado no ambito da Analise Combinatéria. Posteriormente, estudando Algebra
Linear, revimos os grafos, desta vez relacionados a conceitos de Matrizes, o que despertou o
interesse pela sua aplicacdo no Ensino Médio.

Os grafos sdo um conceito relativamente novo na matematica e que ganhou grande
destague entre os matematicos na segunda metade do século XX, com o advento dos
computadores e que possui muitas aplicacdes no mundo real.

Geralmente, quando pensamos em Matematica, nos vem a mente conceitos ja
consolidados ha muito tempo. Podemos citar como exemplos, a geometria euclidiana, a
geometria analitica, o calculo integral e diferencial, entre outros. Pouco conhecemos ou
recordamos da Matematica desenvolvida em nosso tempo, nos séculos XX e XXI, talvez

porque essa nos parega muito complicada ou fora de nossa realidade.
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No entanto, muitos dos novos conceitos matematicos desenvolvidos nos séculos
XIX e XX estdo ingressando nos contetidos escolares tornando-se atrativos aos estudantes, e 0
estudo desses conceitos, bem como sua insercdo na escola, devem ser objetivados pelo
professor. Fiorentini e Lorenzato (2006, p. 42) indicam que “[...] a medida que surgem novos
conhecimentos e novas aplicacbes da matematica, tém surgido pesquisas sobre como estes
poderiam ser ensinados e/ou aprendidos na escola. Um exemplo disso sdo os fractais”.

Apesar da maior parte dos conceitos desenvolvidos nessas areas de estudo serem
inacessiveis a alunos do Ensino Médio, uma ideia geral do que tratam, ou mesmo problemas
mais simples resolvidos através desses conceitos podem ser apresentados aos alunos, como
uma forma de terem contato com essa ‘“matematica contemporanea” e compreender que a
matematica € uma ciéncia viva e dindmica que busca, entre outras coisas, oferecer subsidios
para o desenvolvimento humano e respostas para 0s anseios da sociedade.

Uma alternativa para inserir conceitos da matematica contemporanea na Educacao
Basica é buscar relacbes com contetdos que ja fazem parte do curriculo. Os fractais, por
exemplo, aparecem em alguns livros didaticos, em situacfes relacionadas ao conteudo
poténcia de numeros racionais, sequéncias, progressdo geométrica. Da mesma forma,
acreditamos que os grafos podem ser introduzidos a partir de conteudos que ja fazem parte do
curriculo.

Uma outra questdo que devemos responder antes de propor a introducdo dos
grafos, é por que utilizar grafos na Educacdo Basica. Braicovich (2013) argumenta que 0s
grafos sdo:

- Aplicaveis: nos ultimos anos tem sido aplicado em diversas areas;

- Acessiveis: em muitas situacGes € suficiente ter conhecimento de aritmética e em outras
somente de algebra elementar;

- Atrativos: podem levantar situagdes muito motivadoras para os alunos;

- Adequados: aos estudantes que ndo tem problemas em matematica, Ihes dara maior preparo
para as carreiras que escolherem, e aos que ndo vao bem nesta disciplina, pode dar a
possibilidade de um novo comeco.

Apesar de alguns autores como Braicovich (2013) e Bria (2004) defenderem que
os grafos podem ser introduzidos a partir do Ensino Fundamental, trabalharemos com o
Ensino Médio, por entender que neste nivel de ensino os alunos tém maior maturidade e 0s

temas discutidos em sala de aula podem ser mais amplos.
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O que faz os grafos téo atrativos a ponto de algumas pessoas se referirem a uma
“febre dos grafos” ¢ o fato de varios problemas praticos poderem ser resolvidos com o auxilio
desta area da Matematica. Podemos citar como exemplos: problemas de minimizacdo ou
maximizacdo de percursos, problemas de coloracdo, determinacdo de pontos centrais,
problemas de conexidade, entre outros.

O fato dos grafos serem aplicaveis a problemas do cotidiano nos remeteu a
Modelagem Matemdtica, que é uma alternativa de ensino e aprendizagem de matematica
fundamentada na resolucéo de problemas oriundos do mundo real, com temas de interesse dos
alunos, através de modelos matematicos.

A escolha da Modelagem Matematica justifica-se pelo fato de os objetivos da
Educagdo Matematica no Ensino Médio estarem em consonancia com o método de trabalho
da Modelagem Matematica.

Nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (2000) :

“propde-se, no nivel do Ensino Médio, a formacdo geral, em
oposicdo a formacdo especifica; o desenvolvimento de capacidades de
pesquisar, buscar informacdes, analisa-las e seleciona-las; a capacidade de
aprender, criar, formular, ao inves do simples exercicio de memorizagéo”.
(BRASIL, 2000, p. 5)

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (BRASIL, 2001b, p.19)
também destacam que “a atividade matematica escolar ndo ¢ olhar para coisas prontas e
definitivas, mas a construcao e apropriacdo de um conhecimento pelo aluno que servira deles
para compreender e transformar sua realidade”.

A Modelagem Matematica, por sua vez, propde a resolucdo de problemas da
realidade, onde é necessaria coleta, sistematizacdo e analise dos dados para a resolucdo da
situacdo problema, ou seja, ela cria o ambiente ideal para que o aluno desenvolva as
capacidades citadas acima.

As observacOes das potencialidades que a abordagem da Teoria dos Grafos tem na
Educacdo e das possibilidades de abordar situacGes da realidade através da Modelagem
Matematica, nos levou ao seguinte gquestionamento, que norteard nossa pesquisa: Como a
Teoria dos Grafos, em atividades de Modelagem Matematica, pode ser desenvolvida no

Ensino Médio?
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Assim, este trabalho tem por objetivo delinear um caminho para que a Teoria dos
Grafos possa ser desenvolvida no Ensino Médio, mesmo que em seus aspectos mais basicos,
por meio de atividades de Modelagem Matematica. Para isso, descreveremos uma experiéncia
de ensino com Modelagem, realizada em uma turma do Ensino Médio. No entanto, antes da
descrigdo da experiéncia de ensino, devemos nos situar em todos os assuntos que permeiam
essa pesquisa.

O Capitulo 1 presta-se a apresentacdo dos contetdos trabalhados em nossa
experiéncia de ensino: grafos e sua relagdo com matrizes. Primeiramente, apresentaremos
aspectos historicos da Teoria dos Grafos, destacando os problemas que deram impulso ao
desenvolvimento da teoria e alguns conceitos basicos que serdo explorados em nossa
experiéncia de ensino. Em seguida, faremos uma revisdo bibliografica de trabalhos
(dissertac0es, artigos) sobre grafos no Ensino Médio.

O Capitulo 2 destina-se a apresentacdo e discussdo dos recursos didaticos
utilizados na experiéncia de ensino: Modelagem Matematica e Midias Tecnologicas. Como
ambas fazem parte das chamadas Tendéncias em Educacdo Matematica, iniciaremos com uma
breve descricdo das principais Tendéncias. Em seguida, daremos destaque a Modelagem
Matematica, descrevendo sua origem na Matematica Aplicada, a passagem para a Educacgéo
Matematica, as principais perspectivas, concepcdes e usos na sala de aula, a concepgéo
adotada em nosso trabalho, e as Midias Tecnoldgicas.

No Capitulo 3 apresentamos a experiéncia de ensino realizada. Descrevemos
detalhadamente o transcorrer das aulas, a conducao das atividades, as resolucdes dos alunos,

fazendo em seguida sua andlise.
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CAPITULO I
Teoria dos Grafos

Neste capitulo apresentamos o conceito de grafo, segundo consta historicamente, a
partir da solucdo do problema das sete pontes de Koenigsberg, proposto por Leonard Euler,
seguido de uma retomada histérica do desenvolvimento dos grafos, apresentando os principais
problemas que impulsionaram o estudo do tema. Em seguida, apresentamos alguns conceitos
basicos da Teoria dos Grafos e a revisdo bibliografica de alguns trabalhos que tratam da

abordagem da Teoria dos Grafos no Ensino Médio.
1.1.  Um Breve Historico

Segundo Boaventura e Jurkiewicz (2009) em 1736, o brilhante matematico suigo
Leonard Euler, em visita a cidade de Koenigsberg, na Prussia Oriental (atualmente
Kaliningrad, Russia) foi apresentado a um problema que desafiava os moradores da cidade.
No rio que corta a cidade, o Pregel, havia duas ilhas, interligadas entre si por uma ponte e que
se interligavam as margens por mais seis pontes. O problema consistia em encontrar o
percurso para um passeio que partisse de uma das margens e atravessando uma Unica vez cada
uma das sete pontes, retornasse a margem de partida.

Euler, como um bom matematico que adorava resolver problemas, procurou (e
conseguiu) resolver o problema das sete pontes de Koenigsberg, como ficou conhecido mais
tarde o desafio. Como veremos, a solucdo nao é tdo complicada, o que justificaria que apenas
um matematico do porte de Euler o tenha resolvido. Talvez, o que fez com que Euler
resolvesse o problema rapidamente foi a forma como ele o abordou.

De posse dos dados do problema, que pode ser observado no mapa da cidade na
época (Figura 1.1), Euler simplificou o problema representando as por¢oes de terra (margens
e ilhas) por pontos e as pontes por segmentos, gerando um modelo matematico (Figura 1.2.).

Figura 1.1: mapa da cidade de Koenigsberg.
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Figura 1.2: modelo matematico elaborado por Euler

Margem 1

llha 1 llha 2

fgem 2

Fonte: Boaventura e Jurkiewics, 2009, p. 2.

Por meio do estudo analitico deste modelo, Euler apresentou uma solugdo para o
problema das sete pontes. Concluiu que seria impossivel fazer o passeio com as condigdes
dadas. Na verdade, Euler observou que cada vértice (porcdo de terra) possui trés arestas
(ligagdes). Deste modo, ao chegar em um dos Vvértices por uma aresta, sobram duas opcoes
para sair do vértice. Ao percorrer a ultima aresta ndo ha como sair do vértice sem percorrer
novamente uma das arestas.

Além disso, Euler mostrou que se 0 nimero de arestas que adjacentes a cada vértice
é par o problema teria solucdo, ou seja, mostrou uma aplicacdo de sua analise, conforme
podemos observar na figura Figura 1.3. Se de cada veértice partisse um nimero par de arestas
uma solucéo possivel para o problema partindo-se da ilha 2 seria: ilha 2 — margem 1 —ilha 1 —
margem 2 — ilha 1 — margem 1 — margem 2 — ilha 2.

Figura 1.3: solucdo para o problema das pontes de Koenigsberg.
Margem 1

[lha 1 llha 2

fgem 2

Fonte: Boaventura e Jurkiewics, 2009, p. 2.

O que Euler fez foi modelar o problema das sete pontes, algo muito comum
naquela época em que procurava-se utilizar a Matematica para compreender e, ainda resolver
problemas do mundo real.

N&o se sabe porque o problema das sete pontes era importante para 0os moradores
da cidade, ou se era realmente importante. Talvez ndo passasse de um desafio que alguém

langou e que a curiosidade humana procurou desvendar. O que se sabe é que, a partir da
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solucdo de Euler, ou melhor, do modelo matematico que utilizou para resolver o problema,
surgiu uma nova area de estudo da Matematica, chamada Teoria dos Grafos.

Ao que parece, Euler ndo deu muita importancia ao problema, tanto que sua
resolucdo quase se perdeu entre sua notavel producéo cientifica. Somente um século depois 0s
grafos foram utilizados novamente, desta vez para a representacdo de circuitos elétricos por
Kirchhoff e para a representacdo de isdmeros de hidrocarbonetos alifaticos (compostos de
carbono e hidrogénio com cadeia abertas) por Cayley (BOAVENTURA; JURKIEWICZ,
2009).

O fato dos grafos terem surgido a partir da resolu¢do de um problema real parece
ndo ser coincidéncia, ja que grande parte do desenvolvimento do que hoje chamamos Teoria
dos Grafos se deu, segundo Braicovich (2013) pela resolugcdo de quatro problemas: o
problema das pontes de Koenigsberg (descrito acima), o problema da coloracdo de mapas, 0
problema do caixeiro viajante e o problema dos ciclos Hamiltonianos.

O problema da coloragdo de mapas surgiu da hipotese de cartografos de que, para
colorir um mapa, seriam necessarias no maximo quatro cores. Em 1852, um estudante inglés
de Matematica, Francis Guthrie, resolveu dar a hipotese uma abordagem matematica e
representou as regifes do mapa por pontos e, caso duas regides tivessem uma fronteira em
comum, ligou-as por uma linha, em uma representacdo do que hoje chamamos grafo.

Apesar de o problema parecer simples, sua demonstragdo mostrou-se muito
complexa, tanto que, apenas em 1976, Appel e Haken conseguiram mostrar sua validade e,
mesmo assim, utilizando computadores. A tentativa de demonstrar o teorema das quatro cores
deu impulso as pesquisas com grafos e foi responsavel por grande parte do desenvolvimento
de sua teoria.

O problema dos ciclos hamiltonianos surgiu com um jogo inventado pelo famoso
matematico irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865) em 1859 denominado Icosian
Game. O jogo consistia em percorrer cada um dos 20 vértices de um dodecaedro regular
(sélido regular com 12 faces pentagonais, 20 vértices e 30 arestas), passando por cada vértice
apenas uma vez e comec¢ando e terminando pelo mesmo Vvértice. Os vértices eram nomeados
com nomes de cidades importantes. Como o dodecaedro é incdmodo de manejar, Hamilton o
representou no plano, utilizando um grafo.

De acordo com Jurkiewicz (2009, p. 59), “o problema de saber se um grafo ¢ ou
ndo hamiltoniano é um dos mais estudados da Teoria dos Grafos por sua aplicabilidade em

comunicacado, transporte e planejamento”.
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Figura 1.4. Dodecaedro regular e sua representacéo plana feita por Hamilton.

= 2

Fonte: http://www.thestudentroom.co.uk. Ultimo acesso em: 19/01/2014.

O problema do caixeiro viajante (PCV) € uma aplicacdo do problema dos ciclos
hamiltonianos e consiste em atribuir-se valores as ligacdes entre as cidades (geralmente o
custo do deslocamento ou a distancia entre elas) e determinar qual € o percurso que minimiza
0 deslocamento ou que torna a viagem mais econdmica.

Novamente, apesar da simplicidade da formulacdo do problema, até hoje néo foi
possivel encontrar um algoritmo que o resolva rapidamente. Malta (2008, p. 23) afirma que o
problema do caixeiro viajante ¢ uma representacao genérica de “[...] problemas em que sdo
conhecidos pontos de entrega/passagem/distribuicdo/coleta de produtos via algum transporte
em que € necessario determinar a menor distancia a ser percorrida ou o menor custo”.

Os problemas descritos acima foram responsaveis por grande parte do
desenvolvimento da Teoria dos Grafos. No entanto, foi no século XX, mais precisamente em
sua segunda metade, que esse campo de estudo ganhou impulso, gracas ao advento dos
computadores. Boaventura ¢ Jurkiewicz (2009, p. 4) destacam que, “[...] a partir da década de
1950, a Pesquisa Operacional — disciplina matematica envolvida com problemas de
organizacdo — comecgou a utilizar intensamente os modelos de grafos, em busca de melhores
solugdes para problemas de projeto, organizacao e distribuicao”.

Atualmente, sdo publicadas centenas de artigos, dissertacBes e teses sobre grafos,
muitos deles motivados pela solucdo de problemas reais, 0 que mostra a importancia desse
campo de estudo da Matematica Aplicada e que também justifica sua abordagem na Educacao

Basica e Superior.
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1.2. Conceitos Basicos da Teoria dos Grafos

Nesta secdo apresentamos alguns dos conceitos basicos da Teoria dos Grafos, que
foram utilizados no desenvolvimento deste trabalho, em que o rigor das demonstragdes é
mediado pelo nivel de escolaridade no qual a implementacdo foi proposta. No entanto, a
teoria apresentada pode ser mais bem aprofundada em Boaventura e Jurkiewicz (2009) e
Jurkiewicz (2009).

Definicdo 1.1. Um grafo (G) é uma colecdo finita de pontos, chamados vértices (V),
juntamente com um conjunto finito de arestas (A) ligando pares de vértices.

Figura 1.5: Exemplos de grafos

A A B

(a) Grafo com 4 vértices e 5 arestas  (b) grafo com 6 vértices e 6 arestas

Fonte: Autora.

Dizemos que dois vértices sdo adjacentes quando existe uma aresta ligando-os.
Neste caso, dizemos que a aresta € incidente aos vértices. Na figura 1.5(b), por exemplo, os
vertices A e B sdo adjacentes. Ja os vértices C e F ndo sdo adjacentes, pois ndo ha uma aresta
ligando-os diretamente. Apesar de ndo haver uma aresta incidente aos vértices C e F, isto ndo
impossibilita 0 acesso ao vértice F a partir do vértice C, ou vice-versa.

Falaremos de acesso de um vértice a outro em estagios: existe uma forma de C ter
acesso ao Vértice F em dois estagios, basta sequir o percurso C-E-F. Note que o numero de
estagios € igual a quantidade de arestas que devem ser percorridas para acessar um vértice a
partir de outro. Podemos falar entdo de acesso em um estagio (quando os vértices sdo
adjacentes), dois estagios, trés estagios, etc.

Uma aresta pode ainda ligar um vértice a ele mesmo. Neste caso, denominamos a

aresta de laco.
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Figura 1.6. Grafo com lagos nos vértices A e E.

B

Fonte: Autora.

Note que as arestas representam uma relacéo de transitividade. No grafo da figura
1.6., por exemplo, a aresta BC permite partir tanto de B para C quanto de C para B. No
entanto, existem situacfes que exigem que o percurso seja feito em apenas um sentido. Nesses
casos, usamos uma flecha que indica o sentido do percurso e as arestas passam a ser
denominadas de arcos. O grafo passa a ser entdo um digrafo ou grafo orientado.

Figura 1.7. Grafo orientado com 6 vertices e 9 arcos.
C

E

Fonte: Kolman, 1999, p. 343.

Definicdo 1.2. O nimero de arestas que incidem sobre um vértice € denominado grau do

vértice V. Simbolizaremos o grau do vértice por d(V).

Dentre os graus de todos os Vértices de G, 0 menor grau é chamado grau minimo
de G (denotado por §(G)) e 0 maior grau € dito grau maximo de G (denotado por A(G)). Os
lacos devem ser contados duas vezes no grau do Vvértice que o contém.

Em um grafo orientado podemos distinguir o grau do vértice entre dois semigraus:
0 semigrau exterior d*(V) que é o nimero de arcos que partem de V e o semigrau interior d

(V) que é o nimero de arcos que chegam a V. Temos que d*(V) + d"(V) = d(V).
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Definigdo 1.3. A somatdria dos graus dos vértices de um grafo é denominado grau do grafo
G.

Na figura 1.5.(a), temos o grau dos vértices d(A) =3, d(B) =2,d(C) =3 e d(D) =2
e o grau do grafo » d(V)=d(A)+d(B)+d(C)+d(D)=10.

Teorema 1.1. Para todo grafo G, o grau do grafo é igual ao dobro do nimero de arestas.

Dem: Observe que o grau de um Vértice é dado pelo niUmero de arestas que incidem sobre o
vértice. Mas cada aresta incide sobre dois vértices. Logo, no somatério do grau dos vértices
de G, cada aresta é¢ contada duas vezes. Portanto, o grau do grafo G é igual ao dobro do

. O
numero de arestas do grafo G.

Corolario 1.1. Todo grafo G possui um nimero par de veértices de grau impar.

Dem: Suponha, por absurdo, que um grafo G possua um namero impar de vertices de grau
impar. A somatoria desses graus resultara em um namero impar. Mas isso contradiz o
Teorema 1.1., j& que o somatdrio dos graus de um grafo é par. Logo, todo grafo G possui um

namero par de vértices de grau impar. O

Definicdo 1.4. Dois grafos G; e G, sdo ditos isomorfos se existe uma correspondéncia

biunivoca entre seus conjuntos de vértices que preserve as adjacéncias.

Observe que os grafos abaixo sdo isomorfos, pois ambos possuem 4 vértices e 5
arestas e podemos fazer a correspondéncia entre os vértices A-E, B-G,C—-H, D - F, de
modo que as adjacéncias entre os veértices ficam preservadas.

A Figura 1.8. Grafos isomorfos.

E G
[ 5 - |

Fonte: Autora.



21

Os grafos podem ser classificados de acordo com caracteristicas relativas as
ligacOes entre os vértices. A seguir, descreveremos algumas dessas classificagdes.
Grafo Simples: é aquele que ndo possui lacos e nem duas ligagfes distintas com o mesmo par
de vértices.
Grafo Completo: é o grafo em que todo par de vértices é ligado por uma aresta.
Grafo Regular: é o grafo em que todos os vértices tém o mesmo grau. Denotando por p o
grau de cada vértice, podemos designar um grafo regular por p-grafo. O grafo da figura 2, que
representa as pontes de Konigsberg é um 3-grafo, pois de cada vértice partem 3 arestas.
Grafo Complementar: O grafo complementar G do grafo G é o grafo que contém as ligacdes
que ndo estdo em G. Podemos escrever A(G) N A(G) = @.
Grafo Nulo ou Vazio: é o grafo que ndo possui arestas.

Figura 1.9. Tipos de Grafos.

C

(a) Grafo Simples (b) 3-grafo (c) Grafo Nulo (d) Grafo complementar ao grafo (a)

Fonte: Autora.

Grafo Conexo: é aquele em que existe pelo menos uma forma de acessar um vértice a partir
de qualquer outro Vértice do grafo. Caso contrario serd chamado desconexo.

Figura 1.10. Grafo conexo e desconexo.

(@) Grafo conexo (b) Grafo desconexo

Fonte: Autora.

Como nos grafos podemo-nos “deslocar” de um vértice a outro pelas arestas,

podemos ainda classificar diferentes tipos de percursos. Um percurso em um grafo é uma
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colecdo de vértices (ou de ligagdes) sequencialmente adjacentes. Percurso simples é um
percurso que ndo repete ligacGes. Percursos elementares sdo aqueles que ndo repetem
vértices. Um ciclo é um percurso elementar fechado (é um 2-grafo conexo), e um caminho €
um ciclo do qual retiramos uma aresta. O ciclo recebe a notacdo C, e o caminho a notagéo P,
onde n é o nimero de arestas do ciclo ou caminho. O comprimento do caminho é dado pelo
inteiro n que representa 0 numero de arestas necessarias para percorré-lo.

FigurBa 1.11.Ciclos e Caanhos

(@) Ciclo Cs (b) Caminho P,
Fonte: Jurkiewicz, 2009, p. 20 e 21.

Agora que classificamos os tipos de percursos podemos apresentar um outro tipo
de grafo muito utilizado, a arvore. A arvore € a maneira de tornar um grafo conexo utilizando

0 menor numero de arestas.

Arvore: é um grafo conexo e sem ciclos.

Figura 1.12. Arvore.
D
F

A
Fonte: Autora.

Um grafo pode ainda ser representado por uma matriz. Essa representacao
apresenta vantagens quando desejamos utilizar a linguagem de computador para representar
um grafo. Existem duas matrizes que representam um grafo: a matriz de adjacéncia e a

matriz de incidéncia.

Definigdo 1.5. Dado um grafo G de n vértices Vi, Vo, ..., V, @ matriz de adjacéncia de G é a

matriz quadrada M(G)nxn, tal que o (i, j)-ésimo elemento da matriz é igual a 1 se existe pelo
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menos uma aresta ligando os Vértices V; e V;. Caso contrario o (i, j)-ésimo elemento da matriz
é igual a 0.

As matrizes de adjacéncia dos grafos das figuras 1.5.(a) e 1.5.(b) séo
respectivamente:

r b
al o1 1 0 0 o
A B C D
B P o 1 0 0 0
A o 11 C A B B T
B i o 1 @ D g o ! g 0 0
C N B B E e o 1 0 o0 i
D I o 1 0 FL e o o0 o0 1 0 |

Defini¢éo 1.6. Dado um grafo G de n vértices Vi, Vy, ..., Vo e m arestas A, Ay, ..., Ap, @ matriz
de incidéncia de G é a matriz N(G)nxm, tal que o (i, j)-ésimo elemento da matriz € igual a 1 se
a aresta A; é incidente em V;. Caso contrario o (i, j)-ésimo elemento da matriz é igual a 0.

As matrizes de incidéncia dos grafos das figuras 1.5.(a) e 1.5.(b) sdo

respectivamente: AB AC BC CD CE EF

al+ 1000 0)
AB AC AD BC CD el + o 1t 0 0 o
Al 1+ 11 00 cloe 44 40
o D| oo e 1o o0
clot ot E|l 2 0 0 0 1 1
ploe ot Flooooo 1]

O teorema a seguir apresenta um resultado envolvendo a matriz de adjacéncia de
um grafo que auxilia o estudo do numero de formas de acessarmos um vertice a partir de

outro em r estdgios, ou em outras palavras, permite determinar quantos caminhos de
comprimento fixado r existem entre dois vértices.

Teorema 1.2. Seja Mnx, a matriz de adjacéncia do grafo G e seja M, a r-ésima poténcia de

Mnxn. Entdo o (i,j)-ésimo elemento de M' é o nlimero de caminhos de comprimento r
existentes entre os vértices i e j.

Dem: Seja mj; o (i,j)-ésimo elemento da matriz de adjacéncia My, do grafo G. Sabemos que
m;; = 0 se i e j ndo sdo adjacentes e m;; = 1 se i e j sdo adjacentes. Denotamos por ml.(jr) a (i,j)-

ésima entrada da matriz M"x,, Vamos mostrar por inducéo, que ml.(jr) representa 0 nimero de
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caminhos de comprimento r ligando os vértices i e j. Primeiramente, vamos mostrar que o
resultado é valido para r = 2.

Note que m?j = Yk=1mymy; . Mas o produto mi my; so sera diferente de zero se
mi = 0 e m; = 0. Mas neste caso teremos mi my; = 1, 0 que indica que existe um caminho
ligando i a k e outro ligando k a j, ou seja, existe um caminho de comprimento 2 ligando i a j.

Deste modo, cada elemento do somatorio Xj_; mymy; = mymy; + myumy: + - +m,,m, . que

for igual a 1 indica um caminho de comprimento 2 ligando i a j. Portanto, ml-zj = Vet MyMy
indica quantos caminhos de comprimento 2 ligami a j.
VVamos supor que o resultado seja valido para r = t, isto &, a (i,j)-ésima entrada da

matriz M}, indica o nimero de caminhos de comprimento t que ligam i a j. Vamos mostrar que

0 resultado também é valido para r = t+1. Note que
m{t = (m).my; + (mf).my + -+ (mf).m,_. Pela hipétese de inducéo, cada um dos
elementos m;, acima representa 0 nimero de caminhos de i a n de comprimento t. Se o

elemento m,,; for igual a 1 havera um caminho de comprimento t ligando i a n e um caminho
0
de comprimento 1 ligando n a j. Logo, havera um caminho de comprimento t+1 ligando i a j.

1.3. Revisao Bibliogréafica de Trabalhos Sobre Grafos no Ensino Médio

Nesta secdo faremos uma revisao bibliografica de artigos e dissertac@es, cujo tema
€ 0 ensino de grafos no Ensino Médio. Para esta analise, escolhemos trabalhos que assumam
alguma metodologia de ensino para a inclusdo dos grafos e também aqueles em que as
atividades sejam direcionadas ao nivel do Ensino Médio. A seguir, descrevemos as principais
contribuicdes de cada trabalho.

Jurkiewicz e Muniz (2007) apresentam uma proposta de introducdo a Teoria dos
Grafos no Ensino Médio através da Resolucdo de Problemas. Justificam a introducdo da
Teoria dos Grafos no Ensino Médio como uma adequacdo do curriculo as exigéncias do
mundo contemporaneo, cada vez mais dependente do computador. Como os grafos estdo
intimamente ligados as novas tecnologias, compreendé-los seria uma forma de também
compreender 0 mundo atual.

Os temas da Teoria dos Grafos escolhidos para as atividades aplicadas a alunos do

3° Ano do Ensino Médio, sob a forma de oficinas, foram escolhidos de forma que:
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1) fossem simples em sua apresentagéo;

2) despertassem a curiosidade e apresentassem resultados que
pudessem ser demonstrados;

3) contemplassem os primérdios da Teoria dos Grafos — Problema das
Pontes de Koenigsberg;

4) apresentassem algoritmos que pudessem ser explicados e
justificados convenientemente aos alunos;

5) contribuissem para a apresentacdo das potencialidades e limitacdes
do uso do computador, previamente programado, na resolucdo de
problemas;

6) permitissem a interligacdo com outros assuntos presentes no Ensino

Médio (JURKIEWICZ; MUNIZ, 2007, p. 426).

Em relacdo ao item seis descrito acima, os autores indicam a ligacdo dos grafos ao
conteddo Analise Combinatdria. Destacam que o trabalho realizado tem por objetivo a
investigacdo de situacOes-problema e exercicios que permitam a aprendizagem de conceitos
de grafos, e a compreensdo de ideias que facilitem a utilizacao de ferramentas computacionais
na resolucéo destes problemas.

Malta (2008) apresenta uma proposta de insercéo de Teoria dos Grafos no Ensino
Médio utilizando a Resolucdo de Problemas como perspectiva metodoldgica. Para tanto,
utiliza problemas que facam referéncia aos problemas historicos que impulsionaram o
desenvolvimento da Teoria dos Grafos, como o problema das pontes de Koenigsberg, o
problema da coloracdo de mapas e de caminhos hamiltonianos.

Associa os grafos a Andlise Combinatéria e as Matrizes, desenvolvendo as
atividades, sob a forma de oficina, no decorrer de oito aulas com alunos do 2° Ano de Ensino
Médio de uma escola particular.

Justifica a inclusdo dos grafos como uma adequacdo do curriculo aos avangos
tecnoldgicos e a necessidade de tornar a matematica mais significativa para os alunos. Para
justificar a escolha da Resolu¢do de Problemas como perspectiva metodoldgica, pauta-se na
indicacdo de documentos oficiais para o desenvolvimento da capacidade de aprender
continuamente. “No nosso entendimento, a Resolucdo de Problemas ¢ uma das alternativas
capazes de proporcionar esta capacidade de aprender continuamente” (MALTA, 2008, p. 6).

Ferreira (2009) defende a insercdo da Teoria dos Grafos no Ensino Médio
utilizando a Modelagem Matematica como recurso didatico. Justifica a escolha da Teoria dos
Grafos por esta fazer parte da Matematica Discreta, que em funcdo do uso dos computadores,

vem ganhando cada vez mais importancia na sociedade contemporanea.
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Indica que algumas situacbes com grafos séo facilmente adaptaveis a sala de aula,
a partir de atividades de Modelagem Matematica e que estas atividades podem possibilitar o
uso de novas tecnologias.

Aponta como objetivos da pesquisa realizada “divulgar a ideia central e alguns
conceitos basicos sobre grafos, reforcar o uso de modelacdo matematica, alem de mostrar a
viabilidade do ensino de Matematica Discreta no Ensino Médio usando Modelagem
Matematica” (FERREIRA, 2009, p. 14).

Relata uma experiéncia com alunos do 1° e 2° anos do Ensino Médio, sob a forma
de oficinas fora do horario regular de aula, aonde propds quatro problemas cuja solucéo
envolveria a Teoria dos Grafos.

O primeiro problema proposto, apresentado como problema motivador, consistia
em montar horarios de palestras sobre Ecologia, Doencas Sexualmente Transmissiveis, Teoria
da Relatividade e Estatuto da Crianga e Adolescente direcionadas a trés publicos: Ensino
Fundamental, Ensino Médio e Ensino Superior, com algumas restricdes estabelecidas.

O segundo problema consistia na determinacdo do nimero minimo de aeronaves
para que uma empresa de taxi aéreo instalasse um projeto para a exploragdo do espago aéreo
das regides Sul, Sudeste e Centro-Oeste do Brasil, sabendo-se as distancias entre as cidades e
que cada aeronave atende a um raio maximo de 1000 km.

No terceiro problema os alunos deveriam montar o quadro de horérios de aulas
para 0 ano letivo de 2009 de uma escola de Ensino Médio conhecendo-se as disciplinas e a
quantidade de aulas de cada uma delas.

O quarto problema consistia na elaboracdo de uma tabela de dias e horarios para a
realizacdo dos exames finais do curso de Engenharia Mecéanica de uma universidade de modo
a permitir que cada aluno pudesse fazer todos 0s exames necessarios, sem que tivesse que
fazer dois exames no mesmo dia e hora, procurando realiza-los no menor nimero de dias
possivel.

Apesar dos problemas terem referéncia na realidade, o autor ndo indica se sao
problemas reais ou se sdo problemas ficticios. Este € um ponto importante ja que a
metodologia utilizada é a Modelagem Matematica.

Esses trabalhos evidenciam a crescente preocupacdo em introduzir grafos no
Ensino Médio com o intuito de oferecer aos jovens a oportunidade de contato com uma

matematica contemporanea, que procura resolver problemas da atualidade.
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Capitulo 2
Tendéncias em Educacido Matematica: Modelagem Matematica' e Midias Tecnoldgicas

A Educacao Matematica ¢ conceituada, segundo Pais (2001, p. 10), como “uma
grande area de pesquisa educacional, cujo objeto de estudo é a compreensdo, interpretacdo e
descricdo de fenbmenos referentes ao ensino e a aprendizagem da matematica, nos diversos
niveis da escolaridade, quer seja em sua dimensao tedrica ou pratica”.

Esta area de pesquisa surgiu no Brasil, segundo Fiorentini e Lorenzato (2006) na
década de 1970, com a publicacdo das primeiras dissertacdes de Mestrado e teses de
Doutorado com tematica ligada a Educacdo Matematica, ainda em programas de pos
graduacdo em Educacdo, Matematica e Psicologia.

Ainda, segundo Fiorentini e Lorenzato, (2006), na década de 1980 foram criados
0s primeiros programas de pos graduacdo na area de Educacdo Matematica, com consequente
aumento da producdo cientifica nesta area. Também surgiram grupos de estudo e eventos com
0 objetivo de discutir questbes pertinentes a Educacdo Matematica, além da criacdo da
Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica (SBEM).

Se nas décadas de 1970 e 1980 houve o nascimento e organizacdo da Educacéo
Matematica como area de atuacdo profissional e pesquisa, as décadas de 1990 e 2000
marcaram sua consolidacao.

De acordo com Fiorentini e Lorenzato (2006, p. 34) “no inicio da década de 1990
retornam ao pais mais de duas dezenas de educadores matematicos que concluiram
doutoramente nos Estados Unidos, Franca, Inglaterra e Alemanha em diversas areas de
investigagdo”. Além disso, em 1997, houve o reconhecimento da Educacdo Matematica pela
Associacdo Nacional de Pos Graduacdo e Pesquisa em Educacdo (Anped) e em 2000, a
criacdo da area de Ensino de Ciéncias e Matematica pela Capes.

A Educacdo Matematica oferece diversos temas de pesquisa, indicados por
Fiorentini e Lorenzato (2006) como tendéncias tematicas da pesquisa em Educacdo
Matematica. Algumas dessas tendéncias, principalmente aquelas ligadas a metodologias de
ensino e aprendizagem de matematica, tem ganhado destaque, inclusive sendo indicadas em
documentos oficiais, como as Diretrizes Curriculares do Parana para auxiliar a préatica

docente.

! A fim de evitar repeticdes, em nosso texto usaremos apenas Modelagem para nos referirmos & Modelagem
Matematica.
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Os conteudos propostos devem ser abordados por meio de tendéncias
metodoldgicas da Educacdo Matematica que fundamentam a prética
docente, das quais destacamos: resolucéo de problemas; modelagem
matematica; midias tecnoldgicas; etnomatematica; historia da
Matematica; investigacdes matematicas. (PARANA, 2008, p. 63)

Cada tendéncia constitui uma diretriz para que o professor possa no ambiente da
aula de matematica, facilitar o acesso dos alunos ao conhecimento matematico e também
torna-lo mais significativo. E uma forma de aprimorar as aulas tradicionais, comumente
guiadas por: apresentacdo do contetdo — exemplos - exercicios padréo.

Skovsmose (2007) descreve uma aula tradicional de matemética como aquela
dominada pelo uso do livro-texto, que é seguido, praticamente, pagina por pagina. Nesse tipo
de aula, o professor expde o contelido em uma aula plenaria onde os alunos podem levantar a
mao para fazer perguntas. Em seguida, fazem longas listas de exercicios do livro-texto na aula
e em casa. Tais exercicios sdo corrigidos no quadro pelo professor ou entregues a ele por
escrito para que faca a correcéo e, muitas vezes, atribua uma nota.

Skovsmose (2007) observa ainda que se léssemos em voz alta todos 0s exercicios
de matematica feitos por um estudante durante o Ensino Fundamental e Médio ouviriamos
uma série de comandos que dificilmente trariam um convite a criatividade. E questiona: “De
gue maneira [0s exercicios] podem ajudar o estudante a apreender algo da esséncia da
matematica?” (SKOVSMOSE, 2007, p. 36).

Ainda, segundo Skovsmose (2007), esse tipo de aula exclui uma parte substancial
dos estudantes (o autor destaca aqueles de desempenho médio), na medida em que muitos
deles perdem o interesse pela matematica e acabam concluindo que “matematica nao ¢ para
eles”. Isso faz com que fiquem submetidos a empregos que exijam o minimo de matematica,
notadamente, empregos de menor status social e ganho econémico.

O autor conclui que “o ensino tradicional de matematica pode também excluir um
grupo de ‘pessoas dispensaveis’, que deveriam ficar satisfeitas com qualquer tipo de trabalho
que lhes fosse dado”. (SKOVSMOSE, 2007, p. 38)

Nesse contexto, a inclusdo de aulas mediadas por uma das tendéncias em
Educacdo Matematica pode servir como alternativa para o uso exclusivo das aulas tradicionais
que, de acordo com Skovsmose (2007), causa tantos prejuizos aos alunos.

Faremos uma breve descricdo de cada uma das tendéncias indicadas pelas
Diretrizes Curriculares do Parana, para que o leitor possa ter uma ideia de como cada uma

delas pode contribuir para o ensino e aprendizagem da Matematica.
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1) Resolucdo de problemas: O estudo da resolugdo de problemas como estratégia de ensino
comecou no Brasil na segunda metade da década de 1980 (ZORZAN, 2007). Esta tendéncia
tem por caracteristica a resolucdo de problemas para a introducao e/ou utilizagdo de conceitos
matematicos.

Cabe ao professor assegurar um espaco de discussédo no qual os alunos
pensem sobre os problemas que irdo resolver, elaborem uma
estratégia, apresentem suas hipoteses e facam o registro da solucdo
encontrada ou de recursos que utilizaram para chegarem ao resultado.
Isso favorece a formagdo do pensamento matematico, livre do apego
as regras. (PARANA, 2008, p. 63).

2) Modelagem Matematica: A Modelagem Matematica € um método de trabalho da
Matematica Aplicada e que passou a fazer parte do cenario da Educacdo Matematica no final
da década de 1970 (ZORZAN, 2007; BUENO, 2011). De maneira geral, procura trazer para a
sala de aula, temas do mundo real, que possam gerar problemas que devem ser resolvidos
pelos alunos por meio da matematica. Barbosa (2007) destaca o crescente numero de
publicacbes de artigos, dissertacdes, teses e relatos de experiéncia com esta tematica e a

consolidacdo de uma comunidade cientifica de Modelagem no pais.

3) Midias Tecnoldgicas ou Tecnologias da Informacdo ou Comunicacdo (TICs): Esta
tendéncia nasceu como uma necessidade de adequacdo do ensino de matematica a0 mundo
contemporaneo, cada vez mais dependente da tecnologia e da informatica. Defende o uso das
midias tecnoldgicas como facilitadoras do ensino e aprendizagem de matematica, muitas
vezes associada a outras tendéncias, principalmente a Modelagem Matematica, como afirmam
Borba e Penteado:

O trabalho com a Modelagem e com o enfoque experimental sugere
que ha pedagogias que se harmonizam com as midias informaticas de
modo a aproveitar as vantagens de suas potencialidades. Essas
vantagens podem ser vistas como sendo a possibilidade de
experimentar, de visualizar, e de coordenar de forma dindmica as
representacdes algébricas, tabulares, graficas e movimentos do proprio
corpo. (BORBA; PENTEADO, 2001, p. 42).

4) Etnomatematica: A etnomatematica surgiu nos anos de 1970 a partir das propostas de
Ubiratan D’ Ambrdsio de levar em consideragdo nos programas educacionais as matematicas
produzidas pelas diferentes culturas e ndo apenas a matematica académica (PARANA, 2008).

“Também ¢é uma caracteristica metodologica da ethomatematica a passagem do saber concreto

para o abstrato” (ZORZAN, 2007, p. 81).
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5) Historia da Matematica: Esta tendéncia busca trazer a historia da matematica como
elemento para que o aluno possa compreender que o desenvolvimento da matemética esta
associado a contextos econdémicos, sociais, politicos e filosoficos.

A histéria da Matematica € um elemento orientador na elaboracéo de
atividades, na criacdo das situagcdes-problema, na busca de referéncias
para compreender melhor os conceitos matematicos. Possibilita ao
aluno analisar e discutir razGes para aceitacdo de determinados fatos,
raciocinios e procedimentos. (PARANA, 2008, p. 66).

6) Investigacdes Matematicas: “Na investigacdo matematica, o aluno é chamado a agir
como um matematico, ndo apenas porque € solicitado a propor questdes, mas, principalmente,
porque formula conjecturas a respeito do que esta investigando” (PARANA, 2008, p. 67).
Nesta tendéncia, o professor deve apresentar situacdes que déem ao aluno a oportunidade de
fazer observagdes, levantar hipoteses, experimentar, refutar, com o objetivo de compreender
Ou mesmo, introduzir conteudos matematicos.

Apesar de ainda predominar, no ambiente de aprendizagem de matematica, a aula
tradicional, muitos professores ja& comecam a inserir em sua pratica alguma, ou algumas
dessas tendéncias.

O crescente numero de publicacbes, grupos de pesquisas na area da Educacédo
Matematica e a insercdo de disciplinas que abordam essas tendéncias nos cursos de formacao
de professores, seja em nivel de graduacdo ou pos graduacdo contribui para a divulgacéo e
uso dessas tendéncias em sala de aula (FIORENTINI; LORENZATO, 2006).

Além disso, quando o professor adota uma tendéncia em sua prética, iSso ndo
significa que escolheu apenas ela. O professor pode utilizar diferentes tendéncias para abordar
diferentes conteudos na medida em que julgar necessario.

Muitas vezes, contextos socioeconémicos e culturais especificos favorecem o uso
de uma determinada tendéncia. Em uma escola indigena, por exemplo, o uso da
etnomatematica pode ser bem vindo, ja que considera as especificidades culturais, sociais e
econbmicas dos sujeitos da aprendizagem. J& em uma escola com um bom acesso a
equipamentos de informatica e tecnologia pode ter o uso das midias tecnolégicas estimulado,
bem como das investigacbes matematicas.

As proprias Diretrizes Curriculares do Estado do Parand (PARANA, 2008)
sugerem que haja uma articulacdo entre as tendéncias, sempre que possivel, de forma a

favorecer a abordagem dos contetdos.
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Entre as tendéncias citadas destacamos a Modelagem Matematica e as Midias
Tecnoldgicas, que nortearam as atividades desenvolvidas nesta pesquisa e por isso
discutiremos alguns aspectos delas nas proximas secoes.

A opc¢do da Modelagem como metodologia se deu ao fato dela permitir a
abordagem de problemas reais, o que favorece o interesse dos alunos pela matematica. Além
disso, este tipo de atividade pode dar ao aluno a oportunidade de pesquisar, obter dados,
conjecturar, refutar e analisar.

Ja as Midias Tecnoldgicas configuraram uma ferramenta para facilitar a analise
dos dados colhidos, harmonizando-se com a Modelagem.

A seguir, apresentaremos o uso da Modelagem na Matemética Aplicada, as
caracteristicas que assume quando é utilizada neste campo da Matematica e a importancia que
tem em nossa sociedade. Depois apresentaremos algumas perspectivas, concepgdes e
alternativas de uso da Modelagem em sala de aula presentes na literatura e a concepgéo
adotada em nosso trabalho. Por fim, teceremos algumas consideracbes sobre as midias

tecnoldgicas e como podem ser utilizadas como recurso didatico para o ensino da matematica.

2.1. Modelagem na Matematica Aplicada

A Modelagem Matematica tem sua origem na Matematica Aplicada e, de acordo
com Bueno (2011), os primeiros modelos matematicos surgiram ha milénios quando o
homem passou a fazer uso de modelos matematicos para explicar a realidade, notadamente, na
Grécia Antiga.

A Modelagem é um método de trabalho, um processo que permite ao pesquisador
converter para a linguagem matematica (modelo) um problema ndo matematico da realidade e
assim, analisa-lo e resolvé-lo.

De acordo com Bassanezi (2011) os passos percorridos por um “modelador” sio:
1) Experimentacdo: obtencao dos dados;
2) Abstracdo: formulacdo do modelo matematico;
3) Resolucdo do modelo: 0 modelo é utilizado para propor uma resposta ao problema;
4) Validacdo: é a aceitacdo ou ndo da resposta obtida com a resolucdo do modelo;
5) Modificacgdo: caso ndo haja validagdo, o modelo ou a resolugéo devem ser modificados;

6) Aplicacéo: o modelo pode ser utilizado para resolver situagdes similares.
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Um exemplo de Modelagem no ambito da Matematica Aplicada, conforme
descrito por Bassanezi (2011), foi descrito no Capitulo 1 em que descrevemos a origem dos
grafos a partir da resolugéo dos problemas das pontes de Konigsber por Leonard Euler.

Conforme citamos, Euler obteve os dados do problema (experimentacdo),
simplificou-os obtendo um modelo matematico (abstracdo), apresentou uma resposta para o
problema a partir do estudo analitico do modelo (resolucéo), mostrou que a resolucdo através
do modelo era compativel com a resolucdo do problema real (validacdo) e, além disso,
generalizou as condices para a solucéo (aplicagéo).

A Modelagem ndo é utilizada apenas por matematicos, como Euler, para resolver
problemas da realidade. Ela também serve como ferramenta para fisicos, quimicos, biélogos e
varios outros profissionais para matematizar fendbmenos, buscando a compreensdo do mundo
em que vivemos. Se tomarmos como exemplo a Fisica, teremos uma grande quantidade de
formulas que descrevem fendmenos naturais. Barbosa (2001a, p. 12) destaca que esse uso da
matematica serviu para identifica-la como “instrumento: o mundo poderia ser descrito em
relagdes matematicas”.

Segundo Bueno (2011, p. 26) “o papel dos modelos matematicos na sociedade é
amplamente reconhecido devido as suas aplicagdes, que tém impactos diretos ou indiretos
sobre o comportamento das pessoas”. Sobre esse aspecto Barbosa (2001a, p. 16) afirma que
“os modelos matematicos sdo construidos para subsidiar a tomada de decisdes e, portanto,
participam da vida social”.

Para ilustrar esse papel que os modelos matematicos exercem sobre a vida das
pessoas, tomemos como exemplo o Indice de Massa Corporal (IMC) utilizado por
profissionais da area da salde para determinar se uma pessoa esta com o peso ideal.

Para o célculo do IMC é utilizada uma formula matematica que relaciona massa e

k : - :
altura (IMC = %) De acordo com o valor obtido, classifica-se a pessoa com baixo
peso, peso ideal, sobrepeso ou obesidade grau I, Il ou Ill. Um médico ou um nutricionista

sabe que para determinar se uma pessoa esta saudavel, apenas o IMC ndo € o suficiente,
existem outros fatores que devem ser analisados: biotipo, sexo, taxa de colesterol, glicemia,
circunferéncia abdominal, etc.

No entanto, a populacdo em geral, tende a reconhecer o IMC como um fator

preponderante e muitas vezes exclusivo para determinar se uma pessoa esta saudavel ou ndo.
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Para Borba e Skovsmose in Skovsmose (2001), esse poder que a matematica
exerce na tomada de decisfes na vida das pessoas é sustentado pelo que denominam Ideologia
da Certeza. De acordo com essa ideologia (implicita no pensamento das pessoas):

1) A matematica é perfeita, pura e geral no sentido de que a
verdade de uma declaracdo matematica ndo se fia em nenhuma
investigagdo empirica. A verdade matematica ndo pode ser
influenciada por nenhum interesse social, politico ou ideoldgico.

2) A matematica é relevante e confiavel, porque pode ser
aplicada a todos os tipos de problemas reais. A aplicacdo da
matematica ndo tem limite, ja que é sempre possivel matematizar um
problema. (BORBA; SKOVSMOSE in SKOVSMOSE, 2001, p. 131)

Os matematicos sabem que a matematica s6 é pura nos dominios da propria
ciéncia. Por isso mesmo dividem-na em Matematica Pura e Aplicada. Na Matematica Pura
estudam-se 0s conceitos, propriedades, problemas da prépria matematica, sem a influéncia do
mundo real. Ja na Matematica Aplicada, como 0 nome sugere, a matematica é uma ferramenta
para a resolucdo de situacGes com referéncia na realidade e por isso fica sujeita as restricdes
do mundo real.

O problema é que as pessoas tendem a transferir a compreensdo que tém da
Matematica Pura para a Matematica Aplicada e, deste modo, confiam cegamente em tudo o
que lhes € apresentado em forma de ndmeros, formulas, graficos, ou seja, em linguagem
matematica.

N&o podemos deixar de destacar que a escola € responsavel por disseminar a
Ideologia da Certeza, ja que apresenta aos alunos conceitos construidos no ambito da
Matematica Pura, que sdo utilizados para resolver problemas do “cotidiano”. A grande
questdo ¢ que tais “problemas do cotidiano” sdo cuidadosamente enunciados para serem
resolvidos de maneira perfeita utilizando-se dos conceitos matematicos apresentados pelo
professor em sala de aula. Nesse tipo de situacdo, tudo se encaixa perfeitamente: situacao-
dados-algoritmos-resposta. E mais ainda, ha apenas uma resposta correta. Assim também
vemos a matematica em nosso dia a dia. A melhor solucdo para nossos problemas é sempre
aquela apresentada pela matematica.

No entanto, 0 matematico aplicado sabe que as coisas ndo funcionam desta forma.
Quem lida com a modelagem sabe que um modelo sempre apresenta limitacdes, ja que
depende dos dados coletados, das variaveis consideradas, das hipoteses levantadas, entre

outros fatores.
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Voltando ao exemplo do IMC, poder-se-ia criar um novo indice que levasse em
conta o0 sexo, a quantidade de gordura e/ou massa muscular. Note que o aumento das variaveis
criaria um novo modelo com o mesmo proposito do anterior.

Assim, se a Modelagem obriga o0 modelador a refletir sobre tantas questdes,
inclusive sobre os limites de seu modelo, é natural pensar na Modelagem como uma
ferramenta de ensino de matemaética, j& que o objetivo da escola é formar cidaddos criticos
capazes de atuar na transformacéo da sociedade.

Sobre esse aspecto, os Parametros Curriculares Nacionais afirmam:

E necessario que, no processo de ensino e aprendizagem, sejam
exploradas a aprendizagem de metodologias capazes de priorizar a
construcdo de estratégias de verificacdo e comprovacdo de hipoteses
na construcdo do conhecimento, a constru¢do de argumentagédo capaz
de controlar os resultados desse processo, o desenvolvimento do
espirito critico capaz de favorecer a criatividade, a compreensdo dos
limites e alcances logicos das explicagbes propostas. (BRASIL,
2001a, p. 35)

Atentos ao potencial que a Modelagem tem para desenvolver as capacidades de
investigacdo, argumentacdo, construcdo, verificacdo e comprovacdo de hipoteses, além do
desenvolvimento do pensar critico, os profissionais da area da Educacdo Matematica, sejam
professores ou pesquisadores, passaram a olhar a Modelagem utilizada pela Matematica
Aplicada como uma ferramenta para o ensino da matematica.

Essa transferéncia da Modelagem da Matematica Aplicada para a Educacao
Matematica percorreu (e ainda percorre) um longo caminho de discussdes na tentativa de se
adaptar aos objetivos do ensino de matematica. Nas Ultimas décadas muitos trabalhos foram
publicados, experiéncias realizadas e grupos de estudos organizados, a fim de dar um
referencial tedrico para a Modelagem na Educacao.

Na proxima secdo, falaremos sobre o desenvolvimento da Modelagem na
Educacdo Matematica no Brasil, as principais concep¢fes de Modelagem e a concepcéo

adotada em nosso trabalho.
2.2. Modelagem na Educacdo Matematica
A Modelagem comecou a ser discutida como uma metodologia de Ensino de

Matematica no Brasil a partir da década de 1970. Podemos dizer que ela foi “importada” da

Matematica Aplicada. Bueno (2011) aponta Aristides Camargos Barreto, Ubiratan
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D’Ambrésio e Rodney Carlos Bassanezi como os precursores da Modelagem Matematica
com fins educacionais no Brasil.

Aristides Camargos foi o primeiro a aplicar, em 1976, atividades de Modelagem
em uma turma do curso de Engenharia da PUC-RJ e a orientar dissertacdes de mestrado sobre
0 tema. Foi divulgador da Modelagem em eventos nacionais e internacionais de Educacéo
Matematica.

Um de seus adeptos foi o professor Rodney Bassanezi, outro entusiasta do uso da
Modelagem no Ensino. Autor de diversos livros sobre o tema e responséavel pelo primeiro
curso de pés-graduacdo em Modelagem Matematica do Brasil, em Guarapuava-PR, é um dos
mais importantes nomes nessa area de estudo no Brasil.

Ubiratan D’ Ambrosio, por sua vez, implantou na UNICAMP o primeiro programa
de Mestrado em Ensino de Ciéncias e Matematica, inspirado em um modelo interdisciplinar, o
que favoreceu experiéncias em Modelagem e Etnomatematica (BUENO, 2011).

A partir desses primeiros esforcos, a Modelagem ganhou forca na area da
Educacdo Matematica e muitos pesquisadores se empenham em dar a ela uma roupagem
educacional. Isto quer dizer que se tem tentado conceituar o que € Modelagem no ambito
escolar, e essa tarefa perpassa o delineamento de uma atividade de Modelagem, bem como as
diferentes formas de atuacéo de professores e alunos.

O conhecimento das diferentes caracterizacbes da Modelagem na Educacéo
Matematica, pelo professor, torna-se importante na medida em que possibilita que ele esteja
preparado e motivado para realizar as atividades de Modelagem em sala de aula.

Dado que a Modelagem na Educacdo Matematica veio importada da Matematica
Aplicada, a sua inser¢cdo na sala de aula vem se modificando e adaptando ao contexto
educacional conforme as diferentes praticas adotadas, tanto em nivel nacional como
internacional.

Hoje, sdo muitas as perspectivas de Modelagem na literatura. Entenda-se por
perspectiva os diferentes propdsitos aos quais as atividades de Modelagem podem ser
submetidas em sala de aula. Kaiser e Sriramam identificaram cinco perspectivas de
Modelagem apresentadas por autores em congressos sobre o tema:

1)Perspectiva Realistica: 0s problemas séo auténticos e os alunos devem
desenvolver habilidades de resolucdo de problemas aplicados;

2)Perspectiva Epistemoldgica: os problemas sdo estruturados para o
desenvolvimento da teoria matematica;

3)Perspectiva Educacional: os problemas sdo auténticos e servem para o
desenvolvimento da teoria matematica;



36

4)Perspectiva Socio-critica: os problemas devem favorecer a analise da
natureza dos modelos matematicos e seu papel na sociedade;

5)Perspectiva Contextual: os problemas sdo direcionados para o
desenvolvimento da teoria matematica, mas sdo sustentados nos
estudos  psicoldgicos sobre sua aprendizagem. (KAISER;
SRIRAMAM, 2006, apud BARBOSA; SANTQOS, 2007, p. 2).

Segundo Barbosa e Santos (2007) as perspectivas apresentam trés objetivos
didaticos: desenvolver a teoria matematica (epistemoldgica, educacional e contextual),
desenvolver habilidades de resolucdo de problemas aplicados (realistica) e analisar a natureza
dos modelos e seu papel na sociedade (sécio-critica).

Essas perspectivas descrevem algumas das diferentes formas como a Modelagem
vem sendo adaptada no contexto do ensino e aprendizagem da Matematica. No entanto as
discussdes acerca de uma concepcdo que abarque o contexto da Modelagem na Educacéo
Matematica ainda sdo bastante férteis.

Bueno (2011) indica quatro pesquisadores da area de Educacdo Matematica como
as principais referéncias em termos de concepcdo de Modelagem: Maria Salett Biembengut,
Dionisio Burak, Jonei Cerqueira Barbosa, Dale William Bean.

De acordo com a autora, a escolha desses pesquisadores como referéncias no tema se
deu pelo fato dos mesmos assumirem uma concepgdo de Modelagem perante a comunidade
educacional que os diferencia dos demais pesquisadores e trabalhar ou orientar trabalhos com
Modelagem na Educacdo Bésica atualmente. Resumimos a seguir os quadros em que Bueno

(2011) sintetiza as concepgdes dos quatro pesquisadores:

Quadro 2.1: Concepcdes de Biembengut, Burak, Barbosa e Bean

Concepcao Modelagem na Modelo Como fazer Modelagem em
Educacéo Matematico sala de aula
Pesquisador
E um método de | E a representacdo | - Em grupo;

ensino adaptado da

do mundo real por

- Estudo de um tema e segue

Matematica meio de linguagem | trés etapas basicas: interagdo,
) Aplicada para | matematica que | matematizacao e modelo
Biembengut y .
promover ou | leve a solugdo ou | matematico.
ensinar permita a dedugéo

conhecimentos

académicos.

da solucdo de um

problema.
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E uma metodologia

E uma

- Em grupo;

de ensino que | representacdo em | - Deve resultar em tomada de
possibilita linguagem decisoes;
comparar e | matematica que | - Segue cinco etapas: escolha do
relacionar 0S | permite uma | tema pelos estudantes; pesquisa
Burak fenbmenos  reais | tomada de decisdo. | exploratoria; levantamento dos
com a matematica problemas;  resolucdo  dos
e utilizd-la na problemas e desenvolvimento
tomada de da matematica relacionada;
decisdes. analise critica da(s) solucdo(os).
E um ambiente de | E qualquer | - Em grupos;
aprendizagem em | representacdo - Na&o existe um caminho
que os alunos sdo | matematica da | predeterminado, podendo ser
convidados a | situacdo em estudo. | realizado de acordo com um dos
investigar, por trés casos:
meio da Caso 1: o professor apresenta
Matematica, uma situacdo problema da
situacoes com realidade, devidamente relatado,
referéncia na para gque os alunos solucionem
realidade. com o auxilio do professor.
Barbosa
Caso 2: o professor apresenta o
problema aos alunos. Estes, por
sua vez, deverdo coletar e
sistematizar os dados e
solucionar o problema, com o
auxilio do professor.
Caso 3: a elaboracdo, coleta de
dados e resolugdo do problema
cabem aos alunos com o auxilio
do professor.
E uma atividade | E uma construgdo | - Em grupo;
Bean humana na qual | simbolica - N&o estabelece diretrizes para
uma parte da| conceitual, 0 processo, mas defende a
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realidade esta | expressa existéncia de multiplos
conceitualizada, de | principalmente na | caminhos para que o0s alunos
forma criativa, com | linguagem criem modelos.
algum objetivo em | matematica,  que
mente. auxilia na

interpretagdo/comp

reenséo elou

tomada de

decisodes.

Fonte: Bueno, 2011, p. 82-85.

Definidos os objetivos e a forma de realizar a atividade de Modelagem resta
definir como introduzi-la em sala de aula. Blum e Niss (1991, apud ALMEIDA; VERTUAN,
2011) apontam algumas possibilidades de inclusdo das atividades de Modelagem:

1)Alternativa da separacgdo: desenvolvimento das atividades em cursos
extracurrilares;

2)Alternativa da combinacdo: no decorrer das aulas de matematica,
frequentemente, a Modelagem seja utilizada para auxiliar a introducao
de novos conceitos matematicos ou para a utilizacdo de novos
conceitos para a resolucédo das atividades;

3)Alternativa da integracdo curricular: os problemas sdo o ponto de
partida e a matematica necessaria para resolvé-los seria introduzida de
acordo com a necessidade;

4)Alternativa interdisciplinar integrada: as atividades
“extramatematicas” e matematicas seriam integradas através da
interdisciplinaridade, a matematica ndo seria organizada como
disciplina isolada, mas com os conteddos das diferentes disciplinas
curriculares, previamente identificados. (BLUM; NISS, 1991, apud
ALMEIDA; VERTUAN, 2011, p. 24-25)

As alternativas permitem ao professor inserir a atividade de Modelagem de acordo
com suas possibilidades. Em escolas de ensino integral ou que oferecem atividades em
contraturno, por exemplo, a alternativa da separacdo pode ser utilizada de maneira
sistematica. Ja para os professores que sO dispdem das aulas regulares, a alternativa da
combinacdo parece ser a mais adequada, inclusive para a introducdo ou utilizacdo de
conceitos matematicos previstos no programa do ano letivo. Ja as alternativas da integracéo
curricular e interdisciplinar integrada podem figurar em escolas com programas mais abertos.

Diante da variedade de perspectivas, concepcOes e formas de introdugdo muitos

podem achar que ndo ha consenso em torno do uso da Modelagem na Educacdo. Pelo
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contrario. A preocupacdo em criar um referencial tedrico reside justamente no
reconhecimento de que atividades de Modelagem adaptadas ao contexto educacional auxiliam
0 ensino e aprendizagem da matematica. Do contrario, poderiamos considerar qualquer
atividade de resolucdo de problema real como modelagem.

O professor s6 deve tomar o cuidado de definir seus objetivos e concepcoes, pois,
conforme Araujo (2002, p.12) “devido a multiplicidade de defini¢des, ¢ importante que o
pesquisador, ou quem estiver trabalhando com Modelagem Matematica, deixe claro o que
entende por esse assunto”. E justamente isso que faremos a seguir: definiremos a concepgio

de Modelagem assumida em nosso trabalho.

2.3. Concepcéo de Modelagem Adotada

Em nosso trabalho adotaremos a concep¢do de Barbosa (2003), ja enunciada no
quadro 2.1., em que Modelagem é um “ambiente de aprendizagem no qual os alunos sao
convidados a indagarem e investigarem, por meio da matematica, situacbes com referéncia na
realidade”. Antes de justificarmos a escolha dessa concep¢ao para o desenvolvimento de
nosso trabalho, devemos compreendé-la melhor.

Primeiramente devemos saber o significado do termo ambiente de aprendizagem.
Ambiente aqui ndo se refere apenas a um espaco fisico, mas as condi¢cdes que sdo oferecidas
aos alunos para que desenvolvam as atividades propostas.

Em uma aula que utilize a investigacdo matematica como recurso didatico, por
exemplo, o professor cria 0 ambiente propicio para a aprendizagem dos alunos oferecendo a
eles materiais e situacdes necessarios a investigacdo. VVamos supor que o professor queira que
os alunos investiguem como calcular o volume de um paralelepipedo. Ele faz varios
paralelepipedos com cubos de madeira e pede aos alunos que determinem quantos cubos
formam o empilhamento sem precisar conta-los um a um. Note que o ambiente (cubos,
empilhamentos, as perguntas, a propria disposicdo da turma em grupos, semicirculo, etc.)
favorece a investigacdo dos alunos e os objetivos do professor.

Da mesma forma podemos criar um ambiente de Modelagem. Barbosa (2003, p.
68) afirma que “o ambiente de Modelagem esté associado a problematizacéo e investigacao.
O primeiro refere-se ao ato de criar perguntas e/ou problemas enquanto que o segundo, a

busca, sele¢@o, organizagdo e manipulacao de informagdes e reflexdo sobre elas”.
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Isto quer dizer que no ambiente de Modelagem os alunos devem ser estimulados a
questionar, levantar hipoteses, argumentar, duvidar, investigar, buscar informacdes e decidir
se sdo ou ndo relevantes, organizar e sistematizar tais informacdes, tudo isso com o intuito de
resolver um problema da realidade. Para Barbosa (2001b, p. 6) “a investigacdo € o caminho
pelo qual a indagacgdo se faz. [...] E uma atividade que ndo conhece procedimentos a priori,
podendo comportar a intui¢do e as estratégias informais”.

No entanto, tudo isto so ocorrera se 0s alunos aceitarem o convite para fazerem
parte desse ambiente de aprendizagem. Barbosa (2001b, p. 6) argumenta que “o ambiente de
aprendizagem que o professor organiza pode apenas colocar o convite. O envolvimento dos
alunos ocorre na medida em que seus interesses se encontram com esse”.

De fato, ndo ha garantia de que os alunos irdo problematizar e investigar. Eles so
o fardo se o convite feito pelo professor para a realizacdo da atividade de Modelagem for
realmente aceito, o que significa “tomar posse” da ideia, assumir como sua a tarefa de
resolver o problema proposto. Por isso é importante que o tema a ser estudado seja sugerido
pelos alunos ou que faca parte de seu universo de interesse. Também é essencial que a
situacdo tenha referéncia na realidade.

Trazer situagdes reais para a sala de aula é, sem duvida, um dos grandes atrativos
da Modelagem como recurso didatico. Afinal, todos tém interesse em ‘“ver” como a
matematica pode resolver problemas do nosso cotidiano. Falar simplesmente que “tudo ¢
namero” ou “os nimeros estdo em toda parte” sdo frases de efeito que ndo convencem a
maioria das pessoas do porgue € importante aprender matematica.

Assim, adotamos a concepgdo de Barbosa porque ela nos oferece um ambiente de
aprendizagem no qual podemos criar as condigGes propicias para o desenvolvimento de
problemas da realidade, que poderdo suscitar nos alunos maior interesse pelo aprendizado da
matematica e trardo a eles habilidades de problematizacdo e investigacdo, o que, em nosso
entender favorece a aprendizagem de novos conceitos ou a aplicacdo de conceitos ja
aprendidos.

Além disso, Barbosa ndo se prende a esquemas rigidos para fazer Modelagem em
sala de aula. Ao contrario, apresenta trés modos de conduzir a atividade, que denomina casos
(conforme quadro 2.1), que podem ser desenvolvidos de acordo com o tempo disponivel para
a atividade e/ou familiaridade do professor e alunos com atividades de Modelagem. Para

melhor compreensdo dos trés casos ja descritos anteriormente, reproduziremos de Barbosa
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(2003) um quadro que apresenta as atribuicdes de professor e alunos nas atividades de

Modelagem conforme cada caso.

Quadro 2.2. Quadro comparativo dos casos de Modelagem

Caso 1 Caso 2 Caso 3
Elaboragéo da situagdo-problema Professor Professor Professor/aluno
Simplificagéo Professor Professor/aluno | Professor/aluno
Dados qualitativos e quantitativos Professor Professor/aluno | Professor/aluno
Resolucéo Professor/aluno | Professor/aluno | Professor/aluno

Fonte: Barbosa, 2003, p. 71

Barbosa (2003, p. 71) comenta ainda que “do caso 1 para o 3, a responsabilidade
do professor sobre a conducdo das atividades vai sendo mais compartilhada com os alunos
[...] € os trés casos ilustram a flexibilidade da Modelagem nos diversos contextos escolares”.

Desenvolvemos as atividades de Modelagem em aulas regulares de matematica no
Ensino Meédio com o intuito de introduzir o conceito de grafos e relaciona-lo com matrizes e
também para utilizar esses conceitos para resolver situa¢des da realidade.

Essa forma de desenvolvimento de atividades de Modelagem situa-se na
alternativa da combinacdo de acordo com Blum e Niss (1991, apud ALMEIDA; VERTUAN,
2011), conforme ja apresentado na secdo 2.2. Essas atividades serdo descritas com detalhes no
proximo capitulo. A seguir, falaremos sobre as midias tecnoldgicas, que também foram

utilizadas em nossas atividades.

2.4. Midias Tecnologicas

A escola, como parte integrante da sociedade, deve acompanhar as mudancas que
esta apresenta ao longo do tempo. E uma das mudangas que causaram maior impacto nas
relacBes sociais, afetivas e do trabalho foram o computador e a internet. A prépria Matematica
beneficiou-se desses recursos, ja que foi possivel, a partir deles, explorar novas areas, efetuar
calculos macantes em poucos segundos, ou analisar graficos de fun¢bes ndo elementares em
trés dimensdes.

Acompanhando a tendéncia da sociedade, tem-se oferecido as escolas brasileiras,

cada vez mais, acesso as tecnologias, com implantacdo de laboratérios de informéatica com
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acesso a internet e em alguns casos, como no estado do Parang, TVs em todas as salas de aula
e tablets para os professores.

No entanto, 0 acesso a essas midias ndo significa melhoria na qualidade de ensino
e nem mesmo que 0s mesmos serdo utilizados. E preciso que os professores saibam como
transformar os recursos tecnoldgicos em recursos didaticos. Desta forma, a tendéncia midias
tecnoldgicas apresenta-se como uma resposta da Educacdo Matematica ao crescente acesso da
sociedade aos recursos tecnoldgicos, nas ultimas décadas do século XX.

Borba e Penteado (2001) afirmam que o uso da informatica em sala de aula ndo
deve ser justificado pela motivacdo que traria, pois essa, segundo eles, é passageira, € nem
para preparar o jovem para 0 mercado de trabalho. Os autores argumentam que:

O acesso a informatica na educacdo deve ser visto ndo apenas como
um direito, mas como parte de um projeto coletivo que prevé a
democratizacdo de acessos a tecnologias desenvolvidas por essa
mesma sociedade. E dessas duas formas que a informatica na
educacdo deve ser justificada: alfabetizacdo tecnologica e direito ao
acesso. (BORBA; PENTEADO, 2001, p. 17)

Quando ouvimos o termo “midias tecnologicas” logo nos vém a mente o
computador com todos 0s seus recursos: internet, softwares, aplicativos, simuladores, etc. No
entanto, essa tendéncia vai além dos computadores. Podemos pensar também na televiséo, nas
calculadoras, e porque ndo nos celulares. Tudo depende de como fazemos uso desses
recursos.

Um exemplo bem tipico do bom ou mal uso de um recurso tecnolégico em sala de
aula é a calculadora. Muitos advogam que ndo se deve deixar os alunos utilizarem a
calculadora durante as aulas de matematica com o argumento de que ela os deixaria
“preguicosos” para a realizagdo de calculos. Isso, no entanto, s6 ocorrera se a calculadora for
utilizada de forma displicente, sem atividades direcionadas que estimulem, por exemplo, a
observacao de regularidades ou a facilitacdo de calculos macantes.

As Diretrizes Curriculares do Parana (PARANA, 2008, p. 65) afirmam que “no
contexto da Educacdo Matematica, os ambientes gerados por aplicativos informaticos
dinamizam os conteudos curriculares e potencializam o processo pedagogico”. Um exemplo ¢é
0 uso de softwares de geometria para o estudo de funcbes. Ao invés de professor e alunos
gastarem o tempo de aula esbocando graficos com papel e l&pis pode-se gerar os gréficos em
um software e analisa-los, descrevendo caracteristicas, prevendo altera¢cbes quando mudamos

a lei de formacgdo, observando o conjunto imagem, etc.
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Além disso, “abordar atividades matematicas com o0s recursos tecnoldgicos
enfatiza um aspecto fundamental da disciplina, que ¢ a experimentagdo” (PARANA, 2008, p.
66). Experimentar significa tentar, pér em prética, executar, e como sabemos a
experimentacdo esta sujeita ao cometimento de erros, que € muito importante no processo de
aprendizagem, e que muitas vezes é evitado por professor e alunos, por questdes de tempo de
aula ou motivagdo. Quem néo se sente desestimulado ao tentar resolver um problema com
uma ideia realmente original e descobrir apds um longo tempo de trabalho que ndo chegou a
resposta correta porque cometeu um erro de calculo em uma operagdo de multiplicacdo que
poderia ser evitado com o0 uso de uma calculadora?

Utilizar recursos tecnoldgicos facilita a experimentagdo, pois torna 0s erros menos
custosos em termos de tempo e, além disso, coloca a atencdo de professor e aluno no que
realmente interessa: o raciocinio e procedimentos necessarios para a resolucdo da questéo
proposta.

N&o queremos dizer que saber resolver operacdes com lapis e papel, ou saber
esbocar graficos de funcbes ndo seja importante, mas em algumas situagdes, como na
resolucdo de problemas, é mais importante saber por que e como utiliza-los, o que pode ser
feito com a ajuda de recursos tecnolégicos.

Em nosso trabalho utilizamos um aplicativo desenvolvido pelo Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica (IMECC) da Unicamp e que faz parte da
colecdo Matematica Multimidia que contém mais de 350 recursos educacionais no formato de
videos, audios, softwares e experimentos e que cobrem quase todo o contetudo de matematica
do Ensino Médio. A colecdo pode ser acessada através do endereco eletrénico
m3.ime.unicamp.br.

A utilizacdo do aplicativo teve como objetivo facilitar o uso de um resultado
relativo a grafos e matrizes (Teorema 1.2) e que exige a multiplicacdo de matrizes. Como
sabemos, multiplicar matrizes, mesmo aquelas consideradas “pequenas”, ¢ um trabalho
penoso. Como pretendiamos utilizar o teorema para resolver o problema proposto na atividade
de Modelagem e o aplicativo gerava o grafo, a matriz de adjacéncia e apresentava as
poténcias dessas matrizes, utilizamos o aplicativo para efetuar os calculos ficando a cargo dos

alunos a interpretacdo dos resultados.
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Capitulo 3
A pesquisa

Neste capitulo descreveremos e analisaremos a experiéncia de ensino realizada em
uma turma do 32 Ano do Ensino Médio de uma escola publica com o objetivo de introduzir a
Teoria dos Grafos no Ensino Médio mediante atividades de Modelagem Matematica.

Primeiramente, descreveremos a escola em que a experiéncia foi realizada e o0s
sujeitos que participaram da pesquisa, além de como as aulas foram distribuidas e
organizadas.

Depois, faremos a descricdo das aulas, destacando a conducgéo da professora para
alcancar os objetivos desejados em cada aula e as resolugdes, davidas e falas dos alunos no
decorrer das atividades propostas.

Por fim, faremos a analise das aulas com o intuito de elencar elementos que
possam indicar como a Teoria dos Grafos, em atividades de Modelagem Matematica, pode ser
desenvolvida no Ensino Médio, que é o nosso problema de pesquisa. Também destacaremos
outros aspectos que consideramos relevantes relativos as falas e resolucdes dos alunos no

ambiente de Modelagem.

3.1. A Escola, os Alunos e a Organizacao das Aulas.

A experiéncia de ensino foi realizada no Colégio Estadual Sdo Vicente de Paula
na cidade de Nova Esperanca — PR. O colégio, de Ensino Fundamental e Médio, é o Unico que
oferece Ensino Médio publico na cidade e tem aproximadamente 1500 alunos nos trés turnos.
Também oferece o0s cursos profissionalizantes de Formacdo de Docente, Técnico em
Informatica e Técnico em Administracao.

A implementacdo da pesquisa deu-se em uma turma de 32 Ano do Ensino Médio,
no periodo noturno, de 14 a 23 de agosto de 2013. As atividades foram realizadas no periodo
regular, durante as aulas de matematica, totalizando 10 horas/aula.

Para esta pesquisa foram desenvolvidas duas atividades de Modelagem
Matematica, cujo objetivo era introduzir conceitos da Teoria dos Grafos, além de utilizar

conceitos de matrizes.
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A Atividade 1 teve como tema os trajetos dos Onibus que fazem o transporte
intermunicipal entre as cidades da regido de moradia dos alunos e foi realizada no decorrer de
4 horas/aula, distribuidas em dois dias. A Atividade 2 teve como tema as redes sociais, mais
especificamente o facebook, e também foi realizada no decorrer de 4 horas/aula, distribuidas
em dois dias.

Tinhamos, a principio, a intengdo de realizar as atividades em uma turma de 22
Ano de Ensino Médio, ja& que é nesta série que estd previsto o conteldo Matrizes e
Determinantes, que abordariamos juntamente com a introducdo dos grafos. No entanto, a
escola funciona, no Ensino Médio, com a divisdo das matérias em blocos semestrais. Como
nossa pesquisa ocorreu no 2° semestre de 2013 e 0s 22 Anos haviam tido Matematica no 1°
semestre, optamos por realizar as atividades no 32 Ano.

As aulas em que as atividades foram desenvolvidas, estavam distribuidas da

seguinte forma:

Quadro 3.1. Distribuicdo das Atividades Realizadas.

N° de o
Aula Data Objetivo
horas/aula

Resolucdo da Atividade 1 para introducdo do
1 | 14/08/2013 2 )

conceito de grafo.

Apresentacdo de resultados importantes de grafos e
2 | 15/08/2013 2 )

sua relagdo com matrizes.

Obtencdo dos dados e criacdo do modelo para
3 | 16/08/2013 2 o

resolucdo da Atividade 2.

Discusséo e analise do modelo obtido na aula anterior
4 | 21/08/2013 2 o

e resolucdo da Atividade 2.

Prova individual escrita com questfes sobre grafos e
5 |23/08/2013 2 )

matrizes.

Fonte: Autora.

Apesar de estarem matriculados na turma 30 alunos, participaram das atividades
propostas apenas 20. No periodo noturno, como muitos alunos trabalham durante o dia em
servigcos muitas vezes pesados, a escola apresenta uma alta taxa de evasédo e muitos reprovam

por faltas.
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A fim de preservar a identidade dos alunos, os identificamos com letras
maiusculas, de A até T, de acordo com a primeira divisdo dos alunos nas equipes, respeitando
a ordem em que colocaram os nomes na folha de controle da pesquisadora. Isto quer dizer que
0 aluno A foi o primeiro a identificar-se na equipe 1, o aluno B o segundo a identificar-se na
equipe 1, e assim por diante.

O perfil dos alunos é o seguinte: quatro alunos de 17 anos, todos trabalhando
durante o dia; dez alunos de 18 anos, apenas dois deles ndo trabalham durante o dia; dois
alunos de 19 anos e trés de 21 anos todos trabalhando de dia e uma aluna de 49 anos que néo
trabalha durante o dia. Ou seja, 0s sujeitos da pesquisa sdo jovens estudantes que trabalham
durante o dia.

O primeiro contato com os alunos ocorreu uma semana antes do inicio das
atividades, quando a pesquisadora fez o convite para que 0S mesmos participassem da
pesquisa. Em um primeiro momento os alunos mostraram-se desconfiados, mas na medida em
que foram sendo explicadas como seriam as atividades e 0s objetivos da pesquisa eles

passaram a se mostrar receptivos.

3.2. A Descricéo das Aulas

Nesta secdo, faremos a descricdo das aulas de acordo com a organizacéo
apresentada na Tabela 3.1. Elencaremos os encaminhamentos feitos pela professora, as falas e

resolucdes dos alunos e o desenvolvimento das atividades.

3.2.1. Descricdo da Aula 1

O objetivo dessa aula era que os alunos tivessem um primeiro contato com
atividades de Modelagem Matematica a partir do desenvolvimento de uma atividade
planejada segundo o caso 1 de Barbosa (2003). Nesta situacdo, o professor € responsavel por
toda conducdo da atividade (elaboracdo da situacdo-problema, simplificacdo, dados
qualitativos e quantitativos), ficando a cargo do aluno, com o auxilio do professor, a resolucao
e interpretacdo do problema.

Segundo Blum e Niss (1991, apud ALMEIDA; VERTUAN, 2011) o
desenvolvimento de atividades de Modelagem durante as aulas pode servir para introduzir ou

acionar novos conceitos. Essa forma de realizar uma atividade de Modelagem é chamada
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alternativa da combinacdo, conforme ja descrevemos na secdo 2.2. Na atividade 1, a
alternativa da combinagdo propiciou o introducdo do conceito de grafo para a analise e
discusséo das solucGes apresentadas pelos alunos.

O tema, bem como a elaboracdo da Atividade 1 foi feito pela pesquisadora. A
escolha do tema “rotas de Onibus” deveu-Se ao fato de que nos meses anteriores ao da
realizacdo das atividades em sala de aula, uma onda de protestos tomou conta das ruas de todo
0 Brasil, iniciada pela insatisfagdo com o aumento das passagens de 6nibus na cidade de Séo
Paulo. Isso desencadeou nos meios de comunicacdo e redes sociais varias discussdes acerca
do transporte coletivo e posteriormente outros problemas publicos, como salde, educacdo,
corrupcao.

Assim, acreditou-se que os alunos teriam interesse em realizar uma atividade que
abordasse o tema transporte coletivo, em destaque na midia, e também porque fazia parte da
realidade deles, ja que os dados foram coletados da empresa que presta servigo de transporte
coletivo na regido de moradia dos alunos.

A professora? iniciou explicando aos alunos que as atividades que realizariam nas
proximas aulas seriam atividades de Modelagem Matematica e que, por isso, as aulas nao
seguiriam o ritmo habitual: explicacdo do conteudo pelo professor no quadro negro —
exemplos — exercicios. O conteudo seria desenvolvido de acordo com a necessidade de sua
aplicacdo para a resolucao de algumas questfes que deveriam ser resolvidas pelos alunos com
0 auxilio da professora.

Em seguida, a professora conversou com os alunos sobre o transporte coletivo
oferecido na regido, direcionando a conversa a partir das seguintes questdes:

- Voce utiliza o transporte coletivo?

- Qual é a importancia do transporte coletivo para a populacdo?

- Quais sdo os principais problemas que vocé identifica no transporte coletivo na sua
cidade/regido?

- O que uma empresa de transporte coletivo deve levar em consideracdo ao estabelecer uma
rota?

Os alunos disseram que utilizam o transporte coletivo para se deslocar para as
cidades maiores da regido, Maringa e Paranavai, para fazer compras, fazer consultas médicas,

para lazer, entre outros motivos. Observaram que € importante haver transporte coletivo para

2 A partir de agora trataremos a pesquisadora como professora, ja que durante a realizacdo das atividades era
assim que os alunos a identificavam.
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as pessoas que ndo possuem veiculo, para as que trabalham diariamente em cidades vizinhas e
também porque é mais barato do que fazer o trajeto de carro.

A professora também chamou a atengdo para o fato de que o transporte coletivo
reduz muito o nimero de veiculos nas vias, 0 que alivia o transito e reduz a emissdo de
poluentes.

Os problemas relativos ao transporte coletivo identificados pelos alunos foram:
onibus superlotados, na maioria das vezes transitam com quantidade de pessoas além da
capacidade permitida, insuficiéncia de horérios, trajetos que ndo suprem todas as necessidades
da populagéo.

Quanto as rotas, alguns disseram que seria melhor que os 6nibus fizessem menos
paradas, o que reduziria o tempo das viagens. Outros discordaram, dizendo que a empresa
deve atender a0 maior numero possivel de pessoas.

A professora distribuiu entdo, aos alunos, 0 mapa das rotas da empresa de 6nibus
que atende a regido (mapa da Figura 3.1). No mapa, as cidades séo identificadas com pontos
claros e escuros. Os pontos claros indicam as cidades aonde ha embarque e desembarque de
passageiros em local (terminal rodoviario) e horario fixo. Os pontos escuros indicam as
cidades aonde s6 ha passagem dos 6nibus, com o0 embarque e desembargue de passageiros em
pontos no decorrer do trajeto, sem horario fixo, ja que ficam sujeitos aos imprevistos da

viagem.

Figura 3.1. Mapa das rotas de 6nibus oferecidas por uma empresa na regido Norte/Noroeste

do Parana.
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Fonte: www.viacaogarcia.com.br.?

® http://www.viacaogarcia.com.br/outros-servicos/rotas-garcia/. Ultimo acesso em: 05/08/2013.
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Observando o mapa da Figura 3.1, é possivel perceber que entre Maringé e
Colorado existem varias cidades identificadas com pontos escuros e que, na maioria das vezes
ndo tem atendimento de nenhuma empresa de transporte regular.
Motivados pela discusséo sobre o transporte coletivo e a partir da observagéo do
mapa, a professora propods aos alunos que, divididos em grupos, determinassem:
a) O melhor trajeto entre Maringd e Colorado que a empresa pode oferecer aos seus
clientes, justificando a escolha do trajeto.
b) Quantos e quais sdo os trajetos entre Maringa e Colorado que passe por exatamente
uma outra cidade.
c) Quantos e quais sdo o0s trajetos entre Maringa e Colorado que passe por exatamente
duas outras cidades.
d) Determine pelo menos trés trajetos entre Maringa e Colorado que passe por
exatamente trés outras cidades.
Para a realizacdo das atividades os alunos dividiram-se livremente em seis

equipes, da seguinte forma:

Quadro 3.2: Distribuigéo dos alunos para realizacao da Atividade 1.

Equipe | N°de Alunos/Identificacdo
1 3alunos: A, B, C

2 3alunos: D, E, F

3 3alunos: G, H, |

4 3alunos: J, K, L

5

6

5alunos: M, N, O, P, Q
3alunos: R, S, T

Fonte: Autora.

Ficou decidido que nas questdes “b”, “c” e “d” s6 poderiam ser consideradas
cidades representadas por pontos pretos, ja que nestas ndo havia garantia de atendimento da
populacdo pela empresa de Onibus, sendo Maringd e Colorado pontos de embarque e
desembarque com local e horarios fixos.

Apesar de a primeira questdo ser simples, com solucdo aberta, j& que o critério
para o trajeto deveria partir dos alunos, a sua resolugdo suscitou muitos questionamentos.

Provavelmente o fato da questdo ndo ter uma resposta Unica, levantou a desconfianca de
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muitos alunos. A seguir transcrevemos os didlogos entre a professora e os alunos sobre a

[(194)

questdo “a”.

Equipe 3

Aluno G: Professora, a gente falou assim, oh. Se ela (circular/dnibus) passar de Maringa
aqui por dentro (mostra no mapa as cidades) ela vai passar por cinco cidades pra depois
chegar em Colorado. E aqui por fora ela s6 passa em trés cidades, quatro cidades.
Professora: Ta. Vocés podem estabelecer a rota que vocés quiserem.

Aluno G: Entdo a gente estabeleceu assim: ela vai sair de Maringa, vai passar em... onde que
é aqui?

Aluno H: Iguaragu.

Aluno G: Iguaragu, Munhoz de Melo, Ferndo Dias, Santa Fé, Nossa Senhora das Gragas e
Colorado.

Professora: E por que vocés escolheram essa rota?

Aluno G: Porque essa rota vai passar em cinco cidades, ela vai suprir a necessidade de mais

pessoas.

Equipe 4

Aluno J: Oh professora. O melhor trajeto € aquele que vai ter mais paradas ou o que é 0 mais
rapido?

Professora: Vocés decidem.

Aluno K: Ah! Porque a pergunta fala “o melhor trajeto entre Maringa e Colorado que a
empresa pode oferecer aos seus clientes”.

Aluno J: Entdo, pra empresa fica melhor o quanto mais rapido possivel, né?

Professora: Mas o critério sdo vocés que vao estabelecer. O critério é de vocés. Vocés vao
pensar na empresa, VOCES VA0 pensar noS USUArios, ou Vocés vao tentar juntar as duas
coisas?

Os alunos seguem discutindo entre si para estabelecer o critério.

Equipe 5
Aluno M: Explica ai [nome]. Explica ai pra professora o que vocés estavam falando de ser
mais perto ou mais rapido?

Descrevem alguns trajetos possiveis.
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Professora: Entéo, vocés fazem o critério que vocés quiserem, se vocés quiserem atender mais
pessoas, mais cidades, ou se vocés querem que o trajeto seja mais rapido.

Aluno N: Tem que pensar nas pessoas, né professora. A empresa ndo pode pensar sé nela,
tem que pensar nas pessoas.

Professora: Até porque ela depende das pessoas pra poder funcionar.

Os alunos seguem discutindo o critério que véo utilizar.

Equipe 6

Aluno R: Eu acho que o melhor caminho é de Maringéa e passar por... aqui é Santa Fé, né?
De Santa Fé pra Nossa Senhora e ja ir pra Colorado. Porque se ele fosse por Atalaia ele
(6nibus) ia ter que voltar tudo pra tras, e se ele passasse pelo meio dessas cidades (mostra no
mapa) ele ia ter que passar por um monte de cidades e ia demorar mais pra chegar em
Colorado.

Professora: Entdo vocé quer o trajeto mais rapido?

Aluno R: E, 0 mais rapido.

As demais questes foram resolvidas pelos alunos sem maiores dificuldades ou
discussdes, apesar de algumas equipes ndo terem respondido satisfatoriamente a questdo “d”,
que pedia “pelo menos trés trajetos”. Também, nenhuma equipe levantou a hipotese de haver
mais do que trés trajetos entre Maringd e Colorado, que passasse por trés outras cidades. A

sequir, apresentamos as resolucdes das equipes para cada questao:

Quadro 3.3: Resolucao das equipes para a Atividade 1.
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Fonte: A autora.

Para resolver as questdes propostas na Atividade 1 os alunos olharam
exclusivamente o mapa da Figura 3.1. Nenhuma equipe tentou elaborar um modelo para que

pudesse observar as rotas de uma outra forma.

3.2.2. Descricao da Aula 2

O objetivo dessa aula foi discutir (validar) as solu¢des das equipes para as quatro
questdes resolvidas na aula anterior e introduzir o conceito de grafo e alguns resultados que
poderiam ajudar a analisar as soluc6es dos alunos.

A professora retomou o problema da rota de 6nibus e comentou as solucdes dos
alunos. Chamou a atencao para o fato de que, apesar de todas as equipes terem apresentado
uma solucdo satisfatoria para as questdes, muitos ndo descreveram todas as possibilidades de
solugdes, como o enunciado pedia.

A professora propds entdo, uma nova forma de representar a situacdo onde as
cidades continuariam a ser representadas por pontos, porém as ligacGes entre elas seriam

feitas de forma a ligar diretamente duas cidades por um segmento de reta (desde que houvesse
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rodovia ligando as duas cidades diretamente), sem as preocupac¢des do mapa em descrever a
forma ou o tamanho do trajeto.

Deste modo, escreveu no quadro o seguinte grafo, onde cada ponto representa
uma cidade: A — Maring4, B — Iguaragu, C — Munhoz de Melo, D — Ferndo Dias, E — Santa
Fé, F — Guaraci, G — Nossa Senhora das Gracas, H — Colorado, | — Lobato, J — Atalaia e K —

Angulo, como mostra a Figura 3.2.

Figura 3.2. Grafo representando as ligacGes entre cidades da Figura 3.1.

G

Fonte: Autora.

Com isso, a professora introduziu o conceito de grafo para a turma: Grafo (G) é
um conjunto de pontos chamados vértices (V), juntamente com um conjunto de arestas (A)
ligando pares de vértices.

Por meio desse conceito a professora juntamente com os alunos, descreveu todos
os trajetos possiveis de A a H passando por outras duas cidades (questdo c): A—»B—I—H,
A—E—G—H, A-C—I-H, AE—I—-H, A—»K—I—H, cinco, no total. Também fizeram
0 mesmo para descrever trés trajetos possiveis de A a H passando por outras trés cidades
(questdao d): A»B—E—I—-H, A B—»E—-G—H, A>K—J->I-H.

A professora chamou a atencdo dos alunos para o fato de que entre A e H ndo ha
acesso direto, como ha entre A e B, por exemplo, mas que mesmo assim, A pode ter acesso a
H em diferentes estagios. Na questao “b” determinou-se todas as formas de A ter acesso a H
em dois estagios, ou seja, com duas ligagdes, na questdo “c” determinou-se todas as formas de
A ter acesso a H em trés estagios, ou seja, com trés ligacdes e, por fim, na questdo “d”
determinou-se trés formas de A ter acesso a H em quatro estagios, ou seja, passando por

quatro ligagoes.
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A partir dai, a professora propds algumas outras questdes com o propdsito de
introduzir alguns resultados dos grafos. Perguntou se seria possivel determinar o nimero de
arestas do grafo. Muitos alunos se mostraram desanimados com a questdo proposta, outros
comecgaram a tentar resolver utilizando algumas estratégias. Um aluno rapidamente disse que
havia contado 21 arestas. A seguir, transcrevemos o didlogo entre a professora e os alunos G
da equipe 3 e N da equipe 5.

Aluno N: Professora, eu contei 21.

Professora: Como vocé chegou a esse nimero?

Aluno N: Ah, eu fui contando quantos “risquinhos” (arestas) saem de cada ponto (vértice).
Outro aluno comenta.

Aluno G: Mas ai vocé ta contando cada um (aresta) duas vezes.

Professora: Mas se esta contando cada aresta duas vezes o que a gente faz para saber o valor

correto?

Aluno G: Divide por 2.

Professora: O que vocés falaram € a definicdo em um grafo do grau de um veértice e de como

a gente determina o nimero de arestas de um grafo.

A partir dos comentarios dos alunos a professora definiu grau do vértice (nUmero
de arestas que partem de cada vértice, designando-os por d(V)) e como determinar o niUmero
de arestas de um grafo (somatorio dos graus dos vertices dividido por 2). No grafo construido
teriamos: d(A)=5, d(B)=5, d(C)=5, d(D)=2, d(E)=8, d(F)=2, d(G)=3, d(H)=2, d(1)=7, d(J)=2,
d(k)=5. O numero de arestas seria, portanto, n(A) = (5+5+5+2+8+2+3+2+7+2+5):2 = 46:2 =
23.

Definido grafo, grau do vértice e como determinar o nimero de arestas de um
vértice discutiu-se se ndo haveria outra maneira de representar as informacbes do grafo
(ligaces entre os Vértices).

A professora perguntou se os alunos recordavam do conceito de matriz. Diante do
siléncio dos alunos, a professora fez uma matriz no quadro e disse que matriz € uma tabela
composta por linhas e colunas utilizada para a organizacdo de informacdes. Alguns alunos
disseram que haviam visto o contetdo no ano anterior, mas que se lembravam vagamente do

mesmo.
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A professora escreveu no quadro a definigdo formal de matriz e disse que usariam
uma matriz para representar as ligagBes entre os vértices do grafo, chamada matriz de
adjacéncia, que ¢ uma matriz onde o namero de linhas e colunas é igual ao nimero de
vértices do grafo e cada elemento é: 1, se 0s Vértices sdo adjacentes, ou seja, se existe uma
aresta ligando-os e 0, se os veértices ndo sdo adjacentes. A matriz de adjacéncia do grafo da
Figura 3.2. é, portanto:

A BE C D E F G H I ] K
AFOFFOFOOQFOF‘
E E N B < 7 S s A
G L s s
] L "
E L -
F [ s s o < 7 R
G o oo o0 0 7oFe oo 08
H o0 00 0 0 o 7 oo o g
| 7 N
il (2 S T R N S /' R
k{7 700 1 o0 0 1 7 0]

A professora retomou alguns conceitos de matrizes a partir da observacao das
caracteristicas da matriz de adjacéncia: € uma matriz quadrada e simétrica com diagonal
principal igual a zero. Além disso, podemos obter o nimero de arestas do grafo, contando
guantos numeros 1 temos na diagonal superior ou inferior.

Também comentou que a vantagem da representacdo do grafo atraves da matriz
de adjacéncia € que é ela torna possivel a analise e manipulagéo através de alguns resultados
de matrizes. O principal deles € a determinacdo do namero de formas de acesso de um vértice
a outro em diferentes estagios, justamente um dos itens das questdes “b”, “c” e “d” do
problema das rotas de énibus.

Para a obtencdo desse resultado, que utiliza a multiplicacdo da matriz de
adjacéncia por ela mesma, a professora retomou o algoritmo de multiplicacdo de matrizes
com um exemplo mais simples (matriz 3x3), lembrando também que quando multiplicamos
um fator por ele mesmo (no caso a matriz) podemos utilizar a notacdo de potenciacdo para
representar a multiplicacéo.

Em seguida, a professora comentou com o0s alunos que seria muito trabalhoso e
demorado efetuar a multiplicacdo da matriz de adjacéncia do grafo por ela mesma, ja que
possui 11 linhas e 11 colunas e que, por isso, 0s calculos seriam realizados com um aplicativo
desenvolvido pelo Instituto de Matemaética, Estatistica e Computagdo Cientifica (IMECC) da

Unicamp.
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Alias, essa é uma das vantagens da representacdo do grafo na matriz de
adjacéncia: poder utilizar programas de computador que facilitam a analise e o célculo.

No aplicativo, que é de acesso livre e gratuito, e pode ser acessado através do
endereco eletrdbnico m3.ime.unicamp.br/app/webroot/media/software/1229/introducao.html é
possivel construir um grafo e obter, automaticamente sua matriz de adjacéncia, chamada
matriz M. O aplicativo também calcula M2, M3 e M*e a soma dessas matrizes.

A professora levou os alunos ao laboratorio de informatica do colégio e mostrou

como utilizar o aplicativo para construir o grafo.

Figura 3.3. Grafo representando mapa da Figura 3.1. e matriz de adjacéncia gerados no

aplicativo Grafos e Matrizes da Unicamp

Matriz visualizada: M E
A B T D E F G H I ] K G

r -
aleoe 1 7 07 008 7 o8 7 F
B IS A 7 7 7 A 7 B
C A S S R 7 R < B D
D a o 7 o0 P00 a2 48 0 8 4
E A S R A+ A A A < <

[
F o e o 0 Foo0 7o 0 8 9
o} o e o 0 712 70 0 4
H o e o 0 o 0 Foo 18 4
| iy 50 o yo0 o0 Foo0 70
1 o o o0 0 0 0 a9 10T
K iy oo o0 o0 0 0 178
Apagar tudo Limite de vértices {11} atingido.

B aa

Fonte: ime.unicamp.br/app/webroot/media/software/1229/introducao.html. Ultimo acesso em 15/08/2013.

Mudando a matriz visualizada para M2 obtemos a seguinte matriz, associada ao
mesmo grafo:
Figura 3.4. Grafo representando mapa da Figura 3.1e matriz de adjacéncia elevada ao

quadrado gerados no aplicativo Grafos e Matrizes da Unicamp.

Matnszsua\lzada.@ .Al _/'l &

A B C D E F G H I ] K G
A [ 5 4 2 2 4 7 7 0 4 2 3 F
E 4 5 2 2 4 7 1 7 4 2 3
©  ? 5 1 4 F 7 1 2 1 4 o
D 2 2 7 2 7P F 70 2 0 7
E 4 4 4 1 & 7 1 2 4 2 3
F Py 2 0 7 18 7 ¢
o PP oror F e 2 0 7
H PP o 2 7 0 2 0 17
| 4 4 3 2 4 F 2 & 7 1 4
1 2 2 7 0 2 0 0 F 1 27
K L2 2 4 7 32 F 7 1 4 7 5

Apagar tudo I Limite de wértices (11} atingido.

B aa

Fonte: ime.unicamp.br/app/webroot/media/software/1229/introducao.html. Ultimo acesso em 15/08/2013.
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A professora pediu que os alunos observassem que o elemento may da Matriz M?

(em destaque na Figura 3.4.) coincide com a nimero de formas de se deslocar de A até H

passando por 2 estagios (questdo “b” do problema dos trajetos de onibus), ou seja 1 maneira.

Fez o mesmo para a Matriz M3 (Figura 3.5.), observando que o elemento man

coincide com o niimero de formas de se deslocar de A até H em trés estagios (questao “c” do

problema do trajeto de dnibus), ou seja, cinco maneiras.

Figura 3.5. Grafo representando mapa da Figura 3.1e matriz de adjacéncia elevada ao cubo

gerados no aplicativo Grafos e Matrizes da Unicamp.

A~ — — I oo mm OO0 @ I

Matriz visualizada: @
A B C D E F G H I ) K

[ g ie 12 7 23 5 & @ 22 7 ig ]
o1& 9 F 23 5 & 5 22 F I9
o e iq4 9 27 5 & 4 21 F 14
s 7 9 2122 2 32 7 2 7
23 237 27 2 22 8 IfF 5 27 7 22
¥y 5 5 2 % 2 4 2 2 4
& & & 2 7 4 2 5 5 7 5
5 5 4 3 5 2 5 0 F 7 5
222221 F 2785 5 2 207120
s 7 F 3 7 2 F @ N2 %
jo 18 iq4 7 22 4 5 5 208 74 |

ad

[] 1.4 2]

Apagar tudo | Limnite dewértices (11} atingido.

Fonte: ime.unicamp.br/app/webroot/media/software/1229/introducao.html. Ultimo acesso em 15/08/2013.

E por fim, na matriz M* (Figura 3.6.) observou-se que o elemento may era 28, 0

que parecia ndo coincidir com o nimero de formas de se deslocar de A a H em quatro estagios

(questao “d” do problema do trajeto de 6nibus).

Figura 3.6. Grafo representando mapa da Figura 3.1. e matriz de adjacéncia elevada a

quarta poténcia gerados no aplicativo Grafos e Matrizes da Unicamp.

Matriz visualizada: @

m — — I o mom OO0 w B

A B C D E F G H I 1 K

[ FO2701 89 42 [1529 33”04? 89‘
FOFIOZ88 42 J1529 33 28 FiOo497 8%
g8 89 89 35 JOr27 30 27 98 35 87
42 42 35 27 43 14 J7 2 48 14 3§
FISTISIOr4? 74833 36 38 J2349 102
29 29 27 14 33 13 1% j0 32 10 27
37 32 R0 7 36 13 20 7 42 70 3T
28 28 27 9 38 10 7 14 25 149 25
FIOTI098 48 J2332 42 25 F3240 702
47 47 35 74 49 18 i 14 40 20 34

&% 89 &7 3g FO227 31 25 10234 89 |

ad

[][.A[A 2]

Apagar tudo | Lirnite de vértices (11) atingida.
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Fonte: ime.unicamp.br/app/webroot/media/software/1229/introducao.html. Ultimo acesso em 15/08/2013.

No entanto, a professora argumentou que muitos trajetos nessa questdo ndo foram
descritos, justamente pela elevada quantidade de formas de fazé-lo. Mostrou por exemplo, que
A—B—C—I-H, A»I-E—»G—H, A»K—J—>I-H, A>C—E—G—H seriam alguns dos
trajetos possiveis em quatro estagios.

A partir da observacdo e discussdo desses resultados enunciou-se 0 seguinte
resultado: Seja M a matriz de adjacéncia do grafo G e seja M" a r-ésima poténcia de M.
Entdo o (i,j)-ésimo elemento de M" é o nimero de maneiras segundo as quais | pode acessar J
em r estagios.

Esse resultado ndo foi demonstrado em sala de aula, pois os alunos ndo estavam
acostumados com demonstracdes. Na verdade, ndo estavam habituados nem mesmo com uma

representacdo mais formal dos conceitos.

3.2.3. Descricao da Aula 3

Nesta aula iniciou-se uma segunda atividade de modelagem (Atividade 2) que
tratava do tema relacionado as redes sociais, mais especificamente ao facebook. Ao contrario
do primeiro problema, que tinha por objetivo introduzir o conceito de grafo, neste esperava-se
que os alunos utilizassem grafos e matrizes como ferramenta na resolucdo das questdes,
também utilizando a alternativa da combinacao para incluséo de atividades de Modelagem.

Como os alunos ja haviam tido um primeiro contato com uma atividade de
Modelagem, a atividade desta aula situou-se no caso 2 de Barbosa (2003) para atividades de
Modelagem aonde cabe ao professor a elaboracdo da situacdo-problema, e ao aluno cabe a
simplificacdo, a obtencdo dos dados qualitativos e quantitativos e a resolucdo, que sempre é
acompanhada pelo professor.

A escolha do tema redes sociais pela professora, deveu-se ao fato de relacionar-se
ao primeiro tema, ja que grande parte da mobilizacdo para os protestos de rua desencadeados
pelo descontentamento com o transporte coletivo e outros problemas sociais ocorreu via redes
sociais e que o assunto é de amplo interesse dos jovens. Mais do que isso, as redes sociais
fazem parte da vida deles.

O facebook foi escolhido como tema para a atividade, primeiramente porque é a
rede social mais popular e também porque oferece ferramentas para o estudo de grafos e

matrizes que foram introduzidos na Aula 2.
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A aula iniciou com uma conversa entre professora e alunos sobre as redes sociais:
quais eram as mais acessadas pelos alunos (apenas uma aluna ndo possuia facebook, a rede
social mais utilizada), para que as usavam, o tempo médio diario de utilizacdo, etc.

A professora chamou a atencdo para o fato de que além da utilizacdo das redes
sociais para a troca de mensagens, divulgacédo de fatos da vida pessoal, de fotos entre amigos,
muitos a utilizam como poderosa ferramenta de divulgacéo de ideias, mobilizacdo de pessoas,
de protestos, de campanhas para ajudar pessoas com alguma necessidade, etc. Lembrou que
0S protestos contra 0 aumento das passagens de Onibus em S&o Paulo, que desencadearam
uma onda de passeatas pelo Brasil contra a corrupcdo, pela melhoria no sistema publico de
salde e educacdo foi em grande parte organizada através das redes sociais.

A professora questionou os alunos entéo, se eles faziam ideia de como as noticias
correm tdo rapidamente nas redes sociais, mais especificamente no facebook. Uma aluna disse
que é sO “compartilhar”. A professora lembrou que essa ferramenta permite que o contetdo
que esteja na pagina do facebook de uma pessoa seja publicada também na pagina de um
amigo dessa pessoa na rede. Como ¢ comum que uma pessoa tenha centenas de “amigos” no
facebook, se alguns desses “amigos” compartilnar uma mensagem, por exemplo, um
convocacdo para uma manifestacdo de rua, logo a mensagem chegara a um grande nimero de
pessoas.

Além disso, essa ferramenta permite que mesmo que uma pessoa ndo seja
“amigo” de outra no facebook, uma pode ter acesso ao contetido publicado pela outra, desde
gue ambas tenham pelo menos um amigo em comum que compartilhe o contetddo (retomando
a ideia do acesso em estagios, presente no primeiro problema).

Assim, a professora propds o seguinte problema aos alunos: Em um grupo de 6
pessoas, escolhidas de acordo com os critérios definidos pelo grupo, de quantas formas uma
noticia divulgada na pagina do facebook de uma dessas pessoas pode chegar a cada uma das
outras pessoas, considerando que todos 0s que tiverem acesso a mensagem irdo compartilha-
la?

Para realizar esta atividade os alunos dividiram-se desta vez em 5 grupos,
organizados da seguinte forma:

Quadro 3.4: Distribuicdo dos alunos para realizacdo da Atividade 2.

Equipe | N°de Alunos/Identificacdo
1 3alunos: D, E,F, B
2 3alunos: G, H, I, C
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3 3alunos: J, K, L
4 5alunos: M, N, O, P, Q
5 3alunos: R, S, T, A

Fonte: Autora.

As equipes foram orientadas a escolher seis pessoas para que pudessem pesquisar
a rede de amigos no facebook. Os grupos, de maneira geral, escolheram pessoas do proprio
colégio: professores, funcionarios, diretores, colegas. Em seguida, dirigiram-se ao laboratério
de informatica do colégio, que havia liberado o acesso ao facebook naquele dia a pedido da
professora (0 acesso € bloqueado), com o objetivo de coletar os dados para formar a rede de
amigos no facebook dentre as seis pessoas escolhidas.

Com o auxilio da professora, os alunos procederam da seguinte forma para a
coleta dos dados: acessavam a pagina de uma das pessoas e pesquisavam 0s amigos dela a
procura dos outros cinco que o grupo havia escolhido; quando eram amigos, ligavam os
nomes, formando um grafo. Os alunos ndo tiveram dificuldades para coletar os dados e
formar o modelo matematico atravées do grafo.

Em seguida, a professora lembrou os alunos que eles deveriam determinar de
quantas formas uma mensagem divulgada na pagina do facebook de uma das pessoas
escolhida poderia ser acessada pelas outras, considerando que 0 acesso pode ocorrer em
diferentes estagios e para isso poderiam usar os resultados relativos a matriz de adjacéncia do
grafo construido. Deste modo, cada equipe escreveu na folha de resolucdo a matriz de
adjacéncia do grafo que havia construido, também sem dificuldades.

Para os alunos, cada Vértice designado por uma letra, representa uma das seis
pessoas pesquisadas. Na folha de resolugdo consta 0 nome dessas pessoas e a letra que a
representa. No entanto, para preservar a identidade dessas pessoas, ocultamos 0s nomes.

No quadro a seguir encontram-se os modelos elaborados pelos alunos,

representando a rede de amizade no facebook entre as seis pessoas escolhidas por eles.
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Quadro 3.5. Modelo Matematico elaborado pelos alunos para resolucéo da Atividade 2
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Equipe

Fonte: Autora.

3.2.4. Descrigdo da Aula 4

A Aula 4 transcorreu como continuacdo da aula anterior, em que os alunos
geraram o modelo matematico através de grafo e matriz. Porém, eles deveriam analisar o
modelo e apresentar uma solucdo para a atividade proposta: Em um grupo de 6 pessoas,
escolhidas de acordo com os critérios definidos pelo grupo, de quantas formas uma noticia
divulgada na pagina do facebook de uma dessas pessoas pode chegar a cada uma das outras
pessoas, considerando que todos os que tiverem acesso a mensagem irdo compartilha-la?

A professora lembrou os alunos que eles poderiam tentar responder a questdo a
partir do proprio grafo, mas que poderiam utilizar um dos resultados ja vistos anteriormente,
relativo as poténcias da matriz de adjacéncia e que para facilitar os calculos poderiam utilizar
no laboratério de informética do colégio o aplicativo da Unicamp apresentado pela professora
na aula 2. Todos os alunos se dirigiram a sala de informatica.

No laboratério, a professora orientou os alunos sobre como acessar e utilizar o
aplicativo: deve-se gerar o grafo, com um limite de onze vértices, no lado direito da tela, com
as ferramentas ponto (para fazer os vértices) e segmento de reta (para fazer as arestas) e
automaticamente, do lado esquerdo da tela, visualiza-se a matriz de adjacéncia M. Depois,
basta mudar em matriz visualizada, a matriz M para M2, M3 ou M”.

Os alunos geraram no aplicativo os grafos que haviam feito na aula anterior para
representar a rede de amizade entre as pessoas escolhidas por eles e visualizaram as matrizes

M2 e M3. Depois fizeram a interpretacdo das entradas das matrizes.
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Ficou decidido, por causa do tempo de aula, que cada equipe deveria escolher
apenas duas pessoas (vértices nos grafos) para determinar de quantas formas € possivel que
uma tenha acesso as publicacBes da outra no facebook em diferentes estagios. A seguir,

apresentamos os grafos e as matrizes geradas no aplicativo pelos alunos e transcrevemos suas

solugdes:
Quadro 3.6. Resolucédo dos alunos para a Atividade 2.
Matrizes M, M2, M3,
Equipe respectivamente, geradas no Solugéo dos alunos
aplicativo
DHEBEGE ~ecoer | Entre A e E ndo existe acesso em 1
alerrar al e 21 1 2 2
El e bl el =z 7 21 2 AN
sl sy “1 2222 ] estagio.
v (R . B T ] -
ol... .2, | Entre A e E existem 2 formas de
Fak T L0 0 F 2711 3 0 4 L, .
1 acesso em 2 estagios.
A B C D E F
a6 76830 Entre A e E existem 3 formas de
B F 4 3 F 2 9 ;
clesza2s. acesso em 3 estagios.
o g 7 4 2 F 3
E @ 2 2 & 0 7
Fle 96 73 7 4
ot A0 e DR Observamos atraves da matriz M que o
A BT e e e A 4 3 3 3 3 3
e|lro7 70| 8]253 442 D e 0 E sO tem uma maneira de acesso
[~ RS PR s Reae S v} = F 3 4 3 3 3
o|l777er | ofs 93592 eml estdgio. Observamos através da
E Jod e TP e E F 4 7 4 5 2
Floror10) rlsz32227 matriz M2 que o D e o E tem acesso
2
REEDEF em dois estagios de quatro formas.
A 1206 17 16 16 2 , .
8 | 151616 17 17 13 Observamos através da matriz M3 que
[ I lgi2fe 1s 9 .
o| 151716518175 0 D e o E tem acesso em trés estagios
E e 1716 17 16 03
Fle s 2 s] de 17 formas.
AECEE S . -5 .. | Entre AeB:
= e it ioedrkand e Mol ..
elroe oo S0 72279111 estdgio — 1 forma de acesso
E P2 0 10 240
£ 2200 0 ¢ C a a r o 8 o s =
olrreer ol J|., .., .| |2estagios—1 forma de acesso
E Tac Saie0n o E i 201 2 0 ; =
floereoo) [ |,,000,] |3 estagios — 1 forma de acesso (0s
3 x .
ABCDEF alunos ndo validaram o resultado da
A 4 5 0 5 5 0
el s 205 20 matriz “5 formas de acesso”)
C o a8 0 0 o 1
D 5 5§ 0 4 5§ o
E S 20 5 2 0
F o a r o o0
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A E C D E F A BE C D E F FaO E
A [ a a a @ 1 {7'. -1 2 1 0 a0 o0 1
e|lee o | el 270 2| |1formadoFaoE -1 estagio
[ [~ B Y 7 B ~ S 7 S | C a 2 0 2 1
plreoocco|l ofoooar o] |1formadoFaoE —2 estagios
E A SRR 1 B " R ¢ B E g r 2 1 31
Fle s o e) ¢l 270 5) | 6formasdoFao E - 3 estagios
4
A B C D E F
A [ a 1 2 2 4 ."
E i 4 5 1 & 5
e 2 5 2 0 2 5
D 2 1 0 0 a7
E 4 &8 2 0 2 8
FLfr s 5 1 & 4]
AEcD B s s coe. | M:Observamos que na matriz M que a
A Fe R A SR
el e | 2|5 150 2| | possibilidade de ter acesso entre D e F
€ bt ) c|lz23 22 2 ,
pl7ropeo0 o0 o|l 711 2222 € zero.
E [ Ia o8 o E I 2 2 2 2 .
flr i ro000) ¢lzz22225) | M2 Apossibilidade de ter acesso entre
5 ABCDEF D e F é de 2 maneiras de se ligarem.
A a8 g 0 T
el v o o M3: A possibilidade de ter acesso entre
C FPrrg 4 4 F ; . -
I D e F € de 4 maneiras de se ligarem.
E 9 4 2 2 4
F P F 4 4 8

Fonte: Autora.

Cada equipe preparou uma apresentacdo por meio de cartazes contendo o grafo, a
matriz de adjacéncia e as solugdes. Durante a apresentacdo a equipe 3 chamou a atencdo para
o fato de que o resultado apresentado pela matriz M3 na célula de entrada mag = 5 nédo era
condizente com a observacdo do grafo, pois sé haviam encontrado 1 percurso em 3 estagios
entre Ae B, A-E-D-B.

Isso suscitou alguns questionamentos sobre porque o resultado ndo era valido para
aquele caso. A professora pediu para que os alunos observassem que no grafo da equipe 3
haviam dois vértices, F e C, que se ligavam apenas entre si e que este tipo de grafo é chamado
desconexo. Sup6s-se, entdo, que talvez o resultado nao fosse valido para este tipo de grafo.

Outra suposicdo feita, e que a equipe 4 utilizou para validar seu resultado para o
numero de acessos em 3 estagios foi o de que eram permitidos percursos com “ida e volta” ou
passagem pelo proprio vértice de chegada. Ou seja, seriam permitidos percursos do tipo F-E-

A-E (ver grafo da equipe 4 no quadro 3.5.). Posteriormente, a professora pesquisou alguma
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justificativa para os problemas encontrados, porém ndo encontrou nenhuma resposta

satisfatoria.

3.2.5. Descricdo da Aula 5

O objetivo da Aula 5 foi de promover uma avaliacdo sobre os contetdos
trabalhados nas atividades de Modelagem nas aulas anteriores, grafos e matrizes. A avaliacéo
pretendia aferir como os alunos definiriam grafos, se conseguiriam determinar a matriz de
adjacéncia, o grau do vértice e o nimero total de arestas de um grafo e como fariam isso, se
saberiam representar um grafo a partir da matriz de adjacéncia e se saberiam interpretar o
significado dos elementos das poténcias da matriz de adjacéncia de um grafo.

Apesar dos alunos ja terem feito uso dos conhecimentos sobre grafos e matrizes
durante as atividades de Modelagem, achamos importante promover uma atividade individual
para que pudéssemos perceber o que cada um tinha compreendido do conteudo.

O resultado da avaliagdo foi satisfatoria, ja que apenas trés alunos néo
conseguiram realizar integralmente os exercicios propostos. Atribuimos nota de 0 a 10 para a
prova. Os alunos tiveram o seguinte desempenho: seis alunos obtiveram nota 10, trés alunos
obtiveram nota 9,5; um aluno obteve 9,0; trés alunos obtiveram 8,5; trés alunos obtiveram 8,0;
um aluno obteve 6,5; dois alunos obtiveram 4,0 e um obteve 3,0.

A seguir, apresentamos as resolucdes de alguns alunos:

Quadro 3.7. Resolucéo dos alunos N e B para Avaliacdo.

Questao Resolucéo

1) O que é um grafo? - R




2) Considere o grafo ao lado e o'() ,
determine: f'%ﬂ’ B ¢ o cp B 294
Al0 L 0L Jp  mglel3
: B4 0 A 04O Bele)=3
i cl0 L Q00 )y Ccs(e)=3
g1l 0 00 Ao 0t-a
o 6.1__37 Aoyl DL €ele)ss
FIO O A 049 Felaed
¢.6=-18 .9
a) A matriz de adjacéncia do grafo. 2
b) O grau de cada Vértice (denote o
grau do vértice A por d(A), -
LTRSS
0 grau do veértice B por d(B) e assim
por diante).
- Bl: MBS : )=
9 O nimero total de arestas do Ddanz3 digza oalzd, 6 (00 )5, dl
grafo.
213433+ 4 +3r a5 =
7, “
3) Desenhe uma representacdo do el
grafo cuja matriz de adjacéncia €:
4 B C D E ( 78
alo 7 oo i €:\ ,/
B Fo oo 7o 2
C Foooo 77 g
D a F oF a0
E FooF o8 0
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4) Considere que o grafo a seguir
representa seis cidades e as ligacOes
rodoviarias entre as mesmas. A seguir
temos a matriz de adjacéncia M do
grafo, e as matrizesdVi2 e M3:

Marriz M Matriz

ﬁ
=
13

o omow woh oP |8
b

:

mmoo0®Dp
-9 -8 -0
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e Q-5 o 0
- = 0 w0 - O
~ Q9 -0 006 m
R
A mon0®
-~ o m o 8o o®
~ ~@anoen Ol
Now s DN o~ OfF
~ M ow s o owom
Wom ol o om o om
n"moan P
NMowow a0l owm |
£
w0 a = 0|E
i
mmmmwmﬂg
Moo — e onom
o owyom M

a) Como podemos interpretar, na matriz
Mz, o niimero obtido na linha F e coluna
D?

b) Descreva as duas maneiras de A ter

acesso a C em dois estagios.

¢) Como podemos interpretar na matriz
M3 o nimero obtido na linha D e coluna
E?

d) Descreva as trés maneiras de B ter

acesso a E em trés estagios.

0L Joure o oo v ko 0 o

WAl , ——
A_—,D‘C

2 £

Os alunos souberam utilizar os conceitos aprendidos nas atividades

Fonte: Autora.
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de

Modelagem de maneira satisfatoria, ja que souberam associar um grafo com sua representacao

matricial. No entanto, tiveram dificuldades para conceituar grafo como um conjunto de

vértices ligados por arestas. Na maioria das vezes, apresentaram aplicacGes dos grafos ao

invés de sua definig&o.
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3.3. Analise das Aulas

Nesta secdo faremos a analise das aulas, ou seja, com um olhar critico e
minucioso procuraremos aspectos que possam nos auxiliar a responder nossa questdo
norteadora: como a Teoria dos Grafos, em atividades de Modelagem Matematica, pode ser
desenvolvida no Ensino Médio?

Além disso, discutiremos outros aspectos que nos chamaram a atengdo durante a
realizacdo das atividades de Modelagem e que consideramos pertinente abordar em um
trabalho de Modelagem, além de como os alunos se portaram durante as aulas (ndo nos
referimos aqui a aspectos comportamentais, mas aqueles relativos a participacdo nas
atividades).

Primeiramente, faremos a anélise das Aulas 1 e 2, que abarcam a resolucdo da
Atividade 1 e conceitos de grafos e matrizes, depois das Aulas 3 e 4 que constituem a
realizagdo da Atividade 2 e, por fim da Aula 5 aonde os alunos resolveram a atividade 3. As
Aulas 1 e 2 serdo feitas de maneira conjunta pois, na verdade, constituem uma Unica atividade
realizada durante dois encontros. Pelo mesmo motivo, faremos a analise das Aulas 3 e 4 de

maneira conjunta.

3.3.1. Analise das Aulas 1 e 2

A Atividade 1, sobre as rotas de 6nibus oferecidas na regido de moradia dos
alunos, permitiu que langcassemos mao de questdes que trouxeram o conceito de grafos para a
sala de aula de forma natural, mesmo sem este conceito fazer parte do curriculo do Ensino
Médio. Apesar das questbes poderem ser resolvidas sem o modelo de grafo, em um
determinado ponto, s6 pudemos responder a questdo “quantos e quais sdo 0s trajetos entre
Maringa e Colorado que passe por exatamente duas outras cidades” com o auxilio do grafo.
Da mesma forma, a questdo “determine pelo menos trés trajetos entre Maringa e Colorado que
passe por exatamente trés outras cidades” ficou muito mais simples com a observagdo do
grafo.

Além de permitir a elaboracdo de uma situacdo simples que culminou em um
modelo matematico através de um grafo, a utilizacdo do mapa da Figura 3.1. das rotas de
onibus oferecidas por uma empresa na regido de moradia dos jovens, também favoreceu que o

grafo parecesse um conceito simples e, até natural para os alunos, ja que as cidades
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continuaram a ser representadas por pontos e as rodovias passaram a ser identificados como
arestas, mas agora, sem a preocupacao de representar 0s percursos ou distancias reais.

Também foi possivel inserir grafos no Ensino Médio sem sair do programa de
Matematica deste nivel de Ensino, que ja é bem extenso e complexo. O fato de um grafo
poder ser representado por uma matriz permite que o utilizemos dentro do contetdo Matrizes
e Determinantes.

Apesar de ndo termos precisado apresentar o0 conteddo Matrizes, ja que as
Atividades ocorreram em uma turma de 3% Ano, pode-se usar essa mesma atividade para
apresentar a alunos de 2% Ano do Ensino Médio o conceito de matriz, matriz quadrada e
multiplicacdo de matrizes, tal como fizemos no decorrer da atividade. Pode-se inclusive
trabalhar com outros tipos de matrizes, geradas por grafos valorados ou digrafos. Tudo isso
pode dar maior significado ao conteudo Matrizes, que geralmente € trabalhado
extensivamente com tratamento algébrico, ou com exercicios algoritmicos.

Além dos aspectos que nos levam a considerar que a Atividade 1 permitiu inserir
0 conceito de grafo no Ensino Médio, também chamou-nos a atencéo o fato dos alunos, em
sua grande maioria, estarem bastante envolvidos com a realizacdo da Atividade 1 e
posteriormente mostrarem-se interessados pela parte conceitual de grafos e matrizes, no
transcorrer da Aula 2.

Isso vem ao encontro com o que Blum, (1995, apud BARBOSA, 2003, p. 66)
aponta como uma das razdes para inclusao de Modelagem no curriculo: “os alunos sentir-se-
iam estimulados para o estudo de matematica, ja que vislumbrariam a aplicabilidade do que
estudam na escola”.

Outro ponto importante foram as discussdes que ocorreram para introduzir o tema
“transporte coletivo” e para estabelecer os critérios para a resolugdo da questdo “qual € o
melhor trajeto entre Maringa e Colorado que a empresa pode oferecer aos seus clientes,
justificando a escolha do trajeto”.

Para iniciarmos a Atividade os alunos expuseram suas opinides e criticas em
relacdo a um importante tema social: o transporte publico. Esse tipo de discussao geralmente
ndo esta presente nas aulas de matematica, mas mesmo assim, o0s alunos sentiram-se bastante
confortaveis em realiza-la, o que favorece o olhar critico perante a realidade.

Outro aspecto que também ndo é muito discutido nas aulas de matematica é o
estabelecimento de critérios para responder uma questdo, ou seja, se for “assim” a resposta ¢

esta, se for “assado” a resposta ¢ aquela.
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Quando se pergunta “qual é o melhor trajeto”, a resposta depende do que cada
individuo entende por “melhor”. Pode ser o melhor para si, olhando individualmente a
situacdo, o melhor para a empresa, olhando financeiramente a situacdo, ou melhor para a
sociedade, olhando coletivamente para a situacdo. Esses questionamentos estdo presentes nas
falas dos alunos J e N, na Atividade 1: “O melhor trajeto é aquele que vai ter mais paradas
Ou 0 que € o mais rapido?” “Tem que pensar nas pessoas, né professora. A empresa nédo
pode pensar s6 nela, tem que pensar nas pessoas”, e nas resolugdes do item “a” da Atividade
1 (ver Quadro 3.3.), quando os alunos justificam a escolha dos trajetos.

A Atividade 1 também oportunizou o uso de uma midia tecnoldgica, mais
especificamente um aplicativo disponivel na rede mundial de computadores e que facilitou os
calculos de multiplicacdo de matrizes. E muito importante que os professores de matematica
apresentem aos alunos instrumentos e recursos que facilitem o uso de conceitos matematicos.

Provavelmente, os alunos sentir-se-iam desmotivados caso tivessem que efetuar
todos os calculos manualmente. Apesar de poder servir para introduzir a multiplicacdo de
matrizes, na Atividade 1, os alunos precisavam saber interpretar os resultados relativos as

poténcias da matriz de adjacéncia.

3.3.2. Analise das Aulas 3 e 4

O tema abordado durante as Aulas 3 e 4 por si ja desperta grande interesse dos
jovens. No entanto, os alunos foram convidados a entender como funciona uma parte dessa
rede de relacionamento virtual denominada facebook, através da matematica, o que também
nos remete a mais uma das razdes apontadas por Blum, (1995, apud BARBOSA, 2003, p. 66)
para a inclusdo de atividades de Modelagem no curriculo, que seria a “preparagdo para utilizar
a matematica em diferentes areas: os alunos teriam a oportunidade de desenvolver a
capacidade de aplicar matematica em diversas situacdes, o que é desejavel para moverem-se
no dia a dia e no mundo do trabalho™.

A Atividade 2, realizada no decorrer das aulas 3 e 4, oportunizou a aplicacdo dos
conceitos de grafo e matrizes. No entanto, também poderia ter sido utilizada para introduzi-
los, como foi feito com a Atividade 1. Novamente, foi bastante natural aos alunos representar
as relacBes de amizade no facebook através de um grafo. Alias, o grafo pode remeter a ideia

de “rede”, utilizadas nas expressoes “rede de computadores” ou “rede de amizade”.
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Novamente, o uso do aplicativo para obter as poténcias da matriz de adjacéncia
foi essencial para a resolucéo da Atividade.

Outro ponto que chamou a atencédo e que foi oportunizado pela Modelagem, foi a
ndo validacdo da solucdo da equipe 3 para o acesso em 3 estagios (ver quadro 3.6.). O fato de
ndo saber de antemdo quais serdo os modelos elaborados, expde o professor ao “risco” do
aluno ndo obter solucéo satisfatéria ou mesmo ndo obter uma solugdo. No entanto, esse risco €
positivo ja que suscita questionamentos por parte dos alunos e pode desconstruir a ideia de
que a matematica pode resolver qualquer situacgdo.

Isso nos leva a refletir que as atividades de Modelagem tém um potencial de
estabelecer discussdes que podem desconstruir a chamada Ideologia da Certeza, ja descrita no
capitulo 2.

Também foi muito importante a busca pelos dados necessarios para resolucao do
problema, ja que normalmente, os problemas ja trazem todas as informagfes necessarias a
resolucéo, ficando a cargo dos alunos apenas a interpretacdo e utilizacdo correta dos dados
para a resolucdo. Este aspecto nos remete a mais uma das razbGes para a inclusdo da
Modelagem, o “desenvolvimento de habilidades gerais de exploracdo: os alunos
desenvolveriam habilidades gerais de investigacdo” (BLUM, 1995, apud BARBOSA, 2003,
p. 66).

3.3.3. Analise da Aula 5

Nesta aula ndo utilizamos a Modelagem Matematica. As atividades propostas
foram mais tradicionais e ao contrério das aulas anteriores, foram individuais, tendo um
aspecto de prova, apesar dos alunos poderem tirar davidas e/ou reafirmar conceitos com a
professora.

Apesar de parecer contraditério realizar uma atividade com as caracteristicas
descritas acima depois de trabalhar com a Modelagem Matematica, os resultados obtidos com
a atividade foram muito reveladores.

Os alunos, de maneira geral, resolveram as atividades de forma satisfatoria. 1sso
nos faz pensar que talvez a Modelagem realmente facilite a aprendizagem, ja que os alunos
poderiam conecta-las a outros assuntos (BLUM, 1995, apud BARBOSA, 2003).

Quantas vezes, trabalhamos exaustivamente um conteddo em sala de aula,

pedindo que os alunos realizem dezenas de exercicios. Depois, pedimos que fagam uma prova
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com exercicios similares aos que trabalnamos em sala e para decep¢do do professor, grande
parte da turma apresenta resultados pifios.

Pode-se alegar que as questdes propostas na Aula 5 ndo tinham grande grau de
complexidade. No entanto, pode-se argumentar que os alunos nunca haviam tido contato com

grafos e que a maioria ndo se lembrava do conceito de matrizes.
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CONSIDERACOES FINAIS

Quando iniciamos nosso trabalho, criamos uma série de expectativas em relacdo
as possibilidades de introducdo da Teoria dos Grafos no Ensino Médio, todas pautadas em
suposicgdes, crencas, impressoes, leituras prévias.

Ao nos debrugarmos sobre a parte tedrica da pesquisa, em nosso caso, grafos e
matrizes, mudamos muitas de nossas ideias e pretensdes inicias em funcdo do tipo de
atividades a serem desenvolvidas e das limitacGes relativas ao conteido Matrizes e Grafos.

Este estudo preliminar, bem como as discussdes no grupo de estudo foram
imprescindiveis, ja que foi a partir dela que conhecemos mais profundamente a Teoria dos
Grafos e as potencialidades de sua utilizagdo no Ensino Médio, seja isoladamente ou em
conjunto com outros contetidos do curriculo.

Também tivemos a oportunidade de compreender mais profundamente a
Modelagem no &mbito da Educacdo Matematica e todas as potencialidades de seu uso em sala
de aula. Isso foi de especial importancia para a elaboracdo das Atividades que foram
implementadas em uma turma regular do 3° Ano do Ensino Médio.

No entanto, foi somente quando colocamos em pratica nossa experiéncia de
ensino, que nos demos conta de todas as potencialidades e limitacdes de nosso projeto, alem
de suscitar outras questfes, novos pontos de vista e novos interesses de pesquisa.

As palavras do educador matematico brasileiro Ubiratan D’Ambrosio resumem
bem essas impressdes: “Toda teorizagao se da em condigdes ideais e somente na pratica serdo
notados e colocados em evidéncia certos pressupostos que ndo podem ser identificados apenas
teoricamente. Isto €, partir para a pratica ¢ como um mergulho no desconhecido”
(D’AMBROSIO, 1998, p. 79). E complementa: “a pesquisa ¢ o elo entre a teoria e a pratica”
(D’AMBROSIO, 1998, p. 80).

Este estudo objetivou a obtencdo de dados qualitativos para responder nosso
problema de pesquisa: Como a Teoria dos Grafos, em atividades de Modelagem Matematica,
pode ser desenvolvida no Ensino Médio?

Para tanto, foram desenvolvidas duas atividades de Modelagem Matemaética para
serem implementadas numa turma do 3° Ano do Ensino Médio, que tinham por tema

transporte coletivo e redes sociais.
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A anélise do desenvolvimento das duas atividades nos permitiu fazer alguns
apontamentos sobre “como” a Teoria dos Grafos pode ser desenvolvida no Ensino Médio e as
contribuicdes da Modelagem Matematica para esse desenvolvimento.

Uma das justificativas mais apontadas para a incluséo da Teoria dos Grafos no
Ensino Médio é sua aplicabilidade: os grafos estdo presentes em diversas situacdes do
cotidiano (ver Braicovich, 2013; Jurkiewicz e Muniz, 2007; Malta, 2008; Ferreira, 2009).
Portanto, é natural pensarmos em problemas reais, em que os grafos estdo presentes, para
inclui-los no Ensino Regular.

Neste aspecto, A Modelagem Matematica propiciou a inclusdo e discussdo de
temas e problemas da realidade e que fazem parte da vida dos alunos (transporte coletivo,
redes sociais) em que os grafos estdo presentes. Apesar de outras metodologias de ensino
propiciarem atividades em que os grafos sdo acionados para a sua resolucéo, elas ndo exigem
que os problemas sejam reais.

Outro aspecto relativo a Modelagem que julgamos ser importante para a
introducdo do conceito de grafos foi a adocéo da concepgdo de Modelagem de Barbosa (2003)
como ambiente de aprendizagem, que favoreceu introducdo do conceito de grafo no decorrer
de aulas regulares.

Alem disso, o desenvolvimento das Atividades de acordo com os casos 1 e 2 de
Barbosa (2003) permitiu que os alunos e a professora/pesquisadora pudessem se habituar com
atividades de Modelagem, uma novidade para ambos.

A Modelagem também suscitou o uso das Midias Tecnologicas que de acordo
com Borba e Penteado (2001) sdo pedagogias que se harmonizam. O uso do recurso
tecnoldgico (aplicativo que apresentava as poténcias das matrizes de adjacéncia do grafo)
agilizou e facilitou a resolucédo dos alunos, que tiveram apenas que analisar os resultados.

Malta (2008) relata em uma atividade aplicada a alunos do Ensino Médio, em que
fez uso do mesmo resultado (Teorema 1.2.) que utilizamos na Atividade 2, “que a questao
operatoria (multiplicacdo de matrizes) pode se tornar muito extensa quando um grafo tiver
muitos vértices e que talvez naquele momento pudéssemos ter feito relacdo com algum
software que facilitasse os calculos” (MALTA, 2008, p. 80).

Nossa experiéncia de ensino também mostrou que a Teoria dos Grafos pode ser
introduzida aos alunos dentro do curriculo vigente, sem a necessidade da inclusdo dos grafos

como um novo conteldo de estudo previsto no programa do Ensino Médio. Além do
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conteldo Matrizes e Determinantes, pode-se incluir grafos em atividades relacionadas ao
conteildo Analise Combinatoria.

Além dos aspectos diretamente relacionados a inclusdo da Teoria dos Grafos no
Ensino Médio, as atividades de Modelagem deram a oportunidade de discussdo durante as
aulas de matematica de temas contemporaneos e que fazem parte da realidade do aluno, algo
incomum em aulas tradicionais de matematica.

Estas discussfes sdo de extrema importancia, ja que despertam o senso critico, a
capacidade de argumentacdo e fazem o aluno perceber que a matematica faz parte do mundo
real, que ndo é uma ciéncia a parte. Enfim, ajudam a educar para a cidadania.

A Modelagem também permitiu a ocorréncia de algo incomum em atividades de
matematica: a ndo obtencdo de resposta satisfatdria via conceito matematico. A ndo validagao
da resposta oferecida pelo Teorema 1.2 para a Atividade 2 (ver resolucdo da equipe 3 no
Quadro 3.6) fez com que os alunos percebessem que nem sempre um problema pode ser
resolvido com o ferramental matematico disponivel.

Isso nos faz refletir sobre o potencial da Modelagem para discutir e até mesmo
judar a desconstruir a Ideologia da Certeza na Educacdo Matematica, ja descrita no capitulo 2.
Como Borba e Skovsmose (2001, p. 143) argumentam: “A matematica nao pode ser vista
como onipresente (contexto neutro), onisciente (a verdade final) e onipotente (ela funciona em
todo lugar)”.

Também nos chamou a atencdo 0 interesse e comprometimento dos alunos
durante a realizacdo das atividades. Mesmo sem “valer nota” as atividades de Modelagem
foram realizadas com muito empenho.

Este interesse pode ser ilustrado com a fala de um aluno ao término da experiéncia
de ensino. Ele perguntou para a professora/pesquisadora se com grafos ele poderia conseguir
um emprego. Isto revela que quando os alunos percebem que a matematica € importante para
sua vida, o interesse € despertado.

Assim, acreditamos que a relevancia de nosso trabalho se deve ao fato de
apresentar uma proposta que vai de encontro com o que D’Ambroésio (1998, p. 52) propde: “O
grande desafio é desenvolver um programa dindmico, apresentando a ciéncia de hoje

relacionada a problemas de hoje e ao interesse dos alunos”.
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APENDICE A

Atividade 1

Abaixo podemos observar o mapa da regido de Maringa — PR, que é atendida por uma
empresa de transporte que faz o trajeto de Onibus entre as cidades. Note que entre as cidades
de Paranavai e Maringa uma rota viavel é Paranavai — Nova Esperanga — Presidente Castelo
Branco — Mandaguacu — Maring4d. No mapa, as cidades assinaladas com pontos claros sdo
aquelas em que ha o embarque e desembarque de passageiros no terminal com horario fixado.
Na rota descrita acima, por exemplo, o passageiro embarca em Paranavai, desembarca em
Nova Esperanca aonde embarca em outro 6nibus para Maringa. Os passageiros das cidades
assinaladas com pontos escuros também sdo atendidos, porém aguardam o Onibus em

“pontos” ao longo do trajeto.
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Observe que entre algumas cidades, no entanto, ha varios trajetos possiveis. Entre
Maringa e Colorado, por exemplo, a empresa pode optar por diferentes rotas que passem por
diferentes cidades assinaladas com pontos escuros.
Questdes para discutir:
- Vocé utiliza o transporte coletivo?
- Qual é a importancia do transporte coletivo para a populacdo?
- Quais sdo os principais problemas que vocé identifica no transporte coletivo de sua
cidade/regido?
- O que uma empresa de transporte coletivo deve levar em consideracdo ao estabelecer uma
rota?

A partir das discussdes realizadas e com base no mapa acima determine:
a) O melhor trajeto entre Maringé e Colorado que a empresa pode oferecer aos seus clientes.

Justifique a escolha do trajeto.
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b) Quantos e quais sdo os trajetos entre Maringd e Colorado que passe por exatamente uma

outra cidade.
c) Quantos e quais sdo 0s trajetos entre Maringd e Colorado que passe por exatamente duas

outras cidades.
d) Determine pelo menos trés trajetos entre Maringa e Colorado que passe por exatamente trés

outras cidades.
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APENDICE B

Atividade 2

Poucas coisas causaram uma revolugédo tdo grande no ambiente virtual quanto as redes
sociais. Em pouco tempo elas se tornaram o principal meio para encontrar e reencontrar
amigos, divulgar fotos, ideias, opiniGes, marcar encontros, etc.

Sdo vérias as redes sociais, dentre as quais se destaca o facebook ou simplesmente face
para os intimos. Hoje, a rede social criada por Mark Zuckerberg e Eduardo Saverin tem cerca
de 900 milhdes de wusuarios espalhados pelo mundo todo. Isto significa que,
aproximadamente, 1 em cada 7 habitantes do planeta Terra estdo conectados ao facebook. As
redes sociais sdo tdo envolventes que ja existem estudos que indicam uma nova doenca: 0O
vicio em redes sociais.

O funcionamento do facebook é bem simples. O individuo cadastra-se, gratuitamente,
e a partir dai tem direito a uma péagina, na qual posta fotos, publica o que esta pensando,
noticias, conversa ou manda mensagens aos amigos, comenta ou curte 0 que 0S amigos estao
postando, etc.

Essa rede de amigos € formada do seguinte modo: o sujeito pesquisa 0 nome de algum
conhecido na area de busca do facebook e, encontrando-o, manda uma solicitacdo de amizade.
Caso o conhecido aceite, um passa a visualizar tudo o que o outro publicar.

Além disso, o proprio facebook indica “pessoas que talvez vocé conhega". Se duas
pessoas ndo sdo amigas na rede, mas tem uma quantidade razoavel de amigos em comum, o
facebook “entende” que provavelmente um conhega o outro.

Outras ferramentas que tornam o face tdo atrativo sdo “curtir”, “comentar” e
“compartilhar”. Essa ultima, alids, explica porque ultimamente o facebook deixou de ser um
espaco apenas de curticdo entre amigos para se tornar um eficiente meio para divulgar ideias,
mobilizar pessoas para uma causa e até mesmo promover revolugdes.

A “Primavera Arabe”, como ficou conhecida a onda de protestos iniciados em 2010 e
que levou milhares de pessoas as ruas em diversos paises muculmanos dominados por
regimes autoritarios teve boa parte de seus atos organizados nas redes sociais, em especial no
facebook.

Até mesmo no Brasil, pais conhecido pela passividade de seus cidaddos frente aos
desmandos da classe politica, o facebook foi o principal meio de divulgacdo das passeatas que

tomaram as ruas do pais em junho de 2013 pedindo a reducgdo dos precos das passagens de
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onibus do transporte publico, a melhoria na saude e educacdo, o fim da corrupcdo, entre
outros.

A rapidez e eficiéncia com que as noticias correm na rede social podem ser ilustradas
com o seguinte exemplo: Vamos imaginar que Adriana publica uma mensagem em sua pagina
no facebook, por exemplo, uma convocagéo para uma passeata. Todos os amigos de Adriana,
entre eles Beto, visualizardo a mensagem. Se Beto compartilhar a mensagem, todos 0s seus
amigos também verdo a mensagem de Adriana, incluindo Claudia, que é amiga de Beto, mas
ndo de Adriana.

Se Adriana tiver 200 amigos no facebook, e apenas 10%, ou seja, 20 pessoas
compartilharem a convocagdo para a passeata, e cada um desses 20 amigos tiver outros 200
amigos que ndo sdo comuns, em poucos instantes 4200 pessoas saberdo do evento.

Alem de mostrar porque o facebook é a melhor forma de divulgagéo de ideias, 0 nosso
exemplo mostra que mesmo gque uma pessoa ndo tenha acesso direto a uma outra, ela podera
ter acesso em estagios. Conforme vimos, Adriana ndo tinha acesso direto a Claudia, mas
através de Beto, um amigo em comum, a mensagem de Adriana chegou a Claudia. Dizemos
entdo, que Adriana teve acesso a Claudia em dois estagios: Adriana—Beto—Claudia.

Também poderia acontecer que Adriana e Claudia tivessem outros amigos em comum,
e se algum deles compartilhasse a mensagem de Adriana, essa teria mais de uma forma de
acessar Claudia em dois estagios.

A partir dessas reflexdes responda:

Em um grupo de 6 pessoas, escolhidas de acordo com os critérios definidos pelo
grupo, de quantas formas uma noticia divulgada na pagina do facebook de uma dessas
pessoas pode chegar a cada uma das outras pessoas, considerando que todos 0s que tiverem

acesso a mensagem irdo compartilha-la?
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APENDICE C

Sexo:( )F ( )M Idade: Trabalha durante o dia? ( ) Sim () Néo

Avaliagdo
1) O que é um grafo?

2) Considere o grafo ao lado e determine:

a) A matriz de adjacéncia do grafo.

b) O grau de cada vértice (denote o grau do vértice A por d(A),
0 grau do vértice B por d(B) e assim por diante).
c¢) O namero total de arestas do grafo.

3) Desenhe uma representacédo do grafo cuja matriz de adjacéncia é:

A B C D E

m OO 0 @™ I
-
o
o O

F A S c

i o

4) Considere que o grafo a seguir represente seis cidades e as

ligacGes rodoviarias entre as mesmas:

A seguir temos a matriz de adjacéncia M do grafo, e as matrizes M2 e M3:

Matriz visualizada; [M Matriz visualizada: |M? Matriz visualizada: |[M2

A B C D E F A B C D E F 4 B C D E F
alor 01 0 1) als021 2 1) alz23517 925
E o1 0 g0 B o2 0 2 0 1 B 5 0 4 7 2
C o 7 o 7o c 2 o 2 0 7 7 C r4 0 5 13
D o7 oo 11 D T2 0 49 1 2 D g 7 6 4 5 &
E o o oo E 2 o 17 7 21 E|l 2 3 7 § 2 5
S A o] FL? P 7 2 7 2] FLeg 2 72 8 5 4 |
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a) Como podemos interpretar, na matriz M2, o nimero obtido na linha F e coluna D?
b) Descreva as duas maneiras de A ter acesso a C em dois estagios.
c) Como podemos interpretar na matriz M3 o nimero obtido na linha D e coluna E?

d) Descreva as trés maneiras de B ter acesso a E em trés estéagios.




