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Capitulo 1

Introducao

O Estudo de Fun¢des Logaritmicas no Ensino Médio é muito impor-
tante para a solugio de alguns problemas préticos em nossas vidas. E imprescindi-
vel entender problemas que envolvam juros compostos e conseguir fazer calculos
quando temos alteragdes de prazos ou calculamos prazos conforme alteragdes nos
pagamentos.

Devemos ser suficientemente objetivos quando introduzimos uma
nova matéria para o aluno a fim de ndo gerarmos a pergunta:

"Para que serve isso?"

Podemos refletir um pouco mais sobre isso observando o pensamento

de Georges Gusdorf! sobre esta questao:

"Um professor vai comegar sua aula. Evidentemente, isto ndo é
nada de especial, ndo é um acontecimento. Passa-se a mesma coisa cem vezes no
mesmo edificio. Mas pensar assim ndo chega para dissipar uma inquietacdo que
pode ir até a angiistia. Que venho eu aqui fazer? E que vém fazer eles, eles todos

e cada um por seu lado?” (pag. 56).

!Professores para qué? Lisboa:1967
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O pensamento de Gusddorf e de outros educadores é tornar a aula
mais dindmica.

Atualmente, sdo utizadas ferramentas ultrapassadas e lentas com
estudantes modernos e rapidos, porém sabemos que uma abordagem diferenciada
é fundamental para a solugdo dos diversos problemas que possam aparecer.

E preciso entendermos que o aluno de hoje busca aprender sobre
os seus interesses. Nos dias de hoje, as informagdes estdo expostas em lugares
como jornais, diversas emissoras de televisdo e, principalmente, na internet. E
necessario que o professor se atualize, ndo s6 em relagdo aos contetidos, mas no

modo de transmiti-los e aborda-los.



Capitulo 2

Objetivos

O objetivo deste trabalho é dar ao aluno mais um meio de pensar sobre
as fungdes logaritmicas. A grande motivagdo para isto é fazer com que o ensino
da Matemadtica seja menos formal e mais construtivo a partir de caracteristicas
axiomaticas.

Temos o dever de melhorar o nivel do ensino de Matemaética no Brasil
e investir em cidaddos mais conscientes, para que sejam capazes de raciocinar a
partir de problemas e de buscar solugdes para os mesmos, através da logica
dedutiva e das ferramentas que tenham a sua disposigao.

Infelizmente, as fungdes logaritmicas sdo muito mal explicadas den-
tro das salas de aula brasileiras, o que ocasiona o ndo entendimento dos alunos.
Os discentes, por sua vez, acabam se desinteressando pelo assunto, uma vez que
nao encontram algo concreto nos estudos, ndo veem aplicacdo para o tema e ndo
conseguem, sequet, diferenciar os conceitos basicos que caracterizam as fung¢des
logaritmicas.

A discussdo proposta neste trabalho visa trés pontos fundamentais
para o aluno.

O primeiro é a conceituagdo. O aluno deve ter o dominio dos con-

ceitos bdsicos que envolvem tal contetido. A aceitacdo e o entendimento desses
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conceitos desenvolvem todo o trabalho que segue.

O segundo ponto é a manipulac¢do. O aluno deve ser capaz de mani-
pular tais conceitos a fim de obter resultados de forma rédpida e ndo perder muito
tempo com tais dificuldades que, embora possam parecer singelas e, talvez, até
menos cobradas, ndo sdo menos importantes.

O terceiro ponto é a aplicagdo. O aluno, ao reconhecer os conceitos
estudados em um problema, deve ser capaz de resolvé-lo sem grandes dificul-
dades, uma vez que isso depende diretamente do reconhecimento dos conceitos
envolvidos na questdo e, na maioria dos casos, de saber manipulé-losl.

Como ferramenta complementar, pretendo abordar ideias simples no
uso de softwares matematicos que possam auxiliar o aluno. Dar ao aluno uma
forma visual para calcular os logaritmos e caracteriza-los de forma concreta é
mais um diferencial deste trabalho. Com isso pretendo aumentar o interesse do
estudante e atentd-lo para o pensamento pratico das questdes.

Meu intuito aqui ndo é a discussdo em si sobre as ferramentas exter-
nas, se essas podem ou ndo fazer diferenca no aprendizado do aluno (embora eu
acredite que sim), mas dar mais uma op¢ao ao aluno para que o mesmo se integre
as tecnologias que estdo sendo utilizadas em todo o mundo.

Quero deixar bem claro que a tecnologia ndo é necessaria para que
o trabalho possa ser entendido, porém ndo deixa de ser um ponto de apoio que
servird, principalmente, no calculo dos logaritmos através das 4reas e na plotagem
de gréficos.

O trabalho pode ser utilizado nas salas de aula mesmo sem o uso
do software. Os célculos e os graficos podem ser feitos manualmente, porém o
tempo que se perde para fazer algo extremamente mecéanico podera ser melhor
aproveitado na solugdo de problemas e nas caracteriza¢oes das fungdes que podem
aparecer em problemas reais.

Ao final da leitura e da aplicagdo deste trabalho, pretendo que o aluno
tenha o suporte para entender e caracterizar, de forma conceitual, as fung¢oes

logaritmicas e que reflita sobre as solu¢des dos problemas.

!Este paragrafo e os trés pardgrafos anteriores sdo baseados no pensamento do autor
Elon Lages Lima. O texto pode ser lido em sua integra na RPM n° 41 (Revista do Professor

de Matematica).
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Funcoes

Para que possamos entender as fungdes logaritmicas é necessario
conhecer o conceito de fungao.

Pensar em fungdes apenas como pares ordenados é algo que ndo nos
interessa muito. Uma fungdo deve ser vista de forma dinamica. Aplicar uma
fungdo em um conjunto é transformd-lo em outro conjunto através de uma regra
(ou conjunto de instrugdes).

Espera-se que o aluno ja tenha algum conhecimento sobre fungdes,
porém este capitulo tratard de alguns conceitos necessdrios para a compreensao
do trabalho. A ideia ndo é esgotar o tema fungdo, mas dar uma base tedrica
para que o leitor possa induzir seus pensamentos de forma que os contetidos

subsequentes fiquem bem claros.

3.1 O que é uma funcao?

Defini¢ao: Dados os conjuntos A e B, uma fungdo f : A — B (lé-se
"uma fun¢do de A em B") é uma regra (ou conjunto de instrugdes) que nos diz
como associar a cada elemento x, pertencente ao conjunto A, a um e apenas um

elemento y = f(x) pertencente ao conjunto B.

8
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Veja, a seguir, como podemos denotar uma fungdo:

f:A—B

X — f(x)

3.2 Nomenclatura

Para facilitar a compreensao do texto, utilizaremos uma nomenclatura
padrdo. Diremos, por questdes de nomenclatura, que o conjunto A é dito o
dominio da fungédo f e o conjunto B o seu contra-dominio. Temos de considerar
ainda que a imagem da funcédo é o conjunto formado por todos os elementos do
conjunto B que foram associados a algum elemento do conjunto A.

Algumas fung¢des possuem caracteristicas importantes, dai a necessi-

dade de lembrarmos de cada um dos nomes que serdo apresentados a seguir.

Defini¢ado: Dizemos que uma fungdo f : A — B é injetiva quando
elementos diferentes em A sdo transformados por f em elementos diferentes em

B. Desta forma temos que f é injetiva quando

x1 #xemA = f(x1) # f(x2).

Defini¢do: Dizemos que uma funcdo f : A — B é sobrejetiva
quando, para qualquer elemento y pertencente a B, pode-se encontrar pelo menos

um elemento x pertencente a A tal que f(x) = y.

Defini¢do: Dizemos que uma funcédo f : A — B é bijetiva quando

essa fungdo é injetiva e sobrejetiva ao mesmo tempo.

Uma func¢do nem sempre € injetiva, sobrejetiva ou bijetiva. Certa-
mente as fun¢des mais interessantes sdo as bijetivas pois permitem que os ele-

mentos do conjunto A sejam associados a elementos do conjunto B e vice-versa.
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Vejamos um exemplo que pode ser mais esclarecedor:
Sejam os conjuntos A = {1,2,3,4,5,6,...} e B = {2,4,8,16,32,64, ...}.

Existe uma fung¢do que associa os dois conjuntos. Veja:

f:A—B
X+ f(x) =2¢

Podemos notar que esta funcdo estd bem definida e é bijetiva, logo,
existe uma regra inversa a regra apresentada anteriormente de modo que con-
sigamos uma fun¢do g : B — A bem definida. Diremos ainda que as fung¢des

g:B— Aef:A— Bsdoinversas uma da outra.



Capitulo 4

Logaritmos

Para que possamos entender melhor os logaritmos, podemos estuda-
los comegando pela sua histéria. Michael Stifel, o0 maior algebrista alemdo do
século XVI, deixou claro que a associagdo de uma progressao aritmética a uma
progressdo geométrica era algo muito 1til para que grandes calculos pudessem
ser realizados. A vantagem de fazer essa associacdo era transformar contas de
multiplica¢do e divisdo em contas de adigdo ou subtragéo.

Alguns anos antes, o alemao Johannes Werner (1468 - 1528) utilizava
as relagdes entre senos e co-senos para realizar tais transformagoes e obter velo-
cidade em suas contas voltadas para a astronomia. Seu método ficou conhecido
como prostaférese, uma palavra de origem grega que significa "adi¢do e subtragdo".

Anos mais tarde, Napier, conhecedor do método da prostaférese,
comegou a fazer as associagdes entre valores que estivessem relacionados a uma
progressdo geométrica. Em 1614, publicou seu trabalho sobre os logaritmos. No
ano seguinte, Henry Briggs procurou Napier para discutir algumas ideias. Nesse
encontro, eles chegaram a conclusdo que a tdbua de logaritmos, apresentada por
Napier, seria mais ttil se estivesse na forma decimal.

No ano de 1624, Briggs publicou um trabalho que continha uma

significativa tabela de logaritmos, a mesma que utilizamos até os dias de hoje.

11
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A palavra logaritmo significa "nimero de razao". E atribuida a John
Napier a invencao dos logaritmos.!

Os estudantes dos cursos de engenharia utilizavam réguas de célculo
que continham uma conversédo entre os logaritmos e os niimeros naturais até bem
pouco tempo atrds, porém elas cairam em desuso por conta das maquinas de
calcular. A figura abaixo é uma fotografia de uma dessas réguas de célculo.
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Conforme podemos ver acima a "linha" iniciada pela letra D contém
alguns ntimeros racionais maiores ou iguais a um, ja a "linha" iniciada pela letra
L representa os logaritmos? dos nimeros contidos na "linha" D. Através de uma
régua perpendicular as "linhas" D e L fazemos a conversdo entre um ntmero

racional e seu logaritmo ou vice-versa.

4.1 Defini¢des de logaritmo

Definicdo 1: Dizemos que uma fungdo L : R}, — R chama-se
uma fungado logaritmica ou um sistema de logaritmos quando goza das seguintes

propriedades:

!Este pardgrafo e o anterior foram escritos com base no livro "Introdugédo a Histéria da

Matemadtica"de Howard Eves.
2Q0s logaritmos estdo calculados na base 10.
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Propriedade 1: A fungio L é crescente®, ou seja, dado x; € R%. e x, € R}, de forma

que x1 < x2 entdo L(x1) < L(x2).
Propriedade 2: L(x; - x2) = L(x1) + L(x2).

Podemos denotar a fungdo logaritmica conforme vemos abaixo:

L:R; —R
x+— Lx)=y

Uma funcdo que possua essas duas propriedades serd considerada,
por nés, uma funcado logaritmica, e o valor de L(a) serd um logaritmo de at
Note que utilizamos os simbolos R’ para designar o conjunto dos niimeros reais
positivos e o simbolo IR que representa o conjunto de todos os ntimeros reais.

O logaritmo também pode se caracterizar por transformar progres-
sOes geométricas em progressdes aritméticas. Isso decorre das propriedades que
fazem parte da definigdo 1. Voltemos ao exemplo dado na se¢do 3.2 e criemos
uma fungdo que faga exatamente o que Napier pretendia.

Seja entdo a fungdo L : B— A que faga as seguintes associagdes:
L(2)=1,L(4) =2,L(8) = 3,L(16) = 4,L(32) = 5,L(64) =6, ...

Vejamos que a pretensdo de reduzir as contas era perfeitamente pos-

sivel.

L(4-16) = L(4) + L(16) =2 + 4 = 6 = L(64)

*Neste caso, estamos limitando a base do logaritmo a um ntimero real maior do que
1. Caso trocarmos a palavra crescente por decrescente, limitaremos a base do logaritmo
a um namero real entre 0 e 1. As consequéncias e os teoremas posteriores podem ser
provados para ambos os casos (crescente ou decrescente), observadas, obviamente, as

caracteristicas de cada uma destas fungdes.
*QO valor de L(x) pode variar de acordo com a base em que o logaritmo é calculado.

Veremos o que é a base de um logaritmo um pouco mais a frente.
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Somar o valor de L(4) com o valor de L(16) seria mais simples do que
multiplicar 4 por 16, uma vez que L(4) = 2 e L(16) = 4. Repare ainda que 6 ¢é
exatamente o resultado para L(64). Esse tipo de operagdo, embora utilissima, s6
faria sentido caso fosse conhecida uma tabela para a fungéo L.

Existe uma segunda defini¢do que é mais utilizada do que a definigdo

1, embora esta esteja perfeitamente correta e provenha de problemas histéricos.

Defini¢ao 2: Dado um ntimero reala > 0, o logaritmo de um ndmero
x > Ona base a é o expoente y a que se deve elevar a de tal modo que a¥ = x. Logo

temos que
L(x)=yea’=x

Ja vimos que os logaritmos seriam capazes de reduzir contas de
multiplica¢do e divisdo e, para isso, teriamos de utilizar uma tdbua universal de
logaritmos®. Além disso, a fungéo logaritmica também é capaz de reduzir contas
em caso de raizes enésimas e outros problemas envolvendo expoentes.

Veremos, a seguir, algumas consequéncias das propriedades listadas

na defini¢do 1 e alguns teoremas tteis para os nossos célculos.
4.1.1 Consequéncial
L(1)=0

Utilizando a propriedade 2, temos que:
L(1)=L(1-1)=L(1)+L(1)

Logo precisamos ter L(1) = 0 obrigatoriamente.

5 A tédbua universal de logaritmos é uma tabela que podemos consultar de modo a saber
as associacdes entre x e y de forma que L(x) = y. Nesse caso, precisariamos conhecer cada
x e seu correspondente i ap6s aplicada a fungdo L. Esta funcdo torna-se mais interessante
caso provarmos que a mesma ¢é bijetiva, uma vez que, conhecendo a tdbua de logaritmos

e o valor de y, somos capazes de encontrar o valor de x.
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4.1.2 Consequéncia 2

’Se0<x<1entéoL(x)<O,sex>1entéoL(x)>0‘

Esta segunda consequéncia se torna bem simples de ser provada se
utilizarmos a consequéncia 1. Uma vez que a fungdo é crescente, por conta da
propriedade 1, temos que, se x < 1 entdo L(x) < L(1). Sabemos que L(1) = 0, pela
consequeéncia 1, entdo L(x) < 0.

O mesmo acontece para x > 1, pois se x > 1 entdo L(x) > L(1).
Novamente, como sabemos que L(1) = 0, entdo L(x) > 0.

Concluimos que, caso 0 < x < 1 entdo o valor de L(x) serd negativo,

porém, se x > 1 entdo o valor de L(x) serd positivo.

4.1.3 Consequéncia 3

L(}) = -L@)

Este fato vem de uma simples multiplicagdo. Vejamos:

L (% -11) =L(1)=0 pela consequéncia 1 (4.1)

L (% . a) = L(%) + L(a) pela propriedade 2 (4.2)

Por conta das equagdes (4.1) e (4.2) temos que:

L(%)+L(a) =0

4.14 Consequéncia4

L(%)= L) - Lx)

Fazendo uso da consequéncia 3, podemos escrever o seguinte:

L(ﬂ) - L(x1 - l) = L(x) +L( ! ) = L(x1) - L(x2)

X2 X2 X2
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4.1.5 Consequéncia5

’L(x’) =r-L(x)onder € Q \6

Para garantir que esta consequéncia é valida, mostraremos, primeiro,

que isto vale para os nimeros naturais. Segue, entdo, pela propriedade 2 que:

L(x1 - x2 - x3) = L((x1 - x2) - x3) = L(x1 - x2) + L(x3) = L(x1) + L(x2) + L(x3)

Podemos expandir a ideia para n elementos. Para isso, continuaremos

fazendo uso da propriedade 2. Temos, entdo, que:

L@)=L@-a-...-a)=La)+L@)...+ L) =n-L(a)

n n

Ja mostramos que essa consequéncia é verdadeira para os naturais. A
questdo agora é mostrar que ela vale também para os ntimeros racionais. Faremos
isso por conta da manipulagdo dos expoentes, mas, antes disso, precisamos do

seguinte fato:
xtexTm =1

. . . 1. . 1 _ -1
Para que a propriedade acima seja vélida, precisamos que 2 = a

quandoa # 0. Isto vem da necessidade de mantermos bem definidas as operagdes

entre poténcias de mesma base. Ap6s admitirmos tal propriedade, temos que:

L(x™)=-n-L(x)
Tal fato ndo é muito dificil de ser demonstrado. Veja:

L™ =1L ((31?)) - L(Jl—c) = [-L(x)] = —n - L(2)

°0 simbolo Q refere-se ao conjunto dos ntimeros racionais.
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Repare que utilizamos o fato recentemente admitido e também a
consequéncia 3.
Finalmente, demonstraremos que L(x") = r- L(x) onde r é um ntiimero
4

racional sob a forma joemquep e ZeqeZ' Dai:

q
(xy)q = (xg) =P
Por fim, temos:

g-L(") = L)1) = L() = p - L(x) = L(¥') = g L) =7 L(¥)

Sendo assim terminamos a nossa demonstracdo acerca desta con-
sequéncia, valida agora para r racional. Este é um fato muito importante para
resolver diversos problemas.

Admitiremos vélida a mesma hipétese para um ntimero r real qual-
quer, embora esta demonstragdo ndo seja apresentada neste trabalho. Podemos
pensar que um numero irracional pode ser aproximado o quanto quisermos por

um ntmero racional e isso torna o fato bem legitimo para r real.

4.1.6 Consequéncia 6

’ A funcdo L(x) é ilimitada

Para que uma fungao seja considerada ilimitada, a mesma ndo pode
ser limitada superiormente ou inferiormente.

Primeiro vamos mostrar que a func¢do nao é limitada superiormente,
isto é, mostraremos que existe algum x de forma que L(x) >  para um f real
qualquer.

E fato de que existe um nimero n natural que seja maior do que %,

dai segue que:

p n
n>mzn~L(Z)>[3:>L(2)>ﬁ

2

7 A notagdo Z é referente ao conjunto dos ntimeros inteiros e a notagdo Z* é referente

ao conjunto dos ntimeros inteiros com a exceg¢do do zero.
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Tomando x = 2", entdo L(x) > B. Isto mostra que a func¢do nao é
limitada superiormente.

Agora vamos mostrar que a mesma ndo é limitada inferiormente, ou
seja, dado um a real qualquer, vamos mostrar que existe x de modo que L(x) < a.
Como a fungdo é ilimitada superiormente, podemos dizer que existe 2 de modo

que L(a) > —a, como L(%) = —L(a) entdo temos que:

L(%) =-L@a)<a

Logo, basta tomarmos x = % para mostrarmos que a fungdo é ilimitada

inferiormente. Finalmente, acabamos de mostrar que a fung¢do L(x) é ilimitada.

4.1.7 Teoremal

Dadas as fung¢des logaritmicas L, M : R, — IR, existe uma constante

c > 0 tal que M(x) = ¢ - L(x) para todo x > 0.

Para provar o teorema acima, dividiremos a demonstragdo em duas
etapas. A primeira parte consiste em provar que, se existe a > 1 onde L(a) = M(a),
entdo L(x) = M(x) para todo x > 0.

Sabemos que, pela consequéncia 5, L(a") = r - L(a) e, por hipoétese,

L(a) = M(a). Segue que:

L@)=r-La)=r-M()=M(@")

Logo, é verdade que L(a") = M(a") para todo r racional. Seria inte-
ressante garantir isso para um valor além de um a especifico. Queremos que isso
valha para qualquer valor. Vamos admitir que isto ndo aconteca a um valor b > 0,
entdo teremos que L(b) = M(b).

Dados dois ntimeros z e w, temos que z = w, z > w ou z < w. No
nosso caso, como estamos admitindo que L(b) # M(b), sabemos que nos restam
duas opgoes. Tomemos por exemplo que L(b) < M(b) sem perda de generalidade.
Segue disso que M(b) — L(b) > 0.
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A partir deste fato, tomemos um ndmero natural n suficientemente

grande de forma que

n - [M(b) — L(b)] > L(a) = M(b) — L(b) > %.

Vamos dizer que # = L(a%) = ¢, logo M(b) — L(b) > c.

Se tomarmos o intervalo (L(b), M(D)), existe m natural tal que m - c €
(L(b), M(D)). E importante observar que c,2c,3c, ... dividem o intervalo IR} em
intervalos de comprimento c justapostos.

Como esses intervalos de comprimento ¢ sdo menores do que o com-
primento do intervalo (L(b), M(b)),sem dtivida alguma, um dos extremos de algum
intervalo multiplo de c caird dentro do intervalo (L(b), M(b)). Vamos pensar por
outra perspectiva para que este fato se torne mais algébrico.

Existe algum m tal que m - ¢ > L(b) e (m — 1) - c ndo seja maior do que
L(b), nesse caso, (m — 1) -c < L(b). Podemos dizer que m é o primeiro ntimero
natural que, ao multiplicar ¢, faz com que este produto seja maior do que L(b). Por
isso, qualquer valor menor do que m ndo torna o produto m - ¢ maior do que L(b).

Seguindo esta ideia, temos que m - c > L(b) e que (m —1) - c < L(b),

portanto m - ¢ < L(b) + c. Temos, abaixo, duas desigualdades fundamentais.

L(b)<m-c<L()+c desigualdade 1
M(b) — L(b) > c = M(b) > ¢ + L(b) desigualdade 2

Juntando as desigualdades 1 e 2, temos que L(b) < m-c < L(b) + ¢ <

M(b). Utilizando a transitividade, podemos concluir que L(b) < m - ¢ < M(b).
L(a)

_ _ m . m _ ~
Repare que m - ¢ = m - =+ = L(ar). Se dissermos que %' = r, entdo

temos que L(a®) = L(a"). Lembremos que L(a") = M(a"), dai podemos escrever:
L(b) < L(a") = M(a") < M(b)

A desigualdade descrita acima recai em um absurdo, pois, como o
logaritmo pela sua caracterizagdo é crescente, entdo, estamos afirmando que b < a’
e que a” < b. A primeira das duas afirmagdes vem da desigualdade L(b) < L(a") e
a segunda da desigualdade M(a") < M(b).
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Sabemos que estas possibilidades sdo excludentes, ou seja, um na-
mero ndo pode ser maior e menor do que outro ao mesmo tempo. Esse absurdo
vem do fato de termos admitido, no comego da demonstragao, a possibilidade de
L(b) # M(b), logo temos de ter L(b) = M(b) como queriamos demonstrar.

A segunda parte da demonstracdo é o caso mais geral. Tomemos,
entdo, L e M como fungdes logaritmicas quaisquer.

Sabemos que L(2) > 0 e que M(2) > 0. Este fato se deve a consequéncia

2. Facamos, entdo, ¢ = A% e tomemos a fungdo N : R, — R, onde N(x) = c-L(x).

Temos para x = 2 que N(2) = ¢ - L(2). Escolhemos ¢ = ]\%, logo

N@ =[13] L@ =M@).

A demonstracao feita, na primeira parte, mostra-nos que, caso N(2) =
M(2), entdo N(x) = M(x), mas como a funcdo N estéd definida como N(x) = ¢ - L(x)

podemos concluir que M(x) = ¢ - L(x).

4.1.8 Teorema 2

Uma funcao logaritmica é bijetiva.

Para provar que a funcdo L é bijetiva precisamos demonstrar que a
fungdo é injetiva e sobrejetiva ao mesmo tempo.

Mostrar que a fungdo € injetiva ndo é tdo dificil, pois, seja x; € R,
x2 € R, e x1 # xp. Podemos dizer que um deles é menor do que o outro.
Suponha, sem perda de generalidade, que x; < x,. Pela propriedade 1, devemos
ter L(x1) < L(x2), logo L(x1) # L(x2). Isto conclui que a fungao é injetiva.

A prova de que a fungdo é sobrejetiva é um tanto quanto trabalhosa.
Para que possamos compreendé-la, faremos a mesma em duas partes. A primeira

parte consta em demonstrar o seguinte lema:
Lema: Em um intervalo real (1, v) existe algum x € R}, tal que u < L(x) < v.

Temos que v — u > 0, portanto, podemos dizer que existe algum

. L(2)
ntmero natural 7 de forma que ==
L(2)
n

< v — u (sabemos que L(2) > 0). Facamos

= c¢. Entdo existe algum m inteiro que faz m - c pertencer ao intervalo real (1, v).
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Se dividirmos toda a reta real em pedacos justapostos de compri-
mento ¢ menores do que v — u, entdo, certamente, um destes intervalos caird
dentro de v — u®.

Uma outra maneira de entender isso é pensar algebricamente. Di-
gamos que 1 seja o primeiro nimero inteiro que faz m - ¢ ser superior a u, desta

forma temos duas desigualdades.

u<m-c desigualdade 1

m-1)-c<u=>m-c<u+c desigualdade 2

Sabemos, de antemao, quec <v-—uouqueu+c <o, portanto temos
a desigualdade u < m - ¢ < u + ¢ < v. Usando a transitividade, podemos escrever
L2 m
que u < m-c < v. Devemos recordar que m - ¢ = m - % =L2n).

Com o lema ja provado, demonstraremos agora que L é sobrejetiva.

Para que uma funcéo logaritmica L(x)

L:R, — R

x+— Lx)=y

seja sobrejetiva, precisamos que para cada um dos elementos do contra-dominio
exista pelo menos um elemento do dominio que o associe. Se um elemento b
pertence ao contra-dominio entdo devemos ser capazes de encontrar um elemento
a pertencente ao dominio da fungao L, de forma que L(a) = b.

Para demonstrarmos tal fato, precisamos lembrar como um ntimero

real a pode ser representado na sua forma decimal. Temos que

a2

1—02+...+—+...

a=ay,a10...0,...=ag + 1% +
onde ap é um nuimero inteiro qualquer e ay,, para todo n > 1, admite apenas
valores iguais a 0,1,2,3,4,5,6,7,8 € 9. Podemos dizer que ap representa a parte in-
teira do ntimero real e ;,, para todo n > 1, representa a parte decimal do ntimero

real. Valeremo-nos da seguinte notagao:

8Esta argumentacio é semelhante a realizada no teorema 1.
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&
101

Q2
102

n

+ 107

g, = @, X1 A2 ...y = Qg + +...+

as

. — _ a7 a a3 a4
Exemplo. Ags = o, X102030405 = g + Tof + 102 + 10° + Tof + 0

Disso tiramos duas consequéncias imediatas: a > a,, e a — a4, < ﬁ.
A partir dai, mostraremos que se um ntimero x é menor do que a (x < a), entdo
existe um namero natural n tal que x < a,,,.

De fato, podemos dizer que se x < a, entdo a—x é um ntmero positivo.

Tomando n tdo grande quanto queiramos, podemos dizer que:

1 —_
or <a-—x

Por conta das consequéncias imediatas na formacdo dos ntimeros

reais, temos que:

0=, < 75r <A—X

Podemos dizer que a—a,, < a—x,logo x < a,,. Utilizando esses fatos,

vamos demonstrar que a fungdo L : R}, — IR é sobrejetiva.

Dado um ntimero real b qualquer, precisamos achar um a de forma que
L(a) = b. Utilizaremos uma ideia de aproximacao para esse ntimero, construiremos
um ndmero real através da sua formagdo decimal. Queremos descobrir quais
sdo os inteiros ag, a1, ay,...,ay, ... para a construgdo do ntimero real a, que sera

disposto da forma:

a=uay)yax1y...y...

Sabemos que L(x) é ilimitada. Portanto, deve existir algum valor para
x que torne L(x) > b. Seja an, + 1 o primeiro nimero inteiro que faz L(x) > b, entdo
podemos dizer que L(ay,) < b < L(a,, + 1).

O ntimero inteiro ap que compde 0 nimero a = ag, &1, A2, ..., Ay, - ..
j& estd aproximado. Vamos, agora, encontrar o a;.

As légicas dedutivas para encontrarmos o @ e o ag sdo semelhantes.

Repare no desdobramento para a primeira casa decimal:

1 2 3 8 9
Aoy, Gay + 55,80y + 75,80 + 35/ F -+ - +r8ag + 15/ 0a0 T 19/ a0 T+ 1
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Da mesma forma, devem existir dois termos, acima, consecutivos,
1 1
que chamaremos de a,, e a,, + 15 tal que L(aq,) < b < L(a4, + 75). Lembremos que

Any, = Qp, 1—a0+10,0nde0<a1<9

Seguiremos com esta ideia e faremos 0 mesmo para a segunda casa
decimal e, assim, encontraremos o a,. Segue o desdobramento para a segunda

casa decimal:

1 2 3 8 9
Agy, Aq; + ﬁ/aal + W,aal + W,...,aal + ﬁ,aal + W’aal + m

Logo, devem existir dois termos, acima, consecutivos, que cha-

maremos de a,, e aaz + Lz tal que L(a,,) < b < L(aa, + 7). Lembremos que

102
Ag, = Qp, Q102 = Qg + 5+ 02, onde 0 < ap <9.

Seguindo esta ideia, somos capazes de formar um ntimero real a.

a=ao,a10y...0y —ao+101+102+ gt

Seguindo o mesmo procedimento, teremos para um n qualquer 4,,
e a,, + ﬁ tal que L(a,,) < b < L(an, + 10,1) Lembremos, mais uma vez, que
Ap, = A0, Q1A ... 0y = Qg + 5+ 102 +...+ W' onde 0 < a;,;, < 9. Isto vale para todo
n>0.

E bem aceitével afirmarmos que L(a) = b, pois caso nao fosse verdade
terfamos que L(a) < b ou L(a) > b.

Caso L(a) < b, entdo poderiamos arrumar algum x de forma que
L(a) < L(x) < b. Ja mostramos que entre quaisquer dois ntimeros reais é possivel
encontrar o logaritmo de algum outro ntiimero real.

Como a fungdo é crescente, isso implicaria que a < x, portanto, po-
deriamos arrumar um 7 tdo grande quanto quiséssemos e dizer que 75 < X —4a
oua+ 10,1 < x, porém ja vimos que a,, < a. Por conseguinte, seriamos capazes de

escrever a seguinte desigualdade:

1 1
aan+ﬁga+ﬁ<x
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Por transitividade, temos que a,, + % < x, mas, como a fungdo é

crescente, poderiamos dizer que:

b < L(a,, + #) < L(x)

Isso é um grande absurdo, pois supomos, inicialmente, que L(x) < b.
Esse absurdo surgiu justamente por tentarmos admitir que o valor de L(a) poderia
ser menor do que b.

Vejamos o que acontece se tentarmos admitir que L(a) > b, nesse caso
poderiamos arrumar um x de forma que b < L(x) < L(a) e, consequentemente,
teriamos que x < a4, uma vez que a fungao é crescente. Ja vimos, porém que se,
x<a,entdox <a,,a partir de um certo n.

Seria possivel dizer que L(x) < L(a,,) < b, uma vez que a fungédo é
crescente. Pela transitividade, terifamos que L(x) < b, o que nos d4 um absurdo,
pois x foi obtido de forma que b < L(x). Esse absurdo surgiu por admitirmos que
L(a) > b.

Vimos que L(a) > b e L(a) < b sdo ambos impossiveis, resta-nos

admitir que L(a) = b.

4.1.9 Consequéncia 7

Toda funcdo logaritmica L : R} — IR é uma correspondéncia

biunivoca ente R, e R.

O importante disso é que temos uma tdbua de cdlculos bem definida
para as operagdes com logaritmos. De costume, somos capazes de calcular L(a) e
encontrar b como resultado. Podemos ainda fazer o inverso, ou seja, sabendo que
o resultado é b somos capazes de, através de uma tabua de logaritmos, encontrar
o valor a que originou b. Lembremos que L(a) = b.

A fung¢do chamada de exponencial é a que nos dard a tdbua inversa

dos logaritmos.

4.1.10 Consequéncia 8

A base de um sistema de logaritmos.
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Dada uma fungdo L : R}, — R existe um tinico niimero a > 0 tal que
L(a) = 1. Chamamos este nimero de base do sistema de logaritmos de L.
Para que saibamos, de antemao, qual é a base de um sistema de

logaritmos, podemos indica-la através da seguinte notagéo:

L,(x) quer dizer o logaritmo de x calculado na base a

Como consequéncia, se L, e Ly, sdo fung¢des logaritmicas, entdo temos
que L;(a) =1 e Ly(b) = 1.

Por conta do teorema 1, podemos dizer que existe algum ¢ > 0 de
forma que L,(x) = c - Ly(x). Se fizermos x = b teremos que L,(b) = ¢ -1 e assim
conseguiremos escrever que L,(x) = L;(b) - Ly(x), para todo x > 0.

Chamamos de mudanga de base o procedimento anterior. Podemos
transformar uma fungdo logaritmica de base a em outra de base b, precisando
conhecer apenas o valor de L,(b) (o logaritmo de b calculado na base a).

As bases mais comuns sdo e = 2,71828... e 10. Em alguns casos, pode
ser que a fungdo L(x) ndo apareca indicando a base. Por convengdo, costuma-se

dizer que a base é igual a 10 quando a mesma nao esta explicita.
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4.2 Logaritmo natural

Estudaremos, nesta sec¢do, o logaritmo natural. Conheceremos um
sistema de logaritmos que utilizaremos para realizar cdlculos e resolver problemas

praticos.

4.2.1 Algumas defini¢des

Precisamos entender alguns conceitos que nos esclarecerdo a ideia de
logaritmo natural. Abaixo, veremos algumas defini¢des que nos ajudardo nessa

empreitada.

Defini¢ao: Dados dois niimeros reais positivos ag e a, , onde ag < a,.

Dizemos que a faixa da hipérbole, Hy", é uma regido do plano limitada pelas retas

X = ag, x = a,, pelo eixo das abscissas e pela hipérbole H = {(x, y);x > 0,y = 1}.

A faixa Hy! estd representada pela regido sombreada na figura acima.
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Seria interessante que conseguissemos calcular a drea da regido Hy.
Para isso dividiremos o intervalo H;" em um ntimero finito de intervalos justapos-
tos. Ap6s uma divisdo deste intervalo em n partes, teremos os intervalos [ag, 41],
[a1,a2], [az,a5), . .., [an-1, 4]

Podemos aproximar a area da regido H;" por retangulos. Consegui-
remos isso, pegando cada um dos intervalos [4;, 2;+1], onde i é um ntimero inteiro
tal que 0 < i < n, e multiplicando ﬁ pela diferenga entre os valores dos extremos
do intervalo em questao.

A 4rea do retangulo, que tem como base o intervalo [4;,a;41] e altura
ﬁ, pode ser dada pela seguinte expressao:

@i1 — ) - o

Diremos que o retangulo acima estd inscrito na faixa Hy" e que o
conjunto desses retangulos inscritos forma um poligono, que chamaremos de
poligono retangular inscrito na faixa Hy!. A area do poligono retangular inscrito

pode ser calculada pela expresséo:

n—1

Z(aiﬂ - a;)- al

=0 i+1

Uma premissa importante é sobre o refinamento deste resultado.
Quanto maior for o valor de n, mais refinado serd o resultado para a 4rea do
poligono retangular inscrito. Com mais intervalos, conseguimos diminuir o erro
existente no célculo. Isso se torna bem evidente se dividirmos um intervalo
qualquer ao meio.

A ideia pode ser expandida para todo o poligono retangular. Logo
podemos dividir todos os intervalos ao meio e conseguir um valor superior ao
que ja tinhamos anteriormente para a drea do poligono retangular inscrito.

Para que a premissa mencionada seja vélida, precisamos prova-la. A
prova deste fato é bem simples. Basta que realizemos os calculos de ambas as

areas.

9Fica subentendido que, em um intervalo [4;, a;41], temos ap < a; < a;41 < ay,
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Queremos provar que a area do retingulo que tem como base o
intervalo [a;,a;41] e altura ﬁ, é menor do que a soma das dreas dos retangulos
1

formados pela divisdao deste intervalo ao meio, ou seja, da area do retangulo, cuja

_2
ajtajq
ai+ai+1 1

base é o intervalo [*5™*,a;;1] e altura e
1

Embora os célculos sejam bem simples, a prova pode ser intuitiva.

aitai

base € o intervalo [a;, =] e altura , somada com a area do retangulo, cuja

As figuras seguintes poderdo ser mais esclarecedoras.

_ 1
a a
2

ara,,

1 ol
ar-l q%!
o B

g a Bt u & ara,, 4,
Figura 1 Figura 2

As imagens acima, ddo-nos uma "prova" visual. Podemos ver clara-
mente que a drea da figura 2 é maior do que a 4rea da figura 1. As figuras 1 e 2

dispensam os resultados algébricos.

z

Definigdo: Diremos que a drea da faixa H;" é o numero real, cujas

aproximagdes, por falta, sdo as dreas dos poligonos retangulares inscritos em Hj".

Podemos pensar que, se tivermos A = drea da faixa Hj,!, entdo pode-
remos dizer que, dado qualquer ntimero real a < A, existe um poligono retangular

P, inscrito em HZg, talquea < dreade P < A.
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422 O In(a)

Definicao: O logaritmo natural de a é o nimero real dado pela 4rea da

faixa HY se a > 1 ou pelo ntimero real simétrico a drea da faixa H; caso0 <a < 1.

Sabemos que, por conta da consequéncia 1, o valor de L(1) indepen-
dente de sua base é igual a 0. Este fato se confirma com relagdo a defini¢do dada
pela drea, uma vez que, se 2 = 1, ndo existe area a ser calculada. Diremos entdo

1_
que H; = 0.

A seguir, podemos ver uma figura que representa o In(a).

25

) \ f(x)=1

x=1 X=a

05

Para que esta definigao faga sentido, precisamos mostrar que a fungéo

estd bem definida e representa, de fato, uma fungao logaritmica.

4.2.3 Calculo do In(a)

Fazer o cédlculo da 4rea de uma regido desconhecida pode, por ve-
zes, ser dificil, porém adotaremos a técnica de aproximagdo mencionada ante-
riormente. A partir dos poligonos retangulares inscritos, seremos capazes de
aproximar o valor do In(a), por falta, tanto quanto desejarmos.

A drea ndo sombreada, embora faca parte da drea que queremos,
nao faz parte do nosso calculo. A diferenca que essa drea ird produzir no nosso

resultado é dada como um valor de erro.



CAPITULO 4. LOGARITMOS 30

No exemplo, a seguir, temos um calculo para [n(3) aproximado por
falta. O valor aproximado pela calculadora para In(3) é 1,09861, logo, se compa-
rarmos o nosso resultado (1,01935) com o valor dado pela calculadora, teremos um
erro de 0,07926 aproximadamente. Este erro pode ser considerado bem pequeno,

uma vez que utilizamos apenas oito intervalos.

Aren SLTMUNVOWPZOA RB, DCA » 1.01835

%

4.2.4 Consequéncia da aproximacao para In(a)

Temos uma consequéncia bem curiosa para o cdlculo das dreas dos po-
ligonos retangulares inscritos. Dado um intervalo [, b], a drea HE calculada neste

10

intervalo, conforme vimos na subsecdo anterior", é igual a drea Hg’]: calculada no

intervalo [a -k, b - k]. Vejamos a demonstragdo para isto:
e HU=(-a) - fb)=(b-a)- 1 =1-14
o H'X=(b-k—a-k)-fb-k)=(b-k-a-k) - gx=1-1%

Logo, mostramos que vale a igualdade H? = H s,’; Fizemos a demons-

tragdo para a aproximacao da 4rea por falta.

10A 4rea estd sendo aproximada por falta. O célculo leva em conta os poligonos

retangulares inscritos.
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4.2.5 A definicao para In(a) é boa?

Ainda nao provamos que a nossa definigdo para logaritmos naturais
seja boa, porém podemos mostrar, com facilidade, que o nosso logaritmo estd bem
definido. Para mostrar que a nossa defini¢do para In(x) é boa, temos de garantir
as duas propriedades que caracterizam um logaritmo.

Primeiro vamos mostrar que a nossa funcao In(x) é crescente. Esta
parte ndo exige uma demonstragdo formal, uma vez que é bem intuitiva.

A nossa fungdo é claramente crescente e sua aceitacdo bem simples,
pela prépria construcdo. Temos dois casos:

No caso onde a > 1 podemos ver que quanto maior for o valor de a,
maior serd a drea da faixa H] que encontraremos e portanto maior serd o In(a).

No caso onde 0 < a < 1 é o contrario. Quanto menor o valor de
a, maior serd a area da faixa H% No entanto, quando temos 0 < a < 1, entdo
In(a) é igual ao ntimero real simétrico ao valor da drea. Assim fica satisfeita a
propriedade 1.

Ja a propriedade 2 ndo é tdo 6bvia. Para garanti-la, precisaremos
mostrar que In(a - b) = In(a) + In(b).

Vamos analisar o que significa In(a - b). De acordo com a nossa defini-
¢do para In(x), o que queremos calcular é H”ll‘b . Para calcular a area correspondente
a esta faixa, utilizaremos uma separacdo de intervalos, que seré feita da seguinte
forma:

H?* = H? + HY?

Vimos, anteriormente, que a igualdade HZ = Hs:]’: é valida, entdo,

podemos concluir que Hi’ = Hi’jZ = H%?. Assim, temos:

b _ b _ b
HY{” = H{ + H;” = H] + H]

Nesse ponto, o que mostramos é que o cdlculo feito, para os poligonos
retangulares inscritos, cumpre a propriedade 2 perfeitamente. Como podemos
aproximar, o quanto quisermos, a drea de uma faixa por poligonos retangulares

inscritos, isso implica que o mesmo vale para a drea de uma faixa qualquer.!!

1A demonstracéo foi feita para a > 1, mas a demonstragdo para 0 < a < 1 é andloga.
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Podemos escrever que, se H‘{'b =H+ Hi’ entdo In(a - b) = In(a) + In(b).
Por fim, podemos dizer que a segunda propriedade também é satis-

feita e, desta forma, temos que o nosso logaritmo natural estd bem definido.

4.3 O numeroce

Para o logaritmo natural, temos uma base especial que chamare-
mos de e. Este nimero é irracional e sua aproximacgdo com 10 casas decimais é
2,7182818284. Este nimero é a base do logaritmo natural In(x), onde In : R}, — R.
Assim temos que In(e) = 1.

Veremos, a seguir, de onde surge o nimero e e como podemos mostrar

isso através do que estudamos anteriormente.

4.3.1 De onde vem o numero ¢?

O ntmero e surge da expressao

n
lim (1 + 1)

n—+00 n

Lé-se o limite da expressao, quando n tende ao infinito positivo. Esta
expressdo pode ser explicada sem mesmo precisarmos ver formalmente o conceito
de limite. A ideia é calcular o valor da expressao (1 + %)“ para um 7 cada vez

maior.
e Para n=1 temos (1 + %)1 =2
e Para n=2 temos (1 + %)2 =2,25

e Para n=12 temos (1 + 11—2)12 = 2,6130352902 (valor aproximado em 10 casas

decimais)

Quanto maior for o niimero n mais perto de e = 2,7182818284 (valor

truncado na décima casa decimal) estard o resultado da expressao.
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4.3.2 De onde vem a expressao que da o valor de e?

Ja vimos que o ntimero ¢ é dado por uma aproximagao a qual chama-
mos de limite. O que queremos ver agora é de onde surge esta expressdo. Com o
que estudamos, até aqui, consideraremos duas ilustra¢des que, praticamente, nos

mostrardo esta expressdo. Veja, a seguir, a primeira ilustragado:

A

19

—

0 1+X

Na ilustragdo acima, temos que —1 < x < 0, portanto 1 + x < 1. Note
que a curva representa a fungdo f(x) = 1, onde f : R, — R:,.

Dados os pontos A = (1 + x, 11Tx) e B=(1, ﬁ), é facil ver que a area
composta pelo retangulo, cujos vértices sdo os pontos A, B, (1, 0) e (1+x, 0), é maior
do que a drea da faixa H;,_. Do mesmo modo, a drea da faixa Hj,  é maior do que
a area formada pelo retangulo cujos vértices sao os pontos (1,1), (1,0), (1 +x,0) e
(1+x,1).

Lembremos que, se 0 < x < 1, entdo H}C = —In(x). Fazendo o célculo

das areas, temos, respectivamente:
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Areal
Base: 1-(14+x)=1-1-x=—x
Altura: f(1+x) = ﬁ

Area: base - altura = —x - ﬁ = £
Area 2

HLX =-In(1+x),noteque 1 +x < 1.
Area 3

Base: 1-(1+x)=1-1-x=—-x
Altura: f(1) = % =1

Area: base - altura= —x-1 = —x

Somos capazes de escrever a seguinte desigualdade:

1+x

>—=In(1+x)>—x

34

Dividiremos toda a desigualdade por —x sem alteréd-la, uma vez que

—x é positivo. Assim, teremos:

—X

T g —In(1+x) S X
-x —x -X
1 S In(1 + x) o1
1+x X
1
= > @ +2)7) > 1

Fazendo x = 1, observamos a seguinte desigualdade:

1
1+E

>ln((1+%)n)>1

Podemos tomar n tdo grande quanto quisermos. Para isso, somos

obrigados a escrever:

1
Iim —— >

n—+oo 1 + = n—+o0o
n

1 n
lim ln((1+a) )> Iim 1
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Claramente temos que o primeiro limite tende a 1, pois % tendeaOe
portanto ﬁ tende a 1. O dltimo limite é trivial, pois ndo temos 7 na expressao.
Entdo, a propria expressao é o resultado do limite.

Concluimos que o limite de In((1 + %)") também devera ser igual a 1.
Ao aproximar ¢ = (1 + 1)" para um n grande, temos In(e) = 1.

Repare que passamos da desigualdade para a desigualdade dos limi-
tes. Isto pode ser feito, pois o teorema do confronto, narrado a seguir, garante tal

passagem.

Teorema do confronto: Sejam f(x),g(x) e h(x) fungdes reais contidas
em um dominio D C IR, seja 2 um ponto deste dominio tal que f(x) > g(x) > h(x)

e seja

lim f(x) = imh(x) = ¢

entdo temos que:

lim g(x) =t
X—a g( )

Esse teorema ndo é o tema do nosso trabalho, portanto, ndo sera
demonstrado, porém pode-se ver sua demonstragdo no livro de Analise Real do

professor Elon Lages Lima.

Na ilustragdo, a seguir, temos que x > 0 e portanto 1 + x > 1.
Note que a curva representa a fungdo f(x) = 1, onde f : R} — Rj.
1

Dados os pontos A = (1 +x, 1.5

) e B=(1 + x, 1), é facil ver que a 4rea
composta pelo retdngulo, cujos vértices sdo os pontos (1,1), B, (1 + x,0) e (1,0),

¢ maior do que a drea da faixa H}” . Do mesmo modo, a 4rea da faixa H%” é

1

maior do que a drea formada pelo retangulo cujos vértices sdo os pontos (1, 133),

A, (1+x,0)e(1,0).
Lembremos que, se x > 1, entdo H’l‘ = In(x). Fazendo o célculo das

areas, temos, respectivamente:
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0 14X

Area 1
Base: 1+x—-1=x
Altura: f(1) = % =1

Area: base -altura=x-1=x

Area 2
H}” =In(l +x),noteque 1 +x > 1.

Area 3
Base: 1+x—-1=x
Altura: f(1+x) = %

X
Area: . . L - _x
Area: base - altura=x- 7= = 713

Somos capazes de escrever a seguinte desigualdade:

X
>In(l+x)> ——
x> In(l +x) 1+x

36
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Dividiremos toda a desigualdade por x sem alteréd-la, uma vez que x

é positivo. Com isso temos que:

1 X
S n(l + x) e

X X
ln(1+x)> 1

X 1+x
1> In((1 +x)7) >

_ =R R

>

1+x

Fazendo x = 1 teremos a desigualdade:

n
1>ln((1+1))> 1
n 1+1

Podemos tomar n tdo grande quanto quisermos. Para isso somos

obrigados a escrever:

Jim 1> tim (14 1)) > e
n
Claramente, temos que o terceiro limite tende a 1, pois 1 tende a O e,
entao, ﬁ tende a 1. O primeiro limite é trivial pois ndo temos n na expressao,
entdo a propria expressdo é o resultado do limite.
Concluimos que o limite de In((1 + %)”) também deverad ser igual a 1.

Ao aproximar e = (1 + %)“ para um n grande, temos In(e) = 1.

4.4 O grafico da funcao L(x)

Nesta se¢do, veremos como é o formato do grafico da funcdo L(x).
Trataremos do grafico em que a fungdo L(x) é crescente, isto é, a base é maior do
que 1. As ideias, que seguirdo, também se aplicam se tratarmos a func¢do L(x)
como decrescente. Neste caso, a base serd um ntmero real entre O e 1.

O gréfico da fungdo L(x) encontra-se a seguir.
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Vamos analisar algumas premissas que indicardo se o grafico acima

poderia representar uma fungao logaritmica.

A funcdo L(x) é crescente

Olhando o grafico podemos ter a certeza de que a funcdo L(x) é
crescente. Além disso, podemos notar que a mesma estd definida de forma que
L:R; — R

A reta x = 0 é uma assintota vertical e todo o gréfico estd construido
a direita desta.

Podemos notar que algumas referéncias também estdo presentes no
grafico, por exemplo, L(1) = 0. Além do ponto (1, 0) pertencer ao grafico podemos

ver que para os valores de x < 1 temos f(x) < 0 e quando x > 1 temos f(x) > 0.

A funcdo L(x) apresenta um crescimento lento
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E fato que uma funcdo logaritmica sempre apresentara um cresci-
mento lento a longo prazo, uma vez que um sistema de logaritmos tem a caracte-
ristica de transformar uma multiplicagdo em uma soma.

Dado um a > 1 podemos'? dizer que, para um n suficientemente
grande, teremos que 4" > n -a. Isso implica em dizer que para, um n grande,
teremos a" > n-a > L(a") = n - L(a).

A ideia, acima, nos diz que a partir de um determinado momento, x
se tornard muito maior do que L(x), e a cada incremento em x maior ainda sera
essa diferenca.

A partir de um 7 grande a inclina¢do da curva serd inferior a 45°, e
como L(x) tende a ser muito menor do que x, esta inclinagdo tende a diminuir
cada vez mais. O gréfico é capaz de nos mostrar isso.

Podemos concluir que ndo hd nada que impega o grafico acima de

representar uma funcio logaritmica'®.

12 A demonstragdo para este fato serd omitida, mas pode ser realizada através de indugdo
finita.

3 N&o podemos ver um gréfico e garantir que este representa uma fungio logaritmica,
para isso precisariamos conhecer todos os seus infinitos pontos. Essa analise é ttil para

garantirmos que um determinado gréfico ndo possa representar uma fungéo logaritmica



Capitulo 5

Func¢oOes exponenciais

Falaremos, neste capitulo, de uma funcao que é essencial para traba-
lharmos com os logaritmos. Trata-se da fungdo exponencial.

As fungdes exponenciais, além de aparecerem mais facilmente nos
problemas, sdo inversas as fung¢des logaritmicas. Por conta de sua importancia,

temos de conhecé-las um pouco mais.

5.1 Caracterizacao da func¢ao do tipo exponencial

Para cada b e t reais, suponhamos dado um niamero f(b,t) > 0 com as
seguintes propriedades:

1)f(b, t) depende linearmente de b e é mondtona injetiva em relacado a t;

2)f(b,s +1t) = f(f(bs), ).
Entdo, pondo a = f(1,1), tem-se f(b,t) = b -a'

Por conseguinte, temos que

fk-bh)=k-b-a' =k-(b-a')=k- f(b,t)

40
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Esta forma de caracterizar uma fungdo exponencial talvez parega um
pouco estranha, mas néo é de dificil entendimento.

Suponha que f seja o tempo transcorrido, entdo, quando calculamos
f(b,0), temos como retorno o valor b que é o valor inicial da fungdo no instante
t=0.

Em uma funcdo do tipo exponencial, se comecarmos com um valor
inicial (no caso b) e deixamos transcorrer o tempo s + t é 0 mesmo que comegar
com um valor inicial f(b,s) e deixar transcorrer o tempo ¢, ou seja, aplicar o valor
inicial b e deixar transcorrer o tempo s e, em seguida, deixar transcorrer o tempo
t é o mesmo que aplicar o valor inicial b a um tempo s + ¢.

Esta segunda carcteristica nos dard pistas importantes para que con-
sigamos resolver problemas mais adiante. Sempre que observarmos estas caracte-
risticas em um problema, ele tratard de fun¢des exponenciais e, por conseguinte,

de logaritmos.

5.2 A funcdo exponencial

Existe uma leve diferenga entre a fun¢do do tipo exponencial e a
fungdo exponencial. Embora ambas tenham caracteristicas semelhantes, a fun¢ao

exponencial ndo tem o valor inicial b.

5.2.1 Caracterizacao da fun¢ao exponencial

Seja 2 um ntmero real positivo diferente de 1, a fun¢do exponencial
de base g, f : R — IR}, indicada pela notagdo f(x) = a*, deve ser definida de
modo a ter as seguintes propriedades, para quaisquer x, y € R:
1)x<y=a*<a¥quandoa>1le
x<y=a¥<a*quando0<a<1.

2) al =g;

3)a*-a¥ = a*ty.
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As fungdes exponenciais apresentam um crescimento muito rapido

quando a > 1, ou um decrescimento muito rdpido quando 0 <a < 1.

5.3 A funcao exponencial é a inversa da funcao

logaritmica

Ja vimos que uma das maneiras de definir uma fungdo logaritmica é
através da inversa de uma func¢do exponencial. Poderemos notar, a partir disso,
que as propriedades de ambas as fungdes sdo respeitadas se assim a definirmos.

Seja 2 um ntimero real maior do que zero e diferente de 1, podemos dizer que:

Li(x) =y a’=x.
Vejamos que as propriedades de ambas as fungdes sio equivalentes.!
Vamos mostrar todas as equivaléncias em duas partes:
Equivaléncia 1: f(y) = a¥ é crescente & L,(x) é crescente

Parte 1: f(x) é crescente = L,(x) é crescente

y1 <y2 = a’t <a¥?

N1<y2=x1<x2 6.1)
Temos ainda que:
n<iyx2= La(x1) < La(x2) (5.2)

Sabemos que a fungdo f(y) é crescente. Por isso hd a implicagdo 5.1.
Note que x = f(y) e y = L,(x), isso surge da defini¢do e nos garante a validade da

implicagao 5.2.

Foi utilizado a > 1 para mostrar as equivaléncias entre as fungdes logaritmicas e
exponencias. Continuaremos utilizando a definicdo 1 para a funcdo logaritmica, que
é caracterizada por duas propriedades (uma delas onde a fungdo é crescente e nesse
caso precisamos que a4 > 1 obrigatoriamente). Isso ndo impede que a demonstracéo seja

realizada para 0 < a < 1, mas deve-se utilizar o fato da funcdo logaritmica ser decrescente.
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Parte 2: f(x) é crescente < L,(x) é crescente
X1 <xp = Ly(xq) < Ly(xp)
X1<x2 =11 <) (5.3)
Temos ainda que:
X1 <xp = a¥t <a¥? (5.4)

A implicagdo 5.3 decorre da fungdo L,(x) ser crescente. Novamente,
por conta da defini¢do, temos que x = f(y) e y = L,(x) e isto valida a implicacdo
5.4.

Equivaléncia2: ' =a © L,(a) = 1
Parte1: ' =a = L,(a) =1

1

a =a
La(@") = La(a) (5.5)
L,@a') =1 por defini¢do (5.6)

De 5.5 e 5.6 temos que L,(a) = 1.

Parte2: ' =a = L,(a) =1
L,(a) =1
a=a por defini¢do (5.7)

A igualdade 5.7 surge da prépria definicdo e apresenta-se de forma

bem clara.

Equivaléncia 3: a¥1 - a¥2 = a'*¥2 & L,(x1 - x2) = La(x1) + La(x2)
Parte 1: a¥%1 - a¥%2 = a'*"V2 = L[,(x1 - x2) = La(x1) + La(x2)

a¥t . g¥2 = gtz

Lo(a¥ - a%) = Lo(a”'*%?) (5.8)
L") = y1+y,  por defini¢do (5.9)
Y1+ Y2 = La(x1) + La(x2) (5.10)

De 5.8, 5.9 e 5.10 temos que L,(a¥' - a¥?) = L,;(x1) + La(x2). Sabemos

ainda que L,(a¥! - a¥?) = Ly(x1 - x2), portanto L,(x1 - x2) = Ls(x1) + La(x2).
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Parte 2: a¥%1 - a¥%2 = a'""V2 & L,(xq - x2) = Ly(x1) + La(x2)

Lo(x1 - x2) = La(x1) + La(x2)
Ly(a¥t - a¥%?) = Ly(a¥") + L,(a%?) (5.11)
L,(a¥") + Ly(a”?) = y1 + 2 por defini¢do (5.12)

De 5.11 e 5.12 temos que L,(a¥* -a¥2) = y1 + y>. Por defini¢do podemos
dizer que a¥! - a¥2 = g¥1*¥2,

Em todos os casos anteriores, a definicdo dada para a fungédo lo-
garitmica, como sendo a inversa da fun¢do exponencial, foi fundamental para
demonstrar que, ao partirmos das propriedades de uma das fung¢des, somos capa-
zes de chegar nas propriedades da fung¢do inversa da qual partimos. Certamente
teriamos problemas para demonstrar tal fato caso a definicdo dada ndo fosse

vélida.

5.4 Conveniéncia

A aplicagdo de fungdo logaritmica nem sempre é muito simples.
Antes de aplica-la, precisamos reconhecer maneiras para utilizarmos, de forma

conveniente, as fung¢des logaritmicas.

5.4.1 Resolvendo uma equac¢ao exponencial

Podemos utilizar logaritmos para resolver uma equagdo exponencial.
O logaritmo, através de suas propriedades, é capaz de minimizar o problema de
um expoente que venha a nos atrapalhar.

E importante lembrarmos que a maioria das equagdes exponencias,
oritindas de problemas reais, tém resultados irracionais. Fazer o calculo por
aproximacao do resultado de uma equagdo pode ser muito trabalhoso, mas fazer
este mesmo célculo por aproximagao para vérias equagdes pode ser ainda pior.

Neste ponto, os logaritmos nos facilitam. O que precisamos é co-

nhecer uma tabela para eles. Essa tabela pode vir por calculos de equagdes
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exponenciais ou através de definigdes como a que foi dada no capitulo 4 para a
fungdo In(x), porém o mais importante é que os calculos s6 precisardo ser feitos
uma vez.

Abaixo, podemos ver como nos livramos de um expoente indesejado:

3 =8
In(3%) = In(8)

x - In(3) = In(8)
In(8)
In(3)
_ 2,07944
" 1,09861
1,89279

X =

=
IR

Para resolver a equagdo exponencial acima, tivemos de utilizar uma
das consequéncias provenientes das propriedades que caracterizam um sistema
de logaritmos, o valor de In(8) e o valor de In(3).

A ideia para resolver o problema foi simples. Ao aplicarmos o lo-
garitmo natural de ambos os lados, mantivemos a igualdade e nos livramos do
problema, que era o x como expoente do 3.

Qualquer tipo de problema que recaia em uma equagao exponencial,

como esta, pode ser resolvido através do procedimento acima.

5.4.2 Transformacdo de progressdes geométricas em pro-

gressdes aritméticas

Podemos utilizar os logaritmos para sair de um conjunto de dados
e chegar em outro, como, transformar uma progressao geométrica em uma pro-
gressao aritmeética.

Vejamos a seguir uma tabela informativa que nos mostra a relagado

entre a pressdo sonora (Pa) e o nivel sonoro (dB) em decibel.?

2CRISTOFARO-SILVA, Thais ; YEHIA, Hani Camille . Sonoridade em Artes,
Satide e Tecnologia. Belo Horizonte: Faculdade de Letras, 2009. Disponivel em
http://fonologia.org. ISBN 978-85-7758-135-1.
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Limiar da dor
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0,2 80 dB
Rua r

BN 70 dB
N N Conversa

0,02y mmm 60dB
I  Sala de estar com musica ou televisao

. oo™ volume reduzido
. o, e

Escritorio silencioso

0,002 I BN 40 dB
Bl Quarto

T 2ol ' A

cong

I 30 dB
I mm  Estudio de gravacdo

0,0002 20 dB

BN o000 de radiodifusio
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Imagem obtida no site:

Existe uma relagdo entre Pa e dB. Queremos descobrir esta relacéo e,
a partir disso, montar uma funcéo entre Pa e dB, uma vez que as medic¢des sdo
feitas em Pa e interpretadas em dB.

Repare que as marcagdes em Pa estdo sempre multiplicadas por 10 e
as relagdes em dB estdo sempre somadas em 20, ou seja, temos uma progressao
geométrica que é transformada em uma progressdo aritmética (caracteristica de
um logaritmo).

Vamos escrever uma relagdo para Pa e uma relagdo para dB utilizando
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um mesmo parametro f, conforme abaixo:
Pa(t) =2-10" (5.13)

dB(t) = 20t + 100 (5.14)

Facamos P(t) = x e dB(t) = y, e isolemos o t em cada caso. Teremos:

x =2-10
In(x) = In(2 - 10%)
In(x) = In(2) + In(10")
In(x) = In(2) + ¢ - In(10)
In(x) — In(2) = t-In(10)
ln(g) = t-1n(10)

ln(%)
nicy = ! (5.15)
y = 20t + 100
y —100 = 20t
100
4 o =t (5.16)

Desta maneira, transformamos a equacado 5.13 na equacdo 5.15 e
a equagdo 5.14 na equagdo 5.16. Vamos igualar a equagdo 5.16 a equagdo 5.15.

Temos entéo:

y=100 _ In(3)

20 In(10)
ln(%)
y—100 = 20- n(10)
ln(g)
y=20- (o) +100 (5.17)

Para montarmos a nossa fungdo, colocaremos y em fungao de x.
Assim basta dizer que y = f(x). Também precisamos definir o dominio e o contra-
dominio da fungéo f.
Desta forma, a fungdo que procuramos possui dois conjuntos (A e B),
onde f : A — B.
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Embora possamos definir A = R} e B = R, ndo é nosso interesse
tomar conjuntos tdo grandes. Queremos apenas uma correspondéncia entre os
conjuntos que nos interessam, ou seja, queremos criar uma correspondéncia entre
o conjunto de dados da pressao sonora e dos decibéis audiveis ao ser humano.

Sabemos, de antemdo, que o conjunto B = {y € R|0 < y < 130}, logo
temos a possibilidade de fazer o cdlculo para os valores dos extremos do intervalo
real que definira o conjunto A.

O extremo inferior do conjunto A ja é nosso conhecido e vale 2 - 107°.
Agora basta encontrarmos o extremo superior do conjunto A. Sabemos que, dado
um valor para x € A, seu correspondente y € B é 130 (valor extremo do conjunto
B). Ao substituirmos y por 130 na equacdo 5.17 teremos o valor de x, que é o

extremo superior do conjunto A. Vejamos:

y =20 0 +100
ln(’z—‘)
130 = 20 - 0 +100
ln(’z—‘)
130 — 100 = 20 - 10y
ln(’z—‘)
30 =20- In(10)
30-In(10) ln(z)
20  \2
3 X
In(10)3 = 1n(§)

10)? =
20- V10

2 ONIR

A fungao que transforma a escala de pressdo sonora em decibéis é
dada por:
f:A—B
fo(x):ZO-%+1OO
Onde o conjunto A = {x € R2-107° < x < 20V10} e o conjunto
B={f(x) =y €R|0 <y <130}
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Esta funcdo nos permite pegar os dados medidos como pressao so-
nora (Pa) (representados pelo conjunto A) e converté-los em decibel (dB) (repre-
sentados pelo conjunto B).

Através desta funcdo é mais facil analisar os dados pretendidos, uma

vez que a andlise é feita na escala decibel.

5.5 Aplicacao

Veremos, agora, alguns problemas e suas solugdes como forma de

aplicagao.

5.5.1 O problema do santo suddrio de Turim

Antes de apresentar o problema, precisamos entender o significado
do teste do carbono-14 ou C!.

Alguns materiais, principalmente os organicos ou provenientes deles,
possuem uma certa quantidade radiativa de C'*. Como exemplo desses materiais
temos a madeira, tecidos, 0ssos, etc.

Sabe-se que a quantidade de C!* cai pela metade ap6s passados 5730
anos. Se um determinado material tem 5kg de C'4, ap6s 5730 anos ele tera 2,5kg

de C! e assim por diante. Dizemos que 5730 anos é a meia-vida do C'4.

[PROBLEMA]  Em 1357, teria aparecido, na Franga, um tecido que
envolveu Jesus Cristo ap6s sua morte. Esse tecido ficou conhecido como santo
suddrio.

Os sudérios eram tecidos utilizados para envolver o corpo de uma
pessoa apds a sua morte. Em 1578, esse tecido foi levado a catedral de Turim, na
Itlia, e 14 permanece até hoje. Alguns textos falam da presenca dessa reliquia em
Jerusalém no ano 640 d.C. e, no ano 1150 d.C., em Constantinopla.

No ano 1988 d.C., o santo sudério foi datado através do teste de C1*

constatando-se que o tecido teria cerca de 0,9154800 vezes (aproximadamente) a



CAPITULO 5. FUNCOES EXPONENCIAIS 50

quantidade de C'* de um tecido feito do mesmo material no ano de 1988. Sendo

assim, serd mesmo que o tecido teria sido fabricado na época de Jesus Cristo?

[SOLUCAO]  Repare que neste problema temos um dado muito
importante que é a meia-vida do C!4, pois a quantidade de C'* sempre reduz pela
metade ap6s 5730 anos. Como a quantidade sempre cai pela metade ap6s passado
o mesmo periodo de tempo, devemos ser capazes de criar uma fungdo f(b, t) de
forma que b seja a quantidade inicial de C'* e t o tempo decorrido.

Dada uma quantidade inicial b de C'* e passado o tempo s + ¢, 0
descrescimento radiativo serd o mesmo, caso essa quantidade inicial b de C'* seja
submetida a um intervalo de tempo s e, ap6s decorrido o tempo s, a nova matéria
ja decaida seja submetida a um tempo t. Dai f(b,s + t) = f(f(b,s), t).

Algumas pessoas ainda podem confundir a funcdo exponencial coma
func¢do afim. O que ird diferenciar as duas é que, neste caso, a meia-vida indica que
a cada 5730 anos a quantidade cai pela metade sempre, logo temos de multiplicar
a quantidade anterior por 0,5. Caso a fungdo fosse afim, a quantidade reduziria
0,5 a cada 5730 anos e teriamos de subtrair 0,5 da quantidade anterior.

Por fim, temos caracterizada uma fung¢do do tipo exponencial, f(b, t) =
b-a' onde a = f(1,1). Diremos que a quantidade inicial é b e que t = 5730 é o

tempo da meia-vida, ou seja, quando t = 5730 f(b, t) = % Vejamos:

f(6,5730) = b-a>" = g
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Podemos utilizar a manipulagdo, neste momento, para encontrar o

valor de g, a saber:

b
5730 _ 0
b-a >
b
5730 _
W
25730 = -1

In(@)>* = @™

5730 - In(a) = =1 - In(2)
_—1-In2)
In(@) = —5735
@y = ~L06931471
- 5730
In(a) = —0,0001209681
(1@ — ,~0,0001209681

a = 0,999879039

Sabemos que a nossa fun¢do pode ser descrita por f(b,t) = b -
0,999879039!, assim, ap6s passado um determinado tempo ¢ a fungdo f(b, t) nos
retorna a quantidade de C' de uma matéria que tinha sua quantidade inicial igual
ab.

No caso do santo suddrio, sabemos que a quantidade de C™, em 1988,
era de 0,9154800 vezes em relagdo ao tecido original. Para saber a idade do santo
suddrio, basta fazer f(b,t) = 0,9154800 - b. Dai temos,

f(b,t) = b-0,999879039"
0,9154800 - b = b - 0,999879039"
1n(0,9154800) = In(0,999879039")

In(0,9154800) = t - In(0,999879039)
In(0,9154800)

1n(0,999879039)
730 = ¢

O tempo que se passou foi cerca de 730 anos, aproximadamente,
e /neste caso, o tecido seria datado de 1258 d.C. (1988 — 730), o que tornaria

impossivel a utilizagdo desse tecido por Jesus Cristo.
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Controvérsias a parte, a Igreja continua afirmando que o tecido é de
fato o utilizado por Cristo. A polémica, em relagdo ao teste, tem outras varidveis
como as restauragdes que o tecido haveria sofrido no século XIII e, até mesmo,
um incéndio que teria danificado parte do tecido. Ambos os fatos poderiam ter

contribuido para que o teste sofresse alteragdes.

5.5.2 A boca e os germes

[PROBLEMA] A boca dos seres humanos tem cerca de 1.000 a
100.000 germes por dente, quando saudavel. Além disso, mais de 700 espécies de
germes sdo encontrados em nossas bocas.

Suponha que um cidaddo tenha cerca de 40000 germes por dente,
ap6s a sua escovagdo, e que a taxa de crescimento populacional desses germes
seja de 1,3 por hora. Apds quanto tempo, sem escovar os dentes, esta pessoa

estard fora dos padrdes de satde bucal?

[SOLUCAO]  Novamente, temos neste problema alguns dados
interessantes, como o crescimento populacional que se da a cada hora a uma taxa
de 1,3.

Sabemos que, se um cidaddo tem uma quantidade b de germes na
boca e que, passado um tempo ¢, esses germes se multiplicam, isto é, existe uma
fungdo f(b,t) onde b e t norteiam a populacdo de germes, ap6s um determinado
instante f e uma quantidade inicial b de germes.

E facil observar que, dada uma quantidade inicial b de germes, e
passadas s horas, a quantidade de germes serd dada por f(b,s). Tomando essa
quantidade f(b, s) e deixando-a por mais ¢ horas na boca, o total de germes sera
0 mesmo que se vocé deixasse a quantidade inicial b de germes por durante s + ¢
horas. Assim temos que f((b,s),t) = f(b,s + ).

A taxa de 1,3 significa que, para saber a quantidade de germes, atu-
almente, devemos pegar a quantidade de germes na hora anterior e multiplicar
por 1,3. Este tipo de taxa de crescimento também nos d4 uma ideia de progressao
geométrica. Ela estd diretamente ligada as fung¢des do tipo exponencial.

Podemos montar uma fungdo do tipo f(b,t) = b-a'. Nesse caso,

sabemos que a = 1,3 que é a nossa taxa de crescimento, b = 40000 que é a nossa
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quantidade inicial de germes e t é o tempo que queremos descobrir. Teremos,
entdo, a funcdo dada por f(b, t) = () = 40000 - 1, 3.
O que queremos saber é o menor valor de ¢ para que a funcdo ¢(t)

ultrapasse os 100000 germes, que nao deixardo mais a boca saudavel. Segue que:

o(t) > 100000

40000 -1,3' > 100000
100000
t
1.3 > 5000
1,3t > 2,5

In(1,3" > In(2,5)
t-In(1,3) > In(2,5)
In(2,5)

In(1,3)
t > 3,5

t>

Concluimos que, aproximadamente, ap6s 3,5 horas ou 3 horas e 30
minutos, esse cidaddo precisard fazer nova higiene bucal para que seus dentes
continuem dentro dos padrdes aceitaveis.

Obviamente ninguém medird a populagdo de germes de sua boca
para saber a hora em que deverd escovar os dentes, mas este problema nos mostra
que, em pouco tempo, os germes se multiplicam absurdamente.

A fim de manter a satide em dia, recomenda-se ter uma boa higiene

bucal.

5.5.3 A mesada que triplica

[PROBLEMA]  Jo@dozinho é um menino muito esperto e estd sempre
pensando em multiplicar o seu dinheiro. Ele ficou sabendo que poderia abrir uma
conta em um banco, mesmo tendo apenas 7 anos, e aplicar todo o seu dinheiro
na caderneta de poupanga. Jodozinho foi ao banco saber em quanto tempo o
seu dinheiro triplicaria. Serd mesmo que ele vai ter paciéncia para o seu capital
triplicar?

Sabe-se que o rendimento anual da caderneta de poupanga é de 6%.
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[SOLUCAO]  Problemas financeiros sio muito explorados e, em
parte, bem interessantes. Nesse caso, por exemplo, Jodozinho quer pegar uma
quantidade c de capital e aplicd-lo por um tempo ¢.

Devemos ser capazes de conseguir uma funcao f(c, t) que nos diga o
tempo necessdrio para que Jodozinho atinja seus objetivos. Se Jodozinho aplicar
seu capital ¢ por um tempo s, retird-lo do banco ja& com os rendimentos e, no
mesmo dia, reaplica-lo por um tempo t, o seu rendimento final serd o mesmo que
se ele pegar o seu capital ¢ e investi-lo pelo periodo s + t. Desta forma temos que
f((c,s),t) = f(c,s + 1).

Temos uma taxa de 6% de acréscimo, o que nos dd um multiplicador
igual a 1,06. Logo, temos a = 1,06, c que é o capital do menino e t que significa
o tempo necessdrio para triplicar o investimento inicial c. Podemos representar
essa situagdo pela fungdo f(c,t) = @(t) = c¢-1,06'. Repare que c é fixo, pois é a
quantidade de dinheiro que Jodozinho tem.

O objetivo de Jodozinho é ter o triplo do que ele tem, que é igual a

3 - c¢. Sendo assim, temos:

p(t) =3-c
c-1,06f =3-¢
t 3 N C
1,06 = —
Cc

1,06! =¢t-3
In(1,06)! = In(3)
t-1n(1,06) = In(3)

_ In(3)

"~ In(1,06)
t = 18,85

Caso o rendimento de 6% se mantenha constante, o menino precisara
esperar cerca de quase 19 anos para resgatar o dinheiro para que seu capital
triplique. O menino tera quase 26 anos de idade. Provavelmente Jodozinho ndo

tera tanta paciéncia assim.
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5.5.4 O jogo de xadrez

[PROBLEMA] Reza a lenda® que o jogo de xadrez foi inventado
por Sessa. Assim que Sessa inventou o jogo, deu-o de presente ao rei, que havia
perdido seu filho em uma batalha. O rei, que andava muito desanimado, acabou
se interessando pelo jogo. Tempos depois, o rei chamou Sessa ao seu paldcio e
pediu para que ele escolhesse o que bem desejasse como recompensa, uma vez
que o jogo teria trazido uma nova razdo de viver para o rei.

Por vérias vezes, Sessa recusara a oferta do rei, mas o soberano conti-
nuava a insistir para que Sessa escolhesse a sua recompensa. Foi entdo que Sessa
pediu ao rei, como recompensa, 1 grdo de trigo pela primeira casa do tabuleiro de
xadrez, 2 graos de trigo pela segunda casa, 4 graos de trigo pela terceira casa, e
assim por diante, ou seja, a cada casa a quantidade de graos de trigo dobraria.*

O rei pensou por um instante e, logo depois, disse a Sessa que re-
tornasse trés dias depois para receber seu saco de trigo. O rei pediu que os
matemadticos da corte calculassem a quantidade de graos de trigo. Trés dias mais
tarde, Sessa voltou para receber a recompensa e os matemdticos apresentaram ao
reia dividade 2% -1 graos de trigo para com Sessa®. Sabendo que L10(2) = 0,301,
aproximadamente, entdo, quantos digitos tem o nimero que expressa a divida do

rei em graos de trigo?

[SOLUCAO]  Podemos utilizar os logaritmos para ter uma nogao
da grandeza deste niimero. Sabemos que o nimero é relativamente grande, entao
podemos pensar apenas em 2. Fazer uma multiplicagao de 64 termos ndo é muito
simples, portanto seria interessante transformar esta multiplicagdo em uma soma.

Para transformarmos uma multiplica¢do em uma soma, podemos

utilizar os logaritmos. Vejamos:

L19(2)% = 64 - L1p(2) = 64 - 0,301 = 19, 264
(5.18)

30 leitor que se interessar poderd ler este e outros contos no livro "O homem que

calculava"Tahan, Malba.
4Um tabuleiro de xadrez tem 64 casas.
50 célculo para se chegar ao valor de 2%* — 1 pode ser feito através da soma dos termos

finitos de uma progressdo geométrica.
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Devemos lembrar que podemos escrever:

L10(2)** = 19,264 & 1097 = (2%
(5.19)

Sabemos que o nosso ntimero estd entre 10'° e 10%°. Como 10" é

um ndmero com 20 digitos e 10%°

é um nuimero com 21 digitos, entdo o niamero
que procuramos tem 20 digitos. Um ntimero com 20 digitos estd na classe dos
quintilhoes.

Os matematicos da corte disseram ao rei que, caso todo o reino fosse
coberto de plantagdes de trigo, as safras colhidas durante 2.000 anos ndo seriam
suficientes para pagar Sessa. O rei, para tentar sanar sua divida, convidou Sessa
a participar do seu reinado e deu-lhe diversos titulos a fim de tentar diminuir sua
divida impagavel. Sessa, por sua vez, perdoou o rei e recebeu titulos de nobreza
e tudo que o dinheiro pudesse comprar para o resto de sua vida.

Apenas por curiosidade, o namero de graos de trigo que o rei devia

a Sessa era de exatamente 18446744073709551615 unidades.



Capitulo 6

Exercicios

Este capitulo é dedicado ao leitor que, por ventura, queira aplicar
o que foi tema de estudo deste material. Alguns exercicios foram selecionados
para que possam ser resolvidos posteriormente e, desta forma, consolidem o

aprendizado do tema.

1) Uma pessoa deposita uma quantia em um banco, que a remunera

a taxa de 1% ao més. Em quantos meses a quantia depositada dobra?

2) Uma piscina tem capacidade para 100m° de 4gua. Quando a piscina
estd completamente cheia, é colocado 1kg de cloro na piscina. Agua pura (sem
cloro) continua a ser colocada na piscina a uma vazdao constante, sendo o excesso
de dgua eliminado através de um ladrdo. Depois de 1 hora, um teste revela que
ainda restam 900g de cloro na piscina.

a) Que quantidade de cloro restara na piscina 10 horas ap6s sua colocagao?
b) E ap6s meia hora da aplicagdo?
c) E ap6s t horas?

d) Quanto tempo depois ainda restardo 500g de cloro na piscina?

57
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3) Uma pessoa tomou 60mg de uma certa medicagdo. A bula do
remédio informava que sua meia-vida era de seis horas. Como o paciente nido
sabia o significado da palavra, foi a um diciondario e encontrou a seguinte definigdo:

Meia-vida: Tempo necessario para que uma grandeza (fisica, biolégica) atinja
metade de seu valor inicial.
A)Sabendo disso, crie uma fungdo que relacione a quantidade de horas que se
passam para que tenhamos uma determinada quantidade q de remédio no orga-
nismo.
B) Quantos mg de remédio esse cidaddo tera de remédio em seu corpo apds

passadas 3 horas? E ap6s passadas 12 horas?

4) As bactérias em um recipiente se reproduzem de forma tal que o
aumento do seu nimero em um intervalo de tempo de comprimento fixo é pro-
porcional ao niimero de bactérias presentes no inicio do intervalo. Suponhamos
que, inicialmente, haja 1000 bactérias no recipiente e que, ap6s 1 hora, este ntimero
tenha aumentado para 1500. Deseja-se saber quantas horas se passaram apoés as

bactérias atingirem uma quantidade q. Crie uma fungdo que permita tal relagao.

5) Um arquedlogo ao encontrar uma ossada, pretende descobrir o
tempo que se passou desde que aquela ossada se encontra ali. Para tanto, colhe-se
uma amostra da ossada que é submetida ao teste do carbono quatortze (C14). A
meia vida do isétopo radioativo do carbono quatorze é de 5730 anos. Se uma
amostra possui apenas 10% da quantidade de carbono quatorze original, entdo

quanto tempo tem essa amostra?

6) Alfredo paga 10% de juros mensais em seu cartdo de crédito. Caso
ele gastar R$ 1.000, 00 no cartdo e deixar sua divida acumular por 20 anos, entao
quantos algarismos (excetuando-se os centavos) tera o valor da fatura do cartao
de Alfredo?

Observagdo: As cinco primeiras questdes foram retiradas do livro Temas e
Problemas do professor Elon Lages Lima, algumas dessas questdes foram adaptadas

para que contemplassem o interesse do nosso estudo.



Capitulo 7

Orientac¢Oes ao leitor

Carissimo leitor, este trabalho visa dar a vocé uma nova maneira de
entender os logaritmos.

Para que este trabalho possa ser significante em sua vida, é interes-
sante que vocé utilize alguns recursos como o Geogebra, por exemplo. Os recursos
tecnolégicos ndo sdo obrigatdrios para que vocé possa compreender o contetdo
deste trabalho, mas podem auxilid-lo para que consiga uma melhor visualizagao
dos graficos ou, até mesmo, no célculo dos logaritmos através da 4rea.

As demonstragdes contidas no trabalho sdo importantes, pois mos-
tram que tudo estd fundamentado em algumas poucas propriedades. Nao se
preocupe se, ao 1é-las pela primeira vez, sentir demasiada dificuldade no enten-
dimento das mesmas. Uma demonstracdo matematica, por vezes, ndo se absorve
instantaneamente.

Muitos alunos precisam de uma segunda, terceira ou até mesmo uma
quarta leitura para que as demonstragdes lhe parecam naturais. A persisténcia é
a chave do sucesso para o éxito em qualquer drea, portanto, ndo desista.

Os exercicios propostos, neste trabalho, dar-te-do0 uma base para que
vocé possa aplicar o que foi aprendido durante a leitura do mesmo, entdo, procure

resolver todos os exercicios.
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Capitulo 8

Consideracoes finais

Espero que este trabalho ajude os estudantes e os professores que tém
contato com esta matéria. Sei que o apelo a definigdo tradicional dos logaritmos é
algo latente e que deveréd ser estudada, ndo por suas aplica¢des ou pela necessidade
da solugdo de problemas préticos, por ser cobrada em exames tradicionais.

Embora a defini¢do dada aqui ndo seja comum, pensar diferente pode
fazer com que o aluno perca o medo em relagdo aos logaritmos, principalmente
quando este é visto como algo concreto. Assim, deixo a minha singela contribui-
¢do para que possamos caminhar para um futuro mais promissor em relagdo a

Matemaética ensinada nas escolas brasileiras.
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