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Resumo

Aplicacdes de Numeros Complexos em Geometria

Robson Coelho Neves

Orientador: Professor Eduardo Wagner.

Em geometria plana e espacial, € comum nos depararmos com questdes
cujas solugbes se mostram bastante complicadas via geometria sintética.
Nessas situacdes, 0s recursos da geometria analitica se mostram bastante
eficazes. Particularmente em geometria plana, quando uma situagdo pode ser
interpretada via translacéo, homotetia ou rotacdo de pontos, podemos utilizar
as interpretagfes geomeétricas da adicdo, da multiplicacdo por namero real e do
produto escalar, respectivamente, dos vetores do R? (o conjunto dos niimeros
reais serd notado nesse texto por R). Neste Trabalho de Concluséo de Curso
(TCC) pretendo convencer os leitores de que 0s numeros complexos (também
vetores) fazem o mesmo que os vetores do R? porém com uma vantagem: a
multiplicagdo de niumeros complexos nos permite tratar de rotagcdes de modo
muito mais eficiente do que com o emprego do produto escalar. Para atingir
meu objetivo definirei translagdo, homotetia e rotacéo via fun¢des de dominio e
contradominio C (o conjunto dos nimeros complexos serd notado nesse texto
por C) e cujas leis de definicdo envolvem adi¢do, multiplicacdo de nimero real
por nimero complexo e multiplicagdo de nimeros complexos, respectivamente,
e aplicarei essas fungBes para tratar uma lista longa de exercicios e teoremas.

Palavras-chave: numeros complexos; transformagdes no plano; resolugéo de
problemas; provas de teoremas.
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1. Introducéo

E bastante comum apelarmos para a geometria analitica, como dltimo
recurso, quando a solugcdo de um problema ou a prova de um teorema de
geometria plana (ou espacial) torna-se complicada via geometria sintética.

As dificuldades tendem a diminuir quando o problema em questéo pode ser
interpretado via translagées, homotetias ou rotagdes de pontos no plano
cartesiano bem como da composicdo dessas transformagdes. Nessas
situagbes podemos nos valer das interpretagbes geométricas, no plano
cartesiano, das operagfes no R? para superarmos as dificuldades de maneira
mais tranquila. Mais exatamente, podemos nos valer da interpretagéo
geométrica da adicdo para tratarmos de translagbes, da multiplicacdo por

ndmero real, para homotetias e do produto escalar, para rotacdes.

Os elementos de C também podem ser definidos como pares ordenados de

nameros reais (C={(x,y)x,yeR}) € somados e multiplicados por numeros

reais exatamente como os elementos do R? E justamente para explorar essas
similaridades que adotarei essa definicho. Mas a escolha dos numeros
complexos para resolver problemas e provar teoremas da geometria plana
nesse TCC vai além desse motivo: a multiplicacdo de nimeros complexos nos
permite tratar de rotagdes de maneira muito vantajosa se comparado com o
tratamento via produto escalar. Mostrarei algumas dessas vantagens no

capitulo quatro.

Pesquisei alguns livros, artigos, dissertacfes e teses que tratam da
geometria dos numeros complexos. A maioria deles reescrevem os resultados
da geometria analitica plana via varidveis complexas e dedicam pouco espaco
para a aplicagdo efetiva dos resultados. Resolvi fazer diferente: utilizar
transformacgfes definidas via fungbes complexas de varidvel complexa para
tratar de uma lista longa de exercicios e teoremas. Assim, ndo pretendo criticar
os cursos de Licenciatura em Matematica nem os livros que tratam do ensino
de numeros complexos. Também ndo pretendo propor novas metodologias
para a abordagem desse tema em classe, isso ja foi feito exaustivamente.
Espero, entretanto, que esse TCC possa ser Util aos professores que queiram

enriquecer suas aulas sobre numeros complexos e(ou) geometria.



Desenvolverei o tema deste TCC segundo o seguinte planejamento em
capitulos: O capitulo um € uma introdugdo ao tema. No capitulo dois faco um
breve histérico dos nuimeros complexos, desde o surgimento deles até o
alcance da sua legitimidade como objeto matematico. Vale observar que a
legitimidade dos nuameros complexos foi alcangada gracas ao surgimento de
uma representacdo geométrica para tais nameros, coerente com suas
operacdes e propriedades. Este acontecimento, coincidentemente, é também
fundamental para esse TCC. Nos capitulos trés e quatro, faco uma preparagéo
enxuta para as aplicagfes que serdo feitas no capitulo cinco. No capitulo trés
defino os numeros complexos como pares ordenados de nimeros reais, defino
suas operacgfes e deduzo as interpretagcbes geomeétricas dessas operagoes,
citando e provando apenas os resultados operacionais que serdo utilizados nos
capitulos quatro e cinco. No capitulo quatro, defino transformacgdes via fungbes
f: C —» C (com dominio e contradominio em C) e cujas leis de associacao
envolvem operagdes entre nimeros complexos e entre ndmeros reais e
complexos. Me valerei das interpretacBes geométricas das operacdes em C,
estudadas no capitulo trés, para entender a posicdo do ponto f(z) como
resultado de algum tipo de deslocamento do ponto z, no mesmo plano
complexo. No capitulo cinco, interpreto uma lista humerosa de problemas e
teoremas de geometria plana via movimentos de pontos para poder aplicar as
transformacgdes estudadas no capitulo quatro tanto na resolucéo dos problemas
como nas provas dos teoremas. Finalmente, na conclusdo fago alguns
comentarios para ratificar as vantagens da utilizacdo de ndmeros complexos

em geometria plana.



2. Breve Histérico Sobre o Surgimento e o Alcance da
Legitimidade Matematica dos Numeros Complexos

Os textos de historia da matemética afirmam que o surgimento dos nimeros
complexos esta diretamente ligado as tentativas de resolucdo de equacgdes
algébricas do 3° grau. E no livro “Ars Magma”, Girolamo Cardano (1501-1576),
publicado em 1545, que podemos encontrar o0 primeiro registro desse
surgimento. Tudo ocorre quando Cardano expde os métodos de Scipione Del
Ferro (1465-1526) e Nicolo Tartaglia (1500-1557) para resolver tais equagoes.
Para que esses métodos fornecessem algumas raizes conhecidas a priori,
Cardano precisou operar com raizes quadradas de numeros negativos
segundo as regras usuais da algebra de entdo. Naturalmente que Cardano se
mostrou surpreso e incrédulo diante dos fatos, afinal, nessa época nem os
ndmeros negativos eram compreendidos com muita clareza. Assim sendo, ele

nao ousou seguir adiante.

Tal tarefa foi levada a cabo por Rafael Bombelli (1526-1572), que dedicou
boa parte de seu livro “Algebra”, publicado em 1572, ao tratamento de regras
para se operar com tais nimeros. No final do século XVI, os matematicos
operavam com 0s numeros complexos segundo essas regras, mas o faziam
com muita desconfianga, pois ndo os consideravam objetos mateméticos de
fato, mas apenas como simples recurso de célculo. Ainda assim, muitos
progressos foram obtidos dessa forma. Albert Girard (1595-1632), por exemplo,
fez a seguinte afirmacdo sobre as solucbes de equacbes algébricas que

envolviam raizes quadradas de niUmeros negativos:

“Pode-se perguntar: para que servem estas solugbes impossiveis. Eu
respondo: para trés coisas — para a validez das regras gerais, devido a sua

utilidade e por néo haver outras solugdes.”

Infelizmente a tdo esperada legitimidade n&o seria alcangada mesmo
decorridos dois séculos, ainda que nessa época Leonhard Euler (1707-1783)
soubesse operar poténcias com expoente complexo, logaritmos de numeros
complexos e fungdes trigonométricas com argumento complexo. Ele préprio
declarou em seu livro “Pesquisa sobre Raizes Imaginarias de uma Equacao”,

publicado em 1749, que



“Como todos 0s numeros concebiveis sdo maiores ou menores do que zero
ou iguais a zero, fica entdo claro que as raizes quadradas de numeros
negativos ndo podem ser incluidas entre os numeros possiveis. E esta
circunstancia nos conduz ao conceito de tais numeros, 0s quais, por sua
prépria natureza, sao impossiveis, e que sao geralmente chamados de

ndmeros imagindrios, pois existem somente na imaginacgao.”

Afinal, o que faltava para que os numeros complexos alcangassem a
legitimidade matematica? De acordo com a tradicdo grega ainda vigente,
faltava para eles uma representacdo geomeétrica coerente com suas operagdes
e respectivas propriedades. Vale destacar que, por coincidéncia, € justamente

a geometria dos nameros complexos que pretendo explorar nesse TCC.

A primeira tentativa de se obter uma representacdo geométrica para 0s
ndmeros complexos que se tem registro é atribuida a John Wallis (1616-1703),
que publicou, em 1673, o livro De Algebra Tratactus, Historicus e Practicus.
Infelizmente Wallis ndo obteve sucesso. Somente em 1797, quase 300 anos
apds a primeira aparicdo dos numeros complexos no livro de Cardano, surgiu
um texto que propunha uma representacdo geometrica correta, via segmentos
orientados, para 0s numeros complexos. Trata-se de um artigo cientifico
apresentado na academia dinamarquesa de ciéncias, intitulado “Sobre a
Representacéo Analitica da Dire¢&o”, do agrimensor noruegués Caspar Wessel
(1745-1818). Nesse artigo, Wessel utiliza seus resultados para resolver
poligonos planos e esféricos, além de demonstrar alguns teoremas ja
conhecidos da é&lgebra. Apesar do incontestavel pioneirismo de Wessel, o
plano complexo também é denominado “Plano de Argand-Gauss”, numa
referéncia a dois matematicos que apresentaram artigos, posteriores ao dele.
Argand, porque escreveu sobre a representagcdo geomeétrica dos numeros
complexos e Gauss, por ter feito uso da geometria dos complexos em suas
pesquisas. Alguns fatos podem explicar essa injustica. Por exemplo, Wessel
ndo era um matemdtico, vivia num pais de pouca tradicdo matematica, um pais
gue nem sequer tinha uma academia de ciéncias. Esse conjunto de fatores fez
com que a comunidade matematica so6 tivesse acesso a obra de Wessel cem
anos apés a sua publicagdo, época em que alguns mateméticos de prestigio ja

haviam publicado trabalhos sobre esse tema. Dentre esses trabalhos, destaca-
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se o livro Essai sur une maniére de representer |és quantités imaginaires dans
Iés constructions géométriques, publicado em 1806, da autoria do italiano Jean
Robert Argand (1768-1822). Surpreendentemente, mesmo com O surgimento
de vérios trabalhos sobre a representacdo geométrica dos nimeros complexos,
sua legitimidade s6 foi concebida pela comunidade matematica a partir dos
trabalhos publicados por Carl Friedrich Gauss (1777-1855), o maior mateméatico
do século XIX. Em 1831, no livro Teoria dos Residuos Quadraticos, Gauss fez

a seguinte declaragéo:

“Fazia muito tempo que as quantidades imaginarias estavam baseadas na
ficcdo, ndo sendo plenamente aceitas na matemética e vistas como uma coisa
a ser tolerada; elas estavam longe de ter o mesmo status que as quantidades
reais. Agora ndo héa mais justificativa para tal discriminagdo, uma vez que a
metafisica dos niUmeros imaginarios esta plenamente esclarecida, e que provou

que eles tém um significado tao real quanto o dos nimeros negativos”.

Para finalizar, vale dizer que o tipo de tratamento dos nimeros complexos
que sera adotado nesse TCC, ou seja, via pares ordenados de numeros reais,
foi primeiro publicado no artigo “Theory of Conjugate Functions, or Algebraic
Couples; with a Preliminary and Elementary Essay on Algebra as the Science
of Pure Time”, datado de 1833 e da autoria do matematico e fisico irlandés
William Rowan Hamilton (1805-1865).



3. Interpretacdo Geomeétrica da Adicdo e Multiplicacdo de
Numeros Complexos e da Multiplicacdo de Numero Real por
Numero Complexo

3.1. Introducéo

Nesse capitulo definirei nimeros complexos via pares ordenados de
ndmeros reais e interpretarei geometricamente as operacfes adicdo de
ndameros complexos, multiplicacdo de ndmero real por nimero complexo e

multiplicagdo de nimeros complexos.

Escolhi a forma Par Ordenado para passar de imediato a tratar nameros
complexos geometricamente, como pontos ou flechas do Plano Cartesiano,
bem como para interpretar sua adicdo e multiplicacdo por namero real, tal

como é feito com os elementos do R?.

Farei comentarios sobre a inclusdo do conjunto dos NUmeros Reais no
conjunto dos Numeros Complexos, isso para dar sentido & soma e a
multiplicagdo de numeros reais por ndmeros complexos, jA que essas

operacdes serdo utilizadas nos capitulos quatro e cinco.

Trocarei as coordenadas cartesianas pelas coordenadas polares para

interpretar geometricamente a multiplicacdo de nimeros complexos.

Serei 0 mais objetivo possivel. Citarei e demonstrarei apenas os resultados
que serdo Uteis nos capitulos quatro e cinco. Utilizarei os termos “Corpos”,
“Isomorfismo”, “Corpos Ordenados” e “Espagos Vetoriais” sem defini-los
formalmente. As expressbes “E facil ver” e “E facil provar’ antecederdo

conclusoes e tarefas triviais.



3.2. O Conjunto dos Numeros Complexos via Pares Ordenados

Definicdo: Denomina-se Conjunto dos Numeros Complexos, aqui notado por
C, o conjunto cujos elementos, notados por z, sdo pares ordenados de
ndmeros reais (X,y) e para os quais a igualdade, a adicdo e a multiplicacdo sao

definidas da seguinte forma:
Dados z, = (x,,y,)eCez, =(x,,y,)eC,
a)z,=z,ox,=X,ey,=Y,
b) z, +2z, = (X, + X5, Y, +Y,)
C) 2,2, =(Xy - Xy, = Y1 You Xy Yy +Y; - X5)

A adig&o e a multiplicagdo de nimeros reais bem como as propriedades que
essas operacfes gozam, fazem do conjunto dos Numeros Reais (aqui notado
por R) um exemplo de Corpo. Com base nas definicdes a, b e c e no fato de

que R é um corpo, é facil provar que C também é um corpo.
Na forma par ordenado, distinguimos trés “tipos” de nimeros complexos:

a) z=(x,y), comx,y =0, sdo denominados Nimeros Complexos, propriamente

ditos,

b) z=(x,0),séo denominados Numeros Complexos Reais ou simplesmente

Reais e

C) z=(0,y),séo denominados Numeros Complexos Imaginarios Puros ou

simplesmente Imaginérios Puros.

O numero complexo (0,0), que é real e imaginéario puro, ao mesmo tempo, &

denominado Zero e notado por 0.

Os numeros reais x e y que identificam (unicamente) o nimero complexo

z=(x,y), sdo denominados, respectivamente, Parte Real de z, nota-se por

Re(z), e Parte Imaginaria de z, nota-se por Im(z).



3.2.1.InclusdodeRem C

Consideremos o subconjunto C'= {(x,0yx e R} de C.

E facil provar que a fungéio f:R — C',com f(x)=(x,0), é uma bijecdo. Além
disso, f preserva a adicdo e a multiplicagdo em R, ou seja, para todos

X, X, €R, tem-se que
f(xl + X2)= (Xl + X21O)= ()(110)+ (X21O)= f(X1)+ f(xz) e
f(xl-x2)=(x1-x2,0)=(xl,O)-(xz,O)zf(xl)-f(xz).

Esses fatos fazem de R e C' exemplos de conjuntos Isomorfos. Vale
observar que o isomorfismo entre R e C’' néo significa exatamente que R esteja
contido em C, mas tudo ocorre como se essa inclusao fosse verdadeira, visto
gue podemos operar com elementos x de R como se estivéssemos operando

com elementos (x,0) de C’ e vice-versa.

3.2.2. Adicdo e Multiplicagcdo de Numeros Reais por Numeros

Complexos

Dado um numero real r e um ndmero complexo z = (x,y), do isomorfismo

entreRe C',tem-seque r+z=(+xy) er-z=(r-x,r-y), pois

r+z=00)+xy)=(r+x0+y)=(r+xy) e
r-z=(r0)(xy)=(0-x=0-y,r-y+0-x)=(r-x,r-y)

Decorre dai que x +y -z € um numero complexo paratodo x,ycsRezeC.

Vale observar que, particularmente quando z = (0,1) =i, tem-se que

x+y~i:(x,0)+(y,0)~(£&): (x,0)+{y~0—0~Ly~1+0~0]: (x,0)+(0,y)=(x,y)

Y Y v

A representacdo x+y-i € denominada Forma Algébrica e o numero

complexo i € denominado Unidade Imaginéria.



E facil provar que o quadrado de todos os elementos de R e C’ sdo maiores
do que ou iguais a zero. Essa é uma propriedade caracteristica dos
denominados Corpos Ordenados. Vale observar que C ndo é um corpo

ordenado pois, por exemplo,

i2=(01)-(01)=(-10)=-1.

3.3. Representacdo Geométrica de Numeros Complexos

Os elementos do R? e de C sdo definidos de maneira inteiramente similar:

séo pares ordenados (x,y), com x ey reais. Também a igualdade, a adi¢do e a

multiplicagdo por numero real, bem como as propriedades validas para tais
operagodes, sao inteiramente similares para ambos. Essas similaridades fazem
do R? e C exemplos de Espacos Vetoriais. Elementos de espagos vetoriais s&o

denominados Vetores.

Geometricamente, todo vetor (x,y), do R* ou de C, no Plano Cartesiano, é
um Ponto P = (x,y)ou uma Flecha com origem no ponto 0 e extremidade em P.

Mais do que isso, a adicdo de numeros complexos e a multiplicacdo de
ndmeros reais por numeros complexos também herdam as interpretacdes

geométricas das mesmas operagdes no RZ.

Como uma flecha, os elementos (vetores) do R e C se caracterizam por
trés informagBes geométricas: modulo, dire¢cdo e sentido. O modulo é o
comprimento da flecha, a dire¢é@o € a da reta que contém a flecha e o sentido é

sempre do ponto origem para o ponto extremidade da flecha.

O plano cartesiano no qual os nimeros complexos s@o representados por
pontos ou flechas é denominado Plano Complexo (ou Plano de Argand-Gauss,
como vimos no capitulo 2). Nesse, os eixos das abscissas e das ordenadas
passam a ser denominados, respectivamente, Eixo Real, notado por Re, e eixo

Imaginério, notado por Im.

Na Figura 3.1, temos um plano complexo onde s&o representados, via

pontos e flechas, a unidade imaginaria i, 0 ndmero complexo



z, = (x,,y,)€1° Quadrante,0 nGmero imaginario puro z, =(0,y,) comy, <0, 0

ndmero real z, = (x,,0)e Re, com x, <0 € 0 0.

1°Q

Z,=(X4,¥4)

(x3,0)=24

Re

¥ z,=(0,y,)

Figura 3.1 : Plano Complexo

Este momento € oportuno para reforcarmos, via um argumento geomeétrico,
gue a inclusdo de R em C ocorre a menos do isomorfismo entre R e C’ pois,

enquanto R é a Reta Real, C' é o Eixo Real do plano complexo.

Geometricamente, dependendo da conveniéncia, tratarei um numero

complexo (vetor) como ponto ou uma flecha.

3.4. Geometria das Operacfes em C
3.4.1. Adicéo

Dados os numeros complexos z, =(x,y,) e z, =(x,,y,), com z,,z, #0 e
z,#2,, tem-se que os pontos O0,z,,z,+2z,=(x, +X,y, +y,)€z, S&0 0S

vértices de um paralelogramo. Tomando por base a Figura 3.2, é facil ver que
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esse fato decorre das congruéncias dos pares de triangulos retangulos

0X,2,,2,24(z, +2,) € 0x,2,,2,2,(2, + 2,).

A
Im
Z,+2Z
B o 1742
Y1*Y2 =T
f” Z
- /
Z1 ’,f’ ’
y10 ........ ’..’. ......................... //‘..‘..z
//: ! *
yZ" ..... ’/",Iz ...... ®
S 4
K e 3 %
’ . :
‘- s
¢ . . . -
0 X4 Xy X4+X, Re

Figura 3.2: 0z,(z4+2,)z, € um Paralelogramo

Em termos de flechas, tem-se que z, +z, € a flecha que coincide com a

diagonal O(z1 + Zz) do paralelogramo cujos lados séo definidos pelas flechas

z, e z,. Essa interpretagcdo, mostrada na Figura 3.3, & conhecida como Regra

do Paralelogramo.

.

Y

Re

Figura 3.3 : Regra do Paralelogramo
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E facil ver que a regra do paralelogramo no é valida quando z, e z, s&o

flechas de mesma dire¢&@o ou pelo menos um dos dois é 0.

E fundamental para os objetivos desse TCC observarmos que 0 ponto

z, +z, é o resultado do deslocamento do ponto z, segundo a flecha z, ou do
ponto z, segundo a flecha z,, em modulo, diregdo e sentido. A Figura 3.4

ilustra essa observacao.

721+22
-
" - U
Z, - z, ,’z
¢ 1
4
Z4 )
%
0 Re

Figura 3.4 : O Ponto z,+z, Resulta do Deslocamento do Ponto z,
Segundo a Flecha z, ou do Ponto z, Segundo
aFlecha z,

Generalizando, fixada uma flecha w com origem e extremidade,

respectivamente, nos pontos distintos z, e z,, tem-se que o resultado do

deslocamento de um ponto z qualquer segundo o médulo, direcdo e sentido de

w é 0 ponto z+w.

Vale observarmos que, particularmente, se z=z,, tem-se que
z,+w=12,, 0 que equivale a dizer, somando -z, a ambos os membros, que
w=z,-2z,. Assim, a flecha w com origem em 0 e extremidade no ponto
z, —z,tem a dire¢do, o médulo e o sentido da flecha w, isto €, z+w =z +w'

para todo ponto z. Pares de flechas desse tipo séo denominados Equipolentes.

A Figura 3.5 ilustra a equipoléncia entre as flechas w e w'.
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32=Z1+W

~

~
> ~
'\p Z+wW=z+wW'
7
-
v /’

Re

Figura 3.5 : w e w' sao Flechas Equipolentes

3.4.2 — Multiplicacdo de Niumero Real por Nimero Complexo

Dado um ndmero real r=0 e um nimero complexo z =(x,y)=0, é facil
provar que a flecha r-z =(r-x,r-y) tem a mesma direcdo da flecha z, tem

maodulo igual ao produto do médulo de r pelo médulo da flecha z e, se r<0 (0<r)

seu sentido é contrario (mesmo sentido) da flecha z.

Vale observarmos que se r=0ou z =0, tem-se que r-z € o ponto 0.

A Figura 3.6 ilustra a geometria do produto r-z.
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Figura 3.6 : Flechas z, r'.zer.z, comr'=-1 e r=4

3.4.3. Multiplicacéo

3.4.3.1. Forma “Par-Polar” de um Numero Complexo N&o Nulo
Definig&o: O Modulo de um nimero complexo z =(x,y), nota-se por z| ou p, €
0 numero real n&o negativo /x? +y? .

E facil ver que p €, geometricamente, o modulo da flecha z ou a distancia

do ponto 0 ao ponto z.

Vale observar que |(x,y)=+/x"+y? =X’ (x,~y)}. O numero

complexo (x,~y) é denominado Conjugado de z = (x,y) e é notado por z.

Definicdo: O Argumento Principal do numero complexo z =(X,y)¢0, nota-se

por arg(z), € o angulo 0°< 6 < 360°formado pelo semieixo positivo dos reais e a

flecha z, no sentido anti horéario.

E facil ver que s&o vélidas as seguintes relagdes entre x,y,p e 0:

14



X=p-cosO e y=p-seno.
Decorre dessas relagbes que z= (x,y);t 0 pode ser representado por
z =(p-cosH,p-send). Nesse texto essa representacdo sera denominada “Par-
Polar”.

E facil ver que os nimeros complexos do tipo z = (cos6,send) tem mddulo 1.
Tais numeros complexos sdo denominados Unitarios e serdo notados nesse

texto por z = CS#.

Assim, de forma geral, se z tem mddulo p e argumento principal 6, tem-se

que z =(p-cos6,p-send)=p-(cosh,send)=p-CSO € z=p-CS(-0)
Vale observar que i=(0,1) = (cos 90°, sen90°) = CS(90°)

A Figura 3.7 ilustra as definicdes de médulo, argumento e forma par-polar.

i}

p_senﬁ:y ............................ : Z=(x,y)=p.CSB

Re

Y

Figura 3.7 : Forma Par Ordenado e Par-Polar de z+0

3.4.3.2 — Multiplicagcéo na Forma Par-Polar

Dados os nimeros complexos n&o nulos z, = (p, - cos#,,p, -send,) = p, - CSH,

e z, =(p, -cos0,,p, -send, ) = p, - CS, , tem-se que

Re(z,-z,)=p,-c0sO,-p,-cos0, —p, -send, -p,-send, =p, -p, -cos(6, +0,)e N
Im(z,-z,)=p, -cos0, -p, -send, +p, -send, -p, -cosH, =p, -p, -sen(6, +0,)

= 12,72, = (pl P2 Cos(el + 92),[)1 P2 'Sen(el + 92)): P1 'pz-CS(el + 92)-

15



Particularmente se z, é unitario, é facil ver que o ponto

z,-z,=p,-CS(6, +6,) resulta da rotagdo do ponto z, de um angulo 6, em

torno do 0. A Figura 3.8 ilustra essa interpretacéo.

Figura 3.8 : O Ponto z,.z, Resulta da Rotagao
do Ponto Zy, de 62, em Tornodo 0

Se 0<p, <1 (1<p,), é facil ver que o ponto z, -z, além de resultar da

rotagdo do ponto z, de um angulo 6, em torno de 0, também se aproxima

(afasta) de 0, respectivamente.

Do fato de C ser um corpo, dados z,z, € C, com z =(x,y)=p-CS6 = 0, tem-

se que, na forma par ordenado

21:1.21:(1.2)21:212.(X,_y).21:
Z Z Z-2Z X

forma par-polar

Z,
z

:(Z%Z.ZJ.LZPZ'C_S@(_—G)’).

todoz, eC.
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4. Transformacgdes no Plano Complexo
4.1. Introducéo

Nesse capitulo definirei Translacdo, Homotetia e Rotacdo via funcdes
f:C—>C (funcdo complexa de varidvel complexa) e cujas leis de
correspondéncia f(z) envolvem as operacdes estudadas no capitulo trés. Com
base nas interpretacdes geométricas dessas operacdes, poderei interpretar
cada f(z), de cada uma das trés fungdes, como resultante de um determinado

tipo de deslocamento do ponto z, num mesmo plano complexo.

Farei uma generalizagcdo de cada uma das trés fungdes. Esses trés
resultados serdo numerados para que eu possa me referir a eles nas solugdes

dos problemas e nas provas dos teoremas do capitulo cinco.

Para justificar a minha preferéncia por utilizar nidmeros complexos em
geometria, ao invés dos elementos do R? compararei os tratamentos das
rotacdes proporcionados pelas multiplicagbes de ndmeros complexos e pelo

produto escalar.

4.2. Translacao

Definicdo: Fixada uma flechaw, denominamos Translacdo Segundo w, a

funcdo T, :C — C que associa cada ponto z ao ponto
T,(2)=z+w.

Vale observar que, de acordo com a interpretagdo geométrica da adigéo,

tem-se que, no mesmo plano complexo, o ponto T, (z) resulta do deslocamento

do ponto z segundo o modulo, a dire¢éo e o sentido da flecha w.

17



A Figura 4.1 ilustra essa transformacao.

A
Im
W@
=" '
"rw
1
w
————————— .‘ z
0 Re

Figura4.1: O Ponto T (2) Resulta do Deslocamento do Ponto z
Segundo a Flechaw

Generalizando, se w tem por origem e extremidade, respectivamente, 0s

pontos z, e z,, podemos calcular T, (z) em duas etapas:
1%) Calculamos T, (z)=z+z,
2%) Calculamos T, (z+z,)=(z+2,)-z,-
Assim, teremos que
T,@2)=2+(z,-2,) (1)

Observemos que o resultado (1) j4 era esperado, pois como ja vimos no

capitulo anterior, as flechas w e z, -z, sdo equipolentes.

E facil ver que o resultado (1) é fruto de composicdes de T, mais

exatamente,
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A Figura 4.2 ilustra a generalizagéo.

A
Im
T, (z
22( )
l‘\
-Z
z, 2 A
1
P -
4 2 TR, ()
L J
VIw
21 Y}
¥ z
W=2y-2,
0 Re

Figura4.2: O Ponto T, (z) Resulta do Deslocamento do Ponto z
Segundo a Flecha w=z,-z,
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4.3. Homotetia
Definicao: Fixados o ponto O e o nimero real positivo r, chama-se Homotetia
de Centro O e Razéo r, a fungéo H,, :C —» C que associa cada ponto z ao

ponto
H,, (z)=r1"z.

Vale observar que, de acordo com a interpretacdo geométrica da
multiplicagdo de numero real positivo por niumero complexo, tem-se que, no

mesmo plano complexo, o ponto H,,(z) é a extremidade de uma flecha cujo

maodulo € o produto de r pelo médulo da flecha z e tem a mesma diregédo e
sentido da flecha z.

Como r.-z=2z+(r-1) -z,podemos também interpretar o produto r-z como

sendo o ponto que resulta da translacdo do ponto z, no mesmo plano

complexo, segundo a flecha w = (r-1)-z, ou seja, H(z)=T,(z). A Figura 4.3

ilustra essa relacgéo.

Ho,((2)=T,,(2)

Figura4.3: H, (2)=T,(z), com w=(r-1).z e r=2
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Generalizando, se z, =0, podemos calcular H,  (z) em trés etapas:
1%) Calculamos T, (z)=z-z,
2?) Calculamos H,,(z-z,)=r-(z~z,)

3%) Finalmente, teremos que

Hzl,r(z):r'(z_zl)+zl (2)

E facil ver que o resultado (2) é fruto de composi¢des de T e H, mais

exatamente,

Hzl,r = zy oHO,r ° T—zl'

A Figura 4.4 ilustra as etapas do calculo do ponto H, (z).

4

Y

Re

Figura4.4 : As Trés Etapas do Calculo do Ponto Hz1 A2),
Para r=2
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4.4. Rotacao

Definigdo: Fixados o ponto O e o angulo ¢', chama-se rotagdo de centro O,

segundo ¢', a fungdo R, : C —» C que associa cada ponto z ao ponto
R,,(2)=2z-CS#.

Vale observar que, de acordo com a interpretacdo geométrica da
multiplicacdo de um ndimero complexo por um namero complexo unitario, tem-

se que, de fato, no mesmo plano complexo, o ponto R, (z) resulta da rotagéo

do ponto z de um angulo ¢'em torno do 0.

A figura-13 ilustra essa transformacgé&o aplicada a um nimero complexo de

modulo p, para 0<6'.

0 Re

Figura4.5: O Ponto R 4.(z) Resulta da Rotagao do Ponto z
com Centro 0, Segundo 8'>0

E facil ver, como sugere a figura, que a fungéo R, Preserva o médulo da

flecha z.
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Generalizando, se z, = 0, podemos calcular R, ,.(z) em trés etapas:
1%) Calculamos T, (z)=z - z,
2?) Calculamos R, (z - z,)=(z - z,)-CS#®'

3%) Finalmente, teremos que

R, (z)=(z-2,)-CS0+z, 3)

E facil ver que o resultado (3) é fruto de composicdes de T e R, mais

exatamente,

Rzl,e' = Tzl ° RO,G' ° T—z1 .

A Figura 4.6 ilustra as etapas do calculo do ponto R, .(z)-

Figura 4.6 : As Trés Etapas do Calculo do Ponto RZ1 g(2)
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4.5. Célculo de Rotac¢des Via Multiplicagdo em C X Via Produto
Escalar no R®

Pretendo aqui responder a seguinte pergunta: dado o ponto P, =(x,,y,),

qual é a melhor maneira de se calcular o ponto P que resulta da rotacdo com

centro em 0, segundo o angulo ¢', do ponto p,? Aplicando a fungdo R, no

ponto P, ou utilizando o produto escalar? Vejamos.

45.1. Calculoem C

Fazendo p, =z, e P =z, basta calcular o produto (x,,y,)-CS#', ou seja,

zZ= Ro,e' (Zl) = (Xl’yl)'csel'

4.5.2. Célculo no R?

Utilizarei (sem demonstrar) o conhecido

Teorema: Se os pontos P, = (x,,y,)= 0,P = (x,y)# 0 do plano cartesiano s&o as
extremidades das flechas (vetores) v, e v, com origem em 0, e 6'=angulo

entre v, e v, entdo

<V,V >

cos 0'= ,
Vi|- V]

onde, < v,,v >= x, - x +y, -y =produto escalar entre v, e v,

vi|=+/(x,)* +(y,)* = modulo de v, e |v|=+/x* +y? = modulo de v .

Assim, como a rotacdo néo altera o médulo de v,, tem-se que

a) v[=|v,|=>x*+y? =(x,) +(y,) e
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<V,V >

b) v| = |v,|= cos 0'= = X, X+Y, Y= ((xl)2 +(y1)2)~cos 0'

2
v
ou seja, 0 ponto P = (x,y) € a solugdo do sistema:

{x2+y2 = () + ()

X, x+y, -y = ((x,) + (v,)) cos

4.5.3. Comparacdes Entre os Dois Caélculos

Listarei trés vantagens do célculo em C em comparacdo com o célculo no
RZ.

12) Em C, 6'pode ser qualquer angulo enquanto que no R?, por ser o angulo
entre duas flechas, tem-se que 0°<6'<180°. Assim, o célculo em C ganha em

generalidade.

2%) Em C, calculamos P apenas pelo produto z, -CSe', enquanto que no R?

temos que resolver um sistema do 2° grau em X,y . Assim, o célculo em C é

operacionalmente melhor.

3%) Em C, o ponto P calculado € Unico para qualquer valor de ', enquanto que

no R% o ponto P s6 é nico quando 0'=0° ou18(°. Assim, o célculo em C

ganha em precisao.

Vale observar que quando 6'=0°0ul8(° é desnecesséario apelar para o
sistema, pois nesses casos teremos sempre que P = (x,,y,)ou P = (- x,,~y,)

respectivamente.

Também vale observar que o célculo no R? resulta em duas respostas

quando ©'=0°e18(° porque tanto o produto escalar quanto o produto dos

modulos sdo operagBes comutativas. Essa comutatividade faz com que a

rotagcdo seja executada nos dois sentidos: o de 6' e o de —0'".

Para exemplificar as trés vantagens apontadas, finalizarei esse capitulo

calculando o ponto P, dado que P, = (11) € 0'=45°, das duas maneiras.
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Calculo via Fungao R,
Fazendo p, =z, e P =z, tem-se que

.Ccs(45°) = (0,4/2)

Z= R0,45°(21): Z

-

@ (2
(73]
Célculo via Produto Escalar:
2 2
T T {xz +y’i=2

= =
2 2 X+y=+42& y=+42-X

X X+Y-y=||X,| +|Y; -cos@;

T T T T

45°

2 = x? - x=0= 2x-|x - =0= x=0ey=y2-0-42 =
= x*+(V2-x) =22 2x2 =242 . x = 0= 2x-(x = /2)= 0 {x:ﬁey:f—f:o

=>z= (O,\/E): Rose(z,) ou z = (ﬁ,o): Ro_se(z)

Por escapar aos objetivos desse TCC, ndo discutiremos outras maneiras de

se calcular o ponto P, como, por exemplo, via matrizes de rotacao.
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5. Aplicagbes de Numeros Complexos em Geometria Plana
5.1. Introducéo

Esse é o capitulo que dé sentido ao titulo deste TCC, ou seja, € o capitulo
em que aplicarei efetivamente os numeros complexos em uma lista de
geometria plana. Essa lista consta de problemas e teoremas. Procederei
sempre da seguinte maneira, ou para resolver os problemas ou para provar 0s

teoremas:

1°) Identificarei veértices e segmentos com numeros complexos. Em quase
todos os itens da lista, identificarei um vértice com 0. Na maioria das situacdes
sera desnecessario considerar os eixos do plano complexo, ou seja, as
solucdes, tal como admitem a maioria dos enunciados, serdo as mais gerais

possiveis.

2°) Traduzirei o que se pede em cada enunciado via movimento de pontos e

suas respectivas imagens pelas transformagées T,,H,. e R,, OU composi¢oes

dessas.

39) Utilizarei os resultados operacionais do capitulo dois para desenvolver os
calculos. Vale dizer que por considerar que a parte mais delicada das tarefas
reside em bem interpretar os enunciados e identificar as transformacgdes
adequadas a cada problema e teorema, néo terei por objetivo terminar todos os
calculos, ainda que esses, na maioria das vezes, por serem bem poucos,

estejam completos.

Nas argumentacdes, me referirei, pelos respectivos ndmeros, aos trés
resultados obtidos no capitulo quatro, bem como a alguns resultados obtidos

neste préprio capitulo.

Farei alguns comentarios que julgar necesséarios, seja para introduzir

enunciados, seja para analisar resultados decorrentes das argumentagoes.

Os dois primeiros problemas séo classicos. Estdo na lista porque fornecem

resultados Uteis para a maioria das solugfes e provas do restante da lista.
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1) Calcule o ponto médio do segmento cujas extremidades séo os pontos
A= (X1:y1) € B= (Xz:yz)'

Solugéo:
Fazendo A = (x,,y,)=2z,: B =(x,,y,)=2z, € z, =ponto médio de AB , como

z,2,=22,2,,em-se que z,=H, ,(z,). Assim, do resultado (2), tem-se que:

X, + X +
zz:2.(2,\,|—zl)+21:>z,\,|:;-(zl+zz):>z,\,|:(122 ylzyzj (4)
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2) Calcule o baricentro do triangulo cujos vértices séo os pontos
A= (X1IY1):B = (sz)’z) e C= (Xax)’a)

Solugéo:

Fazendo A - (X1ly1): z,,B = (leyz): z,,C= (X3,y3)= 2326 = baricentro de

ABC e z, = ponto medio de AB, como z,2,=3-2,2,, tem-se que

Z; = HZM,B(ZG)'

Assim, dos resultados (2) e (4), tem-se que:

2,=3(z5 —2y)+ 2y = Z¢ :%.(ZZM +2,)= 2 :%-(zl+zz+z3):>
jZG:(x1+x32+x3’y1+y32+y3j 6)

29



3) Dado um tridangulo ABC, sdo construidos exteriormente a ABC, os triangulos
retdngulos isésceles CBD e ACE. Prove que o triangulo DEM também é

isésceles e retangulo em M, onde M € o ponto médio do lado AB.

A Figura 5.1 ilustra o enunciado e enfatiza a tese do teorema.

Figura 5.1 : O Triangulo DME é Isdsceles e Retangulo em M
Prova:
Facamos A -0,B=z,C=2z, D=z,,E=2, e M=2z,.
Provarei a tese provando que R, .(z,)=z,.

Do resultado (3), isso equivale aprovar que

(zs-2zy)-CS(20°)+ 2, =2, (*)

A Figura 5.2 ilustra a tese do teorema via rotagdo no plano complexo.
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Figura 5.2 : RZM!900(23)=Z4

Como 2123272.2122 e OZAZTZ.OZZ,tem—se que

Z, :(Hz V2 0|:221,315°J(22) € 24 = (Hoﬁ 0R0’45°J(22)
1 2

Assim, dos resultados (2) e (3), tem-se que

z3=H ﬁ((iz -2,)-CS (3150)21} =
1:7 -

o,

z

=z ¥z, =2, =

3:ﬁ-(z'—z
2

z,)-CS(315°)+z, e

7z

z,=H p(z, CS(45°))= 72-22 +CS (45°)
"2

Do resultado (4) tem-se que
1 1
zZ, = E~(O+zl)= 52

Finalizando, conclui-se que de fato a relagéo () € verdadeira, pois:

V2

(z, -z,)-CS(90°)+ z,, = 2 .CS(45°)= z,.



4) Dado um triangulo ABC, sdo construidos exteriormente a ele, os tridngulos
equilateros CBE e ACF e, “internamente”, o triangulo equilatero ABD. Prove

que o quadrilatero FDEC é um paralelogramo.

A Figura 5.3 ilustra o0 enunciado e enfatiza a tese do teorema.

Figura 5.3 : O Quadrilatero FDEC é um Paralelogramo
Prova:
Facamos A-0,B=2z,, C=2z, D=z, E=2, e F=2z,.

Provarei a tese provando que as flechas (pontos) z,-z, e z, - z,S80

equipolentes (coincidentes).

A Figura 5.4 ilustra a tese do teorema via equipoléncia (coincidéncia) de

flechas (pontos) no plano complexo.
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Figura 5.4 : As Flechas (Pontos) z,-z; e 2,-2, sa@o Equipolentes (Coincidentes)

COMO z, =R 4.(2,),2, =R, 4.(2,) € z, =R,4.(z,), do resultado (3) tem-se
que

z,=12,-CS(60°)

z,=(z,-2,)-CcS(60°)+2z, €

z,=2,-CS(60°)
Assim, tem-se de fato que

z,-25=2,-1-CS(60°))=2z, - z,.
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O teorema que segue é atribuido a Napoledo Bonaparte (1769-1821).

5) Dado um triangulo ABC, séo construidos exteriormente a ABC os triangulos

equilateros ABD, BCE e CAF, cujos centros séo, respectivamente, os pontos G,

H e I. Prove que o triangulo GHI é equilatero.

A Figura 5.5 ilustra o enunciado e enfatiza a tese do teorema.

E
.®

I
I
I
[
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Figura 5.5 : O Triangulo GHI é Equilatero

Prova:

Facamos A-0B=2,C=2, D=2, E=2,,F=2,,G=2,,H=2,¢€ |=2z,.

Provarei a tese provando que z, =R, .,.(z,)Do resultado (3) isso equivale a

provar que
(z,-2,)-CS(60°)+ 2, -2, =0 (*)
A Figura 5.6 ilustra a tese do teorema via rotagdo no plano complexo.
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Figura 5.6 : st,60°(z7)=28

Como Zy= R0,300°(21)- Z,= Rz1,300°(zz)e Zs = Ro,eo°(zz)' do resultado (3)’ tem-se

que

z, =z, -CS(300°),
(z,-2,)-CS(300°)+ 2z, e
z,-CS(60°)

Z,

Zg

Como os centros dos triangulos equilateros coincidem com seus

baricentros, do resultado (5), tem-se que

2o =5 (042,+2,)= 32,1+ CS(300°))

Z; =%'(21+Zz +2,)==-[22,+ 2, +(z, - 2,)-CS(300°)] e

1
3

2o= 5 (042, +2,)= 22, (1+CS(60°) -

Finalizando, conclui-se que de fato a relagéo (+) € verdadeira pois
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(z, -2,)-CS(60°)+2,-2,=0-2,+0-2,=0 6)

Vale observar que provei mais do que pretendia, pois o resultado (6) vale
ainda que z, <0z, OU z, <0z,, OU seja, ainda que o triangulo 0z,z,seja

degenerado.
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6) Prove que a tese do teorema de Napoledo é verdadeira mesmo quando 0s

triangulos equilateros ABD, BCE e CAF, cujos centros séo, respectivamente,

G', H e I', sao construidos interiormente a ABC.

A Figura 5.7 ilustra o enunciado e enfatiza a tese do teorema.

-

Figura 5.7 : O Triangulo G'H'l' € Equilatero

Prova:
Fazendo G'=z',,H'=2z",,I'=z',, provarei a tese provando que
le = Rz'7,60°(2'6) (*)

A Figura 5.8 ilustra a tese do teorema via rotagéo no plano complexo.
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Figura 5.8 : z'8=Rz.7 60°(Z'g)

Para calcular os pontos z'.,z', ez,, basta ver que, fazendo m, m,,m,,

7
respectivamente, os pontos médios dos lados o0z,,z,z,,0z,. tem-se que

z'.,z',,2, € z,,z,,z, SA0 pontos, respectivamente, siméetricos em relagéo a

m;,m,,Mj, e isso Signiﬁca que 2'6 = Rm1,180°(26)' Z'7 = Rm2,180°(z7) e 2'8 = Rm3,180°(28)'

A partir dai a prova da relagéo (*) é inteiramente similar a prova da versdo

anterior do teorema de Napole&o.
Vale observar que os pontos z',,z', e z', também s&o simétricos aos pontos

z,,z, e z, emrelacdo aos segmentos (ou retas) oz,, z,z,,0z,, respectivamente.

N&o farei uma segunda prova utilizando essa interpretacdo. Os dois problemas
gue seguem servem de preparacdo para tratarmos esse tipo de simetria e tal

tratamento serd utilizado para provar o teorema seguinte a eles.
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7) Seja r a reta definida pelo ponto O e a inclinacédo ¢,. Calcule o ponto P,

simeétrico do ponto p » (0,0), emrelagdo ar.

E facil ver que se o ponto P pertence a reta r, tem-se que P’=P. Isso inclui
P=(0,0).

Solucgéo:
Fazendo p =z =p.CS0, com 0, <6 €P'=z',tem-seque z'=R, ,,, ()
Assim

2'=Ry ,0.0(2)=2-CS(-2(0-0,))= z'=(p-CSO)CS(- 20 + 20,)) =

= 2'=p-CS(0-20+20 )= z'=p-CS(-0)CS(20,)= z'=z-CS(20,) (7)

z

Vale observar que z' pode ser calculado da mesma forma ainda que 6 < o, .

O resultado (7) mostra que z' pode ser pensado via rotagdo do ponto z em

relagéo ao 0 de um angulo de 2¢_, ou seja,
z'= RO,ZGT(E)- (8)

A Figura 5.9 ilustra o célculo do ponto z' e o resultado (8) via numeros

complexos.
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4
7
Figura5.9: z'=R, -2(0-6 )(z) z
’ r

O préximo problema € uma generalizacao deste.
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8) Seja r a reta definida pelo ponto P, = (0,y, )= (0,0) € ainclinagéo ¢, . Calcule o

ponto p', simétrico do ponto P em relagéo a reta r.
Solugéo:
Fazendo r'//r, com (0,0)er', tem-se que a inclinacéo de r' também € o, .

Fazendo p, =z,,P=zP'=2'e z,=T,(z)=2z+(-2,), do resultado (8) tem-
seque z, =z, -cS (20,) € o simétrico de z,emrelacdoar’.
Finalizando, tem-se que z'= T, (z,)= z, + z,€ 0 ponto procurado, ou seja,
z'= (z - zl)~ CS(26,)+ z,.

A Figura 5.10 ilustra o célculo do ponto z' via nimeros complexos.

Figura5.10 : z' é o Simétrico de z em Relagdo a Retar

Vale observar que a transformacéao S,,:C—>C, com

2,6,

S, (2)= (z _ zl).CS (20,)+ z,, @ssocia cada ponto z ao seu simétrico s, | (z)

em relagdo a reta r cujos coeficientes linear e angular sdo, respectivamente,
Im(z,) e 9,.

Utilizarei a transformacéo s, , : C — C para provar o proximo teorema.
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9) Seja G o baricentro de um triangulo equilatero ABC. Se P é um ponto do
plano que contém ABC e Q, R e S séo os pontos simétricos de P em relagéo
aos lados AB, BC e AC, respectivamente, prove que o ponto G também é o

baricentro do triangulo QRS.

A Figura 5.11 ilustra apenas uma das infinitas possibilidades de

interpretacdo para o enunciado, além de enfatizar a tese do teorema.

A \/ B

Figura5.11: O Ponto G é o Baricentro dos Tridngulos
ABC e QRS

Prova:

Facamos A=0,C=2,Q=2,R=2,S=2,,P=2=(x,y)G =2, e, sem perda

de generalidade, fagamos B = z, = um real positivo .

De acordo com o resultado (5), provarei a tese provando que

%'(Zs rz, +25):%,(0+21+22), 0 que equivale a provar que

- -

Zs
Z,+2,+2.=2,+2, (*)

Fazendo r=reta que contém o lado 0z,, s=reta que contem o lado z,z,e
t=reta que contem o lado o0z,, € facil ver que seus coeficientes lineares e

angulares sao, respectivamente, 0,0°: /3 -z,,120° e 0,60°.

A Figura 5.12 ilustra a tese via nUmeros complexos.
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/ . . - . \
/ Figura$.12: 2 =(z5+2,+2,):3 \

/ \

Como z, =R 4.(z,), do resultado (3) tem-se que
z, =2,-CS(60°) €,

utilizando a transformacéo s, , :Cc — C, tem-se que

2, = Sp0y0e(2) = (2= (0.0))- €S (2-0°)+ (0,0) = (x,~y )
2, =S4, 120o(z)_(z—io\@ 2,) Cs(2-1200)+ (0,43 -2,)=
BN T IO TR PS8

- =X -— +—~z,——x+— +—z
2 2 VP T 2Vt

e

22 =S oo (@)= = 00)-C 2 60%) 00)=( -3+ Py w1y

2 2 2 2

Finalizando, conclui-se que de fato a relacéo (*) é verdadeira pois

23+z4+25:zl+22:(2 5

3f] _

Vale observar que na Figura 5.11 o ponto P =z =(x,y) foi considerado

interior ao tridangulo ABC. Como g - 7_ - (3 f] 1 (1,*@].21, portanto
3122 2" 6

independente dos valores de x e y, tem-se que a tese do teorema continua
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valida ainda que P seja um ponto exterior ao triangulo ABC ou pertencente a

um dos seus lados. P pode ser, inclusive, um dos vértices de ABC.

Voltando ao teorema de Napoledo, é natural indagarmos se 0 mesmo pode
ser generalizado. Por exemplo, seré verdade que os centros dos quadrados
construidos exteriormente a um quadrilatero (qualquer) sdo vértices de um

guadrado? A Figura 5.13 “mostra” que nao.

Figura 5.13 : O Quadrilatero EFGH n&o é um Quadrado
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O préximo teorema afirma, entretanto, que o quadrildtero EFGH é um
quadrado quando o quadrilatero ABCD é um paralelogramo.

10) Dado um paralelogramo ABCD, séo construidos exteriormente a ABCD os
quadrados ABEF, BCGH, CDJI e ADHL, cujos centros sao, respectivamente,

os pontos M, N, O e P. Prove que o quadrilatero MNOP é um quadrado.

A Figura 5.14 ilustra o enunciado e enfatiza a tese do teorema.

Figura 5.14 : O Quadrilatero MNOP é um Quadrado

Prova:

Facamos
A=0B=2,C=2,D=2,,M=2,N=2,,0=2,P=2,E=2,G=24l=2, e K=2,.

Provarei a tese provando que z, =R, ,,.(z,) e z; =R, 4.(z;) Do resultado

(3), isso equivale a provar que

(24_25)'CS(2700)+25:ZG (*)
(25 -2,)-CS(90°)+ 2, = 2, (*)

A Figura 5.15 ilustra a tese do teorema via rotagdes no plano complexo.
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Figura 5.15 : 26=R2552700(z4) e 27=Rz4,90°(25)

Como zZ, = Tz1 (23)- Zg = Rzl,goo(o)v Zy = Rzz,90°(zl)' Zy = Rza,goo(zz)e Zy = R0,90°(23)'

do resultado (1) tem-se que

Z,=2,+12,

do resultado (3), tem-se que

z,=(0-2,)-CS(90°)+z, =2, -(1-1i),

Zy = (z1 —22)-CS(900)+ z,=2,-1+2, -(1—i),
2, =(z,-2,)-CS(90°)+2z,=12,-i+z,,

z, =2,-CS(90°)= 2z, i,

e, do resultado (4), tem-se que

1 1 .
Z, :E'(O"'ZS)ZE'Zl'(l_')'

1 1 .
Zg :E'(ZI+ZQ):E[221+ZS '(1_|)]’

1 .
2625.(224_210): '[21'(1+|)+223]e

NP N

1 .
z, :E-(23+zn): Z,-(L+i)

Assim, conclui-se que de fato as relacdes (*) e (**) sé&o verdadeiras pois
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(z4 - 25)-CS(270°)+ z, = %-[Zl-(1+ i)+ 223]: Z
e

(zs-2z,)-CS(90°)+z, :%-23-(1+i): z,
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11) Consideremos um triangulo retangulo isosceles ABC, cujo &ngulo reto tem
vértice A. Se M é o ponto médio do lado BC e P € um ponto do lado BC
(diferente de B e C) cujas projecdes ortogonais sobre os lados AB e AC, séo
os pontos D e E, respectivamente, prove que o triangulo MDE é retangulo

isésceles cujo angulo reto tem vértice M.

A Figura 5.16 ilustra o enunciado e enfatiza a tese do teorema.

Figura 5.16 : O Triangulo MDE é Retangulo Isdsceles,
Cujo Angulo Reto tem Vértice M

Prova:
Facamos A -0,B=z,,C=z,P=z=(x,y)D=2z,E=2, e M=z,,.

Provarei a tese provando que z, =R, ,.(z,). Do resultado (3), isso equivale

a provar que
(z,-2y)-CS(90°)+ 2, -2, =0 (*)

A Figura 5.17 ilustra a tese do teorema via rotag&o no plano complexo.
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Figura 5.17 : Z3=RZM 90°(24)

Sem perda de generalidade, fazendo z, = namero real positivo , tem-se que
z,=x e z,=y.i COMO z, =R .(z,)=2,.CS(90°)= z, -i, do resultado (4) tem-se

que
1 1 .
Zy :E'(Z1+ZZ)ZE'Z1'(1+|)

Como os triangulos EPC e ABC séao triangulos retangulos isdsceles

semelhantes, tem-se que x+y =1z, €
(z,-24)-CS(90°)+2,, —2z,=2,-(x+y)=0,

ou seja, a relacado (*) € de fato verdadeira.
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12) Dados os tridngulos equilateros ABC, DEC e o paralelogramo BFDC, prove

que o triangulo AFE é equilatero.

A Figura 5.18 ilustra apenas uma das infinitas possibilidades de

interpretacdo para o enunciado, além de enfatizar a tese do teorema.

A B

Figura 5.18 : O Triangulo AFE é Equilatero

Prova:
Facamos A =0B=2,,C=2z,D=2,E=2, e F=z,.

Provarei a tese provando que z, =R, ,.(z, ) Do resultado (3) isso equivale a

provar que
z5-CS(60°) =z, (*)

A Figura 5.19 ilustra a tese do teorema via rotagéo no plano complexo.
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Figuras.19: z,=R

Como z, =Ry4.(2,)s 2, =R, 4.(z;) € 2, =T, _, (z,), do resultado (3) tem-se

que
z,=2,-CS(60°)
z,=(z,-2,)CS(60°)+2,=12,+2,-CS(60°) €
do resultado (1), tem-se que
z2y,=2,+(z,-2,)=2,+2,-(L-CS(60°)).
Assim, conclui-se que de fato a relagdo (*) € verdadeira pois
z,-CS(60°)=z,+2z,-CS(60°)= z,.

Vale observar que essa prova é genérica, ou seja, ndo é valida apenas para
a interpretacéo utilizada.
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13) Dado um quadrado ABCD, seja P um ponto da diagonal BD, cujas
projecdes ortogonais sobre os lados AB, BC, CD e AD, sao, respectivamente,
os pontos E, F, G e H. Prove que os segmentos EH e PC sdo perpendiculares

€ congruentes.

A Figura 5.20 ilustra o enunciado e enfatiza a tese do teorema.

Figura 5.20 : Os Segmentos EH e PC sao Perpendiculares
e Congruentes

Prova:

Facamos A-0C=z,E=z,H=2z, e P=z=(x,y). Sem perda de
generalidade, fazendo B =z, = nlmero real positivo , tem-se que

z,=(0,x)e z, =(0,y)COM 0 < x,y < z,.

Provarei a tese provando que as flechas (pontos) z,-z, e z,-z S&0
equipolentes (coincidentes), ou seja, que (Rog.oT,)z,)=T, (z,). Dos

resultados (1) e (3) isso equivale a provar que
(z,-2z)-Cs(90°)=2z, -z, *)

A Figura 5.21 ilustra a tese do teorema via composicdo de translacdo e

rotagéo no plano complexo.
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Figura 5.21 : (Ro,goooT_z)(22)=T_z3(Z4)

Como z, =R, ,,.(0), do resultado (3) tem-se que z, = (z,,z,)

Como o triangulo PEB e retangulo isésceles, tem-se que x +y = z, para todo

ponto da diagonal (incluindo os pontos B e D, ou seja, para
todoz = (x,y)com 0<x,y<z), O que equivale a dizer que
z=(x,z,-x)e z,=(0,z, -x) Assim, conclui-se que de fato a relagéo (*) e

verdadeira pois

(z,-2)-CS(90°)=2, -z, = (- x,2, — x)

53



14) Dado um paralelogramo ABCD e os triangulos isésceles semelhantes CBE

e FDC, prove que o triangulo FAE é semelhante aos triangulos CBE e FDC.

A Figura 5.22 ilustra o enunciado e enfatiza a tese do teorema.

Figura 5.22 : O Triangulo FAE é Semelhantes aos Triangulos
Isésceles Semelhantes CBE e FDC

Prova:
Facamos A =0B=2,,C=2,D=2,E=2, e F=2z,-

Para provar a tese provarei que z, =R,(z,) onde p = z,2,z, = z,2,z,- ISSO

equivale a provar que
z,=12,-CSp. (*)

A Figura 5.23 ilustra a tese do teorema via rotagéo no plano complexo.
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Figura 5.23 : z,=R, B(24)

Como z,=T,(z,),z, =R, ,(z,) € z, =R, ,(z,), do resultado (1), tem-se que

z,=T,(z,)=2, +2z, € doresultado (3) tem-se que
Z, = (Zz - 21)'CS (_B)+ z,=2,-CS (‘B)"' z, €
z,=(z,-2,)-CSB+2,=2,-CSB+2,.

Assim, tem-se que de fato a relagdo (*) é verdadeira pois

z,=2z,-CS+z,=2,-CSp.
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15) Dados os triangulos retangulos isésceles BAC e DAE, se M € o ponto
médio do segmento CD, prove que o0s segmentos EB e AM séo

perpendiculares e EB=2.AM.

A Figura 5.24 lustra apenas uma das infinitas possibilidades de

interpretacdo para o enunciado, além de enfatizar a tese do teorema.

Figura 5.24 : Os Segmentos EB e AM sao Perpendiculares e
EB=2.AM

Prova:
Facamos A-0B=2,,C=2z,D=2,E=2, e M=z,.

Provarei a tese provando que as flechas (pontos) z,-z, e 2z, -CS(90°)

sao equipolentes (coincidentes), o que equivale a provar que
(Ho,z °R0,90°XZM): T—zl(zzt) (*)

A Figura 5.25 ilustra a tese via translacdo e composicdo de rotacdo e

homotetia, no plano complexo.
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Z2

Figura 5.25 : (Hy ,0Rg 90:l2y)=T 5, (2)

Como z, =R,.(2,) € z, =R 4.(z,), do resultado (3) tem-se que
z,=2,-CS(90°)=z,-ie z,=z,-CS(90°)=2z,-i, €
do resultado (4), tem-se que ;- %.(22 vz,)= %(21 ivz,)
Assim, conclui-se que de fato a relagdo (*) € verdadeira pois
1 : : :
(Ho,z 0R0,90°XZM): 2'[5'(21 L Za)"j =2Z3l-z2,=2,-2,= T—z1(24)

Vale observar que essa prova é genérica, ou seja, ndo é valida apenas para

a interpretacéo utilizada.
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16) Dados os quadrados ABCD e AEFG, cujos centros sdo os pontos L e J,

respectivamente, e os paralelogramos ADIE e AGHB, cujos centros sdo os

pontos M e K, respectivamente, prove que o quadrilatero JKLM é um quadrado.

A Figura 5.26 ilustra apenas uma das infinitas possibilidades de

interpretacdo para o enunciado, além de enfatizar a tese do teorema.

Figura 5.26 : O Quadrilatero JKLM é um Quadrado

Prova:
Facamos A -0B=2,D=2,E=2,,G=2,,0J=2,K=2,L=2, e M=z,
Para provar a tese provarei que z, =R, 4.(z,) € z; =R, ¢.(z)

Do resultado (3) isso equivale a provar que

(28_27)'CS(900)+Z7:ZG (*)
(26—25)~CS(90°)+25:28 (**)

A Figura 5.27 ilustra a tese do teorema via rotagdes no plano complexo.
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Figura 5.27 : 26=Rz7,900(28) e 28=R25’900(26)

Como z, =R, 4.(z,) e z, =R, 4.(z,), do resultado (3) tem-se que
z,=2,-CS(90°)=2,-ie z,=2,-CS(90°)=2,-i €
do resultado (4), tem-se que

1 1 .
Zs ZE'(Z3+24):§'Z3'(1+|)'

1 1
Zg ZE'(Zl"'ZA):E'(Zl‘*'ZB ')
z,=> (zl+zz)=%-zl~(1+i)e
1 1 .
Zg ZE'(Zz +Z3)=E~(21~I+Z3)

Assim, conclui-se que as relacdes (*) e (**) sdo de fato verdadeiras pois

(2s-2,)-C8(00°)+ 2, = 2z, + 2, 1) = . )

(20~ 2)-CS(00°) 4 2, = 5 (2. 1+ 2,) = 2, ()

Vale observar que essa prova é genérica, ou seja, nao € valida apenas para

a interpretacéo utilizada.
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17) Dados os triangulos equilateros ABC, ADE e AFG, se H, | e J sdo os pontos
médios dos segmentos CD, EF e BG, respectivamente, prove que o triangulo

HIJ é equilatero.

A Figura 5.28 ilustra apenas uma das infinitas possibilidades de

interpretacdo para o enunciado, além de enfatizar a tese do teorema.

Figura 5.28 : O Triangulo HIJ é Equilatero

Prova:
Facamos A-0B=2,,C=2,D=2,E=2,F=2,,G=2z,H=2,1=2, e J=12,.

Para provar a tese provarei que z, =R, ..(z,)De acordo com o resultado

(3), isso equivale a provar que
(29_28)'CS(600)+28:Z7 (*)

A Figura 5.29 ilustra a tese do teorema via rotagéo no plano complexo.
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Figura 5.29 : z7=R28 60°(Zg)

Como 7, =R 4.(2,) 2, =Rye.(25)€ 2 =R 40.(z5) » dO resultado (3) tem-se

que

z,=2,-CS(60°)z, =2z,-CS(60°) e z, =z, -CS (60°)
Do resultado (4), tem-se que

'(Zz + Za): '(zl 'CS(GOO)+ Za)~

(z,+25)==-(z,-CS(60°)+z,)e

(z, +z,-CS(60°))

NP N N e

2, -1 (2w 2,)-

Assim, conclui-se que a relagéo (*) é de fato verdadeira pois

1

(zy —2,)-CS(60°)+ 2z, = ?(Zl -CS(60°)+2z,)=2z,.

Vale observar que essa prova é genérica, ou seja, nao € valida apenas para

a interpretacéo utilizada.
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18) A partir de um segmento AC que contem o ponto B (diferente de A e C),
construimos os quadrados ABFG, BCDE e AHIC, cujos centros sdo 0s pontos
L, K e J, respectivamente. Prove que os segmentos JK e LC sé&o

perpendiculares e congruentes.

A Figura 5.30 ilustra o enunciado e enfatiza a tese do teorema.

Figura 5.30 : Os Segmentos JK e LC sao
Perpendiculares e Congruentes

Prova:
Facamos A =0,B=2,,C=2,E=2,G=2z,H=2,,L=2,)=2, e K =2z,.

Provarei a tese provando que as flechas z,z, e z,z, sé@o perpendiculares e
equipolentes, ou seja, que (R, T, fz,)=T.,, (z,)- Do resultado (3), isso

equivale a provar que
(28_27)'(:8(900):26_22 (*)

A Figura 5.31 ilustra a tese do teorema via translagdo e composicdo de

translagdo com rotacdo, no plano complexo.
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Figura 5.31 : (Ro,9000T_z7)(28)=T_22(25)

Como z, = Rz1,90°(22)- Z,= R0,90°(21) €z, = R0,270°(22)'d0 resultado (3) tem-se
que

z,=(z,-2,)-CS(90°)+z,=2,-U0—-i)+z, -i,
z,=2,-CS(90°)=12,-i e
z,=2,-CS(270°)= -z, -i

Como os centros z,,z,ez, também s&o, respectivamente, os pontos

médios das diagonais z,z,,z,z. e z,z,, do resultado (4), tem-se que

1 1 .
Zg :E'(Z1+24):E'21'(1+|)1

1 1 .
z, :E-(z2 +25):E-z2 @L-i)e

1 1 . .
Zg :E'(Zz +23):§'[Z1'(1_|)+22 (L))
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Assim, conclui-se que de fato a relagéo (*) é verdadeira pois

1

(z, -z,)-CS(90°)= E-[Z1 Q+i)-2z,]= 2z, - z,.
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19) Dado um quadrado ABCD e os triangulos equilateros ABE e BCF,
respectivamente interno e externo ao quadrado, prove que os pontos D, E e F

sao alinhados.

A Figura 5.32 ilustra o enunciado e enfatiza a tese do teorema.

Figura 5.32 : Os Pontos D, E e F Sao Alinhados

Prova:
Facamos A =0B=2,,D=z2,E=2, e F=2,.

Para provar a tese provarei que existe um numero real r tal que

z, =H, (z,) Do resultado (2) isso equivale a provar que z, =r-(z,-z,)+z, Ou

que

zZ,-2Z,
Z;- 17,

€R *)

A Figura 5.33 ilustra a tese do teorema via homotetia no plano complexo.
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Figura 5.33 : Existe um Numero Real r tal que z4=H22 (23)

Como Z,= R0,90°(21)123 = R0,60°(Zl) ez, = Rz1,210°(0)’ do resultado (3) tem-se
que
z, =2z, -CS(90°),

,=2,-CS(60°) e
z,=(0-2,)CS(210°)+z, = z,-[1- CS(210°)]

N

Assim, conclui-se que a pertinéncia (*) € de fato verdadeira pois

z,-z, 1-CS(210°)-i
z,-z,  CS(60°)-i =2+ 3)<r
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20) Dado um triangulo ABC, séo construidos internamente sobre o lado AC o
quadrado ACDE cujo centro € o ponto H e, externamente sobre o lado AB, o
quadrado ABFG, cujo centro € o ponto |. Prove que os segmentos BC e IH

formam um angulo de 45°.

A Figura 5.34 ilustra o enunciado e enfatiza a tese do teorema.

Af-‘._\\\ T 4:
§ 7 |
Sa ! [
: ) \\ - ! I
- - |
: E.- 1
[ d '
[ l !
I L3 :
I ! '
| 1
| 1
| 1
| I
. !
|..' |
e ®
G F

Figura 5.34 : Os Segmentos BC e IH Formam
Angulo de 45°

Prova:
Facamos A-0B=2,,C=2,E=2,G=2z,H=2, e |=2z,.

Para provar a tese provarei que existe um namero real r tal que as flechas
(pontos) r.(z,-z,) e (z; —z,)-CS(45°) sao equipolentes (coincidentes), ou
seja, (H,, o T, Nz,) = (Rous. o T, Jz5) Dos resultados (1) e (2) e (3) isso equivale
a provar que existe um namero real r tal que r.(z, -z,)=(z, - z,)-CS (45°) ou
que
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(25_26)'CS(450)€R. (*)

A Figura 5.35 ilustra a tese do teorema via composi¢cbes de translacéo e

rotagéo, e translagdo com homotetia, no plano complexo.

Figura 5.35 : (HoerT_z1)(22)=(R0’45o°T_26)(Z5)

Como z, =R ,,.(z,) € z, =Ry ,.(z,), do resultado (3) tem-se que

z,=2,-CS(270°) e
z,=2,-CS(270°)

Do resultado (4) tem-se que

2, =%-(22 +2,)==-z,-(L+CS(270°)) e

-z, -(1+-CS(270°))

N[ N

1
Zg =E'(Z1+Z4)=

Assim, conclui-se que a pertinéncia (*) € de fato verdadeiro pois
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(2, - 2,)-CS(45°) 2 _

Z, - Z, 2

R.
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21) Dado um quadrado ABCD, se E é o ponto médio da diagonal BD, F € o
ponto médio do segmento BE e G € o ponto médio do lado CD, prove que o

triangulo AFG é isosceles com base AG.

A Figura 5.36 ilustra o enunciado e enfatiza a tese do teorema.

D G c

A
Figura 5.36 : O Triangulo AFG é Isosceles
de Base AG

Prova:
Facamos A -0B=2,,C=2,D=2,E=2,F=2, e G = z,.

Para provar a tese provarei que existe um ndmero complexo unitério z tal

que as flechas (pontos) (z, -z,)-z € 0-z, Sdo equipolentes (coincidentes), o

que equivale a provar que

_— %5 1.1 (*)

A Figura 5.37 ilustra a tese do teorema via equipoléncia de flechas no plano

complexo.
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0

Figura 5.37 : Existe um Numero Complexo Unitario z tal que

as Flechas (z4-z;).z e 0-z; sdo Equipolentes

Do resultado (4), tem-se que

1 .
2425'(21"'23): '21'(1'“)'

25:%-(21+24): z,-(3+i)e

Nk N

como z, = Tzz(zl): z,+z,=2,-(+i),tem-seque z_ - %(Zz +2,)=

N |-

-z, - (L + 2i).

Assim, de fato a relagéo (*) € verdadeira pois

Vale observar que a igualdade z =i significa que o triangulo AFG é retangulo
emF.
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22) Consideremos dois retangulos ABCD e A'B'C’'D’, congruentes e de
dimensdes 2a e a, posicionados (parcialmente sobrepostos) como mostra a
Figura 5.38. Obtenha o centro P e o angulo de rotacdo 6'com o0s quais

devemos girar o retangulo ABCD de modo que esse coincida com o retangulo
ABCD.

A D
18
5 4 A
1
1
1
1
ej_.-':‘
[ 2
P 1
c& D
B"L c

Figura 5.38 : A Rotagdo de Centro P e Angulo ©', Transforma
o Retangulo ABCD no Retangulo A'B'C'D'

Solucgéo:

Facamos
a . a . ,, R .
A:zlz2a+5~|,D:22:2a—5~|,A:23:a~|,D:z4:a+a~|e P=z

Para calcular z e 6' me valerei dos seguintes fatos:

Rz,e'(zl): Z, € Rz,e'(zz): Z,.

Do resultado (3), tem-se que
a . : : a . : :
[2a+2~|—zj~C|Se'+z=a~| e [Za—2~|—zj~C|se'+z=a+a~|-

Assim, cisg'=i e 223_a_i.i,ou seja, 9'=90° e P = 33_2_
4 4 4 4
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Vale observar que, com os resultados obtidos, tem-se que a rotagao (fungéo

complexa)
Rpge :C = C, com R,y.(z)= {z—(?’a—Z-iﬂ-cis%%?f—j-i,

transforma os pontos do retdngulo ABCD nos pontos do retangulo A'B'C'D’.

Esse problema também é conhecido por “A mesa giratéria” devido a
seguinte interpretac@o préatica: considerando que os retangulos sé@o tdbuas,
exatamente em que local devemos introduzir um parafuso de modo que as

duas tdbuas possam ficar sobrepostas quando giradas?
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23) Dois piratas decidem enterrar um tesouro em uma ilha. Escolhem como
pontos de referéncia, uma arvore (A) e duas pedras (p, e P,). Comecando na
arvore, medem o namero de passos até a primeira pedra. Em seguida, dobram,
segundo um angulo reto, a direita e caminham o mesmo nimero de passos até
alcancar um ponto onde fazem uma marca (v,). Voltam a arvore, medem o
namero de passos desde a arvore até a segunda pedra, dobram a esquerda,
segundo um angulo reto, e caminham o mesmo namero de passos até alcancar

um ponto, onde fazem outra marca (m,). Finalmente, enterram o tesouro

exatamente no ponto médio (M) entre as duas marcas.

Anos mais tarde, os dois piratas voltam a ilha e decidem desenterrar o
tesouro, mas, para a sua decepc¢do, constatam que a arvore ndo existe mais
(nem as marcas, naturalmente). Entdo um dos piratas decide arriscar. Escolhe
ao acaso um ponto da ilha e diz: “Vamos imaginar que a arvore estivesse aqui.”
Repete entdo os mesmos procedimentos de quando havia enterrado o tesouro:
conta 0s passos até a primeira pedra, dobra a direita, etc., e encontra o

tesouro.

A pergunta é: esse pirata era sortudo ou um matematico?
Solugéo:

Facamos A=zP, =2,P,=2, M, =2, M, =2, e M=2,,.

Para responder a pergunta, verificarei se o ponto z,, pode ser calculado

independentemente do ponto z, o que significa verificar se 0 nUmero complexo

z,, independe do nimero complexo z. Em caso afirmativo concluirei que o

pirata era matematico.

A Figura 5.39 ilustra apenas uma das infinitas possibilidades de
interpretacdo para o enunciado, além de enfatizar a pergunta que procurarei

responder, no plano complexo.
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A=z

M2=z3

Figura 5.39 : O Namero Complexo z), Depende ou nao
do numero Complexo z?

Como z, =R, 4.(z) € z, =Ry ,,.(2), do resultado (3) tem-se que
z,=(z-2,)-CS(90°)+z,=(z-2,)i+2z, e
z,=2-CS(270°)= -z i
Finalmente, do resultado (4), tem-se que
1 1 :
zZy = E-(z2 + 23)= ?Zl -(1—|).

Assim, conclui-se que o tal pirata era “matematico”, pois o nimero complexo

z,, independe do nimero complexo z.

Sem perda de generalidade, fazendo z, = 1, tem-se que z , = (;_ ;j . Esse

resultado particular significa que os piratas poderiam localizar o ponto z,, sem

precisar considerar uma posicdo aleatdria para o ponto z. Bastaria fazer o

seguinte percurso: Partindo da pedra (p,), caminhariam até o ponto medio (M)

entre as duas pedras, dobrariam a esquerda, segundo um angulo reto, e

caminhariam a mesma distancia. No final desse percurso estaria o ponto M.

A Figura 5.40 ilustra essa alternativa para encontrar o ponto M.
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Figura 5.40 : O Percurso P,M'X, com P,M'=M'X e P,M'X=90°
Implica X=M
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No préximo problema terei que extrair raizes de numeros complexos. O
algoritmo para a extragdo de raizes n-ésimas de numeros complexos nos é

fornecido pelo

Teorema: As n raizes n-ésimas distintas do numero complexo (n&o nulo)

z = (p-cos 0,p-sen ) possuem modulo igual /o e seus argumentos s&o 0s n

termos da P.A. (80 360% 0 ., 360° 0, (n-1).30°] ou, de modo
nn n n n n n

equivalente, podemos dizer que os numeros complexos do tipo

. o . [o]
z, = [VE cos M%,VE'SEH e-’—k%j, com k=012,--,n-1>

s&o as n raizes n-ésimas distintas de z = (p - cos 6,p - sen 6).

E facil ver que os pontos z,'s s8o os vértices de um poligono regular de

género n, inscrito numa circunferéncia de centro 0 e raio R/B-

Vale observar que se z, € uma raiz n-ésima de z = (p-cos 6,p-sen6) € j €

um numero inteiro qualquer, tem-se que r . (z) também é uma raiz n-ésima
(),j.,

de z.
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24) Represente, no plano complexo, as raizes da equagéo

(2 + (2-3)) = [_ 1 *@].

2" 2
Solucgéo:
Como

Z'k

e aa)f - (-3 | 2 - S 2

— -~
Zy w

tem-se que cada uma das seis raizes z', da equacdo dada € a soma de uma
das seis raizes sextas z, do nimero complexo cs(120°) com a constante
complexa w = (- 23). Geometricamente, cada uma das seis raizes z', da

equacdo dada é um ponto que resulta da translacdo, segundo a flecha

z

w = (- 2,3), do respectivo ponto z,, que por sua vez € um vertice de um

hexagono regular inscrito numa circunferéncia com centro em 0 e raio igual a
1z, ] Simbolicamente, tem-se que , z', = T, (z, ) k = 01,2,3,4,5.

Do teorema tem-se que

o . o o . o
z, = [‘%/I-cos M,‘%ﬁsen Mj com k =012,--- 5.

Assim,

z, = CS(20°) z, = CS(80°) z, = CS(140°), z, = CS(200°), z, = CS(260°) e z, = CS(320°) e
z',=T,(z,)=CS(20°)+ (- 23)z",= T, (z,)=CS(80°)+ (- 2,3),---,2's = T,, (z5 ) = CS(320°)+ (- 2,3).

A Figura 5.41 ilustra as seis raizes sextas z, de cs(120°) e as seis raizes

z’,da equacdo dada, além de sugerir, particularmente, que

z's=T,(z,) com w = (-2,3).
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Re

Figura 5.41: Os (z,)'s sdo as Raizes Sextas de CS120° e os (Z'))'s sdo as Raizes da Equacao
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6. Conclusao

O objetivo que me serviu de guia na escolha de um tema foi a minha
pretensdo de dissertar sobre alguma técnica pouco usual, porém eficaz, para

se tratar determinados tipos de problemas complicados.

Espero que o tratamento utilizado na extensa lista do capitulo 5 tenha
convencido os possiveis leitores desse TCC de que as pouco usuais funcdes
complexas T,(z)=z+w,H,(z)=r-z € R,,(z)=2z-Cse (e suas composicoes)
proporcionam solucdes operacionalmente econbmicas e genéricas para
situagbes complicadas da geometria plana, desde que, €& claro, seus
enunciados possam ser interpretados, respectivamente, via translagéo,
homotetia e rotagdo (ou composicdes desses movimentos) de pontos.
Particularmente em relacdo as rotagdes, espero que esses leitores também

tenham se convencido de que a fungdo R,,(z)=z-CSe proporciona um

tratamento melhor (se considerarmos as trés razdes discutidas no capitulo 4)

do que o proporcionado pelo produto escalar no R?.

Das referéncias que utilizei, apenas a [4] e a [8] fazem uso das funcgdes
complexas para tratar de situagdes da geometria plana. A referéncia [4] tem um
minimo de aplicacfes e a [8] tem uma extensa lista de aplicagdes. Boa parte
dos teoremas presentes na lista do capitulo 5 foi extraida da referéncia [8].
Vale dizer que sao minhas as generalizacdes (1), (2) e (3) do capitulo 4,
utilizadas no capitulo 5, bem como todas as solu¢des e provas da lista do

capitulo 5.

As fungbes complexas também s&o utilizadas, porém de forma implicita,
sem formalizagbes, nas referéncias [1] e [2], cada qual em um problema de

geometria plana.

As referéncias [3] e [7] reescrevem alguns resultados da geometria analitica
plana via variaveis complexas e fazem algumas aplicagbes dos resultados
obtidos.

Utilizei as referéncias [5] e [6] para escrever o resumo sobre a histéria do
seu surgimento até a descoberta da sua representacdo geometrica, capitulo 2,

bem como para formalizar todos os conceitos do capitulo 3.
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