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Resumo

O referente trabalho sugere a ideia da constru¢do de uma mesa de bi-
lhar eliptica como recurso motivacional para o estudo das conicas no ensino
médio. A inten¢do da elaboracdo do material é implantar um laboratério
de matematica no Colégio Modelo Luis Eduardo Magalhdes em Canaviei-
ras, BA. As propriedades refletora e bissetora da elipse permitirdo que na
mesa construida, qualquer choque entre duas bolas, acontecido num foco,
seja refletido, fazendo com que a bola caia na cagapa que intencionalmente
se localizard no outro foco. Tal particularidade ird provocar a curiosidade
e despertar o espirito investigador dos alunos que buscardo explicag¢do para
o acontecimento. Como embasamento para o ensino de cOnicas, a presente
dissertacdo apresenta um tépico sobre a histéria das conicas onde reporta-se
a alguns matematicos que contribuiram para o estudo do tema e fornece con-
ceitos basicos sobre pardbola, hipérbole e elipse. Descreve também, detalha-
damente, um roteiro sobre a constru¢do da mesa acompanhado de medidas,
relagdo de materiais, sugestdes e fotos.

Palavras-chave: conicas; bilhar eliptico; construcgao.



Abstract

The related work suggests the idea of building an elliptical pool table as
a motivational resource for the study of conics in high school. The intention
on preparing the material is deploying a math lab in the Model College Luis
Eduardo Magalhdes in Canavieiras, BA. The ellipse’se reflective and bisec-
tor properties will allow that in the built table, any collision between two
balls, that has happened in focus, be reflected, making the ball fall into the
pocket that will be intentionally located in another focus. This particularity
will provoke curiosity and awaken the investigative spirit of students who
will seek for an explanation of the event. As a foundation for the teaching
of conics, this paper presents a topic on the history of conic where relates to
some mathematicians who contributed to the study of the subject and pro-
vides basics parabola, ellipse and hyperbola. It also describes, in detail, a
roadmap on building the table accompanied by action, bill of materials, sug-
gestions and photos.

Keywords: conical, elliptical billiards; construction.
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Introducao

“Nao € o angulo reto que me atrai. Nem a linha reta, dura, inflexivel, criada pelo homem.
O que me atrai € a curva livre e sensual. A curva que encontro nas montanhas do meu
Pafs, no curso sinuoso dos seus rios, nas ondas do mar, nas nuvens do céu, no corpo da

mulher preferida. De curvas € feito todo o Universo - o Universo curvo de Einstein".

Oscar Niemeyer

A educacio € reflexo de uma sociedade. Ela transforma e € transformada constantemente. Na
era das tecnologias de informagdo e comunicagdo, os alunos tém acesso a noticias em fragdes
de segundos. Equipamentos eletronicos como celular, iphone, ipod, tablet, etc, fazem parte do
mundo deles. As redes sociais e 0os jogos on-line ocupam quase todo o tempo de nossos educan-
dos. Torna-se dificil a ardua tarefa da escola ao competir com tantos atrativos. O que fazer para
voltar a atencdo de nossos jovens para as atividades escolares? A resposta para esta pergunta € mo-
tivacao! Adolescentes gostam de desafios. Para eles, ¢ de suma importancia serem reconhecidos
como parte fundamental da comunidade a que pertencem. E foi tal fato que motivou a implantagcao
de um laboratério de matematica (LEMAT) no Colégio Modelo Luis Eduardo Magalhdes (COM-
LEM), situado a rua Augusto Severo, n° 1020, em Canaveiras, BA. O colégio tem boa estrutura
fisica e material. Possui laboratdrios de ciéncias e de informdtica. Mas ter um espaco onde se
possa desenvolver atividades de inicia¢ao cientifica em matemadtica é o sonho dos professores da
drea nesta instituicdo. A ideia é fazer com que essa sala tematica seja personalizada. Todos os
materiais que servirdo de ferramenta de ensino ou objeto de estudo que fardo parte da composicao
do laboratério serdo construidos por professores e alunos da unidade escolar. Cada um deles terao
gravados registro de doa¢do com o nome do autor. Qualquer aluno interessado podera criar o seu

material sob orientacao dos professores e ver seu nome fazer parte da histéria do colégio.

E foi assim que surgiu a ideia da constru¢cao de uma mesa de bilhar eliptica onde se pudesse

desenvolver atividades de pesquisas sobre as cOnicas.

O tema escolhido partiu da seguinte premissa. Inicialmente, observou-se que na grande maioria

das escolas publicas de ensino médio (inclusive onde leciono) o estudo das conicas, apesar de fazer
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parte da grade curricular e dos planejamentos escolares, raramente sdo explorados. Diversos siao
os motivos que levam a tal fato: nimero de aulas insuficiente para se trabalhar todos os conteudos,
imaturidade matematica no campo da geometria por parte dos alunos, falta de motivacdo, despre-
paro do profissional da drea, etc. Era a oportunidade de trazer a discussdo sobre esse conteido
para sala de aula e trabalhar de forma espontinea e interessante, atividades extraclasses. Pensou-se
em algo divertido, que atraisse a curiosidade. Algo que envolvesse o lidico e instigasse a reflexao
dos educandos. O bilhar € um jogo atrativo e que faz parte das atividades recreativas dos jovens.
Em especial escolheu-se a forma eliptica para o bilhar por apresentar, a elipse, as propriedades
refletora e bissetora que garantem que qualquer choque entre duas bolas, acontecido num foco da
elipse, serd refletido e fard bater em uma terceira bola estacionada no outro foco. Em particular, se
ao invés de uma terceira bola, for colocada uma cacapa no segundo foco, as bolas que se chocaram
no primeiro foco serdo refletidas para dentro da cagcapa. Esta curiosa situagcdo instigard aos alu-
nos a tentarem diversas jogadas em inusitadas posicdes. Cabe ao professor aproveitar o momento
para desafid-los a pesquisar sobre a situacdo problema e descobrir o motivo pelo qual aquela mesa

"magica‘“ permite a qualquer jogador, até o mais inexperiente, acertar a bola na cagapa.

Esse trabalho € direcionado a professores do ensino médio ou qualquer pessoa que tenha inte-
resse em produzir o material. Tem como objetivo fornecer ao leitor informacdes suficientes para
que ele possa construir a sua propria mesa de bilhar eliptica. Traz em seu desenvolvimento os

conteudos basicos sobre as conicas.

No primeiro capitulo, a dissertacdo apresenta como tépico a histdria das conicas mencionando
alguns matemadticos que contribuiram para o estudo dessas curvas. No segundo, terceiro e quarto
capitulos s@o apresentados definicao, principais elementos, equacdes e aplicacdo das conicas: pa-
rdbola, hipérbole e elipse, respectivamente. No quinto capitulo explica o funcionamento da mesa,
apresenta as propriedades que embasam esse funcionamento, sugere uma relacao de materiais que
podem ser utilizados na constru¢do da mesa, descreve detalhadamente a sua construcio e cita
medidas, equagdes e croqui utilizados no exemplar apresentado. No sexto e ultimo capitulo sao
apresentadas as consideracdes finais da autora onde aparecem sugestdes de atividades, variagdes
que podem ser utilizadas na constru¢ao da mesa e dicas para economizar na compra de materiais .

Em anexo, fotos da constru¢cdo da mesa por partes.



CAPITULO

1

Historia das Conicas

Este capitulo tem como intencdo apenas divulgar os principais fatos histéricos sem a preocu-

pacdo de se aprofundar ou detalhar os contetidos.

Consideremos duas retas e e g concorrentes em V' ndo perpendiculares:

g »

i ] WV {veriice 4 ]

o \ ] _
hy — Ceralriz
W,

+E il.\'n-
Figura 1.1: retas e e g concorrentes

Com a reta e fixa pelo ponto V, facamos ¢ girar 360° em torno de e, mantendo constante o
angulo 6 formado por elas (figura 1.1).

A reta g gera uma superficie denominada superficie cOnica de duas folhas. A reta g € chamada
geratriz dessa superficie (figura 1.2). As cOnicas sdao geradas pela intersecdo dessa superficie
conica com um plano secante.

O estudo das conicas deu-se inicio por volta do século IIT a.C. na Grécia antiga. O interesse
dos matematicos nas coOnicas estavam nas contribuicdes das mesmas para a resolugdo dos trés
problemas cldssicos da antiguidade: trissectar um angulo, quadrar um circulo e duplicar um cubo.

Manaecmo (380 a.C. - 320 a.C.) foi o primeiro matematico a mencionar as conicas na tentativa

de solucionar o clédssico problema da Duplicacdo do Cubo.
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Geratrizz G

Vértice: V

Figura 1.2: Superficie conica de revolugao

Ha indicios de que o problema da duplicacdo do cubo possa ter se originado nas palavras
de algum poeta (talvez Euripedes) grego antigo, ignorante em matematica, ao descrever a
insatisfacdo do mitico rei Minos com o tamanho do timulo erguido para seu filho Glauco.
Minos ordenou que o tamanho do timulo fosse dobrado. O poeta fez entdo Minos aduzir,
incorretamente, que isso poderia ser feito dobrando-se cada uma das dimensdes do timulo.
Essa falha matematica da parte do poeta levou os gedmetras a abracar o problema de como
dobrar um dado sélido mantendo-se sua forma. (EVES, 1995, p.135)

Manaecmo pesquisava sobre a pardbola e a hipérbole e suas propriedades quando descobriu
a elipse. Para Manaecmo, cada coOnica era obtida por um tipo diferente de cone (figura 1.3). As
cOnicas eram obtidas através de sec¢des de cones circulares retos com planos perpendiculares a
uma geratriz do cone, obtendo trés tipos distintos de curvas, conforme a sec¢cao meridiana do cone

fosse um angulo agudo, um angulo reto ou um angulo obtuso.

Figura 1.3: Conicas de Manaecmo

Autores como Aristeu (370 a.C. - 300 a.C.) e Euclides de Alexandria (325 a.C. - 265 a.C.)
também escreveram obras sobre sec¢des cOnicas. Infelizmente muitas das obras de Euclides, con-

siderado “Pai da Geometria”, se perderam, inclusive “As Conicas”.

Arquimedes (287-212 a.C.) foi um célebre cientista, matematico e inventor grego. Escreveu
uma obra sobre a quadratura da pardbola constituida por vinte e quatro proposi¢des onde calculou
a drea de uma pardbola usando o método de exaustdo. Provou que a drea da figura formada por
um arco de pardbola e um segmento de reta € igual a quarto ter¢os da drea de um tridngulo inscrito
de mesma base e de vértice no ponto onde a tangente € paralela a base. Muitas histérias, nao
se sabe se todas verdadeiras, se contam sobre Arquimedes e a utilizacdo de seus conhecimentos
sobre as propriedades das conicas em defesa de Siracusa, quando do sitio imposto a cidade pelos
romanos. Dentre elas temos: criou catapultas méveis de alcance ajustdveis para arremessar pesos

por sobre os navios inimigos; usou espelhos parabdlicos para refletir raios solares e incendiar as
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galeras romanas; com a ajuda de um sistema de polias compostas icou sozinho um pesado navio,

esta ultima lhe fazendo jus a famosa frase: “Dé-me uma alavanca que moverei a Terra".

Apolonio de Pergas (262 a.C. - 190 a.C.) foi um astrdnomo notdvel e 0 matemético que mais
contribuiu para os estudos das sec¢des conicas. Estudou em Alexandria com os discipulos de
Euclides. Apolonio, Euclides e Arquimedes foram os maiores matemdticos do século III a.C. Es-
creveu sobre vdrios assuntos, mas recebeu o cognome de “O Grande Gedmetra"gragas a sua obra
extraordindria chamada “Seccdes Conicas". Em seus estudos, Apoldnio conseguiu gerar todas as
conicas de um unico cone de duas folhas apenas variando a inclina¢do do plano de intersecao.
Batizou as seccdes feitas em cones de cOnicas e as estudou exaustivamente. Introduziu os nomes
elipse, pardbola e hipérbole que foram tomados da terminologia pitagdrica referente a aplicacao
de drea. A professora Geni Shulz da Silva em seu artigo “Porque os nomes elipse, pardbola e

hipérbole?"relata que

quando os pitagdricos faziam a base de um retangulo ficar sobre um segmento retilineo de
modo que a extremidade dessa base coincidisse com uma das extremidades do segmento

"o

diziam que tinham um caso de “ellipsis", “parabole"ou “hyperbole"conforme a referida base
fosse menor do que segmento, com ele coincidisse ou o excedesse. (SILVA, 1985, p.43-44)

Estudou também as retas tangentes € normais a uma conica. Sua principal obra “Secgdes
Conicas", ja citada anteriormente, descreve um minucioso estudo sobre essas curvas, superando
os trabalhos escritos anteriormente por Manaecmo, Aristeu e Euclides sobre esse tema, embora
seus trés primeiros livros fossem baseados nos trabalhos de Euclides. Secgdes Conicas era uma
coletanea de 8 livros compostos por cerca de 400 proposicdes dos quais apenas 7 chegaram nos

dias atuais.

Os principais estudos registrados em Secc¢des conicas foram:

e No livro I de Sec¢des Conicas, Apoldonio mostra que as trés espécies de seccoes (pardbola,
elipse e hipérbole) podem ser obtidas de um tinico cone de revolucio, bastando apenas variar
a inclinacdo do plano (figura 1.4). Seja 8 o angulo formado pela interse¢do da geratriz com
a base do cone, e seja o 0 angulo formado pela intersec¢do do plano secante com a base do
cone, tinha-se, através da comparacdo de o e 3, um caso de hipérbole, pardbola, elipse e

circunferéncia (caso particular de elipse).

?Hlpérbolz

Pardbala, Elipse

Aaa_

a>f8 a=8 a8

Figura 1.4: Variacdo da inclinacdo do plano de interse¢do com o cone duplo

Ainda no livro I Apoldnio,
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analisou as propriedades fundamentais das curvas mais completamente e com mais generali-
dade que os escritos de outros autores. (BOYER, 1996, p.165)

Foi nessa primeira obra que ele mostrou que o cone de onde se obtém as sec¢des conicas nao
precisa ser reto, pode ser obliquo ou escaleno (figura 1.5), mostrando que no cone obliquo

ha uma infinidade de sec¢des circulares paralelas a base.

cone reto cone obliquo

Figura 1.5: Cone reto e cone obliquo

Mostrou também que os pontos médios de um conjunto de cordas paralelas a um didmetro
de uma elipse ou uma hipérbole formam um segundo didmetro a quem nomeou de didmetro
conjugado e que se uma reta € tracada a partir da extremidade de um didmetro de uma elipse
ou uma hipérbole paralelamente ao didmetro conjugado, a reta é tangente a conica.

No livro II, Apoldnio ocupa-se das propriedades de assintotas e hipérbole conjugadas e do

tracado de tangentes.

No livro III, foram demonstrados teoremas que permitem determinar o problema das trés
ou quatro retas: ‘“dadas trés ou quatro retas de um plano, achar o lugar de um ponto P, que
se move de modo que o quadrado da distincia de P a uma das retas seja proporcional ao

produto das distancias das outras duas".

No livro IV, € feito o estudo sobre o nimero de pontos em que uma sec¢cdao de um cone
pode intersectar uma curva. Dedica-se principalmente a interse¢do com os ramos de uma
hipérbole. Prova as reciprocas de algumas proposicdes do Livro III relativas a propriedades
harmonicas de polos e polares. Os teoremas deste livro sdo todos originais, alguns sobre

pares de cOnicas que se interceptam.

No livro V, Apolonio faz estudos sobre tangentes e normais a uma curva. Esse livro aborda,

as normais como segmentos de reta maximos e minimos tirados a um ponto da curva e ocupa-

se da constru¢do e enumeragdo de normais por um ponto dado. (EVES, 1995, p.200)

No livro VI, Apoldnio descreve sobre a igualdade e semelhanga das conicas. Demonstra
que todas as pardbolas sdao semelhantes e que uma pardbola ndo pode ser semelhante a uma

elipse ou uma hipérbole, nem uma elipse a uma hipérbole.
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e No livro VII, ele retorna aos estudos dos didmetros conjugados, criando e demonstrando

novas proposicgoes.

e No livro VIII, apesar de desaparecido, acredita-se que ele exemplificou através de problemas

os temas retratados no livro VII, pois no prefacio deste, Apolonio escreveu que

os teoremas do livro VII eram usados no livro VIII para resolver certos problemas sobre

conicas, de modo que o tltimo livro é uma espécie de apéndice. (BOYER, 1996, p.106)

Johannes Kleper (1571 - 1630), alemao nascido perto da cidade de Stuttgart, realizou diversas
contribui¢des no campo da matemadtica e da astronomia. Assistente do astronomo Tycho Brache,
apds sua morte herdou sua vasta colecao de dados sobre o movimento dos planetas. Adepto da
teoria copernicana, Kleper estudou exaustivamente esses movimentos e a trajetoria de suas Orbitas.
Influenciado pelos estudos dos gregos ele formula as trés leis que sdo consideradas marcos na
histéria da astronomia, dentre elas a que descreve como eliptica a trajetdria orbital dos planetas: “os
planetas movem-se em torno do Sol em trajetdrias elipticas com o Sol num dos focos". Tomando
assim uma importante aplicacdo do estudo das cOnicas que haveria sido feito a 1800 anos atrds.
Kepler estudou a determinagdo de volume de um sélido através da rotacdo de segmentos de se¢oes
conicas em torno de um eixo de seu plano. Analisou a aplicacio das cOnicas a dptica e a construgao
de espelhos parabdlicos. Resolveu o problema de determinar o tipo de cdnica dado por um vértice,
0 eixo por esse vértice e uma tangente com seu ponto de tangéncia. Introduziu a palavra foco.
Argumentava que uma pardbola poderia ser considerada como um caso limite de uma elipse ou de
uma hipérbole fazendo-se um dos focos retroceder ao infinito.

Gérard Desargues (1591- 1661), engenheiro e arquiteto, outrora oficial do exército francés
escreveu um tratado sobre seccdes cOnicas, mas seu trabalho foi negligenciado pelos outros mate-
maticos da época, caindo no esquecimento.

René Descartes (1596-1650) apresenta um método de construir tangentes a curvas.

No artigo “Isogoge ad 16cus planos et s6lidos"publicado em 1636, Pierre de Fermat (1.601-
1.665) apresentava uma discussdo sobre hipérboles, elipses e pardbolas. Num trabalho posterior
sobre tangentes e quadraturas definiu muitas curvas novas analiticamente, definindo-as por equa-
coes algébricas. Criou as equagdes cartesianas da reta e da circunferéncia. Criou as equagdes
simples sobre conicas. Estabeleceu como principios no plano, que uma equagdo do primeiro grau
representa uma reta e uma equagdo do segundo grau representa uma cOnica. Estudou as cOnicas a
partir das equacoes com duas varidveis.

Blaise Pascal (1623 - 1662) foi um notdvel matematico que logo cedo mostrou suas habilida-
des na drea. Escreveu um manuscrito sobre sec¢des conicas baseado no trabalho de Desargues.
Nele figurava o famoso teorema do hexagrama mistico de Pascal da geometria projetiva: Se um
hexdgono estd inscrito numa conica entdo os pontos de intersec¢ao dos trés pares de lados opostos
sdo colineares e reciprocamente (figura 1.6). O manuscrito nunca foi publicado e se perdeu. S6 se

tem noticia de um folheto que ele imprimiu onde foi divulgado algumas de suas descobertas.
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Figura 1.6: Hexagrama Mistico de Pascal

Christiaan Huygens(1629 - 1695) publicou um trabalho sobre a quadratura das sec¢des conicas,
contribuindo com estudos sobre andlise infinitesimal das conicas e o cdlculo da superficie de um

segmento de um paraboloide de revolugao.

Isaac Newton (1643-1727) deu continuidade aos trabalhos de Kepler possibilitando o estudo
analitico das cOnicas e suas aplicacdes aos movimentos no espago. Elaborou muitas das proposi-

coes que mais tarde compuseram o livro dos “Principia", dentre elas:

e O lugar geométrico dos centros de todas as cOnicas tangentes aos lados de um quadrilatero

¢ uma reta (reta de Newton) que passa pelos pontos médios de suas diagonais.

e Se um ponto P que se move ao longo de uma reta esté ligado a dois pontos fixos O e O’ e se
as retas OQ e O’Q formam angulos fixos com OP e O’P entdo o lugar dos pontos Q é uma

coOnica.
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2

Parabola

Figura 2.1: Ponte Juscelino Kubitschek - Brasilia

Podemos observar pardbolas em varias situagdes de nossa vida como: na trajetoria de um jato
de dgua que sai do bebedouro, na trajetéria de uma bola lan¢ada numa partida de futebol ou de um
projétil disparado por um arma, desde que estes estejam num ambiente onde hd a acdo da forca da

gravidade.

O famoso arquiteto Oscar Niemeyer criava lindos design utilizando formas parabdlicas como a
ponte J.K. que podemos observar na figura 2.1. Outro exemplo € o projeto de constru¢do da Igreja
Sao Francisco de Assis também chamada Igreja da Pampulha em Minas Gerais.

Figura 2.2: Projeto da Igreja Sdo Francisco de Assis - Minas Gerais
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Vimos no capitulo 1 que as conicas sdao formadas pela intersecdo de uma superficie cOnica
formada por um cone duplo com um plano secante. Conforme (VARANDAS, 2000/2001), se o

plano € paralelo a geratriz do cone, obtemos:

e Uma parabola, se o plano nio passa pelo vértice;

{

Figura 2.3: Pardbola

e Uma reta, se o plano passa pelo vértice (parabola degenerada);

Figura 2.4: Reta (pardbola degenerada)

A primeira, segunda e quarta secdes foram adaptadas de (BARROSO, 2010).

2.1 Definicao

Parédbola € o conjunto de todos os pontos de um plano equidistantes de um ponto fixo e de uma

reta fixa desse plano. O ponto fixo € chamado de foco e a reta fixa € chamada de diretriz.

Figura 2.5: Pardbola

Consideremos uma reta d e um ponto F' ndo pertencente a d.
Entdo um ponto P qualquer pertence a parabola se, e somente se, d(P, F') = d(P, d), ou de modo

equivalente, d(P, F') = d(P, P'), onde P’ é o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta d.
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Na figura 2.5 estdo assinalados cinco pontos (P,Q,V,R e S) que s@o equidistantes do ponto F'e
da reta d.
Assim temos conforme (IEZZI, 2010, p.110):
VF=VV’
PF=PP’
QF=QQ’
RF=RR’
SF=SS’

2.2 Elementos

Figura 2.6: Elementos de uma pardbola

Considerando a figura 2.6 temos:
Foco: é o ponto F'.
Diretriz: ¢ a reta d.
Eixo: ¢ a reta que passa pelo foco e é perpendicular a diretriz. E facil ver pela definicdo de pardbola
que esta curva € simétrica em relacao ao seu eixo.
Vértice: € o ponto V' de interse¢do da parabola com o seu eixo.
Parametro da Parabola: ¢é a distancia p entre o foco e a diretriz, isto é, p = F'D. O vértice
pertencente a pardbola é o ponto médio de D pois é equidistante do foco F e da reta diretriz.
Logo, FV=VD= g

2.3 Construcao de uma parabola usando alfinete e bar-
bante

Esse roteiro foi retirado de (COC, 2009).

Material necessario: 1 esquadro, 1 régua, 1 alfinete, 1 lapis, barbante e cola.
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Roteiro de Construcao

1°) Colamos uma das extremidades do barbante no vértice do menor angulo do esquadro (figura
2.7).

——+ Barbante fixado na ponta

//
A==l
Figura 2.7: 1° passo

2°) Amarramos o barbante no alfinete de modo que a distincia do alfinete a extremidade do

esquadro seja igual ao cateto maior do esquadro (figura 2.8).

;
A

Figura 2.8: 2° passo

Alfinete amarrado
P

3°) No plano onde a pardbola vai ser desenhada, colocamos uma régua na diretriz da parabola

e fixamos o alfinete no foco da mesma (figura 2.9).

%‘ o Foco F
5 Di{trtri?_

Figura 2.9: 3° passo

4°) Com a ponta do 14pis, encostamos o barbante no esquadro de modo que fique bem esticado
(figura 2.10). Notemos que a distancia da ponta do 14pis ao foco F € igual a distancia dela até a

régua.

A
Ag/’

Figura 2.10: 4° passo

5°%) Deslocando o esquadro na régua-guia e mantendo o barbante esticado, a ponta do lapis

desenhard uma parte da pardbola (figura 2.11).

6°) Fazendo o mesmo com o esquadro do outro lado do foco F, obtemos a outra parte da

pardbola (figura 2.12).
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e
| /ﬁ \ o

Figura 2.11: 5° passo

Figura 2.12: 6° passo

2.4 Equacoes

2.41 Equacao da parabola com vértice na origem
Reta focal coincidente com o eixo OX e foco F' a direita da reta diretriz (figura 2.13)

R ery P(x.y)

] =
A
e
7 /

o

N "U.'n\

il

~,
~~

Figura 2.13: Foco a direita da diretriz

Se tomarmos um sistema cartesiano ortogonal com origem no vértice da parabola onde o eixo

das abscissas coincide com a reta focal, temos por F'V = VD = g que o foco F' localiza-se em
F(Z—), 0) e a diretriz d tem equagdo z = —g. Pela defini¢do P € a parabola se, e somente se,
PF = PP'. Entdo, seja P(z,y) e P’ (—g, y) pois P’ é o ponto de interse¢do da reta diretriz com

a perpendicular baixada de P em d segue que:

PF:PP’i\/(fﬂ—g)%r(y—())?:\/(:r+§)2+(y—y)2

Quadrando e desenvolvendo, vem:

2 2
(x—g)z—l—yQ:(Jv—l—g)Q:>x2—p:c+%+y2:x2+px+%
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Simplificando, resulta:

y? = 2px.

Esta equagdo é chamada equacao reduzida da pardbola.

Reta focal coincidente com o eixo OX e foco ' a esquerda da reta diretriz (figura 2.14)

TP\(\XYY) v g’
\\\
\\ \
8 N
A
\\,F oV
PP
2 / 2
rd /

Figura 2.14: Foco a esquerda da diretriz

Esta construgdo € feita de forma andloga a que foi demonstrada anteriormente. Para a pardbola
de foco F' a esquerda da reta diretriz temos F' (—g, 0) e diretriz com equagdo x = g

Vejamos a dedugdo de sua equagio:

PR=PP =\ J D+ r—02 = fo =D+ (-2

o que resulta em
2

y° = —2px.

Reta focal coincidente com o eixo OY e foco F' acima da reta diretriz (figura 2.15)

. ;
y v /
_Pxy)
////
pE
2y
-
= B d
2

|

Figura 2.15: Foco acima da diretriz

Como ja apresentado, se a pardbola apresentar foco acima da reta diretriz temos:

PR=PP = Jo -0+ - Ly = J -2+ o+ D

Dai decorre a equacdo da pardbola:

z? = 2py.
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Reta focal coincidente com o eixo OY e foco /' abaixo da reta diretriz (figura 2.16)

n o

o=

M|‘U;/—”

P(x,y)

Figura 2.16: Foco abaixo da diretriz

Caso o foco esteja abaixo da diretriz vem:

donde obtemos
2 = —2py.
2.4.2 Equacao da parabola com vértice fora da origem

Reta focal paralela ao eixo O X, diretriz d paralela ao eixo OY e vértice V' (z, yo) a direita
da diretriz (figura 2.17)

Figura 2.17: (y — yo)?

= 2p(x — o)
Seja V' (xo, yo) o vértice da pardbola. Sabendo que a distancia do vértice ao ponto F' é =. Temos

2
F(zo+ E, yo)ed:x =xp— g Tomemos P(z,y) um ponto qualquer pertencente a pardbola. Por
defini¢do, d(P,d) = d(P, F).

Assim,

x—(xo—g):\/(x—(a:o—l—g

B+ (y = )2 =

P p
x—$0—|—§=\/(x—$0—§)2+(y—y0)2
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Chamemos X =z —zge Y =y — yo. Segue que,

p p
X+Z=,/(X=2)24Y2
+3 \/( 2)+

Quadrando vem,

p p ’ p p P’ P’
(X+§)2 = (\/(X - 5)2 + Y?) = (X+§)2 = (X—§)2+Y2 = X2+px+Z = X2—pX+Z+Y2 = p)

Como X =z —zpe Y =y — yo temos que,
(y — 90)2 = 2p(x — o).

De maneira andloga deduzimos as demais equagdes.

Reta focal paralela ao eixo O X, diretriz d paralela ao eixo OY e vértice V' (z¢,1,) a es-
querda da diretriz (figura 2.18)

Figura 2.18: (y — yo)? = —2p(x — x¢)

Neste caso, F'(rg — g, yo)ed:x =umxo+ g Donde segue pela defini¢ao:

o=+ D= Ja— - Dp+ - o s —a L= fa s D -

Chamemos X =z —xzge Y =y — yo. Segue que,

:X—g:\/(X+g)2+Y2:>(X—§)2: (\/(X+§)2+Y2>2

2 2
= (X—g)2 - (X+g)2+y2 = X2—pX—i—% = X2+pX+%—|—Y2 = —pX = +pX+Y? = Y2 = —2pX

Como X =z —zpeY =y — yp temos que,

(y — 90)2 = —2p(x — 7o)



CAPITULO 2. PARABOLA 17

Reta focal paralela ao eixo OY’, diretriz d paralela ao eixo O X e vértice V' (zy, yy) acima
da diretriz (figura 2.19)

Figura 2.19: (z — z¢)? = 2p(y — yo)

Neste caso, F'(zg, yo + g) ed:y=1yo— g Donde segue pela defini¢do:

v= =5 = et =+ D2y L= \Jo— a2+ -0 - D

Chamemos X =z —xge Y =y — yo. Segue que,

:>Y+§:\/X2+(Y—§)2:>(Y+g)2: (\/X2+(Y_§)2>2

2
N (y%)? _ X2+(y_g)2 N Y2+pY+% - X2+Y2—pY+% = pY = X2—pY = X2 = Y

Como X =z —zpe Y =y — yo temos que,

(z — 5150)2 = 2p(y — %)

Reta focal paralela ao eixo OY, diretriz d paralela ao eixo O X e vértice V' (x,, y,) abaixo
da diretriz (fig. 2.20)

+
- L

| o

|

|

|

Figura 2.20: (x — xo)2 = —2p(y — 1)
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Neste caso, F'(zg, Yo — g) ed:y=uyo+ g Donde segue pela defini¢do:

v= G+ B = e+ = o= 5 - =L = o — a2+ -+ By

Chamemos X =z —zpe Y =y — yo. Segue que,

:>Y—g:\/X2+(Y+§) Y—— (\/X2 +(v+2L )

2
= (Y—g)2 - X2+(Y+§)2 = Y2—pY—|—Z Xy iy T = Y = XY = X7 = —2pY

Como X =z —zpeY =y — yp temos que,

(z — 20)” = —2p(y — yo)

2.5 Aplicacoes

A trajetoria de projéteis sob a acdo da gravidade é parabdlica. A balistica, através desse fato
consegue determinar o local da queda de um projétil, mas € a propriedade refletora das pardbolas
que tem embasado a criagdo de diversas constru¢des como pontes suspensas e o desenvolvimento

de equipamentos tecnolégicos.

Nos fardis de carros, por exemplo, é colocado uma lampada no foco do espelho parabdlico.
Os raios de luz que irradiam da ldmpada refletem no espelho sendo projetados para fora do carro.
Assim como os fogdes solares captam a energia solar e a concentra num ponto fixo gerando o calor

necessario para o cozimento dos alimentos.

Superficie [l

hdliea |
parabdlica |

Figura 2.21: Antena parabdlica

Outras aplicacOes da pardbola sdo as antenas parabdlicas, os espelhos de telescopios e rada-
res. Nas antenas parabdlicas, as ondas eletromagnéticas emitidas por satélites artificiais que se
esbarram na superficie paraboloide da antena sdo refletidas para o receptor localizado no foco da
pardbola onde ha a conversao das mesmas em sinal de TV (figura 2.21). De acordo com o artigo

porque as antenas sdo parabdlicas da Revista do Professor de Matematica n°33,
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os sinais que recebemos (ondas de radio ou luz) sdo muito fracos. Por isso, é necessario
capta-los em uma drea relativamente grande e concentrd-los em um tnico ponto para que
sejam naturalmente amplificados. Portanto, a superficie da antena ( ou do espelho) deve ser
tal que todos os sinais recebidos de uma mesma direcao sejam direcionados para um dnico
ponto ap6s a reflexdo. (WAGNER, 1997, p.10-15)
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Hiperbole

Figura 3.1: Catedral de Brasilia

As hipérboles sdo muito importantes para o sistema de localiza¢do em navegacao e sua propri-
edade focal é fundamental na tecnologia dos telescopios.

Vimos no capitulo 1 que as conicas sao formadas pela intersecdo de uma superficie cOnica

formada por um cone duplo com um plano secante. Conforme (VARANDAS, 2000/2001), se um
plano € paralelo ao eixo do cone duplo, obtemos:

e Uma hipérbole, se o plano ndo passa pelo vértice (figura 3.2);

e Duas retas concorrentes, se o plano passa pelo vértice, ou seja, hipérbole degenerada (fi-
gura 3.3);

A primeira, segunda, terceira,quinta e sexta se¢des foram adaptadas de (BARROSO, 2010).
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Figura 3.2: Hipérbole

Figura 3.3: Duas retas concorrentes (hipérbole degenerada)

3.1 Definicao

Hipérbole é o conjunto de todos os pontos P em um plano cuja diferenca (em valor absoluto)
das distancias a dois pontos fixos, denominados focos (F; e F3), € constante e igual a 2a, de

maneira que 2a seja menor que a distancia focal [ Fs = 2¢, ou seja, 2a < 2c.

|PF1—PF2|:2CL

Figura3.4: P € H <|d(P, F\) —d(P, F3) |= 2a

Assim, de acordo com a figura 3.4 temos: | PF; — PFy |= 2a
| QFl - QFQ |: 2a
| RFl - RFQ |: 2a
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| SF, — ST |= 2a
| AlFl — AlFQ |: 2a
| A2F1 — A2F2 ’: 2a

3.2 Elementos

F1 2, A2 F2

Figura 3.5: Elementos de uma hipérbole

Considerando a figura 3.5 temos:
Focos: sdo os pontos FjeFs.
Distancia focal: é a distancia entre os focos (F} Fy = 2¢).
Vértices: sio os pontos A; e As, interse¢des de I F, com a hipérbole.
Centro: é o ponto O, ponto médio de A; As.

Eixo real ou transverso: ¢ o segmento A; A>(A; Ay = 2a).

Eixo imaginario ou conjugado: é o segmento By By (B1 By = 2b).

. . . ~ & .. , .
Excentricidade (e): ¢ arazdo e = —, sendo e > 1. A excentricidade € quem caracteriza a forma
a

da hipérbole. Algumas t€ém ramos mais abertos que outras.
Se e for um nimero proximo de 1, os ramos da hipérbole serdo mais fechados.

Se e for um ndmero tendendo ao infinito, os ramos da hipérbole serdo mais abertos.

3.3 Relacaoentrea,bec

Observe na figura 3.6 que o tridangulo O By A, é um tridngulo retangulo onde a distancia By Ay =

c € a hipotenusa. Entdo, pelo Teorema de Pitdgoras obtemos

¢ =a® + b
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B1

F1 A2 F2

B2

Figura 3.6: Relacdo dada pelo Teorema de Pitdgoras

3.4 Construcao de uma hipérbole usando alfinete e bar-
bante

Esse roteiro foi retirado de (COC, 2009).
Material necessario: 1apis, barbante e dois alfinetes.
Roteiro de Construcao

1°) Fixar uma das extremidades do barbante na extremidade da régua (figura 3.7).

£

\Fum

Figura 3.7: 1° passo

2°) Amarrar um alfinete no barbante de tal modo que quando o barbante € esticado junto a ré-

gua, a distancia do alfinete ao furo seja o eixo real da hipérbole que se deseja construir (figura 3.8) .

=

& Fino peal -

Figura 3.8: 2° passo

3°) Com um alfinete no furo da régua, colocamos a mesma num dos focos da hipérbole que se

deseja construir, enquanto, no outro foco, fixamos o alfinete amarrado ao barbante (figura 3.9).

4°) Encostamos a ponta do lapis na régua de modo que o barbante fique esticado. Observamos

que a diferenca das distancias de P até F1 e de P até F2 € constante, igual a distincia de x até F1,
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g £ F ; i
- s

Figura 3.9: 3° passo

Figura 3.10: 4° passo

o eixo real da hipérbole (figura 3.10).

5°) Girando a régua em torno de F1 e mantendo o barbante esticado, a ponta do 1dpis, sempre

junto a régua, desenhard um dos ramos da hipérbole (figura 3.11).

Figura 3.11: 5° passo

6°) Usando o mesmo procedimento, porém fixando a extremidade furada em F2 e a extremi-

dade livre do barbante em F1, obtemos o outro ramo da hipérbole (figura 3.12).

Figura 3.12: 6° passo

3.5 Equacoes

3.5.1 Equacao da hipérbole com centro na origem

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal com origem no centro da hipérbole cujos eixos

contém os eixos da hipérbole.
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Eixo real coincidente com o eixo O X (figura 3.13)

FL ~ [A1(—a,0)
(—¢,0) g

Figura 3.13: Hipérbole com o eixo real coincidente com o eixo O X

Como A; A, coincide com o eixo OX, temos que A; = (—a,0), A2 = (a,0), F} = (—¢,0) e

Fy = (c,0). Seja P um ponto qualquer da hipérbole com coordenadas (x, y). Por defini¢ao
|PF1—PF2 |:2CL

Assim:

[ V(@ = (=)?+ (y =02 = V(z = )2+ (y — 0) |= 2a

JETIP TP = 204 G P TP

Quadrando e desenvolvendo, vem:

2+ 2cr + A 4 y* = 4a® £ dar/(x — )2 +y?2 + 2% — 2cx + 2 + 3

dex — 4a* = +dar/x? — 2cx + 2 + 32

cx —a® = +a/2? — 2cx + 2 + 12
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Quadrando novamente, obtemos:

Ar? + at = a%a? + a’c? + a2y2

r? — a22? — a2y? = a2 — o

22(c? — a?) — a2y = a*( — a?)

Substituindo (¢? — a?) por b%, onde ¢? = a® + b* = b? = ¢* — a* encontramos

220% — a2y? = ab?

e, dividindo por a?b?, com a?b? # 0, resulta:

[L'2 y2

Z gl

Esta equacdo é chamada equacgao reduzida da parédbola.

Eixo real coincidente com o eixo OY (figura 3.14)

y
/ )

Figura 3.14: Hipérbole com o eixo real coincidente com o eixo OY

Neste caso: F; = (0, —c) e F» = (0, ¢).
P(z,y) estard na hipérbole se: \/(y + ¢)2 + 22 — \/(y — ¢)2 + 22 = £2a
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Analogamente a situacdo anterior obtemos:

3.5.2 Translacao dos eixos coordenados

Sejam XOY um sistema de eixos ortogonais, O = (g, %) um ponto no plano e XOY o
sistema cujos eixos OX e OY sdo paralelos aos eixos OX e OY, respectivamente. Representamos
por (Z,7) as coordenadas de um ponto P no sistema XOY e por (x,y) as coordenadas desse

mesmo ponto P no sistema XOY.

ol ¥

Figura 3.15: Translacdo de Sistema

Observe pela figura 3.15 que:
T=To+TeyYy=yo+7
ou
T=r—T0€Y =Y~ Yo
que sdo as formulas de translagdo e que permitem transformar coordenadas de um sistema para
outro.

3.5.3 Equacao da hipérbole com centro fora da Origem do Sistema
Eixo real paralelo ao eixo OX
Consideremos uma hipérbole de centro O = (g, 1) (figura 3.16) pertencente a reta focal.

Seus focos sdo F} = (29— ¢, yp) € Fo = (2o + ¢, yo). Seja P = (z,y) = (T + x0, ¥ + yo) um ponto
qualquer pertencente a hipérbole. Por definicdo,temos | PF; — PF, |= 2a. Assim vem,

| V(w0 =) = @ +20)2 + (Yo — T+ 10))*~ v/ (w0 + ¢) = (T +20))* + (o — (T + 1)) |= 20

V((xo—¢) = (T +20))2 + (Yo — T+ 10))>—V/((x0 + ¢) — (T +10)) + (yo — (T + v0))> = +2a
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Figura 3.16: Hipérbole com o eixo real paralelo ao eixo OX

V(me=2) + (=90 = V(e =7 + (-7)* = +2a

VEF2T+ B2+ P —VE 2T+ + 72 =12

Quadrando e desenvolvendo, vem:

CPH2T+ T+ P =4’ £ 4a/ R - 2T+ B+ P+ — 2T+ T+ Y

4cT — 4a® = +dar\/ 2 — 2¢T + T2 + 2

T —a® = ta\/ 2 — 2T + T2 + 2

Quadrando novamente, obtemos:

7% — 2a*cT + a* = d*(? - 2T + T + )

2

AT — 24%cT + at = a®

& —2d%cT + o’ + Y

22

AT — d*7? = d*P + oY - o
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(02 - CL2)T2 . a2y2 — CL2(62 o CL2)

Substituindo (¢* — a?) por b%, onde ¢® = a® + b* = b* = ¢* — a* encontramos

BT — a7 = a2b?

e, dividindo por a?b?, com a?b? # 0, resulta:

—2 -2
? P
a? b2

onde pela férmula de translagdo temos:

-mf  w-wf
a? b2 N

Eixo real paralelo ao eixo OY (figura 3.17)

Yo o'

Figura 3.17: Hipérbole com o eixo real paralelo ao eixo OY

De modo anélogo ao anterior, temos

(y - yo)2
a? b2

3.6 Assintotas da hipérbole

Observe o retdngulo de lados 2a e 2b na hipérbole abaixo:
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«—assintota

assintota — /

A1As = 2a
BBy =2b

Figura 3.18: Assintotas ry e 79

As retas 1 e ry, representadas na figura 3.18, que contém as diagonais desse retangulo sdo
chamadas de assintotas da hipérbole.

Equacdes das retas asintotas

e Equacdo de r

Seja (0,0) e (a,b) dois pontos de r1. A equagdo de ; pode ser calculada por:

T Y 1
a b 1 [ =0=br—ay=0
0 1

e Equacdo de ry

Seja (0,0) e (—a, b) dois pontos de 7. A equagdo de r, pode ser calculada por:

T Y 1
—a b 1| =0=br+ay=0
0 0 1

3.7 Aplicacoes

A rotacdo de uma hipérbole em torno de seu eixo imagindrio forma uma superficie hiperbo-

loide, que por sua estabilidade é muito utilizada na constru¢do de centrais de energia atdmica.

Como citado no inicio do capitulo, a propriedade refletora das hipérboles sao muito importante
na tecnologia dos telescopios. No artigo “A hipérbole e os telescopios", da RPM n°34, o professor

Geraldo Avila explica que

os primeiros telescopios foram construidos com lentes e funcionavam com base na refragao
da luz. Acontece que as lentes tem vdrios inconvenientes como as deformagdes das imagens
que elas produzem, além de decompor a luz branca em vdrias cores, produzindo aberragdes
cromdticas. (AVILA, 1997, p.22-27)
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ApOs virias tentativas de Galileu e Newton, o astronomo francés Cassegrain propds a utiliza-
¢do de um espelho hiperbdlico na construcdo dos telescopios. Dessa forma, conforme cita Jodo

Filipe Queir, o chamado telescépio de reflexao.

¢ construido com dois espelhos, um maior de forma parabdlica (principal) e outro menor de
forma hiperbdlica (secundario). A disposicdo desses dois espelhos se dariam de tal forma
que os eixos da pardbola e da hipérbole coincidissem e que o foco da primeira coincidisse
com um dos focos da segunda. O principio basico do telescopio refletor é o seguinte: os
raios de luz ao encontrar a superficie parabdlica sdo refletidos para o foco pela propriedade
refletora da pardbola. Como o foco da pardbola coincide com o foco da hipérbole, os raios
estardo automaticamente também no foco da hipérbole, que pela propriedade refletora da
hipérbole, serdo direcionados para a superficie hiperbélica e encaminhados para o outro foco
da hipérbole. Os raios de luz passam por um orificio no centro do espelho maior onde uma
lente corrige a trajetoria da luz que chegard aos olhos do observador. Esses telescopios tém a
vantagem de serem menores e mais leves. (QUEIRO, 2010)

a{F B )= o(P. F,) = constare

Figura 3.19: d(P, F\) — d(P, I,) = constante

Outra aplicacao das hipérboles € o sistema LORAN (LOng RAnge Navigation). De acordo com
(SATO, 2004), LORAN ¢ um sistema de localizacdo que permite a um navegante determinar a sua
posicdo medindo o intervalo de tempo decorrido do envio de sinais feitos simultaneamente por
estagdes de radio localizadas nos focos de uma hipérbole, conforme visto na figura 3.19. Vejamos:
Seja P o ponto onde se encontra a embarcacdo e F; e F; a localizagdo das estagdes de rddio. A
coordenada do ponto P pode ser encontrada através da equacdo PF; — PF, = c.At, onde PF)
e PF, sdo, respectivamente, as distancias da posicdo da embarcag@o aos pontos Fj e Fy, c é a
velocidade da embarcacdo e At € o intervalo de tempo entre a recep¢ao dos sinais recebidos. A

utilizagcdo dessa técnica auxiliou a detectar barcos japoneses na Il grande guerra.

Na possibilidade do navegante receber sinais de trés estacdes de radio, F}, F5 e F3, sua posicdo
€ o ponto onde as trés hipérboles se interceptam (figura 3.20), pois cada par de estagdes dd uma

hipérbole que mostra a posicao do navegante, o que pode ser mapeado por um computador.
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Figura 3.20: Mapa tracado pelas hipérboles
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4

Elipse

Figura 4.1: Maracana

As formas elipticas s@o muito utilizadas na arquitetura (figura 4.1), design e engenharia. Suas
propriedades refletoras embasam a constru¢do de diversos aparelhos. Encontramos também essas

formas nas orbitas dos planetas.

Vimos no capitulo 1 que as conicas sao formadas pela intersecdo de uma superficie cOnica
formada por um cone duplo com um plano secante. Se o plano intersecta todas as posi¢des da

geratriz e o eixo do cone duplo, obtemos:

e Um ponto, se o plano passa pelo vértice - elipse degenerada (figura 4.2);
e Uma elipse, se o plano nao passa pelo vértice e é obliquo em relacdo ao eixo (figura 4.3);

e Uma circunferéncia, se o plano ndo passa pelo vértice e é perpendicular ao eixo (figura 4.4);

A primeira, segunda, terceira e quinta se¢oes foram adaptadas de (BARROSO, 2010).
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Figura 4.2: Ponto (elipse degenerada)

f
A0
{

Figura 4.3: Elipse

Figura 4.4: Circunferéncia
4.1 Definicao

B1

F2

*3

(%)

.20

2a
Figura 4.5: Elipse

Elipse € o conjunto de todos os pontos P em um plano cuja soma das distancias a dois pontos
fixos, denominados focos (FieF5), é constante e igual a 2a, de maneira que 2a seja maior que a

distancia focal F3 Fy = 2c, ou seja, 2a > 2c.

PFy + PF, =2a
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Observando a figura 4.5 temos:
PF, + PF, =2a

QF +QF, =2a

RFy 4+ RF; =2a

SE, + SFy = 2a

AFL+ A Fy, = 2a

Ay F + Ao Fy = 2a

B1F| + B Fy, =2a

BoFy + BoFy = 2a

4.2 Elementos

Figura 4.6: Elementos de uma elipse

Considerando a figura 4.6 temos:
Focos: sdo os pontos FeFs.
Distancia focal: é a distancia entre os focos (F} F, = 2¢).
Eixo maior: € o segmento A A, que passa pelos focos (A1 A5 = 2a).
Centro: é o ponto O, ponto médio de A; 4.
Eixo menor: é o segmento B, B,, perpendicular a A; A,, que passa por O(B; By = 2b).
Excentricidade (e): é a razdo e = 2, sendo 0 < e < 1. A excentricidade é quem caracteriza a

forma da elipse.
Se e for proximo de 0, a forma da elipse € mais proxima a uma circunferéncia.

Se e for proximo de 1, a elipse é mais achatada.

4.3 Relacaoentrea,bec

Dada uma elipse € com centro na origem do sistema cartesiano. Seja P € ¢ um ponto da elipse,
onde P = Bsy. Por defini¢cdo temos PF} + PFy = 2a = BsF| + By F5 = 2a. Como F10 = F;,0
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Figura 4.7: Relacdo dada pelo Teorema de Pitdgoras

e portanto o tridngulo F By F; € isOsceles, temos que By Fy = By Fy. Segue que, Byl + BoFy =
2a = By Fy + Boly = 2a = 2By Fy = 2a = By Fy = a.

Observe na figura 4.7 que o tridngulo O Bs F5, € um tridngulo retdngulo onde a distancia By Fy =

a € a hipotenusa. Entdo, pelo Teorema de Pitdgoras obtemos

a? = b2+ &2

4.4 Construcao de uma elipse usando alfinete e barbante

Esse roteiro foi retirado de (COC, 2009).
Material necessario: 14pis, barbante e dois alfinetes.
Roteiro de Construcao

1°) Amarrar dois alfinetes em um barbante, de modo que a distancia entre eles seja a medida

do eixo maior da elipse que se deseja construir (figura 4.8).

— T \.___v_.\

Figura 4.8: 1° passo

2°) Fixar os alfinetes nos focos F} e F; da elipse que se deseja construir (figura 4.9).

—) T

F, F,

Figura 4.9: 2° passo

3°) Com a ponta do ldpis manter o barbante esticado, observando que qualquer que seja a
posicdo P da ponta do lapis, a soma das distancias de P aos focos F) e I3 € o comprimento do

barbante (eixo maior)(figura 4.10).

4°) Deslizar a ponta do lapis sobre o plano, de modo que o barbante sempre se mantenha

esticado, ela desenhard a elipse (figura 4.11).



CAPITULO 4. ELIPSE 37

| e Y |

NE P,/

Figura 4.11: 4° passo

Observacao: Note que no caso particular em que a distancia focal € nula, isto é, quando os

focos sdo coincidentes, a elipse que se obtém € uma circunferéncia (figura 4.12).

Figura 4.12: Caso especial - Circunferéncia

4.5 Equacoes

4.5.1 Equacao da elipse com centro na origem

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal com origem no centro da elipse cujos eixos contém

os eixos da elipse. Para obter a equagao da elipse pensaremos em duas situacoes.

Eixo maior da elipse sobre o eixo das abscissas (figura 4.13)

Como A; A, coincide com o eixo z, temos que A;(—a,0), As(a,0), Ci(—c,0) e Cy(c,0). Do
mesmo modo, sabendo que B; B, coincide com o eixo y, temos By (0, —b), By(0,b). Seja P um
ponto qualquer da elipse com coordenadas (x, 7). Por definicdio PF} + P, = 2a onde utilizando

a féormula da distancia entre dois pontos encontraremos a equagao da elipse.

Vi = ()2 +(y =02+ V(@ = +(y— 0?2 =2a

(x4 )2 +y?2=2a—+/(x—c)?+y?
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Figura 4.13: Elipse com o eixo maior coincidente com o eixo OX

Quadrando e desenvolvendo, vem:

(x+c)* +y* =4a® —da\/(v — )2+ 92+ (z — ¢)* + ¢/

a:2+2093+02+y2:4a2—4a\/x2—2cx+02+y2+x2—2cx+02+y2

2cx = 4a* — dar/x? — 2cx + 2 + y? — 2cx

dex — 4a? = —dar/x? — 2cx + 2 + 2

a\/a? —2cx + 2+ 192 =a® —cx

Quadrando novamente, obtemos:
a*(2? — 2cx + A + y?) = a* — 2a’cx + *a®

a’z? — 2d%cx + a*? + %y = ot — 2d%cx + P2

(CL2 —cz)x2+a2y2 — a2<a2 —02)

Substituindo (a? — ¢?) por b?,onde a? = b* + ¢* = b? = a® — ¢? encontramos

bQI'Q +6L2’y2 — CL262

e, dividindo por a?b?, resulta:
2y
? -+ b—2 = 1, a>b

Eixo maior da elipse sobre o eixo das ordenadas (figura 4.14)
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©o){F

B1(-b,0) B2(0,0)

Figura 4.14: Elipse com o eixo maior coincidente com o eixo OY

Neste caso: F1(0, —c) e F5(0, ¢).
P(z,y) estard na elipse se: \/(y + )2 + 22+ /(y — )2 + 22 = 2a

Analogamente a situacdo anterior obtemos:

4.5.2 Equacao da elipse com centro fora da Origem do Sistema

eixo maior € paralelo ao eixo O X (figura 4.15)

B
i

T
0 X0 ! T

Figura 4.15: Elipse com o eixo maior paralelo ao eixo x

Consideremos uma elipse de centro O = (z, o).Seus focos sio F}; = (1g — c,90) e Fy =
(xo + ¢, 90). Seja P = (x,y) = (T + 20,7 + yo) um ponto qualquer pertencente a elipse. Por
defini¢do, d(P, Fy) + d(P, F;) = 2a. Assim temos,

V(g —¢) = (@ +20))>+ (Yo — @+ 10))> + V(w0 + ) — (T+20))2 + (yo — (T + 1)) = 2a
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V{ce=22+ (=92 + V(e -7+ (-9)* = 20

VER2T+B AT +VE 2T +T+ 7 = 2a

Quadrando e desenvolvendo, vem:

CH2T+ T+ =4a® —da/ R - 2T+ B+ P+ — 2T+ T+

AcT — 4a® = —4a\/02 —2cT + 7 +7°

a/ A —2T+ T+ P =d> — T

Quadrando novamente, obtemos

a*(? — 2T + T+ §°) = a* — 2a°cT + T

a’c® — 2d*cT + a’7T* + a*Y* = a* — 2d*cT + 7

a7 + a*F — T = at — a2

(a2 . 02)52 LAt = a2(a2 . 02)

Substituindo (a? — ¢?) por b?,onde a? = b* + ¢* = b? = a® — ¢? encontramos

07 4 a7t = a2
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e, dividindo por a?b?,com a*b* # 0, resulta:

52 yQ
@ et

onde pela férmula de translacdo temos:

(r —20)* | (v — o)
a? + b2

=1

eixo maior € paralelo ao eixo OY (figura 4.16)

De modo anélogo ao anterior, temos

Figura 4.16: Elipse com o eixo maior paralelo ao eixo y

(. —20)* | (y— )
b? - a? =1

4.6 Aplicacoes

Na astronomia observa-se a importancia das elipses no estudo das trajetdrias de planetas e co-
metas, onde cada um tem trajetdrias elipticas de diferentes tamanhos e formas ocupando diferentes
planos no espaco. Johannes Kepler reforcou a teoria heliocéntrica (o sol é o centro do Universo
e os planetas giram em tono dele) criada por Galileu Galilei. No artigo Kepler e a oOrbita eliptica,
da RPM n°15, o professor Geraldo Avila explica que ap6s muitos cdlculos Kepler consegue provar
que a 6rbita de Marte ndo podia ser circular, era eliptica com o Sol em um dos seus focos (figura
4.17). Ap6s esse estudo, ele

estendeu a todos os planetas do sistema solar a lei da 6rbita eliptica, que descobrira para
o planeta Marte, a qual ficou conhecida como a 1? lei que estabelece que: "Cada planeta
descreve uma Orbita eliptica, da qual o Sol ocupa um do focos". (AVILA, 1987, p.02-13)
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Swokowski comenta que

a maior parte dessas Orbitas sdo quase circulares, e conseguinte, suas excentricidades estdo
préoximas de 0. A titulo de ilustracdo, para a Terra, e = 0,017; para Marte, e = 0,093 e
para Urano, e = 0, 046. Mercurio e Plutdo tem 6rbitas menos circulares, com excentricidade
0,206 e 0,249, respectivamente. (SWOKOWSKI, 1994, p.134)

L o i Grbitn #lipteca
o i Planeta e
- ~
4 ~
#

! )
r }\ﬁ. Fs !
} - - |
1 !
\ /
\ Sal s

Figura 4.17: Orbita de Kepler

A propriedade refletora das superficies geradas por conicas elipsoides criam condi¢des acusti-
cas especiais em teatro, auditdrios, estadios e igrejas, por isso sdo muito utilizadas na arquitetura.
A Catedral de Sao Paulo em Londres e o Edificio do Capitélio em Washington, por exemplo, sdo
projetados num formato de parte de um elipsoide, de maneira que duas pessoas localizadas em
lugares estratégicos (“focos"do elipsoide) podem conversar entre si em voz baixa sem que sejam
ouvidas no restante da sala. Estas sdo chamadas salas de sussurros, muito utilizadas em museus.

No artigo da RPM n°36 : Elipse, sorrisos e sussurros, o professor Renato Valladares explica que,

a forma da sala é de fundamental importincia. Ao projetd-la, fixam-se dois pontos P e (), que
ficam na altura da cabeca das pessoas que vao se comunicar. A seguir, toma-se uma elipse
FE que admita P e () como focos, e a sala é construida de tal maneira que qualquer plano
que passe por esses pontos intercepte a sala segundo uma elipse congruente com a escolhida.
(VALLADARES, 1998, p.24-28)

Tal fato decorre da propriedade de que uma onda sonora ou luminosa emitida a partir de um

“foco"de uma superficie refletora eliptica reflete para outro “foco".

No teatro nacional de Sdo Carlos em Lisboa, Portugal, a sala de espetaculos foi projetada para
agradar o rei. Assim como na sala de sussurro, a sala de espetdculos possui a forma eliptica. Um
foco estd no palco e o outro ficava muito perto da tribuna real, assim sendo, o som emitido no palco

era refletido nas paredes do teatro ao outro foco, ou seja aos ouvidos do rei (figura 4.18).

O aparelho de radioterapia, por exemplo, emite raios cujo objetivo é destruir tecidos doentes
sem atingir os tecidos sadios que encontram-se ao seu redor, por isso ele se vale de espelhos
elipticos cuja propriedade refletora permite concentrar os raios em um sé ponto. Vemos uma
importante aplicac@o 6ptica da elipse no consultério dos dentistas. O aparelho de iluminagdo que
eles utilizam consiste de um espelho em forma de arco de elipse com uma lampada localizada em

um dos focos. A luz da 1ampada 4 concentrada pelo espelho no outro foco, permitindo assim se ter
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Figura 4.18: Projecdo da sala de espetdculo do Teatro Nacional de Sdo Carlos -Portugal

o maximo de luz onde se esta trabalhando e evitando que os raios luminosos ofusquem a visao do

paciente (figura 4.19).

Figura 4.19: Aparelho de iluminagdo de dentista
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Mesa de bilhar eliptica

A mesa de bilhar eliptica (figura 5.1) servird como ferramenta de ensino/aprendizagem nas
aulas de matemadtica ou nas atividades de iniciagdo cientifica da area. O fato inusitado que acontece

com essa ‘“mesa mégica", onde a diversdo se tornara curiosidade, deixard os educandos instigados.

Figura 5.1: Mesa de bilhar eliptica

O comportamento repetitivo da bola, que a qualquer jogada, independente de forca e posicao,
caird na cagapa, serd o ponto de partida para um trabalho de investiga¢do, que conforme orienta-

¢oes dos PCN’s ao se referir ao papel da matemaética nas escolas ressalta:

Em seu papel formativo, a Matematica contribui para o desenvolvimento de processos de pen-
samento e a aquisi¢do de atitudes, cuja utilidade e alcance transcendem o ambito da prépria
Matematica, podendo formar no aluno a capacidade de resolver problemas genuinos, gerando
hébitos de investigacdo, proporcionando confianga e desprendimento para analisar e enfrentar
situagdes novas, propiciando a formacdo de uma visdo ampla e cientifica da realidade, a per-
cepgdo da beleza e da harmonia, o desenvolvimento da criatividade e de outras capacidades
pessoais. (da Educacdo MEC, 1999, p.82)
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A construcao da mesa de bilhar eliptica se baseia nas propriedades bissetora e refletora da

elipse.

Para analisarmos essas propriedades lembremos de duas leis da fisica:

e O raio incidente, o raio refletido e a normal sdo coplanares;
e O angulo de incidéncia € igual ao angulo de reflexdo.

(BONJORNO, 2000, p.303)

A propriedade bissetora mostra que os angulos entre uma reta tangente a elipse e os segmentos
que vao do ponto de tangéncia aos focos sdo iguais. Tal fato gera a propriedade refletora que
permite que todas as ondas sonoras ou luminosas emitidas em um dos focos, ao se refletirem na

elipse cheguem ao segundo foco percorrendo a mesma distincia.

Explicando como as propriedades da elipse atuam na sala de sussurros citada no capitulo ante-

rior, o professor Renato J. C. Valladares reforca essa descricao lembrando que,

pela propria definicdo de elipse, a soma das distdncias de um ponto da curva aos focos é
constante. Assim, todas as ondas sonoras emitidas em um dos focos que, ao se refletirem nas
paredes da sala, cheguem ao segundo foco, terdo percorrido a mesma distincia e, por isso,
chegardo ao mesmo tempo. J4 a propriedade bissetora garante que todo som emitido em um
dos focos se dirigird apds a reflexdo exatamente para o outro foco.

Assim, conjugando essas duas propriedades, concluimos que todas as ondas sonoras emitidas
em um dos focos chegardo ao mesmo tempo no outro foco, o que, sem diivida, proporci-
ona uma amplificacdo natural do som, explicando o funcionamento das salas de sussurros.
(VALLADARES, 1998, p.24-28)

O mesmo principio acontece com a mesa de bilhar, apenas lembrando que se diferem na ques-
tao do tempo, pois o som e a luz tem velocidades constantes, enquanto que a velocidade da bola

de bilhar dependera da forga aplicada na mesma.
Propriedade bissetora da elipse

Seja uma elipse € com focos F} e F; e seja P um ponto de €. Entdo a reta r € tangente a € em

P se, e somente se, a reta r forma angulos iguais com os raios focais PF} e PFs.

Demonstracao:

Lembremos que uma reta € tangente a elipse se, € somente se, intersecta esta somente no ponto
de tangéncia. Denotando a distancia entre dois pontos R e S por d(R, S) e caracterizando a elipse
g, de focos Fj e F5, como lugar geométrico dos pontos P que satisfazem a propriedade métrica,
d(P, Fy) + d(P, F;) = 2a, em que 2a é uma constante, segue-se que um ponto A ndo pertencerd a
elipse se, e somente se, d(A, F}) + d(A, Fy) # 2a.
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Logo, uma reta r serd tangente a elipse £ em um ponto P se, € somente se, intersectar € em P

e qualquer que seja o ponto A em r, A # P, se tenha:
d(A, Fy) + d(A, F2) # d(P, Fy) + d(P, F3).

Inicialmente mostraremos que se os angulos formados por r e os raios focais PF; e PF; sdo

iguais, entdo r € tangente a €.

(=)

v,

Figura 5.2: Reta r tangente a elipse ¢

Seja um ponto P na elipse € e r uma reta passando por P de tal forma que o angulo entre PF}
e r seja igual ao Angulo entre PF}, e r. Tomemos sobre r um ponto A # P e consideremos o ponto
F', simétrico a I} em relagdio a r. A reta r é mediatriz de F} . Logo, d(P, F}) = d(P,F') e
também d(A, F) = d(A, F').

Observe a figura 5.2. Por construcdo, a reta r faz angulos iguais com PF e PF, e, pela
simetria, os angulos APF, e APF' também sio iguais. Daf, os seguimentos PF, e PF’ fazem

angulos iguais com r(0.p.v.) e, portanto, os pontos F”, P e F; sdo colineares.

Por defini¢do d(P, F}) + d(P, F») = 2a. Segue-se entdo que:

20 = d(P, F))+d(P, Fy) = d(P, F')+d(P, Fy) = d(F', Fy) < d(A, F')+d(A, F) = d(A, F})+d(A, F)

onde usamos a desigualdade triangular no tridngulo Fr AF”.

Como d(A, Fy) + d(A, Fy) > 2a, conclui-se que P € o tnico ponto de r que pertence a elipse,

0 que mostra que essa reta tangencia a elipse € em P.

Mostraremos agora que se 7 € tangente a €, entdo os angulos formados por 7 e os raios focais
PFy e PF; sdo iguais.

(<)
Seja P(x,y) um ponto sobre a elise € e seja r uma reta tangente a € em P que faz angulos a e

com os raios focais PF} e PF;. Seja () o ponto de interse¢do entre a reta r e o eixo OX. Tomemos
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Figura 5.3: Prova de que o = f3

por v e  os angulos formados pelo eixo OX com os raios focais PF} e PF, respectivamente e
o angulo que define a inclinacdo da reta tangente.

Considere agora a elipse

332 y2
¥+§:1 (1)

Nesta equacao os focos da elipse sdo F; =

(—¢,0) e F» = (¢,0) que estdo localizados no eixo
0OX, sendo ¢ = va? — b? com excentricidade e = E.

a
Derivando implicitamente a equagdo (1) obtemos:

b’x
sy =tg=—— (2
y =tg = (2)
Segue da figura 5.3:
y—0 y
tgy = —
Ay s R (3)
© 0
T ———T)
r—c xT—c

Usando o teorema do angulo externo no tridngulo PQF;, temos § = o« + 9 = a = 0 — 4.
Entdo:

tgl — tgo
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Substituindo (2) e (4) em (5), temos:

bx Y —b%? + V?cx — ay?
tge = ay r—c _ ayle—¢ (P2’ +d’y’) + P
|+ (—b*r) Ly a*y(x — c) — b’y a?xy — b2xy — a’cy
a’y x—c a’y(z — c¢)

Fazendo (b*x? + a®y?*) = a®b? segue que:

—a’b? + bcx

zy(a? — b?) — a’ey

tga =

Substituindo a® — b* por ¢? vem:

b*(cx — a® b (cx — a® b?
o= Pler =) Pler—a) 1
xyc® —a’cy  cylcx —a?) ey

Usando novamente o teorema do angulo externo no triangulo F; PQ), temos 6 = v+180°—f( =
B =+ 180° — 6. Entio:

sen(180°+~v —0)  —sen(y —0) tgy — tgb
tgs = tg(180° —0)= = =1 —0)=———"—"— (7
98 = 1g( +7-9) cos(180° +~v—0)  —cos(y —0) 91 =) 1+ tgytgl 0
Substituindo (2) e (3) em (7), temos:
y (—b%z) a’y? + b2x® + V’cx
tgf = LtC o ay a?y(x + c) B a?b? + V?cx _ bV(aPtex)  V(aPHcx)
7= 1LY (=b%z)  a’y(z+c)—bPry  alvy+alcy —b2ay  Aay+alcy  cyla®+cr)
r+c a’y a’y(zx + c)

De (6) e (8) concluimos que tgar = tgf = a = f5.

5.1 Materiais necessarios para a construcao do bilhar
eliptico

e Pedacos de madeira;
Um pedaco de folha (1/4 de folha) de compensado cortado em forma de elipse (base da
mesa);

Madeira a escolha para a fabricagdo da borda e os pés da mesa (aqui usou-se MDF);

e 1,50m de tecido acrilico verde de 1,40 de largura para forrar a mesa;
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Figura 5.4: Materiais (ilustracdo)

3,50m de borracha para mesa de jogos de bilhar. Em geral a borracha € vendida em pedagos
de 1 metro. D¢ preferéncia para comprar uma borracha inteira (anexo fig.A.1(p)), assim ndo

correrd o risco de que a emenda da borracha atrapalhe o percurso da bola;
Grampeador Industrial (Rocana);

Grampos;

Dobradigas

Furadeira;

Serra elétrica (caso ndo possua, leve as pecas para serem cortadas em uma marcenaria);
Parafusos;

Lapis;

Borracha;

Régua;

Compasso;

Fita métrica;

Lima ou lixadeira elétrica;

Martelo;

Cola instantanea (adesivo universal);

verniz (opcional);

(férmica);
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e Pregos finos;

Barbante;

1 cacapa para jogos de bilhar;

1 taco para jogos de bilhar;

2 ou 3 bolas para jogos de bilhar.

5.2 Roteiro para a construcao da mesa

Numa folha de compensado risque um sistema de eixos cartesianos ortogonais. Marque os
focos de distancia ¢=28,5 cm da origem e as extremidades, horizontais e verticais, de distancias

a=47,5 cm e b=38 cm, respectivamente, da origem. Utilize a fita métrica (anexo figura A.1(a)).

Com um martelo, bata levemente um prego fino em cada foco. Amarre as extremidades do
barbante nos pregos de modo que o comprimento do barbante que ficou entre os pregos tenha
medida 2a=95cm, ou seja, a mesma medida do eixo focal (maior eixo). Com o lapis por dentro do
barbante (manter o 1dpis sempre na vertical) gire-o em torno dos pregos gerando assim o molde do

fundo da mesa, em forma de elipse, conforme figura 5.5.

|~ .

NFE F
Figura 5.5: Constru¢ao do molde da base

Marque Gcm, ou uma largura de borda para a mesa a escolha, a partir da linha da elipse e
desenhe a curva externa (anexo figura A.1(b)). Lembrete: A segunda curva ndo serd uma elipse,

portanto as medidas devem ser realizadas na curva interna.
Repita o mesmo procedimento para a madeira destinada a borda da mesa.

Caso queira a mesa com uma cacapa, risque com um compasso uma circunferéncia em torno de
um dos focos. Aten¢do para as medidas! O foco deve estar no centro da circunferéncia desenhada.
A circunferéncia pode ter 10cm de didmetro, ou outra medida aproximada a escolha (o didmetro

deve ter largura suficiénte para acomodar a bola).

Recorte a folha de compensado com a serra elétrica (anexo figura A.1(c)). O corte sera feito
na curva externa e na circunferéncia da cagapa. Utilize a lixa para alisar as curvas (anexo figura
A.1(d)).

Recorte da folha de madeira (MDF) uma coroa para fazer a borda. Muito cuidado com o

corte! Qualquer erro prejudicard a propriedade da elipse e consequentemente a intencionalidade
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de acerto da bola na cacapa. Lembre-se: coroa mais a borracha terdo juntas 6 cm de espessura, que
¢ a largura da borda da mesa marcada no molde inicial. A parte interna da borracha deve coincidir
com a marcagdo interna (elipse) feita na base da mesa. Caso a folha de madeira seja de pouca
espessura deverd ser feito um alteamento antes de colacd-la sobre a base da mesa, pois a borracha
deverd ser colada de modo a proporcionar contato com o meio da bola que tem aproximadamente
bcm de didmetro. O alteamento pode ser feito com compensado ou sobras de madeira (anexo
figura A.1(e)).

Cole o alteamento na base da mesa. Deixe-o mais estreito que a borda (aproximadamente 4cm
a partir do corte externo). A cola instantanea € de rapida secagem e alta precisdo. Apds a colocagao

da peca ndo mais se podera desloca-la. Cuidado com as maos!

Risque o tecido. Recorte (anexo figuraA.1(f)). Forre a base da mesa (anexo figura A.1(g).
Fazer cortes no tecido, com a tesoura, na drea da cacapa. Colar as sobras do pano na pate de baixo

da mesa (anexo figura A.1(h)).

Cole a borracha na coroa (anexo figura A.1(i)). Se for cobrir a borracha com tecido lembre-se

de deixd-lo bem esticado! Eventuais dobras podem atrapalhar a ida da bola para a cagapa.

Cole a borda da mesa (anexo figura A.1(j)). Pode usar parafusos para deixd-la mais firme
(anexo figura A.1(k)).

Adapte uma redinha no buraco da cagapa que pode ser presa com parafusos (esta foi feita com

arame e cordas de nylon e presa com grampos e grampeador (anexo figura A.1(1)).

Se preferir, prenda pedacos de madeira na parte inferior da base da mesa para deixd-la mais
firme quando colocada sobre o pé. Os pedacos de madeira devem ser posicionados de modo a

encaixar-se por dentro do pé (anexo figura A.1(m)).

Para fazer o pé da mesa, pegue uma placa de madeira (aqui utilizou-se 0 MDF com 1, 5¢m de
espessura) risque retangulos: 2 pecas de 60 x 85 cm (parte 1), 2 pecas de 57 x 85 cm (parte 2). Re-
corte. Prenda as pecas de madeira (parte 1 e 2 alternadamente) com dobradi¢as. Dessa forma, ela
podera ser desmontada facilmente sempre que necessério, tornando-a de facil locomocao (anexo
figura A.1(n)). Se desejar, poderd colocar quatro sapatas reguldveis no pé da mesa para ajustd-la

em piso com desniveis.

Nesta mesa utilizou-se uma fita adesiva na cor do mdf para dar o acabamento lateral e cobrir
as imperfei¢des da madeira. Caso a mesa seja feita com outro tipo de madeira podera ser utilizado

verniz, férmica ou tinta para decora-la.

5.3 Elementos contidos na elipse que faz parte da base
da mesa de bilhar

As medidas aqui contidas estdo registradas em centimetros. Escolheu-se medidas proporcio-

nais aos nimeros pitagoricos 3, 4 e 5 em razdo da facilidade de se obter nimeros inteiros ou valores
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préximos a eles. Nesta mesa o coeficiente de proporcionalidade foi 9,5 (3.9,5 = 28,5;4.9,5 = 38
€ 5.9,5 = 47, 5). Escolha cuidadosamente as medidas, pois alguns valores podem levar a uma di-
zima ou a outros valores que possuam varias casas decimais, o que deverd ser arredondado. Porém,

qualquer descuido acarretard em erro, invalidando a propriedade desejada.

Construindo a estrutura eliptica da mesa num plano cartesiano e tomando o centro da elipse

como a origem do sistema temos:

e Curva interna em forma de elipse

2 2
Equagdo: 144422 + 2256, 25y — 3258025 = ’ v _q 47,5 b=
quagdo x° + 2256, 25y° — 3258025 00u2256’25~|—1444 onde a 7,5;b=38¢
c=28,5.

Centro (0, 0).

Comprimento do eixo maior : 95

Comprimento do eixo menor: 76
Focos (—28.5,0) e (28.5,0)

e Curva externa

Foi medido 6cm em toda a sua extensdo a partir da curva interna (elipse).
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5.4 Croqui

A figura 5.6 indica as medidas, em metro e em centimetro, utilizadas na fabricacdo da mesa

descrita no presente trabalho.

0, 7am=7acm

0,88m=88cm

1, DFin=010 7 i

- o 0,57m=57cm 19¢m

0,93m=35cm

Figura 5.6: Croqui da base da mesa



CAPITULO

6

Consideracoes Finais

Reportando-se a introducdo, lembramos que o fato que desencadeou a motivagdo para a elabo-
racdo do presente trabalho foi a criacdo de uma sala temadtica na drea de matematica que pudesse
ser acervo de materiais construidos por docentes e discentes do Colégio Modelo Luis Eduardo

Magalhaes em Canavieiras, BA.

Espera-se que além de servir como ferramenta para o ensino/aprendizagem de cOnicas, a mesa
de bilhar eliptica possa motivar os trabalhos de iniciacdo cientifica dos discentes que desejarem
seguir a linha de pesquisa, elaboracdo e descri¢do de atividades como a que foi realizada nesta

dissertagao.

Os materiais criados serdo expostos por seus autores na feira de ciéncias do colégio, progra-
mada para acontecer em outubro deste ano. Seguindo a linha das cOnicas pode-se ter um campo
de golfe em forma de pardbola. Ha varias sugestdes de atividades que podem ser confeccionadas
como por exemplo, modelos mateméticos para o estudo de andlise combinatéria, sélidos geométri-
cos para estudo de drea e volumes, mosaicos, constru¢des em espelhos para o estudo de simetria,

materiais de manipulacao para o estudo de equagdes e produto notaveis, etc.

As orientagdes contidas nesta dissertagdo referente a construcao da mesa de bilhar direcionam-
se para professores, pois 0 material estd diretamente ligado ao estudo de um conteddo da disciplina
matematica. Porém, nada impede que qualquer pessoa que queira construir uma mesa como esta,

apenas para efeito de curiosidade ou diversdo, o possa também fezé-lo.

Como ja haviamos citado na introdugao, o objetivo deste trabalho foi o de fornecer ao leitor
informacdes suficientes (materiais necessarios, medidas, cuidados, equacdes e roteiro detalhado
da construcao) para que ele possa construir a sua propria mesa de bilhar. E para tal, aconselha-se

que antes de iniciar a construcao da mesa seja feita uma pesquisa com a finalidade de se escolher o
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modelo mais adequado a necessidade individual de cada um. Deve-se analisar espaco de alocacao,

tempo de preparo, durabilidade, custo, disponibilidade e tipo de materiais, etc.

Como a maioria das escolas nao dispde de recursos financeiros para auxiliar na compra de
materiais, dar-se-ao algumas dicas que podem ajudar nessa aquisicdo: a redinha podera ser feita
de croché ou com material de pesca; as bolas podem ser doadas por algum comércio que possua
bilhar; o taco pode ser feito numa marcenaria; pode-se utilizar o brim comum como tecido para

forrar a mesa.

Ao escolher o tipo de madeira a ser utilizada na construcao da mesa esteja atento a adequacado
da madeira ao estilo de trabalho. Algumas espécies de madeiras como o mogno, a cerejeira, o
jequitibd, o jacarandd-da-bahia, o pau-brasil e outras tem exploracdo proibida ou regulada pela
CITES (Convencdo sobre o Comércio Internacional de Espécies da Flora e Fauna Selvagens em
Perigo de Extin¢do).

A mesa de bilhar eliptica, depois de construida podera ser explorada pelo professor para um
trabalho de investigagcdo por parte dos alunos, desafiando-os a pesquisar e apresentarem solugdes
vidveis para essa situacao problema. Orienta-se que este material seja utilizado com alunos do 3°
ano, embora nada impessa o professor de estimular o interesse de alunos de outras séries, ja que o

curriculo escolar € flexivel.

Sugere-se algumas atividades que podem ser exploradas a partir da utilizagdo da mesa de bilhar

eliptica:
e Jogadas livres - Deixar os alunos experimentar jogadas diversas;

e Tempestade de idéias - Abrir um espago para que os alunos exponham a sua opinido sobre o
porqué a bola cai na cagapa sem interferéncia. Permitir que todos fiquem a vontade para dar

suas opinioes;

e Proposta de pesquisa - Propor aos alunos pesquisarem em livros ou na internet com a finali-

dade de trazerem materiais para um posterior debate;
e Debate e exposicao do resultado das pesquisas;

e Leitura de textos sobre aplicabilidade das cOnicas - Distribuir textos sobre aplicagdes das
cOnicas para os alunos em grupo. Abrir discussdo. Fazer interferéncias quando necessdrio.

Mediar o conhecimento através de interrogagdes, proporcionando a reflexdo dos educandos;
e Exploragdo dos contetdos - Trabalhar o contetido conceitual;

e Resolucao de problemas contextualizados - Distribuir atividades de situacdes problemas que

possam ser resolvidas com o embasamento dado sobre o contetido de cOnicas.

A mesa de bilhar eliptica podera apresentar algumas variacdes conforme o interesse do cons-

trutor:
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e ser construida sem cagapa com a marcacao dos dois focos. Serdo utilizadas trés bolas: uma
em cada foco e a terceira serd lancada sobre uma das bolas para que essa seja arremessada
contra a outra; ou ainda, utilizar duas bolas, uma em cada foco arremessando uma contra a

“parede"da mesa afim de que sua reflexdo lhe impulsione a bater na outra bola;

e ser construida com uma cagapa rasa localizada em um dos focos. Utilizar-se-a4 apenas uma
bola localizada no segundo foco. Essa deverd ser langada em qualquer posi¢cdo e se acomo-

dard no orificio da cacapa;

e ser construida com uma cagcapa composta com rede ou gaveta localizada em um dos focos.
Poderiao ser utilizadas duas bolas: uma localizada no foco fechado e a outra serd arremessada
contra ela afim de impulsiona-la para a cacapa. Ou ser utilizada uma bola como explicado

no item anterior.

Em anexo o leitor encontrara outros modelos de mesas.

Na primeira (anexo fig. A.1(q)), o buraco da cacapa € raso. Esta ndo precisa de rede para aparar
a bola. A bola fica presa no orificio, mas visivel aos olhos do jogador. E de baixo custo e ficil de

construir.

Na segunda existe uma gaveta onde caem as bolas (anexo fig. A.1(r)). Esta precisard de um
nimero maior de bolas. Sua constru¢do serd um pouco mais trabalhosa, porém podem ser feitas

varias demonstracdes de tacadas uma apds a outra.

Se preferir, pode construir a mesa de forma parabdlica ou hiperbdlica. Podera encontrar fotos
das mesmas no anexo (fig. A.1(s) e A.1(t)). Obs.: As mesas apresentadas nas fotos nao foram

construidas de forma artesanal.

A mesa de bilhar eliptica € um material ja existente no mercado. O leitor podera encontra-la
em alguns laboratérios de matemadtica, bem como mencionada em alguns trabalhos cientificos ou

relacionada em alguns sites.

Em (SOUZA, 2008, p.15) encontra-se ferramenta similar a este trabalho de construcdo, onde
o leitor podera fazer uma anélise de comparag¢do podendo mesclar, acrescentar ou inovar em sua
prépria construgao.

O diferencial que este trabalho apresenta € o direcionamento da constru¢ao da mesma detalha-
damente, alertando para alguns possiveis entraves, sugerindo op¢des e variacdes e compartilhando
caminhos (fotos e sites) para que o leitor possa fazer a escolha de um modelo adequado a sua

necessidade.
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Anexos

A.1 Fotos da Construcao da Mesa de Bilhar

(a) Marcacdo das medidas da base (b) Desenhando a cuva externa

(c) Recorte da base da mesa (d) Alisamento das curvas através de lixa

59
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(e) Colagem do alteamento (f) Recorte do tecido

(g) Colagem do tecido (h) Arremate da sobra de pano na cagapa

e

(i) Colagem da borracha (j) Colagem da borda

-
(k) Colocagdo de parafusos para fixacdo da (1) Colocag@o da cagapa

borda na base da mesa
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(m) Pecas de madeira para dar firmeza ao en- (n) P¢é da mesa
caixe da mesa no pé

(o) Mesa Pronta (p) Borracha inteira

A.2 Outras opcoes de mesas

Nas figuras A.1(q) e A.1(r) encontram-se outros modelos de mesas as quais foram citadas nas
consideragdes finais. Esses exemplares tiveram como fonte os sites:
www.youtube.com/watch?v=03ndN4gv4cc e www.youtube.com/watch?v=EMTIQQAXLPw, res-

@

(q) Mesa opcional (1) (r) Mesa opcional (2)

pectivamente.
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Nas figuras A.1(s) e A.1(t) encontrem-se exemplares de mesas de bilhar parabdlica e hiperbd-
lica que foram retirados, respectivamente, dos sites http://www.atractor.pt/matviva/geral/A/A01/A01-
1.htm e http://www.atractor.pt/matviva/geral/A/A02/A02-1.htm.

(s) Mesa parabélica (1) (t) Mesa hiperbdlica (2)

O bilhar hiperbdlico tem uma tabela em forma de ramo de hipérbole. O outro ramo da hipérbole
estd desenhado. No foco correspondente a este ramo hd um buraco e o foco correspondente a
hipérbole-tabela, estd apenas marcado na parte superior. Uma bola atirada na direcao do foco de

cima deverad ir parar no buraco.

O bilhar parabdlico tem uma das tabelas formada por um arco de pardbola e tem um buraco no
foco da pardbola. Uma bola atirada paralelamente as tabelas laterais (isto €, na direcao do eixo da

parédbola) devera cair no buraco.



	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Introdução
	História das Cônicas
	Parábola
	Definição
	Elementos
	Construção de uma parábola usando alfinete e barbante
	Equações
	Equação da parábola com vértice na origem
	Equação da parábola com vértice fora da origem

	Aplicações

	Hipérbole
	Definição
	Elementos
	Relação entre a, b e c
	Construção de uma hipérbole usando alfinete e barbante
	Equações
	Equação da hipérbole com centro na origem
	Translação dos eixos coordenados
	Equação da hipérbole com centro fora da Origem do Sistema

	Assíntotas da hipérbole
	Aplicações

	Elipse
	Definição
	Elementos
	Relação entre a, b e c
	Construção de uma elipse usando alfinete e barbante
	Equações
	Equação da elipse com centro na origem
	Equação da elipse com centro fora da Origem do Sistema

	Aplicações

	Mesa de bilhar elíptica
	Materiais necessários para a construção do bilhar elíptico
	Roteiro para a construção da mesa
	Elementos contidos na elipse que faz parte da base da mesa de bilhar
	Croqui

	Considerações Finais
	Bibliografia
	Anexos
	Fotos da Construção da Mesa de Bilhar
	Outras opções de mesas


