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“A geometria surgiu da sensatez Divina que a
utilizou para desenhar um Universo perfeito, e é a forma mais
pratica que 0os homens encontraram de manté-lo livre do caos.”

Calvino Janior



RESUMO

Este trabalho propde a inclusdo do estudo de geometria fractal no ensino
fundamental, especialmente por sua possibilidade de tornar a aprendizagem da
matematica mais significativa para os alunos. A ideia de estudar fractais e o uso de
tecnologia de computador para sua construcdo baseia-se em: conexfes com varias
ciéncias; deficiéncias da Geometria Euclidiana para o estudo de formas da natureza,
desde que €, em geral, apenas apropriada para formas do mundo oriundas do humano,
como construcdes de casas, prédios, pontes, estradas, maquinas etc.; 0s objetos
naturais sdo com frequéncia mais complicados e exigem uma geometria mais rica, que
os modela com fractais, possibilitando desenvolver projetos educacionais sobre temas
transversais voltados para a compreensdo de fendmenos que ocorrem nos diversos
ambientes; difusdo e acesso aos computadores e as tecnologias da informética nos
varios niveis de escolarizagdo; existéncia do belo nos fractais e possibilidade do
despertar e desenvolver o senso estético com o estudo e arte aplicada a construcdo de
fractais, entendendo-se arte como toda acdo que envolve simultaneamente emogcéo,
habilidade e criatividade; sensacdo de surpresa diante da ordem na desordem.
Concluimos entdo que os fractais sdo ampliacdes da aplicacdo de conceitos
matematicos que podem permitir que os alunos visualizem suas aplicagdes nas artes,
ou na ciéncia. Ainda, o uso do computador para a constru¢do de fractais tem sido
entendido como uma facilitacdo do acesso dos alunos a tecnologia e aos programas
especificos de conteldo matematico.

Palavras Chave: Fractais - Ensino Fundamental — Software SuperLogo.



ABSTRACT

This work proposes the inclusion of the study of fractal geometry in elementary
school, especially for its ability to make the learning of math more meaningful to students.
The idea of studying fractals and the use of computer technology for its construction is based
on: connections with various sciences; deficiencies of Euclidean geometry to study the forms
of nature, since it is generally only appropriate for ways of coming world human, as
constructions of houses, buildings, bridges, roads, machinery, etc.; the natural objects are
frequently more complicated and require a richer geometry that models how fractals, allowing
developing educational projects on cross-cutting issues facing the understanding of
phenomena occurring in various environments; dissemination and access to computers and the
information technologies at various levels of schooling; existence of the beauty in the fractals
and possibility of awakening and developing the aesthetic sense as the study and art applied to
the constructions of fractals, it being understood art as any action that involves both emotion,
skill and creativity, sense of surprise at the order in disorder. It was concluded that fractals are
an extension of the application of mathematical concepts that can allow students to visualize
their applications in the arts, or science. Still, the use of computers for the construction of
fractals has been understood as a facilitating student access to technology and specific

programs to mathematical content.

Key words: Fractals - Elementary School - SuperLogo Software.
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INTRODUCAO

Os fractais sdo uma das mais fascinantes descobertas da matematica. A
sofisticacdo e o exotismo de suas formas, bem como a ampla divulgagdo que Ihes foi
concedida pela midia, despertaram a atencdo do grande pablico e o interesse de grupos
de pesquisadores, reduzidos no inicio, mas que se avolumaram a medida que os
fractais comecaram a invadir as areas de outras ciéncias, como a fisica, a geologia, a
computacdo gréafica, e encontrando inimeras aplicacbes praticas, como a compreensdo
de arquivos de imagens, intensamente utilizada em multimidia, ingressando ainda no
dominio das artes plésticas e adquirindo, dessa maneira, um carater interdisciplinar.

Ainda ndo se escoaram duas décadas desde o seu surgimento, e os fractais
ja se proliferam por uma imensa variedade de tipos, gerados por processos 0S mais
distintos e regidos por principios matematicos bastante diversificados, guardando,
porém, algumas caracteristicas peculiares que os distinguem das figuras geométricas
convencionais. A abordagem dessa multiplicidade de tipos é uma tarefa de dimenséo
enciclopédica, razdo pela qual a maioria dos autores limita o escopo de suas obras a
um ou alguns géneros de fractais que possam ser tratados dentro de um mesmo
enfoque.

Neste trabalho, pretendemos abordar o ensino de fractais no ensino
fundamental com o uso de softwares e estudar, de forma sintética, os principais
conjuntos desenvolvidos por Cantor, Koch, Peano, Hilbert, Mandelbrot e outros
matematicos famosos. Ainda descrevemos os fractais geométricos e os fractais
aleatorios.

A busca por uma formulacdo que possibilite o ensino dos fractais no ensino
fundamental significa, ainda promover a tecnologia como mediadora privilegiada da
geometria fractal. A apresentagcdo dos objetos fractais é essencialmente visual, o que é
amplamente possivel através do uso de tecnologia dos softwares de padrdes gréficos,

ferramenta importante deste trabalho.
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Compreendemos que os softwares de padrdes gréaficos sdo elementos
indispensadveis a uma metodologia didéatica que considera seriamente o ensino da

geometria fractal.

Este trabalho esta divido em quatro capitulos. O Capitulo 1 trata da descoberta
dos fractais. Incluimos a definicdo e dimensdo de um fractal, bem como conceitos
matematicos envolvidos, a teoria do caos, alguns fractais precursores, além dos

fractais aleatérios, e finalmente, comentamos sobre o famoso conjunto de Mandelbrot.

No Capitulo 2, destacamos os fractais gerados por programas graficos e
apresentamos dois softwares que possibilitam a construcdo de fractais, a saber,
destacamos os softwares Nfract e SuperLogo. Demos mais énfase ao SuperLogo, pois
ser4 o programa sugerido nas atividades do plano de aula para o 9° ano do ensino

fundamental contido no Capitulo 3.

No Capitulo 4, apresentamos nossas conclusdes a respeito do trabalho
desenvolvido, esclarecendo que o ensino dos fractais pode fascinar aos alunos e
proporcionar o desenvolvimento do conhecimento matematico. E de grande valia a
inclusdo de softwares, como por exemplo, os citados neste trabalho, pois 0s mesmos
permitem que os alunos visualizem os fractais e possa elabord-los passo a passo

através das iteracdes.
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CAPITULO 1

DEFINICAO DE FRACTAIS

Inicialmente, fractais sdo figuras. O conceito de figura é muito amplo e
abrangem, entre outras coisas, as figuras geométricas com que o leitor estd
familiarizado, como o circulo, o retangulo, a esfera, o cone. Dizemos, também, que a
imagem de um ente ou de um objeto é uma figura, e assim nos referimos ao desenho de

uma flor como uma figura ou ilustragéo.

Convém estabelecermos uma distincdo entre figura e imagem. Ao nos
referirmos a uma entidade geométrica, como, por exemplo, uma circunferéncia,
diremos que se trata de uma figura. A figura possui as propriedades e caracteristicas
que a geometria lhe atribui. Nessas condi¢cbes, a circunferéncia é uma curva
unidimensional, com comprimento, entretanto, sem espessura. O desenho da
circunferéncia feito com o compasso no papel é uma imagem da circunferéncia. Por
mais fina que seja a curva tracada pelo compasso, ela tem alguma espessura, caso
contrério seria invisivel. A imagem da circunferéncia pode ser bastante fiel, como no
caso do desenho, mas seré apenas sofrivel se ao construirmos em um computador com

tela grafica de baixa resolucgéo.

Essa mesma distincdo pode ser estabelecida no caso dos fractais, devemos
observar, todavia, que é bem mais dificil construir a imagem de um fractal bastante
aproximada do fractal, pois os fractais sdo geralmente figuras de grande complexidade,
com detalhes que se multiplicam em suas partes mais infimas. Exceto em alguns casos
muito simples, o computador € o Unico instrumento capaz de construir a imagem de um

fractal que se aproxime razoavelmente do que o fractal realmente o é.

Nem sempre prevalece, todavia, a distincdo entre figura e imagem, sendo
comum, confundirmos, na linguagem coloquial, a figura com a sua imagem e vice-

versa.

Uma figura é um conjunto de pontos. O circulo é um conjunto de pontos do
plano, a esfera é um conjunto de pontos do espaco tridimensional. A geometria trata

adequadamente dessas figuras, ensinando-nos como calcular distancias e angulos,
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areas ou volumes, como tracar tangentes e realizar uma variedade de outras tarefas. Os
fractais sdo figuras com propriedades e caracteristicas peculiares, que os diferenciam

das figuras geométricas habituais.

Nos Ultimos anos, diferentes definicdes de fractais tém surgido. No entanto,
a nocdo que serviu de fio condutor a todas as defini¢gbes foi introduzida por Benoit
Mandelbrot através do neologismo “Fractal”, que surgiu do latino fractus, que
significa irregular ou quebrado, como ele préprio disse: “Eu cunhei a palavra fractal
do adjetivo em latim fractus. O verbo em latim correspondente frangere significa
quebrar: criar fragmentos irregulares €, contudo, sabido — e como isto é apropriado
para 0S nossos propoésitos — que, alem de significar quebrado ou partido, fractus

também significa irregular. Os dois significados estdo preservados em fragmento”.

Assim, os fractais sdao formas geométricas abstratas de uma beleza incrivel,
com padrbes complexos que se repetem infinitamente, mesmo limitados a uma é&rea
finita. Mandelbrot constatou ainda, que todas estas formas e padrbes possuiam
algumas caracteristicas comuns e que havia uma curiosa e interessante relacdo entre

estes objetos com aqueles encontrados na natureza.

Um fractal é gerado a partir de uma foérmula matemética, muitas vezes
simples, mas que aplicada de forma iterativa produz resultados fascinantes e

impressionantes, dando infinitas possibilidades criativas ao seu criador.

Benoit Mandelbrot, diz que: “Um conjunto é dito fractal se a dimenséo de

Hausdorff Besicovitch excede estritamente a sua dimens&o topoldgica”.

A dimenséo fractal de um objeto mede o seu grau de irregularidade, a sua
estrutura e o seu comportamento, seja de uma figura ou de um fendmeno fisico,

bioldgico ou social. Os fractais tém dimensdes diferentes e proprias de cada imagem.
Neste trabalho, assumimos que:
e um ponto possui dimenséo zero;
e uma linha reta dimensdo um;
e uma superficie plana dimenséo dois;

e um solido dimenséo trés.
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Uma curva irregular tem dimensdo entre um e dois, enquanto uma

superficie irregular tem dimenséo entre dois e trés.

1.1 Céalculo da dimensdo de Hausdorff

Inicialmente, notemos que uma linha pode ser dividida em n partes iguais e
temos n' partes iguais a original, porém, cada multiplicada por um coeficiente de

reducdo r = 1/n.

Dividindo os lados de um quadrado em n partes congruentes, ou seja,
usando um coeficiente de reducdo r = 1/n, obtemos n? partes semelhantes ao quadrado

original.

Do mesmo modo, se subdividirmos as arestas de um cubo em n partes
iguais, portanto, usando um coeficiente de reducdo r = 1/n, obteremos n® partes

semelhantes ao cubo original.

Sendo assim, a quantidade N de partes semelhantes ao todo corresponde ao

inverso do coeficiente de reducéo elevado a dimenséo da figura.

No caso do segmento, temos N = 1/(1/n)! e um segmento tem dimensdo um.
Ja no caso do quadrado, N = 1/(1/n)® e ele tem dimenséo dois. Agora o cubo tem
dimensdo trés e N = 1/(1/n)® . Através destes exemplos percebe-se uma relacdo entre a
dimenséo de uma figura e a quantidade de elementos semelhantes que se consegue ao

subdividi-la.

Assumindo que N = 1/r, onde d, representa a dimensé&o e r um coeficiente

de redugdo ndo nulo, temos a seguinte formula

d d
N=L (l] ﬁlogN:log[l] =>d

B _ logN
rY \r ¥

ol

Mais adiante, veremos exemplos de como calcular a dimensdo de Hausdorff de

alguns fractais.



17

1.2 Teoria do Caos

O termo caos esta ligado & ideia de confusdo, de falta de ordenacgédo, e que

traduz “desordem” ou comportamento imprevisivel.
Caos s. m. sing. e pl. Confuséo geral dos elementos da
matéria, antes da presumivel criacdo do Universo. / Geologia

Amontoado de blocos de certas rochas, que se formam como
consequéncia da erosdo. / Fig. Desordem. (Aurélio) [9].

A Fisica, entretanto, comegou a estudar o caos como um fendmeno que nao
possuia previsibilidade. Segundo Almeida (2006, p. 121), a teoria tem relacdo com a
irregularidade do comportamento:

A palavra caos é formada a partir de um grafo, de
origem indo-européia, cujo sentido poderia ser o abismo, de

7

principio e falta de organizacdo. O caos é um estado muito
complexo, caracterizado pela aparente imprevisibilidade de
comportamento e por grande sensibilidade a pequenas mudancas
na variacdo do sistema ou nas condig¢des iniciais. O mundo segue
a tendéncia de se tornar mais e mais cadtico. A teoria do caos
abriu caminho para que se percebessem padrbes em eventos
desprovidos de padrdes, tais como o transito de uma grande
cidade, as variagbes da bolsa de valores, ou fendmenos
meteoroldgicos, pois sdo excessivamente dependentes das
condigdes iniciais, gerando o chamado efeito borboleta.

A importéncia dessa teoria é que dela abriu-se caminho para a percepcéo de
padrées em eventos onde ndo haveria, a principio, um padrdo, ou seja, para eventos
aleatorios que dependem das condicdes iniciais e geram o “efeito borboleta”, que em
tese, afirma que o simples bater de asas de uma borboleta poderia influenciar o curso

natural das coisas e, assim, talvez provocar um tufdo do outro lado do mundo.

Desde os primérdios do desenvolvimento da ciéncia dos fractais, a ideia de
caos acha-se profundamente entranhada no senso de julgamento que desenvolvemos,
seja, para uma simples apreciacdo estética dessas figuras, seja, para a analise de sua
intricada estrutura. Ndo é facil definir o caos. Admitimos, contudo, que ele tem
conotacdo com desordem, irregularidade e aleatoriedade. Quando ndo entrevemos

nenhum padrdo de ordem ou regularidade na estrutura de um objeto, tachamo-lo de
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cadtico. Se um movimento se processa de tal maneira que ndo podemos prever para
onde 0 movel se deslocard em cada instante, consideramos o movimento erratico, com
sentido analogo ao de cadtico. Se um objeto for organizado de modo muito complexo,
ficamos incapacitados de discernir a ordem nele existente, e 0 objeto nos parecera
cadtico. E nesse contexto que julgamos cadticos os fractais gerados por sistemas
dinamicos complexos. Na realidade, tais sistemas sdo absolutamente deterministicos,
pois tudo o que ocorre na evolugdo de suas Grbitas esté perfeitamente determinado pela
funcdo que governa o sistema e pelo valor inicial que a variavel assume. Apesar desse
determinismo, as Orbitas que se originam em certos pontos se desenvolvem de forma
tdo intricada que ndo vislumbramos nenhum indicio de ordem, embora haja uma ordem

subjacente.

Os sistemas dindmicos tém uma forte propensdo para o caos. O caos se
relaciona com as regides onde se manifesta a instabilidade. As regides caoticas sdo as
de maior interesse na investigacdo matematica dos fractais, e sdo, além disso, as que

mais contribuem para a riqueza estética que os fractais indiscutivelmente possuem.

1.3 Fractais Precursores

Chamam-se fractais precursores, 0s objetos que sdo considerados fractais
antes que Mandelbrot (1975) lhe tenha dado o nome de fractais. Conforme Barbosa
(2005), esses objetos e eventos sdo conhecidos como “monstros matematicos”,

especialmente por suas caracteristicas e resultados inusitados.

Foram selecionados alguns “monstros matematicos”, e 0s apresentamos

abaixo.



19

1.3.1 Triangulo de Sierpinski

Em 1916, Sierpinski apresentou um dos famosos “monstros” em seu trabalho,
que complementava uma sua publicacdo anterior de 1915.

vv A A

L6866 46406

Figura 1. Triangulo de Sierpinski Figura 2. Passos 1, 2, 3,4e5
fonte: Barbosa, 2005, p. 43 fonte: Barbosa, 2005, p. 43

A construcdo do triangulo de Sierpinski consiste de repeticdo de passos. Os
passos sdo:

1 — Considere, inicialmente, um triangulo equilatero;

2 — Marque os segmentos dos pontos médios formando quatro tridngulos
equilateros;

3 — Elimine (remova) o triangulo central, o que pode ser codificado, por
exemplo, com cor preta, e 0S outros com uma cor cinza;

4 — Repita em cada um dos tridngulos ndo eliminados as construcdes 2 e 3;

5 — Repita a operacgdo 4, sucessivamente.

Esse processo de remocdo possui alguns aspectos interessantes, observe
que, inicialmente, temos um tridngulo, ap6s a primeira iteracdo obtemos trés
triangulos, na segunda, obtemos nove triangulos, e assim sucessivamente. Podemos
facilmente mostrar, por inducdo, que o niumero de tridngulos Ty na iteracdo N sera: Tn
= 3"

Quando N cresce indefinidamente, o nimero de tridngulos tende ao infinito,
ou seja, lim 3" = w0,

N — o0
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O perimetro do triangulo de Sierpinski é outro aspecto interessante de
analisarmos. Consideremos que o lado do tridngulo inicial seja €, logo seu perimetro
inicial serd Po = 30. Na primeira iteragdo, o perimetro de cada triangulo serd P; = 3¢/2,
na segunda, teremos C2 = 3(/4, e na iteracdo N, o perimetro de cada tridngulo serd
Pn= 3€/2N, como vimos anteriormente o nimero de triangulos na iteracido N ¢ igual a
Tn = 3V, O perimetro total sera P+ = 3.3 ¢ /2", e quando N tende ao infinito, o
perimetro total também tende ao infinito.

Vamos analisar a &rea do tridngulo de Sierpinski. Denotemos por Ap a area
do primeiro tridngulo, determinaremos a area de cada um dos tridngulos obtidos apos
as iteracOes. Na primeira iteracdo, dividimos o triangulo inicial em quatro triangulos e
tiramos o triangulo central, sendo assim, a area de cada triangulo € dada por A; = Ao/4,
na segunda iteracao a area de cada triangulo serd A, = A¢/16 e na iteragdo N, temos Ay
= Ao/4". Logo a 4rea total na iteracdo N serd At = 3". A¢/ 4", 0 que implica que Ar=
Ao (3/4) . Quando N tende ao infinito a area total tende a zero, pois Ag é um nimero
fixo e 3/4 < 1.

Para calcular a dimensdo do Triangulo de Sierpinski, perceba que a cada
iteracdo obtemos trés novos triangulos semelhantes ao anterior e o fator de reducdo é r
= 1/2. Logo, calculando a dimenséo fracionaria deste fractal, temos

d = log N/ log (1/r)=log 3/log 2 . Logo, d é, aproximadamente, 1,585.

1.3.2 Tapete de Sierpinski

Podemos aplicar a mesma técnica de eliminacéo (remog&o) usada no Tridngulo de
Sierpinski, partindo de um quadrado, dividindo-o em nove pequenos quadrados congruentes,
e eliminando o quadrado central. Em seguida, aplicamos esse mesmo procedimento em cada
um dos oito quadrados restantes, e assim sucessivamente, e iterativamente. O resultado que
obtemos apds algumas iteracdes j& €, surpreendentemente, bonito e conhecido como Carpete

de Sierpinski (ou tapete de Sierpinski).
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Figura 3. Triangulo de Sierpinski
fonte: Barbosa, 2005, p. 45

Para calcular a dimensdo do Tapete de Sierpinski, perceba que a cada
iteracdo obtemos oito novos quadrados semelhantes ao anterior e o fator de reducgdo é
r = 1/3. Logo, a dimensdo fracionaria deste fractal € d = log N/ log (1/r), logo temos

d = log 8/log 3, ou seja, d é aproximadamente 1,892.

1.3.3 Fractal Pentagonal de Durer

A sua construcdo inicia-se com um pentagono regular. Seja AB um de seus lados.
Coloquemos pentdgonos menores | e 1l em cada um dos extremos A e B, dispostos de tal
maneira que um de seus angulos coincida com o angulo do pentagono regular inicial, e ainda

com a condicdo de que os pentagonos | e Il tenham um vértice comum, Figura 4.
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Repetindo essa acdo, em cada lado, ficara formado ao centro um novo pentagono

regular congruente aos dos lados.

Figura 4. Pentagonal de Ddrer
fonte: Barbosa, 2005, p. 60

Remova os cinco triangulos intermediarios e o pentdgono central, obtendo o nivel 1 do

Fractal de Direr, Figura 5.

Figura 5. Pentagonal de Direr
fonte: Barbosa, 2005, p. 60

Iterando, repetindo essa operacdo em cada um dos pentdgonos regulares restantes,

obteremos sucessivamente, 0s outros niveis do fractal, Figura6 e 7.
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Figura 6. Pentagonal de Figura 7. Pentagonal de Durer
fonte: Barbosa, 2005, p. 60 fonte: Barbosa, 2005, p. 60

1.3.4 Arvore Pitagérica Fundamental

Sua construgdo inicia-se com um tridngulo reténgulo cujos catetos e
hipotenusa sdo dados pelo terno pitagérico fundamental (3, 4, 5). Sobre seus catetos e
hipotenusa construimos os quadrados respectivos, Figura 8. O triangulo retangulo e os
quadrados dos catetos constituem o iniciador-gerador. O quadrado da hipotenusa sera o
tronco inicial. Para obtencdo do nivel 1 do fractal, Figura 9, construimos sobre o lado
de cada quadrado oposto ao respectivo cateto novo triangulo retangulo tendo por
hipotenusa justamente esse lado. O que se faz em cada iteracdo € substituir as funcdes,
cada cateto transforma-se uma hipotenusa. Mas, para se obter a autossimilaridade, os
novos tridngulos retdngulos precisam ser semelhantes ao inicial, isto €, seus lados

devem ser proporcionais aos nimeros 3, 4 e 5, veja a Figura 10.

Figura 8. Arvore Pitagérica Figura 9. Arvore Pitagorica Figura 10. Arvore Pitagorica
fonte: Barbosa, 2005, p. 63 fonte: Barbosa, 2005, p. 63 fonte: Barbosa, 2005, p. 63
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1.3.5 Curva de Koch

Helge Von Koch (1870-1924) foi um matematico pouco conhecido que entre
1904 e 1906 criou a curva de Koch. A definicdo dada por ele é que sobre uma curva
continua, sem tangente, se obtém uma constru¢cdo geométrica elementar, como se

observa na Figura 11.

i

Figura 11. Curva de Koch
fonte:http://www.itis-molinari.eu/Molinari_old/
studenti/progetti/Tesina_Mate/koch.html

A ideia é que a partir de um segmento de reta sdo feitas alteracdes
recorrentes. Inicialmente, o segmento é dividido em trés segmentos iguais, resultando

em um triangulo equilatero cujo segmento central seja a base.

Em seguida, apaga-se o segmento que serviu de base ao triangulo e o que
aparece € uma imagem como um chapéu em forma de cone. Continuando da mesma
forma para cada um dos quatro segmentos, o que se forma sdo novos dezesseis

segmentos menores.

Fazendo a curva de Koch a partir de um segmento de comprimento igual a
uma unidade, vamos fazer uma anélise dessa curva comecando pelo numero de
segmentos em cada iteragdo. Denote por N a iteragdo e por S 0 nimero de segmentos,
sendo assim, Sp = 1. Ap0s a primeira iteracdo, S; = 4, na segunda iteracdo o nimero de

segmentos serd S, = 16, e assim por diante. Podemos concluir que o nimero de
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segmentos obtidos na iteracdo N serd Sy = 4". Quando N tende ao infinito, o nimero
de segmentos também tende ao infinito. Logo o ndmero de segmentos da curva de

Koch cresce infinitamente, conforme o nimero de iteragdo aumenta.

Denotando por L o comprimento do segmento inicial, e por Cyn O
comprimento de cada segmento na iteracdo N, temos Co = L, apds a primeira iteracéo
Cy1 = L/3, e na segunda iteracdo C, = L/9, e na iteragdo N, Cpn = L/3N, Quando o
namero de iteracGes tende ao infinito, o comprimento de cada segmento tende a zero,
ou seja, lim (L/3V) = 0.

N—o0

Para obter o comprimento total da curva do Koch, multiplique o nimero
total de segmentos pelo comprimento de cada segmento na iteragdo N, logo Cr = L 4"
/ 3N, o0 que resulta em Cr = L (4/3)". Calculando o limite do comprimento total da
curva de Koch quando N tende ao infinito, podemos concluir que apesar do
comprimento de cada segmento tender a zero quando N cresce infinitamente, o

comprimento total da curva de Koch tende ao infinito.

Para calcular a dimens&o fractal da curva de Koch devemos observar que a
cada iteragdo de cada um dos segmentos séo obtidos quatro novos segmentos, logo
N = 4, e que o coeficiente de reducdo é r = 1/3. Portanto, d = log N/ log (1/r) = log 4/

log 3, ou seja, d é, aproximadamente, 1,26.

1.3.6 Floco de Neve de Koch

A construcdo do Floco de Neve de Koch é obtida a partir da mesma
construcdo basica da curva de Koch, sendo que ndo se inicia a sua construcdo a partir
de um segmento de reta, mas por um triangulo equilatero, seguindo 0s mesmos passos
da construgdo da curva de Koch. Isso deverd ser feito para cada tridngulo, ou seja, 0s
mesmos passos que foram feitos na construgdo anterior. Dividindo cada aresta do
triangulo em trés segmentos de retas, todos com a mesma medida, retira-se o segmento
central, substituindo por um tridngulo equilatero sem a sua parte inferior, e assim

sucessivamente.
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Figura 12. Floco de Neve de Koch.
fonte: http://www.ceticismoaberto.com/ciencia/
213/ractaisuma-nova-viso-da-natureza

Para calcular o perimetro do Floco de Neve do Koch, multiplica-se o comprimento
total da Curva de Koch por trés, j& que cada lado é formado a partir de uma Curva de Koch,

assim tem-se que o perimetro desta figura é também infinito.

Para obter a area do Floco de Neve de Koch, adicione a area da figura da iteragcdo
anterior a area de um tridngulo equilatero, cujo lado € 1/3 do anterior, multiplicada pelo
niamero de lados do poligono anterior. Pela semelhanca de figuras planas, sabe-se que, se 0

lado de um poligono sofre uma reducéo de razdo 1/3, a area sofre uma reducéo de 1/9.

Considere a &rea do tridngulo gerador igual a um. Assim, se Ay denota a area na
iteracdo N, entdo:

Ao=1
A;=1+(1/9).3=1+1/3

A,=1+1/3+(1/9)%. (3.4)=1+1/3+4/9
Anit=1+1/3+1/3.4/9 +1/3. (4/9)* + ..+ 1/3 . (4/9)™

An+1=1+ Sy, onde

ERC N

L ()

Calculando o limite de Sy quando N tende para o infinito tem-se lim Sy = 3/5.
N—o0

SN— 3_
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A érea do Floco de Neve de Koch é dada pelo limite

lim Ans1 = lim (1 +Sy) = 1 + 3/5 = 8/5.

N—o0 N—o0

O Floco de Neve de Koch tem perimetro infinito e area finita e sua dimensdo é a

mesma da curva de Koch, j& que ambas tém 0 mesmo processo recursivo.

1.3.7 Curva de Peano

Peano (1858-1932) foi um dos primeiros a oferecer uma definicdo formal de
espaco vetorial. Em 1890, ele publicou a sua curva, considerada um “monstro
matematico”. Esta curva é resultado do aprofundamento dos estudos de Peano
(1858-1932), nas nogbes de continuidade e dimensdo. Vilenkin (1949) criticou seu
trabalho. Ele afirmava que Peano fazia parecer que tudo estava em ruinas, que todo
conceito matematico tinha perdido o seu sentido. Também chamadas de extravagantes,
foram consideradas por Mandelbrot (1924-2010), como importantes para o0

relacionamento de uma nova Geometria com a natureza.

A construgcdo da Curva de Peano inicia com um segmento. Na primeira
iteracdo, o segmento inicial é substituido por nove segmentos de comprimento igual a
1/3 do segmento inicial. Aplica-se 0 mesmo processo aos 9 segmentos obtidos, e assim

por diante.

Na Figura 13, temos o segmento original e as trés primeiras iteragoes.
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Figura 13. Curva de Peano
fonte: http://www.avaad.ufsc.br/moodle/mod/
hiperbook/ view.php?id=2089& pagenum=10&target
navigation_chapter=3713&show_navigation=1

Para calcular o comprimento total da Curva de Peano, precisa-se,
primeiramente, saber o nimero de segmentos em cada iteracdo e o comprimento de
cada um deles. No nivel zero, considere o comprimento inicial igual a ¢, na primeira
iteracdo, o nUmero de segmentos sera nove, o comprimento de cada um deles sera €/3 e
0 comprimento total serd 9¢/3 = 30. Na segunda iteracdo, 0 niUmero de segmentos sera
92, 0 comprimento de cada um deles sera ¢/3° e o comprimento total serd 9%¢/3% = 3%¢,
e assim por diante, na iteracdo N o numero de segmentos sera 9", o comprimento de
cada um deles serd ¢/3™ e o comprimento total sera 9M¢/3N = 3N¢. Portanto, o

comprimento total da Curva de Peano tende ao infinito quando N cresce infinitamente.

O matematico Peano ao construir as primeiras curvas tinha o interesse de
elaborar curvas continuas capazes de preencher totalmente o plano. Observe-se que as
curvas nas diferentes iteragcdes da recursdo, a partir da primeira, intersectam-se a si
proprias nos vértices dos pequenos quadrados que se vdo formando em cada iteracao.
Podemos demonstrar que no limite, isto €, na Curva de Peano, se passa 0 mesmo,
dando-se o preenchimento de um quadrado cuja diagonal é igual ao comprimento

inicial do segmento gerador da curva.
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Considere o comprimento do segmento inicial igual a €, a area da figura
formada pela Curva de Peano serd igual a de um quadrado cuja diagonal serd ¢, logo o

lado sera ¢/V2, sendo assim, a area sera A = £2/2.

A dimenséo fractal da Curva de Peano é obtida observando que cada segmento
forma nove outros segmentos, e o coeficiente de reducdo é 1/3, logo a dimenséo sera d

= log N/ log (1/r) = log 9/ log 3, ou seja, d é, aproximadamente, 2.

1.3.8 Curva de Hilbert

A Curva de Hilbert (862-1943) passa por todos os pontos de um quadrado,
assim, ela pertence a uma familia das curvas de Peano, porém possui diferencas sutis
que a tornam Unica. Primeiramente, a cada iteracdo do seu processo recursivo, a curva
preenche quadrados menores, mas ela nunca se intercepta. Outra caracteristica
importante é que a curva passa por todos os pontos de uma superficie, e através do seu

processo de recursividade o comprimento dessa curva é infinito.

A sua construcdo inicia-se com um quadrado de medida €. Dividimos este
quadrado em quatro quadrados congruentes, unimos 0S pontos centrais destes,

conforme é mostrado na figura abaixo.

Figura 14. Curva de Peano
fonte: ALMEIDA, 2006, p. 56

O segundo estagio de construcdo da curva consiste em subdividir cada um dos

quatro quadrados menores do estagio anterior em outros quatro quadrados congruentes
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e unir 0s pontos centrais desses novos dezesseis quadrados conforme € apresentado na

Figura 15.

> L

a==)
=sild

Figura 15. Curva de Peano
fonte: Almeida, 2006, p. 57

A0 repetir esse processo recursivo novamente, subdividiram-se cada um dos
dezesseis quadrados da figura anterior em quatro quadrados congruentes e unindo 0s pontos
centrais desses 64 quadrados € formada uma terceira curva. A curva de Hilbert é obtida ao
fazer a generalizacdo desse processo recursivo. A Figura 16 representa essa generalizacdo da

curva
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Figura 16. Curva de Peano
fonte:http://www.abreojosensamblador.net/
html/Pags/Cap32.html
O calculo da dimensdo fractal da curva de Hilbert deve-se ao seu processo de

recursividade, que é formado por quatro quadrados congruentes (N=4), tendo a metade do
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lado do quadrado original, logo o coeficiente de reducdo é r = 1/2 e sua dimensao é d = log
N/log (1/r) =log 4/ log 2 = 2.

Essa curva, topologicamente, equivale a uma linha, mas é tdo contorcida
que ocupa exatamente toda a area de um quadrado. Logo a curva comporta-se como

um objeto bidimensional.

1.3.9 Conjunto de Cantor

O conjunto de Cantor é um fractal classico que é gerado através de um
processo que remove uma parte da figura original que ao contrario dos conjuntos de
Hilbert (1862-1943), Peano (1858-1932) e Koch (1870-1924) ndo ¢é alterada.

Cantor (1845-1918) foi o primeiro matematico a quebrar a nogédo intuitiva
de dimensdo. No final do século XIX, Cantor provou que se pode esquadrinhar o
espaco euclidiano de forma continua, o que significa que se podemos localizar todos

0s pontos de um plano com apenas uma coordenada.

O conjunto criado por Cantor, Figura 17, é conhecido também como “Poeira
de Cantor”, ele é um subconjunto infinito de pontos contidos no intervalo unitario
[0,1].

Figura 17. Conjunto de Cantor
fonte: Barbosa, 2005, p. 25

Considerando uma figura inicial, o intervalo fechado 1,=[0,1] podemos dividi-
lo em trés partes congruentes, onde se despreza o ter¢co médio e surge a unido disjunta

de dois intervalos fechados 1,=[0,1/3]JU[2/3,1], e cada um com comprimento 1/3.
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Temos, entdo, a unido disjunta de dois intervalos e aplicamos esse processo
aos intervalos de extremos 0 e 1/3; 2/3 e 1, promovendo sua divisdo em trés partes, e
novamente, desprezando o terco médio. Assim, obtemos a formula:
1,=[0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9,1] com quatro intervalos congruentes medindo
1/3 cada um. O processo para quatro intervalos quando continua da lugar a 8 intervalos
de comprimento 1/27 cada um. E repetimos indefinidamente o processo, até se obter Iy

que é a unido disjunta de 2" intervalos fechados de 1/3" de comprimento cada um.

Se o valor de N aumenta, infinitamente, o comprimento de cada segmento
tende & zero, na constru¢do numeérica isto significa que o intervalo tende a um ponto,

donde a denominagéo, “poeira de Cantor”.

Para calcular a dimensdo fractal da poeira de Cantor, perceba que a cada
iteracdo cada segmento € trisseccionado e retira-se o segmento central. Assim, a cada
iteragcdo, obtemos dois novos segmentos de cada segmento da iteragdo anterior. Logo,
n = 2. O coeficiente de reducgdo é r = 1/3. Logo, a dimens&o fractal da poeira de Cantor

ser4 dada por d = log N/ log (1/r) = log 2/log 3, ou seja, d é aproximadamente 0,63.

1.4 Fractais Aleatdrios

Fractais aleatorios sdo aqueles gerados por computadores, e resultam de
iteracGes operadas por um sistema que ndo é linear e que sdo recorrentes. Eles

permitem visualizar imagens impressionantes que parecem aplicacdes artisticas.

Segundo Rinaldi e Menezes, (2007):

“A tecnologia dos computadores auxilia nas tarefas de diversas areas. Os
programas graficos sdo capazes de solucionar problemas de projeto, pois
criam em seus ambientes de trabalho os produtos que estdo sendo
desenvolvidos e antecedem seu aspecto final. Os erros de projeto podem,
no entanto, ser facilmente visualizados e algumas etapas previstas sem
dificuldade. Ha programas especificos voltados para a geometria e alguns
acompanham livros educacionais.*

Rinaldi e Menezes (2007), utilizaram em seu trabalho programas

computacionais acessiveis e de custo baixo, como o Geometricks (versdo 2.37), de
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origem dinamarquesa; Nfract desenvolvido no Brasil e o Cabri-Géométre II,

desenvolvido na Franga.

As Figuras 18 e 19 abaixo apresentam imagens de fractais feitos por

programas de computadores.

Figura 18. Fractal feito por computador Figura 19. Fractal feito por computador
fonte:http://adilugosi.blogspot.com.br/ fonte:http://www.profedigleyalexandre.com
2010_12 01_archive.html /2011/11/criando-wallpapers-fractal-hd-em-
linux.html

1.4.1 Fatou e Julia

Do periodo da primeira grande guerra, dois franceses Pierre Fatou (1878-
1929) e Gaston Julia (1893-1978) merecem ser lembrados pelos seus trabalhos, ainda
que em pesquisas ndo conjuntas. Seus resultados forneceram as bases matematicas para
Mandelbrot, que soube aproveita-los e desenvolve-los com recursos computacionais
para seu conjunto conhecido hoje como Conjunto de Mandelbrot e os famosos

Conjuntos de Julia, pois esses estavam completamente esquecidos.

Em particular, é digno de se narrar que Julia, servindo como soldado,
infelizmente, foi gravemente ferido, perdendo seu nariz. Consta que sua pesquisa foi
desenvolvida quando internado num hospital, resultando no seu principal trabalho

publicado de 199 paginas, apenas com 25 anos.

A contribuicdo se deu em sistemas dindmicos complexos, como o estudo de

iteragdes de funcdes.

Em resumo, estudaram o que acontece com a imagem no plano complexo

quando se aplica iteradamente a fungéo f(z) = z* + ¢, para um z complexo inicial e c,
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complexo constante. Permitimo-nos lembrar ao leitor, para seu melhor entendimento,
que se iniciando com um zo = ao + ibo, cada iteragcdo corresponde a partir de um z,
(n=0,1,2,3,...) determinar o seguinte zn+1 dado por zu+1=(zn)* + c. Assim, se z, = a, +
iby e ¢ = ¢y +icy, a iteracdo, com i? = -1, equivale a determinar an1 = (an)? — (bn)+ ¢y €
bns1 = 2anb, + c% Esse estudo cuida principalmente das chamadas 6rbitas e pontos

fixos atratores e repulsores.

1.4.2 Iteracdes com fungbes e o Conjunto de Mandelbrot

Com o intuito de tentar esclarecer um pouco o leitor ndo familiarizado com
processos iterativos, discorremos, a seguir, um pouco sobre itera¢cdes com fungdes de
variavel complexa, tentando dota-lo pelo menos de uma pequena ideia para entender

melhor o Conjunto de Mandelbrot.

Seja f: C—C uma funcdo continua de varidvel complexa z. Vamos instituir um
processo que produza uma sequéncia de pontos zx € C a partir de um ponto Zzo
arbitrariamente escolhido. Cada ponto é obtido do precedente pela aplicacdo da funcéo

f, ou, dizendo de outro modo, cada ponto é a imagem do precedente pela funcéo f:
Z, (ponto inicial)
21 = f(20) = f*(20)
z, = f(z1) = fof (20) = f4(20)
23 = f(z2) = fofof(zo) = 3(z0)
21 = f(zk-1) = fofo... f(zo) = f*(z0).

Esse é tipicamente um processo iterativo, ou repetitivo. O ponto z¥, da
sequéncia é obtido através de k iterag8es, anotando-se z, = f*(zo) indicando o indice k

a k-ésima iteracdo da fungéo f.

Um processo dessa natureza constitui um sistema dindmico. O termo se
justifica pelo fato de que em muitos processos fisicos, biolégicos ou financeiros, o

estado do sistema é determinado a intervalos regulares de tempo pelas iteragcdes de
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certa funcdo. Se esses intervalos forem infinitos, o sistema sera discreto. Se forem
intervalos diferenciais de tempo, o sistema dir-se-a continuo. Podemos, é claro,
dissociar completamente o tempo do processo iterativo envolvido na formagdo de um
fractal, mas conservamos, por analogia, o qualificativo dinamico. Restringir-nos-emos
ao estudo dos sistemas dinamicos discretos de uma fungéo f(z), doravante designados

simplesmente como sistemas dinamicos complexos.

A sequéncia de pontos {z«} obtidos a partir de um ponto inicial z, pela
aplicacdo iterativa da fungdo f constitui a dérbita progressiva do ponto z,. A érbita
progressiva de z, constitui, desse modo, o conjunto das imagens de z, obtidas pela
aplicacdo iterativa da funcdo f. Podemos, igualmente, gerar uma érbita regressiva do

ponto zo formada pela sequéncia de pontos {z.x } que sdo as pré-imagens de zo:
Z, (ponto inicial)
z.1 € um ponto de C tal que f(z.1) = zo
z., = é um ponto de C tal que f(z.2) = z.1 ou f %(z.2) = zo

Z.« € um ponto de C tal que f(z.) = z-;-«) Ou f"(z-k):zo,

A Orbita total sera a unido das orbitas progressiva e regressiva. Quando nédo
houver possibilidade de confusdo, usaremos simplesmente o termo &rbita com o

sentido de Orbita progressiva.

Ao construir a oOrbita progressiva de um ponto zo pela aplicacéo iterativa da
funcdo f, obtemos a partir de cada ponto zx da drbita um Unico ponto zyx+ = f(zk). O
mesmo ndo se pode dizer com respeito a drbita regressiva: dependendo da funcéo f,
pode haver duas ou mais pré-imagens de cada ponto da Orbita. Se f for uma funcéo
polinomial de grau m>, havera m pontos z. que sdo pré-imagens de z.(x-1), isto é, para
qualquer um desses m pontos prevalecem a relagéo f(z.x) = z-.(-1) de modo que (z.) =

2o ou, equivalente, f*(zo)=z..

Isso significa que, partindo-se de um ponto zo, obtém-se, apés k iteracdes, m*
pontos: a oOrbita regressiva ramifica-se como uma &rvore, cada ponto da Orbita

representando um n6 que da origem a m outros nds. Esse processo de ramificagdes se
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estende ilimitadamente quando k—oo, formando, em geral, um conjunto infinito e

aberto de pontos no plano C.

A questdo fundamental dos sistemas dinamicos complexos reside na
investigacdo de suas drbitas. A geometria dos fractais gerados por tais sistemas baseia-

se, em consequéncia, na geometria daquelas Orbitas.

Para uma funcéo f, dizemos que xo € um ponto fixo se f(xo)=xo e dizemos que
Xo € um ponto peridédico de periodo n se f'(xo)=Xo € n é o menor natural que isso

ocorre.
Se Xo € um ponto fixo para f, entdo dizemos que X, €:
1. Atrator se todas as érbitas de pontos proximos a X, tendem para Xo;

2. Repulsor se todas as Orbitas de pontos préximos a X, se afastam de Xo.

A seqguir, listamos alguns exemplos.
(1) Consideremos a funcdo f(x) = Vx. (x>0)

Considere o valor inicial xo = 81. Entdo, f(81) = V81 = 9; e calculando a
imagem do resultado de 81, encontramos f(81) = f[f(81)] = f(9) = V9 = 3, e
sucessivamente 3(81) = f{f[f(81)]} = f(3) = 1,732050... . = 1,732050.... Continuando
essa “iteracdo” (processo repetitivo) temos, sucessivamente, f*(81) = VW81 =
1,316074..., f°(81) = VNVWN81 = 1,147202..., °(81) = VNVV\V81 = 1,071075..., f'(81)
= VWNVAVV8T = 1,034927, 8(81) = VNNVNVANN8T = 1,017313..., 7(81) = VWVVVVVVV8I
= 1,008619..., f°(81) = VWVNVVVVVV81 = 1,004300... etc, valores que se aproximam
cada vez mais de 1. Analogamente, se iniciamos com 0,1, por exemplo, temos o0s
valores das iteragdes por f(0,1) = 0,316227..., f3(0,1) = 0,5612340..., £3(0,1) =
0,749893..., ... f°(0,1) = 0,997753..., 1%(0,1) = 0,9988775..., f*2(0,1) = 0,999437...,
etc, aproximando-se também de 1. Desde que f(1) = V1 = 1. Entdo, x = 1 é ponto fixo,
e pelos resultados anteriores que é ponto fixo atrator. As duas sucessdes de valores

recebem o nome de érbitas, respectivamente, de 81 e de 0,1.

(2) Funcdo g (x) = 2x — 1 (x real).
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Para ponto fixo deve-se ter necessariamente 2x — 1 = x de onde a existéncia do
ponto fixo x = 1. Considere, entdo, o valor inicial x = 1,1, perto e maior que o ponto
fixo.

Temos g(1,1) = 1,2, g*(1,1) = g(1,2) = 1,4, ¢°(1,1) = g(1,4) = 1,8, g*(1,1) =
2,6, 9°(1,1) = 4,2,... ¢®(1,1) = 26,6, ..., que mostra que limite de g"(1,1) é igual a oo,

quando n tende a oo; dizemos entdo que o ponto fixo 1 é repulsor para x>1.

Analogamente, o limite de ¢g"(0,9) é igual a -, quando n—»; ou que,

novamente o ponto fixo é repulsor para x<1.
(3) Funcdo h(x) = (x+1)/2 (x real).

Encontramos novamente o ponto fixo Unico x = 1, entretanto ele sera um

ponto atrator.
(4) Funcdo da forma quadratica w(x) = x? + ¢ (x real, ¢ constante).

Observe que x serd um ponto fixo de w(x) se, e somente, se x°—x + ¢ = 0.

Entdo, A serdigual al-4c. Vamos analisar os possiveis valores de A.
(4.1) Se c>1/4, entdo A < 0. Neste caso, w(x) ndo terd um ponto fixo.

(4.2) Se c = 1/4 = 0,25, entdo A = 0. Neste caso, W (X) tem um Unico ponto
fixo x = 1/2 = 0,5. Seja, por exemplo, entdo w(x) = x* + 0,25. Considere o valor inicial
x = 0,8 > 0,5. Sucessivamente, encontra-se w(0,8) = 0,89, w?(0,8) = 1.0421, w3(0,8) =
1.33..., w*(0,8) = 2.03..., w’(0,8) = 4.46..., que nos indica ser limite de w"(0,8) é o,
para n—oo; ou que o ponto fixo é repulsor para x > 0,5. O mesmo acontece para X <

0,5.

(4.3) Se ¢ < 1/4, quando A > 0, que nos d& dois pontos fixos de w(x).
Considere, para exemplificar, w(x) = x* — 2, de raizes -V2 ¢ + V2. Deve-se ter para
ponto fixo de x* — x — 2 = 0, dois pontos, a saber, x = -1 e x = 2. Tome o valor inicial
x=2,1>2 Dai, w(21)=241, w?(2,1) = 3,8081, w3( 2,1) = 9,48..., que mostra
que limite de w"( 2,1) é oo, para n—o, portanto, para X > 2 0 ponto fixo x = 2 é

repulsor.

Considere, agora, um valor inicial x < 2, por exemplo, x = 1,5. Dai, w (1,5) =
0,25, w* (1,5) = - 1,93..., w® (1,5) = 1,72..., w* (1,5) = 0,95..., w® (1,5) = -1,09...,

W6(1,5) =-0,81..., W' (1,5) = -1,34.... Contudo, agora, ndo é tdo simples tirar alguma
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conclusdo. Represente essa sucessdo de valores no gréafico cartesiano, acrescentando
também o grafico de y = x. Para cada ponto x, represente o ponto em w, em seguida
com horizontal determine na reta y = x 0 ponto correspondente de x = y. O leitor
observara que a sucessdo alternada de pontos na pardbola e teta y = x rodeia o ponto
fixo (-1, -1) com um redemoinho em sifdo. E importante observar que as Orbitas para
pontos do intervalo -2 < x < 2 estdo nele inteiramente contidas, de onde se pode dizer

que as Orbitas séo prisioneiras.

Para ponto inicial x = -2, w(-2) =2 ,e sucessivamente, w'(-2) = 2 (i >1), ou que

X = -2 é ponto aparentemente fixo ou eventualmente fixo.

Para x < -2, por exemplo, x = -2,2, (-2,2) = 2,84, w?(-2,2) = 6,06.., w¥(-2,2) =
36,78..., e de novo lim w"(-2,2) = oo, para n—o. Diz-se que para pontos X < -2 as

Orbitas sdo fugitivas; elas fogem, escapam para o infinito.

Uma pergunta surge: e o caso complexo f (z) = z° + ¢? Em geral, tomando um
valor inicial qualquer par z e uma constante complexa c, a sucessdo dos valores
complexos obtidos se afasta cada vez mais da origem e sem se aproximar de um ponto

fixo.

Analogamente, ao estudo da funcdo de variavel real f(x) = x* + ¢ pode ser
realizado para a fungdo complexa. Felizmente, uma propriedade bésica existe. Se o
complexo obtido por uma iteragdo tem modulo maior que dois, a Orbita sera fugitiva,
escapando para o infinito. Essa propriedade é aplicada como teste, repetidamente um
determinado nimero grande de vezes, e se sempre o modulo ndo supera o valor 2,

podemos considerar Orbita prisioneira.

1.4.3 Previsdo do Tempo e o conjunto de Mandelbrot

Quando o homem souber mais sobre o conjunto de Mandelbrot, sabera prever
0 tempo com maior precisdo. E isto que conclui um artigo muito interessante da revista

“Célculo, matematica para todos”, veja [8].

A seguir, apresentamos alguns trechos deste artigo que relaciona o conjunto de

Mandelbrot com situagdes reais do nosso mundo.



39

O estudante (vamos chaméa-lo de Kichiya) j& viu muitas vezes a imagem
deste fractal famoso. Ha filmes sobre ele na internet; os filmes mostram que, se
alguém amplia um pedacinho da borda do fractal, vé que a ampliagdo € igualzinha ao
fractal original, e se amplia um pedacinho da ampliagdo é igualzinha ao fractal

original, e assim por diante ao infinito. (Ao infinito mesmo: ndo é forca de expressdo).

7

O nome do fractal é “conjunto de Mandelbrot”, pois foi descoberto por Benoit
Mandelbrot (1924-2010), o sujeito que inventou essa historia toda de geometria
fractal. A primeira vez que Mandelbrot viu uma imagem de seu conjunto gerada por
computador foi em 1980, num centro de pesquisas da IBM nos Estados Unidos; é a

imagem da Figura 20.

Hoje, os computadores fazem imagens mais precisas e bonitas.
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Figura 20. Conjunto de Mandelbrot
fonte: Revista Calculo- Edicdo 21, p. 19

Por que Kichiya deve estudar objetos como o conjunto de Mandelbrot? Isso é
mais ou menos como perguntar: por que deve estudar romance? Timothy Gowers
(matematico britanico) explica a analogia assim: o conjunto dos ndmeros naturais
{1, 2, 3, 4,5, 6,...} “ndo é la muito interessante”; mas um subconjunto desse conjunto,
0 subconjunto dos nimeros primos, contém segredos valiosos. O primeiro matemaético
a descobrir a l6gica dos nimeros primos sera capaz de explicar a esséncia de todos 0s

nameros inteiros, e far4 a matemética avancar de modo como nunca avangou até hoje.
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“Essa € a vantagem de separar um subconjunto de um conjunto”, diz Gowers. “Muitas
vezes 0 subconjunto contém informagdes tais que nos permitem revelar o
funcionamento do conjunto todo.” Kichiya estuda romances, escritos por um
subconjunto da humanidade (os romancistas), porque os romances contém informagdes
relevantes sobre a humanidade. E Kichiya deve estudar o conjunto de Mandelbrot
porque ele contém informacdes importantes sobre o plano (que 0s matematicos
chamam de R? pois todo ponto do plano pode ser localizado com a ajuda de duas

linhas de numeros reais, e eixo X € 0 eixo0 ).

O conjunto de Mandelbrot sai de uma férmula bem simples, que Kichiya pde

no papel assim: f (z) = z* + c.

Nessa funcdo f, tanto z como ¢ sdo numeros complexos (na forma a + bi, em
que i? = -1; Kichiya faz uma anotacdo no caderno: “os nimeros reais sio um
subconjunto dos complexos, entdo z e ¢ podem assumir valores com 2 ou -7 ou 07).
Kichiya pode atribuir um valor qualquer para z,, e depois pode encher um conjunto
seguindo o seguinte método: acha o valor de f (zo), que chama de z; (f (z0) = z1); dai
acha o valor de f (z;), que chama de z, (f (z1) = z,); dai acha o valor de f (z2), que
chama de z3 (f (z2) = z3); dai acha o valor de f (z3), que chama de z, (f (z3) = z4), €
assim por diante. Ao repetir a aplicacdo de f, Kichiya enche um conjunto de nimeros

complexos: {zo, 21, 22, z3,...} | Zn = T (Zn-1).

As vezes, ele obtém uma sequéncia de numeros que tende ao infinito. Por
exemplo, quando escolhe ¢ = 2 e zp = 1, a sequéncia se transforma em 1, 3, 11, 123,
15 131, etc. Mas, as vezes, essa sequéncia fica a uma distancia fixa do ponto (0,0);
Kichiya usa a expressao técnica “sequéncia limitada por k”, querendo dizer “todos 0s
nimeros da sequéncia estdo tdo ou mais perto de (0,0) do que k”. Por exemplo,
quando escolhe ¢ = 2 e zo = (1/2).(1-iV7), descobre que: z; = ((1/2) — (iIV7/2))"2 + 2 =
(1/2) = (iN7/2) = zo

Nesse caso, Kichiya enche seu conjunto com uma sequéncia ilimitada por zo,
pois todos os termos da sequéncia sdo iguais a zo. Neste ponto, Kichiya ja pode

entender a primeira defini¢do técnica relacionada ao conjunto de Mandelbrot.
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O conjunto de Julia, associado a constante ¢, é o conjunto de todos 0s
nameros complexos zo para os quais a aplicagdo repetida de f produz uma sequéncia

limitada.

De acordo com a definicdo, pensa Kichiya, o numero complexo (1/2).(1-
iN7) faz parte do conjunto de Julia associado & constante ¢ = 2. Entdo Kichiya se
pergunta: se eu escolher um valor fixo para zo, € puser num conjunto todos os valores
possiveis da constante ¢ tal que a aplicacdo repetida de f produza uma sequéncia
limitada? Foi essa pergunta que levou Benoit Mandelbrot a descobrir o conjunto de
Mandelbrot, e com essa informacdo Kichiya j& compreende uma definicdo mais

precisa.

O conjunto de Mandelbrot é o conjunto de todos os valores da constante ¢
tais que a aplicacdo repetida de f produza uma sequéncia limitada quando z, = O.
(Quase sempre esse conjunto é chamado de M).

Para entender essa definicdo, Kichiya a converte em substantivo e verbos mais
visuais, mais concretos: “Para montar um conjunto de Mandelbrot”, ele escreve no
caderno, “devo fixar o valor de zo em 0, e devo por no conjunto M todos os valores de
c para os quis a aplicacdo repetida de f produz uma sequéncia limitada. Se eu fizer
isso, encherei o conjunto M de niimeros complexos, que posso plotar num plano %?,
visto que um nimero complexo € um ponto no plano.” Para desenhar o fractal que
todos conhecem como conjunto de Mandelbrot, Kichiya manda o computador pintar de
preto os valores validos de ¢ e deixar os outros valores em branco; o computador

produz a Figura 21.
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Figura 21. Conjunto de Mandelbrot
fonte: Revista Calculo- Edicdo 21, p. 19

O conjunto de Mandelbrot, que é um subconjunto de R?, produz dezenas de
hipGteses e conjecturas importantes. Quando os matematicos puderem resolvé-las,
saberdo muito mais sobre, por exemplo, sistemas dindmicos. Kichiya entende o que
isso significa: quanto mais o homem conhece o conjunto de Mandelbrot, melhor prevé

0 tempo.

O conjunto de Mandelbrot (1924-2010), Figura 13, resulta da submisséo dos
nameros complexos (ndmeros do tipo a + ib, em que a e b sdo nameros reais ei é a
constante imaginéria) a um processo iterativo. Quando se aplica o processo de forma

repetitiva, obtém-se uma sequéncia de nimeros.

Ao aplicar este processo repetidamente, obtém-se uma sequéncia de nimeros
Un, cuja distdncia a origem (ou seja, 0 modulo |u,|) se mantém finita ou tende para
infinito. Esta fronteira, entre o finito e o infinito é o que define o conjunto de
Mandelbrot.

A construcdo do conjunto de Mandelbrot parte da atribuicdo de uma cor ao

numero complexo a + ib que vai ser desenhado como um ponto (a, b) no plano.

Seja z=a + bi, onde a e b € R. Submete-se 0 niUmero z ao seguinte processo

iterativo: z,.1=z,2 + W, em que w é um namero complexo constante. Observando o
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comportamento de z,+;, ou seja, do seu modulo |z,+1|, temos as seguintes

possibilidades:
. |zn] se mantém sempre finito, entdo atribui-se a cor preta a z.

. |z,| tende para infinito, entdo, atribui-se diferentes cores a z, dependendo

do comportamento de |z,|. A classificacdo é definida por quem desenha o fractal.

Um ponto é marcado neste fractal ndo quando satisfaz a equacdo, mas sim
segundo um certo tipo de comportamento. Um comportamento possivel pode ser um
estado estacionario; outro pode ser a convergéncia para uma repeticdo periédica de

estados; e outro ainda pode ser um corrida descontrolada para o infinito.

Este comportamento de convergéncia para uma repeticdo periddica de
estados € passivel de ser observada e, depois, todos nos podemos interrogar se 0

resultado é infinito ou néo.

Figura 22. Conjunto de Mandelbrot
fonte: gerado pelo Nfract
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CAPITULO 2

FRACTAIS GERADOS POR PROGRAMAS
GRAFICOS

2.1 Software Nfract
Existem varios programas capazes de gerarem fractais, tais como Cabri-
geometre 11, Geometricks e 0 Geogebra. A seguir, apresentamos os softwares Nfract

1.0 e 0 SuperLogo.

O Nfract 1.0 foi desenvolvido por Francesco Artur Perrotti, da FATEC -
Taquaritinga (SP). O livro “Descobrindo a Geometria Fractal”, escrito por Barbosa em

2005, vem com um CD contendo o programa.

Este programa é facil e rdpido, e as imagens geradas sdo muito bonitas, com

formas e cores diferenciadas.

Os comandos no Nfract 1.0 sdo poucos e faceis de usar. O programa possui

uma boa interface e estd ainda em sua versdo inicial.

E bem provavel que o Nfract 1.0 seja o (inico software desse género criado
no Brasil. O software calcula e gera fractais por meio de uma equacdo de sétimo grau. Os
coeficientes podem ser ajustados aleatoriamente e gerar imagens Unicas. Vale ressaltar que o

célculo sera mais rapido ao utilizar nimeros compreendidos entre -1 e 1.

De acordo com o autor, Francesco Artur Perrotti, o programa Nfract
implementa um polindmio (varidvel complexa) de sétimo grau, calcula e produz as
imagens fractais geradas por ele. Os coeficientes do polindmio podem ser ajustados
para qualquer valor desejado, permitindo a geragdo de infinitas imagens. O famoso
conjunto de Mandelbrot esta incluido no polindmio. Para geré-lo basta zerar todos os
coeficientes, com excecdo do coeficiente de segundo grau, que deve ser ajustado para

o valor 1 (opcéo default do programa).
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As imagens sdo calculadas utilizando a técnica de “tempo de fuga”. Esta
técnica verifica quantas iteracfes sdo necessarias para que determinado ponto “escape”
de um circulo de raio 2 no plano complexo. A posi¢do do ponto é fornecida como
pardmetro para a equacdo e o resultado realimenta a equacdo na proxima iteragdo. O
campo profundidade do programa indica o numero méximo de iteragdes que o
programa calcula para cada ponto da imagem. Quando o ponto escapa do circulo, ou
quando o nimero mé&ximo de iteracdes € atingido, o valor obtido é usado como indice
em um mapa de cores para obter a cor do ponto. O programa fornece uma boa
variedade de mapa de cores e ainda permite a criagdo de novos mapas.

A equagdo descrita no programa apresenta-se na seguinte formula:

Az +B8+C°+ D+ EZ® + F22 + Gz + H.

Equacdo 1 Cares | I C:MArquivos de programas\NFract\Exemplos\mandelbrot. bmp g@@
Equac3o: Opglies  Cores
A7 +Bz"6+ 28+ D2"4 +EZ"3 + F2"2 + Gz + H o S
o |8 e | @[ o sl [

a=o % inicial [-2.5 % final [25 = & 9 lid

A0z Calcular = 5. E ﬂ & g b x
B= [0 ¥ inicial [-25 ¥ finsl [25
c=[o Resx [400 Res'r [400

D= Profundidade [255
E= [~ Conjunto de Julia

Eel! %[00 v |00

T
T

Sobe. Fech

Figura 23. Imagem de fractal gerada pelo Nfract 1.0
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2.2 Software SuperLogo

Para atividades no laboratério de computacdo, também sugerimos o
software SuperLogo 3.0 (2000), que foi desenvolvido pela equipe conduzida pelo
professor e pesquisador sul-africano Seymor Papert (1928 ), no Massachussets
Institute of Tecnology (MIT), Boston, Estados Unidos, durante o final dos anos 60,
principio dos anos 70. A linguagem de programacdo do SuperLogo esteve desde
sempre ligada as probleméticas do ensino-aprendizagem, da comunicacdo com

maquinas em linguagem natural e de inteligéncia artificial.

A versdo utilizada neste trabalho foi desenvolvida pelo Nuacleo de
Informética Aplicada a Educacdo (NIED), Unicamp. Pode-se obter este software, pela

internet, no enderecgo: http://www.nied.unicamp.br/publicacoes.

O SuperLogo contém aspectos graficos e de manipulacdo de simbolos. A
parte gréfica, que é considerada a porta de entrada ao SuperLogo, permite a aquisicdo
de uma série de conceitos espaciais, numéricos e de programacdo atraves da
construcdo de desenhos. Entretanto, o SuperLogo ndo deve ser identificado somente
com este tipo de atividade (desenho). Com ele pode-se realizar atividades de
manipulacdo simbdlica (uso de palavras e listas), como por exemplo, definir

procedimentos para construir graficos, produzir poemas e jogos.

O programa é constituido por duas janelas, uma janela gréfica onde aparece
uma tartaruga chamada, carinhosamente, de Tat. Ela € um cursor grafico que a partir
de comandos especificos, movimenta-se na tela permitindo a construgdo de desenhos, e
a outra janela é a de comandos que nos permite dar instrugdes & Tat para fazer o que se

deseja.

A seguir, listamos alguns comandos basicos do programa e sempre apos
inserir um comando na caixa de entrada é preciso dar um enter ou clicar no botdo
executar.  Existem quatro comandos bésicos: parafrente n® (pf n°), paratras
n° (pt n°), esses comandos fazem a Tat andar e os comandos para direita n° (pd n°),
para esquerda n° (pe n°), fazem a Tat girar. Nos dois primeiros comandos é necessario

indicar o nimero de passos que a Tat deve andar e nos outros dois a medida do grau do
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giro. Observe que os comandos possuem uma forma abreviada, isso acontece com a

maioria dos comandos.

Ao iniciar o programa SuperLogo, aparecera a seguinte tela:

¥ SuperLogo 3.0 -[ ]

’/2 Arguive  Procedmento  Modo de Execucdo Btmap Formatar  Zoom  Ajuda
Menu
principal

Janela
grafica

Janela de
comandos

Caixa de
entrada

Restaurar janela gréfica

Fiastaurar janela comandos
Tat Estado
Pausa Parar

Exscutar
v

Figura 24. Tela inicial

A posicdo da Tat € definida por um sistema de coordenadas (x , y), cuja

posicdo inicial é o ponto (0, 0), que é o centro da janela gréafica.

Ao executarmos, por exemplo, os seguintes comandos pf 200 pd 90 pf 100
pd 120 pf 100, a figura formada sera:



¥ Janela de Comandos

pf 200 pd 90 pf 100 pd 120 pf 100

Festaurar janela grafica
Bestauras janala comandos

Tat | Estado
Pause Farar

[ Exacular |

Figura 25. Figura formada

A tabela, a seguir, mostra outros comandos do SuperLogo:

Comando Significade
ul Tsze lapis
ub Use borracha
un Tz nada

1j

Limpe janela de comandes

pc Movimenta a tartaruga para o centro sem alterar a sua direg o

dt Desapareca Tat

at Apareca Tat

ad Apagatodos os desenhos deizados na janela grafica sem modificar a direcdo da tartaruga

tat

Apagatodos os desenhos deizados na janela grafica e coloca a tartaruga na posicfo inicial

Podemos mudar a cor do traco da Tat, modificando a cor do lapis, para isso

executamos o comando mudecl n°, e também podemos mudar a cor do fundo

executando mudecf n°, cada numero indica uma cor pré-estabelecida. As cores

resultam da combinacdo das tonalidades das cores: vermelha, verde e azul, e sdo

representadas de trés maneiras:
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lista: [0 0 0]; ntmero: 0 ou nome: preta.

Algumas cores:

LISTA NUMERQO | NOME
[000] 0 preta
[00128] 1 azul
(0128 0] 2 verde
[0 128 128] 3 ciano
[25500] 4 vermelho
[128 0 128] ] TOH0
[128 64 0] (3 marron
[192 192 192] 7 cinzaclaro
[128 128 128] 3 CINZAESCULo
[128 255 255] 9 verdeagua
[0 255 0] 10 verdecalro
[0 255 255] 11 clanoclaro
[128 0 0] 12 vermelhoescuro
[255 0 255] 13 rosachoque
[255 255 0] 14 amarelo
[255 255 2535] 15 branco

Um comando muito utilizado na linguagem Logo é o repita, que é usado
quando precisamos de uma sequéncia de comando repetidos. Por exemplo, para
desenharmos um triangulo equilatero, o comando sera: repita 3[pf 100 pd 120]. O

desenho formado sera conforme a figura seguinte.



& Supeiloge 3.0 -[ ]

# Janela de Comandos

repita 3[pf 300 pd 120)

to  Modo de Bvecucdc  flmen Formatar  Zoan

Restavrar janela grafica
Tat
FPausa Parar

Exacutar |

Figura 26. Figura formada

50

Além dos comandos basicos podemos ensinar a Tat outros comandos. No

menu principal, ao clicarmos em procedimento, abrirda uma janela como da Figura 27.
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# | Janala de Comandos

Restaurar janels grafica
Fastaurar janela comandos
Tat | Estado
Pauss |  Paror

Exgcutar |

Figura 27. Procedimento

Em seguida, clicamos no botdo Novo, abrira uma tela como a da Figura 28.
Vocé deverd dar um nome ao seu procedimento e escrever a sequéncia de comandos

desejada, no término escreva fim.
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& Fditor de Procedimentos r-_l'E”E

freade Trabaho Edtar Pesqusar Formatar Testar Auda

aprenda novo_ procedimento
firm

Figura 28. Novo Procedimento

Experimente:

aprenda quadrado

repita 4[pf 100 pd 90]

fim

Feito isso vamos ao menu principal e clicamos em Area de Trabalho, em
seguida, em Atualizar.

Para testarmos nosso novo procedimento, digitamos na caixa de entrada a
palavra quadrado e damos um enter.

O comando quadrado poderd ser usado sempre que desejamos fazer um
quadrado de lado 100, mas para desenharmos quadrados com outras medidas de lado
devemos criar outros procedimentos, entdo, neste caso € muito importante usarmos um

pardmetro. Veja o exemplo abaixo:

aprenda quadrado: x
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repita 4[pf x pd 90]
fim
Podemos testar este novo procedimento escrevendo na caixa de entrada
quadrado 100, quadrado 200, quadrado 300, e assim por diante.

Além dos comandos citados, o SuperLogo dispde de varios outros recursos.
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CAPITULO 3

PLANO DE AULA

TEMA: APRENDER GEOMETRIA UTILIZANDO FRACTAIS.

1. Escola - E. E. de Mirante do Paranapanema

2. Classe: 9° ano do Ensino Fundamental, idade média 14 anos. A turma ndo tem deficiente

visual.

3. Periodo: Manha

4. Assunto: Fractais

5. Duragéo: 4 aulas (200 minutos)

6. Objetivo: Motivar o interesse do aluno pelo estudo da Geometria, despertando sua
curiosidade através de uma didatica diferenciada com a utilizagdo do software SuperLogo.
7. Conteudo:

7.1 Angulo, Perimetro e Area.
7.2 Fractais Geométricos.
8. Recursos: Software, caderno, quadro e data show.

9. Procedimentos: Serdo formados grupos de quatro alunos e as atividades serdo divididas

em 3 momentos:
Primeiro momento: Conhecendo o SuperLogo — Tempo previsto 1 aula (50 minutos)

Este primeiro momento serd para a ambientagdo com o Software SuperLogo,

serdo desenvolvidas atividades do tipo:
- Faca Tat andar 50 passos para frente.
- Gire a Tat 90 graus para direita.

- Faca a Tat desaparecer.
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- Faca a Tat aparecer.

- Mude a cor do rastro da Tat.

- Limpe a janela gréfica.

- Limpe a janela de comandos.

- Use 0 comando adequado e apague o que vocé fez até agora.
- Desenhe a letra L.

- Limpe a janela de comandos.

- Movimente a tartaruga sem deixar rastro.

Neste primeiro momento, o professor poderd pedir outras atividades que julgar

necessarias para a exploracdo dos comandos do Programa.

Segundo momento: Desenhando figuras — Tempo Previsto: 1 aula (50 minutos)

Serdo desenvolvidas atividades de construcédo de figuras geométricas regulares ou
ndo, e outros desenhos. Neste momento sera pedido aos alunos que desenhem: tridngulos
equilateros, quadrados, retangulos, trapézio, hexagonos, e figuras como casa, carro, estrela e

etc.

Aqui vale relembrar que o professor podera realizar outras atividades explorando

o0 conhecimento prévio dos alunos sobre Geometria.

Terceiro momento: Construindo Fractais Geométricos — Tempo Previsto 2 aulas (100

minutos)

Este momento terd como objetivo a utilizacdo do SuperLogo para a construcdo de
alguns Fractais Geomeétricos. Para cada Fractal Geométrico serd pedido para que os alunos
construam alguns Fractais até a terceira iteracdo, fazendo iteracdo por iteracdo, e logo, em

seguida, sera mostrado para eles a solugdo usando o processo de recursao.

Atividade 1: Utilizando o SuperLogo para a construgdo das trés primeiras iteragoes

do Conjunto de Cantor — (Poeira de Cantor).

Apos os alunos mostrarem suas solugdes e explicarem suas estratégias, o professor

Ihes pediré para que editem o seguinte procedimento:
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aprenda cantor :x :y

se :y=0 [pf :x pare]

cantor :x/3 :y-1
um pf :x/3 ul
cantor :x/3 :y-1

fim

Em seguida, serd pedido para aos alunos que, testem o novo procedimento

substituindo os pardmetros x e y por valores que desejarem. O parédmetro x indica o

comprimento inicial da curva e o parametro y indica o nimero de iteracGes.

Na figura abaixo temos o exemplo parax =300 ey = 3.

% Janela de Comandos

cancor 300 3

_Superlogo 1.0 - [ E\ROGERIOWMinhas imagensNTIGOS\analtriangulo. lgo |

Restaurar jansla grafica

Restaurar janela comandos
Tat Estado
Fausa Farar

Exacutar | 3

Figura 29. Conjunto de Cantor — (Poeira de Cantor)

Atividade 2: Utilizando o SuperLogo para a construcdo das duas primeiras

iteracOes da Curva de Koch.
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Apbs os grupos mostrarem suas solugbes explicando seus procedimentos ao

professor, eles deverdo criar o seguinte procedimento:
aprenda koch :x :y
se :y=0 [pf :x pare] koch :x/3 :y-1 pe 60
koch :x/3 :y-1 pd 120
koch :x/3 :y-1 pe 60
koch :x/3 :y-1
fim
Feito isso sera pedido para que testem o novo procedimento trocando o valor do

parametro x e y por valores que eles desejarem. O parametro x indica 0 comprimento inicial

da Curva e 0 y 0 nimero de iteracdes desejadas.

Na figura abaixo temos o exemplo parax =300 ey = 3.

koch 300 3 Restaurar janala grafica
Rastaurar janala comandos
Tat Estado |

Pausa Parar

I [ Execular ] ”

Figura 30. Curva de Koch

Atividade 3: Utilizando o SuperLogo para a construcdo das duas primeiras
iteracOes da Ilha de Koch (Floco de Neve).
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Apobs os grupos demonstrarem suas solucdes explicando seus procedimentos ao
professor, eles deverdo criar o seguinte procedimento:
aprenda ilha3 :x :y

ad dt

repita 3[koch :x :y pd 120]
fim

Feito isso é pedido para que eles testem o novo procedimento trocando o valor do

parametro x e y por valores que eles desejarem. Neste caso o professor devera orientar 0s
alunos que o parametro x indica o comprimento inicial da Ilha e 0 y o nimero de iteragdes
desejadas.

Na figura abaixo temos o exemplo parax=320ey = 2.

# Janela de Comandos

ilhad 320 2

LB
Restaurar janela gréfica
_Rastaurar janela comandos
Tat

Pausn

Estado

Parar

Exacutar |

Figura 31. llha de Koch — (Floco de Neve)

Atividade 4: Utilizando o SuperLogo para a construcdo das duas primeiras
iteracOes do Triangulo de Sierpinski.

Ap0s 0s grupos mostrarem suas solucdes explicando suas estratégias o professor
Ihes pediré que criem e salem o seguinte procedimento:
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aprenda tri :x
se :x<3 [pare] repita 3 [tri :x/2 pf :x pd 120]
fim
Feito isso serd pedido que testem o novo procedimento trocando o valor do
parametro x por valores que eles desejarem.

Na figura abaixo temos o exemplo para x = 300.

& Superlogo 3.0 - [ E:\ROGERIOWinhas imagens\MNTIGOS\ana\triangulo. lgo |

¥ Janela de Comandos

tri 300 Restaurar janela grifica
Fiastaurar janala comandos

Tat Estado

Pausa Parar

Exgcutar | 2

Figura 32. Triangulo de Sierpinski

Com o SuperLogo o professor sera capaz de explorar uma série de figuras e

comandos. A seguir listamos alguns exemplos.
1. Para desenhar uma samambaia o procedimento seré:

aprenda samb3 :tam
mudecl "verde

se :tam <5 [pare]

pf :tam/ 20

pe 80 samb3 :tam * 0.3
pd 82 pf :tam /20

pd 80 samb3 :tam * 0.3
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pe 78 samb3 :tam * 0.9
pe 2 pt :tam / 20

pe 2 pt :tam / 20

dt

fim

Testando 0 novo procedimento para o parametro tam = 400 a figura formada sera:

# Superkogo 1.0 - [ EWROGERIOWinhas imagens\ANTIGOSanaMtriangule. lge | -

samb3 400 PRestaurar janela gréfica

Rastaurar janela comandos
Tal Estado
Pausa Parar

] Exacutar ]
v

Figura 33. Samambaia
2. Para desenhar uma arvore o procedimento sera:

aprenda arvore :x
mudecl "verde
se :x<1 [pare]
pf :x

pe 20

arvore :x/1.5
pd 40

arvore :x/1.5
pe 20

pt :x

dt

fim

Testando 0 novo procedimento para o parametro X =100 a figura formada sera:
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& Janela de Comandos
larvore 100 ~ Restaurar janela gréfica
Fastaurarjanala comandos
Tat Estado
Fausa Farar

Exacutar

Figura 34. Arvore
11. Utilizacao da experiéncia prévia dos alunos
Os alunos ja possuem conhecimento do uso do computador e de jogos diversos.
12. Contextualizagédo

Buscar na Internet diferentes formas, e figuras existentes no seu cotidiano, na arte e

na arquitetura que possuem caracteristicas de fractais.

Pedir para que os alunos tragam fractais presentes na natureza, por exemplo,

samambaias, couve-flor, brécolis, e outros.
Aplicar os conhecimentos prévios na aprendizagem do programa Superlogo.
13. Trabalho de Pesquisa

Os alunos em duplas e com a orientacdo do professor deverdo desenvolver o trabalho

de Pesquisa:

Criar um trabalho artistico e ou arquitetdnico com o uso dos fractais, aprendidos com

a utilizacdo do programa Superlogo.

14. Situagéo Problema
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Propor aos alunos que confeccionem um painel em que retrate situages usando o

conhecimento de construgdo de fractais estudado.
15. Desenvolvimento das atividades

No laboratério de informética, com os alunos dispostos em duplas a frente do

computador orientados pelo professor.
16. Apresentacgéo dos Trabalhos

Na quarta aula, as duplas ordenadas fardo a apresentacéo e exposicdo dos trabalhos

realizados para a apreciagdo do professor e demais alunos.
17. Avaliagéo

A avaliacdo sera continua, durante a realizacdo das atividades. Tendo como objetivo
avaliar sugestdes de procedimentos, empenho dos alunos, estratégias de resolugdo, trabalho
individual e em equipe. O professor devera fazer um relatério durante as aulas, registrando no
diario de classe o desenvolvimento das atividades, avancos e aprendizagem de cada aluno.
Também sera recomendada, aos alunos, no final do contedo, a elaboracdo de um relatério
onde eles deverdo descrever o que acharam das atividades. Fardo uma avaliacéo das aulas, das
atividades e do proprio aprendizado.

E na culminéncia (trabalho realizado) em fungdo dos objetivos propostos.

18. Bibliografia basica para o professor

BARBOSA, Ruy Madsen. Descobrindo a Geometria Fractal para a sala de aula.
Colecdo Tendéncias em Educacdo matemaética. 32 Edicdo. Belo Horizonte: Auténtica
Editora, 2005.

BARROS, Kleber Napoledo Nunes de ’O; SILVA, Cleit)son José; GOMES, Jacqueline
Oliveira de Melo. ABORDAGEM ALGEBRICA, GEOMETRICA E COMPUTACIONAL
DA CONSTRUGCAO DOS FRACTAIS.

BRASIL. Ministério da Educacdo e do Desporto, Ciéncias da Natureza, Matematica e suas
Tecnologias: Orientagfes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares

Nacionais. Brasilia: 2002.

BRASIL, PCN (Parametros Curriculares Nacionais): Ensino Fundamental — Bases Legais,
v.1. Brasilia: Ministério da Educacéo / Secretaria de Educacdo Média e Tecnol6gica.1997.

19. Referéncia bésica para o aluno

Internet e o préprio software SuperLogo.
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CAPITULO 4

CONSIDERACOES FINAIS

Ao propormos a inser¢do da geometria fractal no curriculo de matemaética
do Ensino Fundamental também levamos em conta uma metodologia que integrasse
varios aspectos da matemética, da arte, da ciéncia e, principalmente, do uso dos
recursos tecnoldgicos (computador e o software SuperLogo), o que implicou no
aumento do interesse dos alunos pela Geometria e na percepgdo dos mesmos com

relacdo a importancia da mateméatica como conhecimento util a vida de muitas formas.

Examinamos algumas ponderacdes que foram realizadas por pesquisadores
de softwares especificos para construcdo de fractais, concluimos que, atualmente os
programas sdo excelentes auxiliares no processo de ensino e aprendizagem de

matematica e em especial da geometria.

Também estudamos de forma sintética 0s principais conjuntos
desenvolvidos por Cantor (1845-1918), Koch (1870-1924), Peano (1858-1932), Hilbert
(1862-1943) e Mandelbrot (1924-2010) e outros grandes matemdticos que foram
apresentados de maneira simplificada, que nos reforgou a ideia de como 0s softwares
educacionais sdo pertinentes didaticamente a aprendizagem da matemaética em sala de

aula.

No curso do trabalho, buscamos apresentar as formas intermediarias e
finais dos fractais, tanto desenhos geométricos quanto desenhos gerados por

computagéo.

Com este trabalho concluimos que a geometria fractal € um ramo da
matematica ainda em desenvolvimento, que é uma geometria que possui grande
aplicacdo na Biologia, na Medicina e Artes. Esperamos que o ensino de fractais nas

escolas conecte a Matematica com o mundo fora da sala de aula, quebrando a ideia de
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que a Matematica é uma ciéncia pronta, mostrando que tem aplicacGes préaticas e de

facil compreenséo.

Concluimos que, em relagdo ao uso do computador para o ensino dos
fractais, é necessario que os professores, mesmo em condicOes facilitadas de acesso a
computadores e programas especiais para construir fractais, realizem antes o preparo
dos alunos para a compreensdo dos processos bésicos de construcdes, dos diferentes
principios expostos nas teses dos estudiosos e dos resultados apresentados até o

momento.
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NOTAS

CANTOR, Georg (1945-1918), foi um matematico russo que desenvolveu trabalhos
ligados a Teoria dos Conjuntos. Sdo denominados Conjunto de Cantor.

FATOU, Pierre Joseph Louis (1878 — 1929), foi matemético e astrénomo francés que
trabalhou no campo da dindmica complexa.

WILLIAM, Timothy Gowers é um matematico britanico. E professor da Céatedra Rouse Ball
de Matemética desde 1998.

HAUDORFF, Felix (1868 — 1942), foi matemético alemdo. Ele nasceu em Breslau, hoje
Wroclaw, na Polénia, é considerado um dos fundadores da topologia moderna e contribuiu de
maneira significativa para a teoria dos conjuntos, a teoria da medida, a teoria da funcéo e a
analise funcional.

HILBERT, David (1862-1943), matemético alemdo que criou o fractal Curva de
Hilbert.

JULIA, Gaston Maurice (1893 — 1978), Julia nasceu na Argélia e faleceu em Paris, aos 85
anos. Ganhou certa popularidade por seu trabalho matematico, publicado em 1918, na revista
Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, intitulado Memoria sobre as interacbes de
funcdes racionais13 nesse artigo discutia a interagdo de fungéo racional, pelo qual recebeu o
Grande Prémio da Academia de Ciéncias da Franca.

KOCH, Helge Von (1870-1924), matemético sueco que criou o fractal conhecido hoje
como a Curva de Koch.

MANDELBROT, Benoit (1924 — 2010), matematico, de origem polonesa, estudou na Escola
Politécnica de Paris. Mudou-se da Franca em 1948, para estudar Ciéncia Aeroespacial nos
Estados Unidos. O conjunto de Mandelbrot é o seu fractal mais famoso, ele é constituido por
um conjunto de nimeros complexos definidos a partir de uma fungdo dindmica.

PAPERT, Seymour (Pretéria,1 de Marco de1928) é um matematico e proeminente
educador estadunidense nascido na Africa do Sul. Leciona no Massachusetts Institute of
Technology (MIT). Ele é o teérico mais conhecido sobre o0 uso de computadores na educagéo,
um dos pioneiros  dainteligéncia  artificiale criador da linguagem de
programagdo LOGO (em 1967), inicialmente para criangas, quando os computadores eram
muitos limitados, ndo existia a interface grafica e muito menos a internet. O uso do
computador é defendido como auxiliar no processo de constru¢do de conhecimentos, uma
poderosa ferramenta educacional, adaptando os principios do construtivismo cognitivo
de Jean Piaget a fim de melhor aproveitar-se o uso de tecnologias.
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PEANO, Giuseppe (1858-1932) matematico italiano, que em 1890 descreveu a
primeira curva (Curva de Peano).

SIERPINSKI, Waclaw Sierpinski (1882-1969) matematico polonés que criou em 1916
o fractal que recebeu o seu nome Triangulo de Sierpinski.

VILENKIN, Alexander (1949).: Um fisico tedrico que tem vindo a trabalhar no campo
da cosmologia por 25 anos, Vilenkin escreveu mais de 150 artigos e é responsavel pela
introducdo das ideias de inflacdo eterna e a criagdo quéntica do universo a partir de um vacuo
quantico . Seu trabalho em cordas cosmicas tem sido fundamental.



