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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho € estudar algumas extensdes de um dos
teoremas mais importantes e divulgados da matematica elementar: o Teorema de
Pitagoras, que tem suas aplicagdes em diversas areas do conhecimento. A principio
€ realizado um breve resgate histérico da vida de Pitagoras, o surgimento do
teorema e suas aplicagdes. Por possuir mais de 400 demonstracdes, elencamos
algumas delas e as reproduzimos. Algumas demonstragdes podem ser feitas de
maneira ludica, em forma de quebra-cabeca e outras que se tornaram famosas ao
longo da histoéria. Sao feitas varias extensdes do teorema, para poligonos regulares,
poligonos semelhantes e figuras n&o retilineas. A generalizagdo de Polya também &
enunciada e demonstrada, situacdo em que o padrao pitagorico (relagdo entre as
areas) é valido para quaisquer tipos de figuras semelhantes construidas sobre os
lados de um tridngulo retangulo, sendo o Teorema de Pitagoras um caso particular,
bem como a generalizagdo de Pappus. Com o uso do software GeoGebra, foram
propostas e desenvolvidas atividades em sala de informatica, explorando o Teorema
de Pitagoras e algumas de suas extensdes. Por fim, € analisado como o Teorema de
Pitagoras e o seu ensino s&o abordados em certos documentos oficiais de ensino no
Brasil (PCNs, Curriculo do Estado de Sao Paulo, matrizes de referéncias do
SARESP, SAEB e ENEM).

Palavras-chave: Teorema de Pitagoras, Extensdes e generalizagbes do
Teorema de Pitdgoras, Generalizagdo de Polya, Generalizagcdo de Pappus, Ensino

de Matematica; Software Geogebra.



ABSTRACT

The main objective of this work is to study some extensions of one of the most
important and published elementary mathematics theorem: the Pythagorean
Theorem, which has applications in many areas of knowledge. We begin with a brief
historical review of the life of Pythagoras, the emergence of the theorem and its
applications. From over 400 existing proofs, we list some of them and reproduce.
Some proofs can be made in a playful manner, as shaped puzzle and others have
become famous throughout the history. Several extensions of the theorem are
presented for regular polygons, similar polygons and non-rectilinear figures. The
generalization of Polya is also stated and demonstrated, in which the Pythagorean
pattern (area ratio) is valid for any kind of similar figures constructed on the sides of a
right triangle, being the Pythagorean theorem a particular case, as well as the
generalization of Pappus. By using the GeoGebra software, we proposed and
developed activities in a computer lab, exploring the Pythagorean Theorem and
some of its extensions. Finally, it is analyzed how the Pythagorean Theorem and its
teaching are cited in some official documents concerning education in Brazil (PCNs,
Curriculum of S&o Paulo, matrices of references SARESP, SAEB and ENEM) .

Keywords: Pythagorean Theorem, extensions and generalizations of the
Pythagorean Theorem, Generalization of Polya, Generalization of Pappus, Teaching
of Mathematics, Software Geogebra.
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INTRODUCAO

O tema deste trabalho € um dos teoremas mais importantes e conhecidos na
Matematica: o Teorema de Pitagoras. Este é considerado um dos alicerces da
Matematica, pois possui inumeras aplicagbes em diversas areas do conhecimento.
Nosso objetivo principal foi estudar e demonstrar varias extensdes do teorema,
finalizando com as generalizagbes de George Polya e de Pappus de Alexandria, nas
quais o Teorema de Pitagoras € um caso particular. Também foram realizadas
atividades em sala de informéatica, aplicadas a alunos de uma escola publica, com o
uso do software GeoGebra.

O trabalho ficou dividido em cinco capitulos e dois apéndices.

No Capitulo 1, é feita uma breve pesquisa historica sobre a vida de Pitagoras,
importancia e aplicagdes do Teorema.

No Capitulo 2, sdo apresentadas diversas demonstracbes do Teorema de
Pitagoras, como a demonstracao que consta no livro Os Elementos, de Euclides, um
dos primeiros registros historicos da demonstragdo do teorema (Proposigdo 2.4).
Constam também algumas demonstra¢gdes que se tornaram famosas ao longo do
tempo, como a que foi feita por Ozanam, utilizando uma decomposi¢cdo adequada
em 5 poligonos (Proposigéo 2.6), e a de Perigal (Proposi¢céo 2.10), demonstragoes
estas que podem ser exploradas de maneira ludica com a construgdo de quebra-
cabecas. Demonstracées de pessoas ilustres, como a de Bhaskara, Leonardo da
Vinci e até uma de um ex-presidente dos Estados Unidos também s&o realizadas
neste capitulo.

No Capitulo 3 sdo estudadas e demonstradas diversas “extensdes” do
teorema, para poligonos regulares, poligonos semelhantes e figuras retilineas.
Também foram realizadas varias extensbes com figuras nao retilineas, figuras
formadas por arcos de circunferéncias e/ou segmentos de reta. E apresentada e
demonstrada a generalizagado de Polya, mostrando que o padrao pitagorico (relagao
entre areas) continua valido para quaisquer figuras semelhantes construidas sobre
os lados de um tridngulo retangulo, independente de suas formas geométricas. Por
fim, é feita a generalizagdo de Pappus, onde é possivel construir paralelogramos

sobre os lados de um tridngulo qualquer de modo que 0os mesmos preservam a
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relacdo entre as areas (padrao pitagoérico), sendo o Teorema de Pitagoras um caso
particular.

No Capitulo 4, é apresentada uma proposta de atividades em sala de
informatica com o uso do software GeoGebra. Nessas atividades sao explorados o
Teorema de Pitagoras e algumas de suas extensdes, com a construgado de alguns
poligonos e também figuras circulares sobre os lados do tridngulo retangulo, levando
os alunos a verificarem que o padrédo pitagoérico (relagéo entre as areas) é valido
também para outros tipos de figuras construidas sobre os lados do triangulo
retangulo e ndo somente para quadrados.

No Capitulo 5, é analisado como o Teorema de Pitagoras e o seu ensino sdo
abordados em certos documentos oficiais de ensino (PCNs, Curriculo do Estado de
Sao Paulo, Matrizes de Referéncias do SARESP, SAEB e ENEM).

Finalizando o trabalho, nos Apéndices 1 e 1II, s&o realizadas as
demonstragdes das extensdes retilineas e nao retilineas apresentadas no Capitulo
3, e que nao tinham sido provadas

Vale ressaltar que as duas referéncias principais para o desenvolvimento do
Capitulo 3 foram LOURENCO; SILVA (1992) e BARBOSA (1998) e que a maioria
das figuras foram baseadas nestas referéncias e reconstruidas pelo proprio autor

com o uso do software GeoGebra.
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CAPITULO 1 — UM POUCO DE HISTORIA

1.1. PEQUENA BIOGRAFIA DE PITAGORAS

Pitagoras nasceu em Samos, uma ilha grega na costa maritima do que hoje é
a Turquia, por volta de 570 a.C. Como todos os documentos da época se perderam,
a doutrina e a vida de Pitagoras esta envolta de muitos mistérios, nada pode ser
afirmado com muita certeza. Tudo que se sabe sobre Pitagoras veio através de
referéncias de outros autores que viveram séculos depois. Sua morte se deu em
Crotona, cidade da Italia meridional, provavelmente, por volta de 500 a.C., com a
destruicdo de sua Escola Pitagorica e o seu possivel assassinato. Porém, nao existe
certeza sobre a data de sua morte, alguns dizem que Pitagoras conseguiu fugir para

Metaponto, sul da Italia, onde permaneceu até o fim de sua vida.

Figura 1 — busto de Pitagoras.

»1

Fonte: Site “Mundo da Filosofia

Pitagoras, que quando crianga ja se revelava prodigioso, até os 18 anos teve
como mestre Hermodamas, de Samos. Posteriormente, foi aluno de Tales, em
Mileto, e depois foi ouvinte das conferéncias de Anaximandro, onde provavelmente
recebeu instrucdo matematica e filosofica.

Em todas as fontes sobre a vida de Pitagoras, relata-se que realizou inimeras

viagens e peregrinagbes. Permaneceu cerca de 25 anos no Egito, onde,

! Disponivel em: < http://www.mundodafilosofia.com.br/page10.html> Acesso em jul. 2013.
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provavelmente, extraiu os conhecimentos matematicos e filoséficos que
fundamentariam o seu ensinamento futuro.

Encontrou-se com o farad Amasis que o admitiu nos templos iniciaticos do
Egito. Existem ainda indicios de que teria sido discipulo de Zorastro (profeta e
sacerdote persa), e que talvez tenha ido até a india.

Pitagoras teria voltado para Samos com 56 anos, com a intengao de ali fundar
uma escola iniciatica. Seus ensinamentos atraiu a atencao de muitos discipulos,
mas também provocou a inimizade de Policrates, tirano de Samos. Partiu entao para
Crotona, reunindo ali um grupo de discipulos e iniciando-os nos conhecimentos de
Matematica, Musica e Astronomia. Estava fundada entdo a Escola Pitagorica, uma

instituicao religiosa e intelectual, cujos principais conceitos eram:

e Pratica de rituais religiosos na crenga de que as almas se transmigram de
um corpo a outro apds a morte;

¢ Lealdade entre os membros;

e Total entrega da mente ao estudo de Geometria, Aritmética, Musica e

Astronomia.

Com o passar do tempo e devido as ideias da Escola Pitagérica, Pitagoras foi
colecionando varios inimigos. Um deles, que nao foi aceito em sua Escola, comegou
a persegui-lo e, através de falsos testemunhos, colocou o povo da cidade de
Crotona contra Pitagoras. A Escola entao fora destruida. Como a Escola Pitagoérica
era secreta, Pitagoras n&o deixou nenhum registro escrito, e provavelmente, todos
os que existiam foram perdidos com a morte de seus discipulos, e a aniquilacdo dos

pitagoricos.

Pitagoras foi uma das personalidades retratadas no famoso afresco “A Escola
de Atenas”, uma das mais famosas pinturas do renascentista italiano Rafael Sanzio
(1483 — 1520) e representa a Academia de Platdo. Foi pintada entre 1509 e 1510 na

Stanza della Segnatura sob encomenda do Vaticano.
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Figura 2 — “A Escola de Atenas”, de Rafael Sanzio - Stanza della Segnatura, Vaticano.

Fonte: Museu Vaticano®

No detalhe, na figura abaixo, a imagem de Pitagoras que foi representada no

afresco pintado por Rafael.

Figura 3 — Pitagoras, no detalhe de “A Escola de Atenas”

Fonte: Museu Vaticano?

Além da grande contribuicdo para a Matematica, Pitagoras teve um
importante papel nha Musica. A ele é atribuida a descoberta dos intervalos musicais,

que quando dividimos uma corda ao meio, aumentamos 0 som em uma oitava.

2 Disponivel em: < http://mv.vatican.va/2_IT/pages/x-Schede/SDRs/SDRs_03_02_020.html> Acesso em dez. 2013.
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Na Astronomia, Pitagoras elaborou ideias revolucionarias para a época, como
a tese de que a Terra e os outros planetas eram esféricos e que giravam ao redor do
fogo central. Além disso, previu que os planetas possuiam orbitas com diferentes
velocidades, e que existe uma ordem no Universo.

No ramo da Filosofia, Pitagoras foi o primeiro a pensar na justica, elaborando
uma premissa a qual denominou de "justica aritmética", em que, para cada ato, o

individuo deveria receber uma punigdo ou um ganho proporcional ao ato cometido.

1.2. TEOREMA DE PITAGORAS: ALGUNS DADOS HISTORICOS

"Num tridngulo retdngulo, a drea do quadrado construido sobre a
hipotenusa ¢ igual a soma das dreas dos quadrados construidos sobre os
catetos".

Essa importante relacdo entre os trés lados de um tridngulo retangulo, ficou
conhecida na Geometria Euclidiana como Teorema de Pitagoras. Mas séculos antes
da existéncia de Pitagoras, o teorema ja era conhecido por babilénios, egipcios e

chineses, que utilizavam o resultado na resolugao de problemas.

Figura 4 — Ilustragcao do Teorema de Pitagoras.
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Fonte: Site “Grandes Matematicos™

Em seu livro "Was Pythagoras Chinese?" (1977), o autor Frank Swetz relata

que o teorema ja era conhecido pelos chineses e que pode ser encontrado no livro

3 Disponivel em: <http://grandesmatematicas-os.blogspot.com.br/p/p4.html> Acesso em dez. 2013.
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chinés "Zhoubi Suanjing", que data de 1100 a.C., embora haja alguns autores que
datam o mesmo livro de 300 a.C. Esse livro reuniu 246 problemas muito antigos e,
entre eles esta o “Gou Gu’, o equivalente chinés do Teorema de Pitagoras, como
pode ser visto na figura a seguir.

A Figura 5, abaixo, contém uma demonstragdo do teorema de Pitagoras
usando areas. Estimativa de historiadores é que ela seja da dinastia Han, cerca de
1100 a. C. Como é certo que nenhuma publicagdo chinesa da antiguidade chegou
ao ocidente, podemos concluir que dois povos distintos, com alguns séculos de

diferencga, descobriram o mesmo teorema.

Figura 5 — Gou Gu.
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Fonte: Site Cultura Cientifica®*

Alguns acreditam que a utilizagao do teorema € mais antiga ainda e ha provas
concretas que os babilénios antigos conheciam o Teorema de Pitagoras. Muitos dos
tabletes de barro, que datam de 1800 a 1600 a. C., que foram encontrados e
decifrados evidenciam este fato. Um deles, que se chama Plimpton 322, e se
encontra atualmente na Universidade de Columbia, contém uma tabela de 15 linhas
e 3 colunas, contendo ternos pitagoricos, ou seja, com medidas dos trés lados de
um tridngulo retangulo. A tdbua babilénica BM 85196, datada de 1200 a.C., contém

problemas que sao resolvidos usando o Teorema de Pitagoras.

Fonte: Universidade Columbia®

4 Disponivel em: <http://culturacientifica.com/2013/05/22/cultura-pitagorica-arte/> Acesso em jul. 2013.
> Disponivel em: < http://www.columbia.edu/cu/lweb/eresources/exhibitions/treasures/html/158.htmI> Acesso em jul. 2013.
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Também é muito conhecida a histéria de que, por volta de 4000 a.C., os
egipcios, para obterem um angulo reto, utilizavam uma corda com 13 noés
equidistantes, delimitando assim 12 unidades de comprimento. Uniam o 1° com 13°,
fixando com estacas no solo o0 4° e o 8° no, obtendo assim um triangulo com lados
medindo 3, 4 e 5 unidades de comprimento. Nesse triangulo, o angulo formado pelos

dois lados menores € um angulo reto.

Figura 7 — Ilustragéo de egipcios usando a corda com 13 nos.

© Conexio Editorial

Fonte: SAO PAULO, 2009a, p. 43.

O papiro Cairo, do século Ill a.C., primeiro documento escrito em dematico
(escrita egipcia para documentos) contém problemas que sao resolvidos aplicando

o Teorema de Pitagoras.

O primeiro documento escrito no Egito, em grego, que se conhece e que trata
do Teorema de Pitagoras séo “Os Elementos’, de Euclides (360 — 295 a.C.). Trata-

se da Proposicao 1-47. No Capitulo 2, enunciaremos tal proposicdo e faremos a

demonstragao realizada por Euclides, que envolve areas.

E importante observar que, como nenhum dos escritos originais chegou até
0s nossos dias, ndo podemos afirmar com absoluta certeza se Pitadgoras apresentou
ou ndao uma prova do teorema que leva seu nome. Como a Escola Pitagodrica, além
de secreta era comunitaria, ou seja, todo o conhecimento e todas as descobertas
pertenciam a todos, pode ser que algum de seus discipulos tenha demonstrado e
tenha dado o crédito ao mestre, conforme as normas da comunidade. E certo que
Pitagoras ndo inventou o teorema, mas é possivel que leve o seu nome por

acreditar-se que ele tenha sido o primeiro a se preocupar em dar uma demonstracao
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(geral). Também nao se sabe qual foi a demonstragdo original feita pelos
Pitagoricos, mas historiadores acreditam que deve ter sido alguma usando areas.
Hoje sabemos que existem mais de 400 demonstracbes diferentes do
Teorema de Pitagoras, algumas feitas por personalidades como Bhaskara e
Leonardo da Vinci e até mesmo um presidente dos Estados Unidos (em 1871),
James Abram Garfield (1831 — 1881). O classico livro The Pythagorean Proposition,
do professor norte-americano Elisha Scott Loomis (1852 — 1940), contém uma

compilacao de 370 demonstracdes diferentes do Teorema de Pitagoras.

1.3. IMPORTANCIA E APLICACOES DO TEOREMA DE PITAGORAS

O Teorema de Pitagoras é muito Util na resolucdo de problemas cotidianos. E
de grande importadncia para a analise geométrica em diferentes areas do
conhecimento.

Na Geometria Euclidiana € a base para as definicbes de distancia. Através de
triangulacdes, é possivel fazer levantamentos topograficos. Tem varias aplicagoes
em muitos outros ramos da Matematica como na Trigonometria, Geometria Analitica
e Geometria Espacial (Poliedros). Na Fisica, também sao inumeras as situagdes em
que sao aplicadas o Teorema de Pitagoras. O grande fisico, matematico e um dos
maiores astrébnomos da histéria, Galileu Galilei (1564 - 1642) usou o Teorema de
Pitagoras para determinar a extensédo de algumas montanhas lunares.

Historicamente, em diversos momentos aparecem aplicagbes do Teorema de
Pitagoras. Os mesopotamicos, por exemplo, usaram o Teorema de Pitagoras na
arquitetura para resolverem problemas referentes as construgdes de moradias.

Utilizando o Teorema de Pitagoras, os povos antigos conseguiam calcular
areas e distancias; dessa forma, foram elaborando e aprimorando cada vez mais as
relagcbes dos poliedros, por exemplo, até chegar no nivel de conhecimento que
temos atualmente.

Uma ilustragao interessante sobre aplicagcdes desse resultado é relatada no

seguinte episddio, extraido do documentario “The Tunnel of Eupalinos” (History

Channel), conhecido como “O Tiinel de Samos”.
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Por volta de 540 a.C. Samos era governada pelo tirano Policrates. Com o
aumento da populacido era preciso resolver um problema que atormentava muitas
cidades no clima mediterraneo: a falta de agua potavel. Havia agua potavel numa
nascente abundante que ficava do outro lado da montanha, mas construir um
aqueduto em volta da montanha ndo era uma boa opgéo. Policrates consultou entao
o engenheiro Eupalinos, que sugeriu que fosse construido um tunel que
atravessasse o Monte Castro, mas este projeto despendia de muito tempo e assim
ser bem elaborado. Eupalinos dividiu a escavacéo do tunel em duas partes, uma de
cada lado da montanha, para que se encontrassem no meio. Para se ter certeza que
isso acontecesse, ele teria que certificar que cada tunel comegasse na mesma altura
nos dois lados da montanha e também teriam que se coincidir no plano
horizontal. Sem grandes equipamentos topograficos, Eupalinos simulou um caminho
da fonte para a cidade através de linhas perpendiculares (vide Figura 8, abaixo). As
linhas horizontais e verticais se transformaram entdo em dois lados de um tridngulo
retdngulo. Com dois lados do tridngulo retangulo, a hipotenusa seria 0 comprimento
do tunel através da montanha, que depois de construido, ficou do tamanho de 1066
metros. Um segundo tunel que serviu como aqueduto foi cavado adjacente e abaixo
do tunel principal e com um leve declive que pudesse levar a agua potavel da

nascente até a cidade.

Figura 8 — Esquema da construgdo do tunel de Samos.
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Fonte: Print Screen do documentario “The Tunnel of Eupalinos”, modificado pelo autor®.

Este episédio nos da uma pequena ideia da importancia do Teorema de
Pitagoras.

® Disponivel em: <http://www.youtube.com/watch?v=414Z8qkvSUc>. Acesso em julho de 2013.
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CAPITULO 2 — O TEOREMA DE PITAGORAS: ALGUMAS DEMONSTRACOES

Como foi citado no Capitulo 1, existem mais de 400 demonstragdes do
Teorema de Pitagoras. Elisha Scott Loomis, professor de Matematica em Cleveland,
Ohio (Estados Unidos) era realmente um apaixonado pelo Teorema de Pitagoras.
Durante 20 anos, de 1907 a 1927, colecionou demonstracbes desse teorema,
agrupou-as e as organizou num livro, ao qual chamou “The Pythagorean Proposition”
(A Proposicao de Pitdgoras). A primeira edigdo, em 1927, continha 230
demonstragdes. Na segunda edi¢ao, publicada em 1940, este numero foi aumentado
para 370 demonstracées. O Professor Loomis classifica as demonstragcdes do
Teorema de Pitagoras em basicamente dois tipos: provas “algébricas”, baseadas
nas relagbes métricas nos triangulos retangulos e provas “‘geométricas”, baseadas
em comparacoes de areas.

Neste capitulo veremos algumas demonstragdes do Teorema de Pitagoras,

algumas classicas e outras que ficaram “famosas” ao longo do tempo.

21. O TEOREMA DE PITAGORAS NO LIVRO “OS ELEMENTOS” DE
EUCLIDES

Um dos primeiros registros historicos que se tem do Teorema de Pitagoras foi
no livro “Os Elementos” de Euclides (Euclides, 2009). Neste livro, os teoremas sao
citados como proposigdes e o hoje conhecido como Teorema de Pitagoras é a
Proposicao 1-47, a qual sera enunciada e demonstrada no final desta sec¢do. Para
isso, se faz necessario alguns resultados (proposigcdes) que serao uteis na

demonstracao da Proposicao 1-47, de Euclides.

Observacao: Usaremos as seguintes notagoes:
e AB para o segmento de extremidades A e B;
e AB para a medida do segmento AB;

e  Ansc) para a area do triangulo ABC e  Anecp) para a area do

quadrilatero ABCD;
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e Por um abuso de linguagem, a congruéncia entre dois segmentos sera

indicada pelo sinal de igualdade.

Proposicao 2.1 (Proposicao I-35 de Os Elementos): Dois paralelogramos

com a mesma base, e situados entre duas retas paralelas, tem a mesma area.

Figura 9 — Paralelogramos entre duas retas paralelas.
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Demonstracao:

Devemos mostrar que os paralelogramos ABCD e ABEF tem a mesma area.

Para isso, vamos analisar os 3 casos possiveis:

1° caso: Os segmentos DC e EF tém mais de um ponto em comum.

Figura 10 — Tlustragéo do 1° caso.

D F C E

Temos que Awnscep) = Anpr) + Anser) € Awser) = Awce) + Anscr). Como

AD = BC, AF = BE e DAF = CBE, temos, pelo caso L.A.L. (Lado, Angulo, Lado) que
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os triangulos ADF e BCE s&o congruentes. Dai, considerando que o trapézio ABCF é

comum aos dois paralelogramos, segue que 4Bcp) = (A ABEF).

2° caso: Os segmentos DC e FE tem um uUnico ponto em comum, ou seja, 0s

pontos C e F sdo coincidentes.

Figura 11 — Tlustragéo do 2° caso.
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Semelhante ao 1° caso, temos que os triangulos ADC e BCE sdo congruentes,
logo Aascp) = AaBeF), POIS (Aascp) = Anpc) + Awnbe) € Ansec) = A®CE) + AaBe).
3° caso: Os segmentos DC e EF ndo tém pontos em comum.

Figura 12 — Ilustragéo do 3° caso.
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Temos que os tridngulos ADF e BCE sédo congruentes pelo caso L.L.L. (Lado,
Lado, Lado), pois AD = BC, AF = BE sao lados opostos do paralelogramo e DF = CE
(DF=DC+ CF e CE=CF +FE e DC=FE).

Seja G o ponto de interseccdo dos segmentos AF e BC. Logo, Auccpy =

= AcrE), pois, como os triangulos ADF e BCE s&o congruentes, temos que A apr) =
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= Awce) = Awnaep) T Acre) = AmarE) T Acre) = Anacep) = Apere). Como Aascp) =

= AnBc) T Awnc) € Anser) = Anse) + Acre), temos que Anscp) = A(aBEF).

Proposicao 2.2 (Proposicao I-37 de Os Elementos): Triangulos que tem a

mesma base e estdo entre retas paralelas tem a mesma area.

Figura 13 — Tridngulos entre duas retas paralelas r e s.
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Demonstracao:

Sendo r//s, devemos provar que os tridngulos ABC e ABD tem a mesma area.

Seja C' um ponto em s tal que BC / AC, como na Figura 14, a seguir. Assim,
temos que ABC’C é um paralelogramo e o triangulo ABC é congruente ao triangulo
C’CB pelo caso L.A.L, pois AB = C'C, BAC=CC'B e AC = BC'. Como o paralelogramo
ABC’C é decomposto em dois tridngulos congruentes, ABC e C’CB, podemos concluir
que o triangulo ABC tem a metade da area do paralelogramo ABC'C. Analogamente,
se tomarmos D’e s, tal que AD’ // BD, teremos que o triangulo ABD tem a metade da

area do paralelogramo ABDD’.

Figura 14 — Ilustragdo para a demonstragdo a Proposigéo 2.2.
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Como ABC'C e ABDD’ sédo paralelogramos com a mesma base, e situados
entre retas paralelas, pela Proposicao 2.1, eles tem a mesma area. Mas os
triangulos ABC e ABD tem cada um, a metade da area desses paralelogramos, logo

podemos concluir que eles tém a mesma area.

Proposicao 2.3 (Proposicdo I-41 de Os Elementos): Se um paralelogramo

e um tridngulo tem a mesma base e estdo situados entre duas paralelas dadas,

entdo o paralelogramo tem duas vezes a area do triangulo.

Figura 15 — Tridngulo e paralelogramo entre duas retas paralelas
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Demonstracao:

Sejam r e s retas paralelas, como na figura acima. Sendo r//s, devemos provar
que o tridngulo ABE tem a metade da area do paralelogramo ABCD.
A demonstracdo desta proposicdo segue um raciocinio analogo a

demonstracao da proposicao anterior.

Figura 16 — Ilustragdo para a demonstragdo da Proposigao 2.3.
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Seja E’ um ponto da reta s tal que BE’ // AE. Como visto na proposi¢céo
anterior, temos que o tridngulo ABE tem a metade da area do paralelogramo ABE’E e
este, por sua vez, pela Proposi¢cdo 2.2, tem area igual ao paralelogramo ABCD, ja
que sao paralelogramos de mesma base e situados entre duas retas paralelas.

Portanto, o triangulo ABE tem a metade da area do paralelogramo ABCD.

Enunciaremos agora o Teorema de Pitagoras, exatamente como feito por

Euclides, em Os Elementos.

Proposicao 2.4 (Teorema de Pitagoras. Proposicdo I-47 de Os

Elementos): Nos triangulos retangulos, o quadrado sobre o lado que se estende sob

o angulo reto é igual aos quadrados sobre os lados que contém o angulo reto.

Demonstracao:

Seja ABC um tridngulo retangulo, reto em C. Sobre os trés lados deste
tridngulo, construimos os quadrados ABDE, ACFG e BCK] (vide Figura 17, abaixo).
Considerando os segmentos BG e CE, temos, pelo caso L.A.L., que os triangulos ACE
e AGB sdo congruentes, pois AC = AG, GAB = CAE e AB = AE. Sejam H o ponto do
segmento DE tal que CH seja paralelo ao lado AE e I o ponto de intersec¢ao entre CH
e AB.

Figura 17 — Ilustragdo da demonstracédo de Euclides.

F
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Observemos que o tridngulo ACE e o retdngulo AEHI tem a mesma base AE e

estdo situados entre duas retas paralelas. Logo, pela Proposicdo 2.3,
Aace) = % AAenn. Da mesma forma, temos que Aace) = % Aacre), pois o tridangulo

ABG e o quadrado ACFG cumprem com as hipéteses da Proposi¢cdo 2.3. Como os

triangulos ACE e AGB s&o congruentes (vide Figura 18), temos que Acre) = AaeHn

(*). Analogamente, construindo os segmentos A] e CD (Figura 19), mostra-se que
Amkey = Aeomy (#*). Como  Awmepr)y = Awneny + Aeony, segue, usando as

igualdades apresentadas em (*) e (%), que .AspE) = Ancre) + ABCK)).-

Figuras 18 e 19 — Equivaléncia entre as areas do retangulo e quadrado.

Figura 18 Figura 19 ]

2.2. OUTRAS DEMONSTRACOES DO TEOREMA DE PITAGORAS

Nesta secédo apresentaremos algumas demonstragdes do Teorema de
Pitagoras.
2.2.1. O ENUNCIADO DO TEOREMA DE PITAGORAS

Atualmente, por motivos didaticos, o Teorema de Pitagoras nao é mais

enunciado como foi em “Os Elementos”, de Euclides. Para facilitar o entendimento do

leitor, a maioria dos livros didaticos traz o famoso teorema da seguinte maneira:
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“Em qualquer triangulo retdangulo, a drea do quadrado cujo lado é a hipotenusa é

igual a soma das dreas dos quadrados que tém como lados cada um dos catetos”

No entanto, alguns livros, com a intensao de facilitar a memorizagéo, enuncia
o teorema de uma maneira mais simplificada: “Num tridngulo retdngulo, o quadrado
da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos” e é dessa forma que a

maioria de nossos alunos “aprende/memoriza” o Teorema de Pitagoras.

Figura 20 — Tridngulo retangulo com os quadrados construidos sobre seus lados.

Se a medida da hipotenusa é a e se b e ¢ sdo as medidas dos catetos, o
enunciado € equivalente a:

a=b+ c2,

0 que pode ser observado na Figura 20, ou seja, o Teorema de Pitagoras afirma que
a area sombreada em tom mais escuro € igual a soma das areas sombreadas em
tom mais claro, como ja mostrado no Proposi¢cao 2.4. (Por um abuso de linguagem

referiremos, as vezes, a também como sendo a hipotenusa (lado). Analogamente

para b e c).

2.2.2. A DEMONSTRAGAO CLASSICA: UMA PROVA EXPERIMENTAL

Dado um tridngulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e ¢, vamos

considerar o quadrado cujo lado é b + c. Agora observe duas situagdes. Na Figura
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21, retirou-se do quadrado de lado b + ¢ quatro tridangulos congruentes ao tridangulo
dado, restando um quadrado de lado a. Ja na Figura 22, também do quadrado de
lado b + ¢, porém em posigoes diferentes, foi retirado quatro tridangulos congruentes
ao dado, restando um quadrado de lado b e outro de lado ¢. Comparando as duas
situagdes, conclui-se que a area do quadrado de lado a ¢ igual a soma das areas

dos quadrados cujos lados medem b e c.

Figuras 21 e 22 — Tlustragao da atividade experimental.
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b Figura 21 b Figura 22

Proposicao 2.5: A area do quadrado de lado a na Figura 21 é equivalente a

soma das areas dos quadrados de lados b e ¢, na Figura 22.

Demonstracao:

Analisando a area do quadrado de lado b + ¢, tem-se que: a area do quadrado

de acordo com a Figura 21 é dada por 4-%+a2, e a area, na Figura 22, é

bc . -~ . .
4-—+ b? + c%. Como as duas areas sao iguais, obtém-se a? = b? + c2.

N&o se sabe ao certo qual foi a demonstracéo feita por Pitagoras (ou pelos
pitagoricos), mas os historiadores acreditam que foi uma demonstracdo do tipo

“‘geométrico”, como esta, baseada na comparacgao de areas.
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Esta demonstracdo “geométrica” do Teorema de Pitagoras pode ser
facilmente trabalhada em sala de aula de maneira ludica. Basta construir (pode ser
em papel cartdo) as figuras apresentadas, que s&o: quatro tridngulos retangulos de
hipotenusa de medida a e catetos com medidas b e ¢ e quatro quadrados de lados a,
b, c e b + c. Depois de construidos, se deve dispor as pegas conforme a Figura 21,
em cima do quadrado de medida b + ¢, pedir para que o aluno retire os quadrados
de lados b e ¢, e em seguida, mova os tridngulos retangulos e encaixe o quadrado
de medida a, obtendo uma disposigdo semelhante a Figura 22. O aluno deve
concluir que a soma das areas dos dois quadrados com medidas dos catetos € igual
a area do quadrado que tem lado com medida igual a hipotenusa. Tem-se assim
uma prova experimental do Teorema de Pitagoras.

Vale ressaltar que atividades como esta nao tem valor demonstrativo do
teorema, sdo uteis para que o aluno raciocine, descubra e interaja com colegas e
professores e verifique a veracidade do teorema de uma maneira ludica, diferente da

usual.

2.2.3. MAIS UMA PROVA EXPERIMENTAL: DECOMPOSICAO EM 5 POLIGO-
NOS

A decomposigcédo a seguir foi feita por Jacques Ozanam (1640 — 1717), um
matematico francés que escreveu varios livros, dentre eles um dicionario de
matematica e outro sobre recreacbes matematicas e fisicas, intitulado “Recreations

in Mathematics and Natural Philosophy”, publicado em 1814.

Seja ABC um tridngulo reto em A. Considere os quadrados ABED e ACFG
construidos, respectivamente, sobre os catetos AB e AC. Sejam ] € DE tal que

B] L BC, Ke AD tal que JK L B] e L€ AG tal que LC L BC. Dessa forma, os quadrados

construidos sobre os catetos ficaram decompostos em 5 poligonos, conforme pode

ser observado na Figura 23, a seguir.
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Figura 23 — Decomposicao de Jacques Ozanam.
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Proposicao 2.6: Na decomposicdo de Ozanam, a soma das areas dos
poligonos EBJ, DJK, ABJK, ACL e CFGL, obtidos a partir dos quadrados construidos

sobre os catetos é igual a area do quadrado que se constréi sobre a hipotenusa.

Demonstracao:

Sejam BC = a, AC = b, AB = ¢, ABC = o e ACB = . Primeiramente, observe,
com o auxilio da Figura 24, abaixo, que: EB] = DJK = ACL = ABC = a. e EJB = DK] =
= ALC = ACB = .

Figura 24 — Indicagdo dos angulos na decomposi¢cdo de Ozanam.

E C
ol B
B
. a
G L A B
o
K
NN0A S
D ]  E

Temos que os triangulos ABC e EBJ sdo congruentes por A.L.A. (Angulo, Lado,
Angulo), pois JEB = CAB (reto), EB = AB (por construgéo) e EB] = ABC. Logo BJ= BC=
=a.

Seja H o ponto de intersecgdo das semirretas ]T(’ com CL. Dessa forma, BCHJ é
um quadrado de lado a, igual a hipotenusa do tridngulo ABC. Como os tridngulos ABC

e EB] tem a mesma area, entao, basta provarmos que a soma das areas de DJK e
CFGL é equivalente a area de ALHK.
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De fato. Seja I o ponto de intersec¢do das semirretas FG e ED. Note que
GHL = o e IH] = B. Dessa forma, os pontos G, H e I estdo alinhados, pois GHL +

+ LHK + IHK = 180° e o quadrilatero AGID é um retangulo de lados b e c.

Figura 25 — Construgdes auxiliares na decomposicao de Ozanam.
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Temos que o triangulo FHC é congruente ao triangulo ABC, por L.A.L. (FC =
= AC, FCH = ACB, CH = BC). Logo, FH = ¢ e GH = ¢ — b. Ent&o, os tridngulos GHL e
DJK séo congruentes por A.L.A.

Note o quadrilatero HIDK é congruente ao quadrilatero CFGL, pois HI = CF =

b, HK =CL, KD = LG, DI = GF = b e DiH = GFC, IHK = FCL, HKD = CL.G, KDI =
LGF.

: b .
Assim sendo, temos que Acror) + Ao = Awpk + Aok = Awp = 76, pois
b.
I] = c. Por outro lado, como Amjk) = Ahw), temos que Amk)+ A.HL) = TC Como
b.
Awmk) + A@ukk) + Aeay = b-c, temos que Aniak) = 76 Logo Ak + Acrer) =

= AALHK)-

Portanto, Aes) + Aok + Awmek) + Anc) + AcreL) = Acem) = a.
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Na Figura 26, abaixo, apresentamos uma ilustragdo mostrando como que as
pecas obtidas nos quadrados construidos nos catetos ficam dispostas no quadrado

construido sobre a hipotenusa.

Figura 26 — Disposi¢ao das pegas no quadrado da hipotenusa.

A

@ @

2.2.4. A PROVA TRADICIONAL: A DEMONSTRACAO QUE USA SEMELHANCA

A demonstracdo do Teorema de Pitagoras por semelhanga de tridngulos é
uma das mais utilizadas nas escolas, pois é possivel, de forma muito simples, além
de demonstrar o Teorema, encontrar varias outras importantes relagées métricas no
triangulo retangulo. Talvez por isso seja uma das demonstragbes mais conhecidas.
E atribuida a John Wallis (1616 — 1703), um matematico britanico cujos trabalhos
sobre o Calculo foram precursores e de grande importancia para Isaac Newton
(1642 — 1727).

Proposicao 2.7: Seja ABC um triangulo retdngulo em A com hipotenusa de

medida a e catetos b e c¢. Temos que a? = b? + ¢2.

Figura 27 — Tridngulos retangulos semelhantes.
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Demonstracao:

Seja AH a altura relativa ao vértice A, e m e n, respectivamente, as projegoes
ortogonais dos catetos AB e AC sobre a hipotenusa BC.

Temos que os triangulos AHB e AHC sdo semelhantes ao triangulo BAC, pois
BAH = C, que é o complemento de B e CAH = B, complemento de C. Logo, devido a

proporcionalidade entre os lados homélogos, temos que:

a—

c a b
m b n
que fornecem as conhecidas relacbes métricas de Euclides: c=ame b’ =an.

Somando essas duas relacbes membro a membro, encontramos:

62+192=a-m+a~r1=a-(m+n)=a~a=a2

2.2.5. A DEMONSTRAGCAO DE BHASKARA

Bhaskara (1114 — 1185) foi um matematico hindu que ensinou em Ujjain, o
maior centro de pesquisas matemaéticas e astronémicas da india, na época. Foi mais
um compilador de trabalhos hindus anteriores. No Brasil € conhecido principalmente
pela formula resolutiva da equacdo do 2° grau, o que nado € adequado, pois
problemas de equacdo do 2° grau ja apareciam quase quatro mil anos antes em
textos escritos pelos babildénios, nas tdbuas cuneiformes. O trabalho mais célebre de
Bhaskara foi 0 manuscrito Lilavati, obra elementar dedicada a problemas simples de
Aritmética, Geometria Plana (medidas e trigonometria elementar) e Combinatdria.

Sobre a sua demonstracdo do Teorema de Pitagoras, segundo os
historiadores, Bhaskara apresentou a figura sem qualquer explicagdo, apenas uma

palavra cujo significado é “Veja” ou “Contemple”.
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Figura 28 — Construgdo de Bhaskara.

Proposicao 2.8: Sobre os lados de um quadrado de lado a, sdo construidos

quatro tridngulos retangulos com catetos de medidas b e ¢, conforme a construgéo

de Bhaskara. Temos entdo que a? = b? + c2.

Demonstracao:

Observe na Figura 28, que no interior do quadrado de lado a, no centro,

aparecera um quadrado de lado b — c. Temos, por considerar a area, que:

a’ = (b—c)2+4-%:a2= b? — 2bc + ¢? + 2bc = a? = b% + ¢?

2.2.6. A DEMONSTRAGAO DO PRESIDENTE

James Abrahan Garfield (1831 — 1881) foi o vigésimo presidente dos Estados
Unidos, por apenas quatro meses, de 4 de margo a 19 de setembro de 1881. Era um
general e um grande estudioso de Matematica. Em 1876, enquanto estava na
Camara de Representantes, rabiscou num papel uma interessante demonstragao do

Teorema de Pitagoras. A prova foi publicada em 1882, no Mathematical Magazine.

A prova de Garfield também foi por comparacdo de areas e é baseada na

figura a seguir:
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Figura 29 — Construgao de Garfield.

Proposicao 2.9: Considerando a construcdo feita por Garfield, temos

a’? = b? + ¢

Demonstracao:

A area T do trapézio é dada por:

2 2 2
2 2 2 2
Por outro lado, a area T do trapézio também pode ser calculada pela

composigao dos trés triangulos, ou seja:

2 2 2 2"

Comparando estas duas expressbes e multiplicando-as por 2, temos:

a? = b? + c2.

2.2.7. A DEMONSTRAGAO DE PERIGAL

Henry Perigal (1801 — 1898), um astrénomo e matematico amador londrino
publicou, em 1873, uma curiosa demonstracdo do Teorema de Pitagoras. Perigal
cortou o quadrado construido sobre o maior cateto por duas retas passando pelo
seu centro O, uma paralela e outra perpendicular a hipotenusa, dividindo esse
quadrado em quatro partes congruentes. Essas quatro partes e mais o quadrado
construido sobre o cateto menor, preenchem completamente o quadrado construido

sobre a hipotenusa. Essa construgao ficou conhecida como Disseccdo de Perigal.
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Figura 30 — Construcao de Perigal.

No entanto, apesar da belissima construgdo de Perigal ser bastante
convincente, devemos provar que a regido que fica no interior do quadrado maior,
construido sobre a hipotenusa, é realmente congruente ao quadrado menor,

construido sobre o menor cateto.

Proposicao 2.10: Na construcao de Perigal, o quadrilatero formado no interior

do quadrado construido sobre a hipotenusa € um quadrado congruente ao quadrado

construido sobre o cateto menor.

Demonstracao:

Considere a Figura 31 (a e b), a seguir, com os pontos em destaque.

Sejam ¢ = AB e b = AC as medidas dos lados construidos sobre os catetos.
Seja também d = AF. Considerando as diagonais AE e BD e por congruéncia de
triangulos (caso A.L.A.), temos que os triangulos OBM, OAF, ODN e OEG s&o
congruentes (vide Figura 31a), assim como os triangulos OBG, OAM, ODF e OEN.
Dessa forma teremos OM = OF = ON = 0G, MB = FA = ND = GE, BG = AM = DF =
= EN e GOM = MOF = FON = NOG, OMB = OFA = OND = OGE, BGO = AMO = DFO =
= ENO. Logo, as quatro pecas interiores ao quadrado ABDE s&do congruentes e
entdo, EG = AF = d.

Como, por construgdo, BCFG é um paralelogramo, temos que BG = CF =

=BE —GE =CA+ AF=>c—-d=b+d=b=c—-2d Vistoque JH= BG = ¢ — d,
Hl =d,el]= JH—- HI, teremos ] = c —d —d = ¢ — 2d = b. Analogamente, mostra-se
que IL = LK = K] = b e, por construgdo, HIL = 90°, teremos também JiL = ILK =
= LKJ = KJI = 90°. Temos entdo que o quadrilatero IJKL é um quadrado com lado de

medida b, portanto é congruente ao quadrado construido sobre o cateto menor.
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Figura 31 — Esquema para a demonstragéo de Perigal.

D D
N 0 F ad 0 F
d
% b
H
B G B —C
L
J
| ]
Figura3la Figura31lb

Perigal era tdo orgulhoso do seu feito que tinha a sua dissec¢ao impresso em
seus cartdes de visita, e deixou encomendado que a mesma fosse lapidada em seu

tumulo.

2.2.8. A DEMONSTRAGCAO DE LEONARDO DA VINCI

Leonardo di Ser Piero da Vinci (1452-1519) foi um dos maiores e mais
importantes génios da humanidade. Foi um dos maiores pintores italianos do
Renascimento e seu quadro “Mona Lisa” € um dos mais famosos do mundo.
Destaca-se também a obra “A Ultima Ceia”, que exerceu poderosa influéncia sobre
geragcao de varios artistas. Leonardo da Vinci se destacou em varias areas do
conhecimento. Foi musico, inventor, fildsofo, engenheiro, arquiteto, escultor,
anatomista, entre outras. Também foi um estudioso da Matematica, pesquisando
areas de figuras e o desenho em perspectiva. Ele também brindou a humanidade
com uma demonstracdo do Teorema de Pitagoras, baseada na comparagao entre
areas e motivada pela Figura 32, a seguir.

A figura padrdo, com o triangulo retangulo ABC e os quadrados apoiados em
seus catetos e hipotenusa, Leonardo da Vinci acrescentou no lado oposto do
quadrado maior, um tridngulo retdngulo ED] congruente ao tridngulo ABC. Também
acrescentou o segmento GH, obtendo assim o triangulo HGC congruente a ABC e por
fim, uniu os dois vértices opostos ao vértice C, comum aos dois quadrados

construidos sobre os catetos, obtendo assim o segmento IF, ja que os pontos I, Ce F
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sdo colineares, pois ICH,HCGe GCF sdo Aangulos adjacentes e somam 180°.
Considerando os segmentos IB e DC, temos, pelo caso L. A. L. (Lado, Angulo, Lado)
que os tridngulos CD] e IBF s&o congruentes, assim C] = IF. Dessa forma, os
quadrilateros FGHI, FBAI, CBE] e JDAC s&o congruentes.

Figura 32 — Construcao de Leonardo da Vinci.

J
Proposicao 2.11: Na construgcéo de Leonardo da Vinci, a soma das areas dos

quadrados BCGF e ACHI € igual a area do quadrado ABED.

Demonstracao:

Considerando a area de cada dois desses quadrilateros, como na Figura 32,

temos Awcmy + Arsay = Acsry + Agoac) = Aeeer) + Aceny + Ancny + Anacs) =
=Anc) + A@sep) T AGDE).

Como Ancs) = Acah) = A(pE), temos que Awcer) + Aachn = A (ABED).

2.3. A RECIPROCA DO TEOREMA DE PITAGORAS

Num tridngulo qualquer, se o quadrado da medida de um lado for a soma dos
quadrados das medidas dos outros lados, entado o tridngulo é retangulo?

Intuitivamente parece ser bem apropriado dizer sim, mas devemos mostrar
que isso acontece de fato.

Proposicéao 2.12: Se a, b e ¢ forem as medidas dos lados de um tridngulo tal

que a® = b% + ¢, entdo o triangulo é retangulo de hipotenusa a e catetos b e c.
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Demonstracao:

Consideremos entdo um triangulo ABC com AB = ¢, BC = a e AC = b. Vamos
incialmente analisar dois casos:
1° caso: O angulo A é agudo, ou seja, A < 90°.

Figura 33 — Tridngulo com angulo agudo.
B

Vamos supor que ¢ < b. Seja H a projegao de B sobre AC. Observe que H é
um ponto interior ao segmento AC. Sejam x = AH e h = BH.
Como o triangulo ABH é retangulo, temos ¢® = x> + k2. O triangulo CBH também ¢é
retangulo, logo, a®> = (b —x)*> + h* = a®> = b* = 2bx + X* + h* = d® = b* + ¢* — 2bx, ou

seja, a® < b’ + .

2° caso: O angulo A é obtuso, ou seja, A > 90°.
Fazendo as mesmas consideragdes do 1° caso e observando que agora o

ponto H ndo esta no interior do segmento AC, temos que, pelo fato do tridngulo ABH

ser retangulo, ¢ = h? + x°. Como o triangulo BCH também é retangulo, temos:
2

=B+t =>d=b +2bx+ 2+ = d=b + &+ 2bx, OU seja,

a’ > b + 2.

Figura 34 — Triangulo com angulo obtuso.

H X A b C

Acabamos de mostrar que se A < 90°, temos a® < b* + ¢? e, se A > 90°,

a®>b* + 2. Logo, se a? = b? + ¢2, devemos ter A = 90°. n
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No intuito de se fazer um resgate histérico, vamos enunciar a reciproca do
Teorema de Pitagoras exatamente como feito por Euclides, em Os Elementos. A

demonstragcado também sera de maneira semelhante a contida no livro.

Proposicao 2.13 (Proposicao I-48 de Os Elementos): Caso o quadrado

sobre um dos lados de um tridngulo seja igual aos quadrados sobre os dois lados
restantes do triangulo, o angulo formado pelos dois lados restantes do triangulo é

reto.

Demonstracao:

Seja ABC um tridngulo tal que a area do quadrado construido sobre o lado BC
seja igual a soma das areas dos quadrados construidos sobre os lados AB e AC.
Devemos mostrar que BAC é reto.

De fato. Seja D um ponto do plano determinado pelo tridangulo ABC, tal que DA
seja perpendicular a AC e DA = AB. Consideremos também o segmento DC.

Figura 35 — Tridngulo ABC que possui quadrados sobre AB e AC equivalente ao quadrado
sobre BC, e triangulo ACD (figura “fantasma” e figura real).

C C

Ly
A

D D B

Como o triangulo ACD é retangulo, entdo a soma da area do quadrado
construido sobre DA com a area do quadrado sobre AC € igual a area do quadrado
sobre DC. Por construgao, a area do quadrado sobre DA é igual a area do quadrado
sobre AB. Por Pitagoras, a area do quadrado sobre DC é igual a soma das areas
sobre o quadrado DA (ou AB) e AC. Por hipotese a area do quadrado sobre BC é
igual @ soma das areas dos quadrados sobre AB e AC. Logo, a area do quadrado
sobre DC é igual a area do quadrado sobre BC. Assim temos que DC = BC.

Desse modo, pelo caso L.L.L. (pois AD = AB, BC = DC e AC é comum), temos
que os triangulos ABC e ADC s&o congruentes. Logo, BAC = DAC = 90° e portanto, o

tridangulo ABC é retangulo.
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CAPITULO 3 - TEOREMA DE PITAGORAS: EXTENSOES E GENERALIZACOES

No capitulo anterior vimos o Teorema de Pitagoras, que em termos de areas,
nos diz que a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos de um
tridangulo retangulo é igual a area do quadrado construido sobre a hipotenusa. Sera
que esse padrao pitagorico (relagdo entre as areas) é valido para outras figuras
construidas tendo como base um tridngulo retdngulo, de modo a obter “extensdes”
do Teorema de Pitagoras? Ainda podemos pensar em trabalhar com um triangulo

n&o retangulo? E o que vamos estudar um pouco neste capitulo.

3.1. EXTENSOES DO TEOREMA DE PITAGORAS PARA POLIGONOS:

Em quase todas as situagbes deste capitulo (excetuando as segbes 3.6 e
3.7), consideraremos um triangulo retdngulo com hipotenusa medindo a e catetos
medindo b e c e, portanto, valida a relagdo a? = b? + ¢?, dada pelo Teorema de

Pitagoras.

3.1.1. TRIANGULOS OBTIDOS A PARTIR DOS QUADRADOS DOS CATETOS E
HIPOTENUSA

Consideremos um tridngulo ABC, reto em A e os ja tradicionais quadrados
construidos sobre os catetos b e ¢ e hipotenusa a. Consideremos também,
tridangulos obtidos nos quadrados, que tenha como base o lado do quadrado e um
vértice no lado oposto, por exemplo, dividindo-os por diagonais ou por outros

segmentos quaisquer, conforme a Figura 36, abaixo.

Figura 36 — Tridngulos obtidos a partir dos quadrados.
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Sera que a area do tridngulo construido sobre a hipotenusa é igual a soma das
areas dos triangulos construidos sobre os catetos? Vamos mostrar que isso ocorre

de fato.

Proposicdo 3.1: Seja ABC um tridngulo retdngulo e considere quadrados

construidos sobre cada um de seus lados. Se em cada um desses quadrados sao
construidos tridngulos de tal forma que a base seja o lado do tridngulo retangulo e
um vertice esta no lado oposto do quadrado, entdo a soma das areas dos triangulos
construidos sobre os catetos é igual a area do tridngulo construido sobre a

hipotenusa.

Demonstracao:

Sejam Qa, Qg € Q¢ as areas dos quadrados e Ta, Ts € T¢ as areas dos triangulos
construidos sobre a hipotenusa a e catetos b e ¢, respectivamente. Pela Proposicéo
2.3, do capitulo anterior, temos que a area de cada tridngulo € igual a metade do

Q Qs M.

respectivo quadrado, ou seja, Ty = -2, T = - .

> e Tc = %. Assim, Tg + T, =

Mas pelo Teorema de Pitagoras, sabe-se que b? + ¢ = a?, isto é, Qs + Qc = Qa, logo
Tg + T¢ :% = T,, Ou seja, a area do triangulo construido sobre a hipotenusa é

igual @ soma das areas dos triangulos construidos sobre os catetos.

3.1.2. TRIANGULOS EQUILATEROS

Nesta seg¢do vamos verificar o padrao pitagorico, isto é, a relagcao entre areas
similar a do Teorema de Pitagoras na construgéo de triangulos equilateros sobre os
catetos e hipotenusa de um triangulo retangulo. Primeiramente, vamos analisar para
um caso bem particular, o famoso tridngulo retangulo de catetos 3 e 4 e hipotenusa
5. Porém aqui ao invés de quadricular, como é feito nos quadrados, vamos, por
analogia, usar a triangulagdo. Vamos tomar como unidade de medida um pequeno
triangulo equilatero, conforme a Figura 37, a seguir. Assim, uma unidade de area

corresponde a area de um triangulo pequeno.
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Figura 37 — Triangulagéo dos triangulos equilateros de lados 3, 4 e 5.

4

Sendo S, a area do tridngulo construido sobre a hipotenusa e S, e S., as areas
dos tridngulos construidos sobre os catetos, obtemos S, = 25, S, = 16 e S, =9,
obtendo facilmente a relagdo S, = S, + S. Isto nos leva a acreditar que o padrao
pitagérico € valido para tridngulos equilateros construidos sobre os lados de um
triangulo retangulo qualquer.

VVamos mostrar, logo a seguir, que isso realmente ocorre.

Observacido: Num tridngulo equilatero ABC de lado {, temos:

(3
2

I. A altura h é dada por h = —. Isto segue do Teorema de Pitagoras no

triangulo AHC, (vide Figura 38, abaixo).
-v3

" ,jaque S = = .22 onde b=1{

II. A area do triangulo é dada por S = - >

bh 1 V3
2!

é a medida da base e /1 € a medida da altura relativa a esta base.

Figura 38 — Elementos do triangulo equilatero.
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Proposicao 3.2: A area do tridngulo equilatero, construido sobre a hipotenusa

de um tridngulo retangulo, € igual a soma das areas dos tridngulos equilateros

construidos sobre os catetos deste tridngulo.

Figura 39 — Triangulos equilateros sobre os lados do tridngulo retangulo.

<

Demonstracao:

Seja ABC um tridngulo reto em A, com hipotenusa a e catetos b e c. Sejam S,
S, € S, as areas dos triangulos equilateros construidos, respectivamente, sobre a

hipotenusa e os catetos deste tridngulo.

2, 3 bZ_ 3 2. 3
Dessa forma, S, = 2 \/—, Sy = 4\/_ eSS, = £ 4\/—. Somando as areas S, e S,,
2, 2,
obtemos §, + 5, = = + S = (b7 +¢D) P =a? Y =S,

Portanto, S, = S;, + S..

3.1.3. TRIANGULOS SEMELHANTES

Queremos mostrar que o padréo pitagoérico (relacdo entre areas) € valido para

tridangulos semelhantes construidos sobre os lados de um triangulo retangulo.

Para isso, antes vamos provar um resultado que sera util na demonstragao

gue desejamos.
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Lema 1: Se dois tridngulos sdo semelhantes, entdo a razdo entre as suas
areas € igual ao quadrado da razdo entre os comprimentos de dois lados

correspondentes quaisquer.

Demonstracao:

Sejam ABC e A'B’C’ dois tridngulos semelhantes, como na Figura 40.

A . ~
Queremos mostrar que —289_ = k2 onde k = e T rTe T mo—og ©arazdo de
(A'B'C)

o]

semelhanga.

Figura 40 — Triangulos semelhantes.
C

|
H B A H B’

De fato, sendo CH e CH’ as alturas relativas as bases AB e A’B’, temos que as

AB-CH ‘B’-C

areas dos triangulos sdo dadas por A4 — € ‘74(A’B’C’) =—F

(ABC) —

A B-CH
G0 = — = =k k= k2
(]4(A!Blcl) A'B" - C H

Dividindo uma expressao por outra, obtemos

Proposicao 3.3: Se construirmos tridngulos semelhantes sobre os lados de

um tridngulo retangulo e se os lados (segmentos) do tridngulo retdngulo sdo lados
homodlogos (correspondentes) aos lados dos tridngulos semelhantes que os contém,
entdo a area do triangulo construido sobre a hipotenusa € igual a soma das areas

dos triangulos construidos sobre os catetos.

Demonstracao:

Sejam T,, T, e T., respectivamente, as areas dos triangulos semelhantes
construidos sobre a hipotenusa a e catetos b e ¢, como na Figura 41, a seguir.

Ty _ () o Te _ (<)’ _b
Pelo Lema 1, temos que T, (Z) e T, = (a) , de onde obtemos Ty, = = Tae

CZ
Te=5"T,.
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Somando as duas expressdes e usando a relagdo de Pitagoras, obtemos
2 2 2
T, + T, = (ba%)-Ta =T, = T,. Portanto, T, + T, = T,.

Figura 41 — Tridngulos semelhantes construidos sobre os lados do tridngulo retangulo.

Observacao: A relacédo entre as areas continua valida mesmo que os
triangulos ndo sejam semelhantes, basta que as alturas dos tridngulos sejam

proporcionais aos respectivos lados do triangulo retangulo.

Justificativa: Sejam h,, h;, e h, as alturas relativas e T,, T, e T, as areas dos
tridangulos construidos tendo como bases, respectivamente, a hipotenusa a e catetos
b e c, e satisfazendo a hipétese.

Figura 42 — Tridngulos com alturas proporcionais aos lados.

&

h h h b h c h
Temos que -2 = -2 = =< de onde obtemos - =2 e - =<,
a b c a hg a hg

. ~ ‘h b-h ‘h
As éreas dos triangulos sdo dadas por: T,==2% T,==2 e T, ===

Somando as areas T, e T. e dividindo por T,, obtemos:

b-hy+ch
Tp+T,  —2— _bhy , che _bb | cc _ b2+c? _ a? _ {
Ta a'zﬂ “ahq ahqg aa aa  a?2 a2
Portanto, T, + T, = T..
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3.1.4. HEXAGONOS REGULARES
Dando sequéncia em nosso estudo, vamos construir hexagonos regulares
sobre os lados de um triangulo retangulo e mostrar que a relagdo entre as areas

continua valida.

Proposicao 3.4: A area do hexagono regular construido sobre a hipotenusa

de um triangulo retédngulo, é igual a soma das areas dos hexagonos regulares

construidos sobre seus catetos.

Figura 43 — Hexagonos regulares construidos sobre os lados do triangulo retangulo.

h

Demonstracao:

Sejam S,, S, e S, as areas dos hexagonos regulares construidos sobre os
lados do triangulo retangulo.
Observe na Figura 44, abaixo, que um hexagono regular pode ser

decomposto em 6 triangulos equilateros.

Figura 44 — Triangulagédo dos hexagonos regulares.
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Indiguemos por T,, T, e T. a area de qualquer um dos seis tridngulos da
divisdo/decomposi¢cdo de cada hexagono construido sobre os lados a, b e ¢ do
triangulo retangulo, respectivamente.

Temos entdoque S, = 6-T,, S, = 6:T, € S, = 6-T..

Assim, S, + S. = 6 - (T, + T.). Como foi visto na Proposicdo 3.2, T, + T. = T,

logo S, +S. =6 -T, e, portanto S, + S, = S,, 0 que demonstra a proposigao.

3.1.5. POLIGONOS REGULARES: CASO GERAL

Ja provamos que o padrao pitagérico (relagdo entre as areas) é valido para
alguns poligonos regulares, mais especificamente nos casos de tridngulos
equilateros, quadrados e hexagonos regulares. No entanto, mostraremos a sua
validade para todos os poligonos regulares e a demonstragdo é semelhante a que

foi feita no caso anterior.

Proposicao 3.5: A area do poligono regular de n lados construido sobre a

hipotenusa de um tridngulo retdngulo € igual a soma das areas dos poligonos

regulares de n lados construidos sobre seus catetos.

Figura 45 — Poligonos regulares de 7 lados sobre os lados do tridngulo retangulo.

Demonstracao:

Consideremos um tridngulo retdngulo em que foram construidos sobre os
seus lados poligonos regulares de n lados, conforme a Figura 45. Como no caso

anterior, do hexagono regular, vamos dividir esse poligono regular em tridngulos
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cujos vértices sao: dois vértices consecutivos do poligono e o seu centro, que €&
também o centro das suas circunferéncias inscrita e circunscrita.

Sendo S,, S, € S.. as areas dos poligonos regulares construidos sobre os lados
do tridngulo retangulo, temos S, = n-T,, S, = n-T, € S. = n-T., onde T,, T, e T, séo,
respectivamente, as areas de cada triangulo em que foi decomposto o poligono
regular, construido sobre a hipotenusa de medida a e catetos de medidas b e c.

Entao, S, +S.=n(T, + T.) = n-T, = S,, uma vez que, pela Proposigao 3.3 temos
T, + T. = T, (ja que os tridngulos (isdsceles) apoiados sobre os lados do triangulo

retdngulo sédo semelhantes).

3.1.6. POLIGONOS SEMELHANTES

Até aqui verificamos que o padréo pitagorico (relagcado entre as areas) é valido
para poligonos regulares e também para tridngulos semelhantes. E indiscutivel que
se torna natural a seguinte pergunta: “A relacdo entre as dreas dos poligonos
construidos sobre os lados de um tridngulo retdngulo poderia ser generalizada para
poligonos semelhantes?”

Antes de adentrarmos nesta questdo, vamos recordar a definicdo de
poligonos semelhantes e demonstrar um lema (que é uma extensdo do Lema 1,
p.46).

Definicdo: Dois poligonos (convexos ou nao convexos) AiA2AzA4.A, e
B1B2B3Bs...B,, (onde A;, B;, i = 1,..., n indicam seus vértices) sdo semelhantes, quando
seus angulos correspondentes sao congruentes e seus lados correspondentes,

denominados homologos, s&o proporcionais, ou seja, A; = B;, A, =B,, A; = B;,...,

A =B, e Mfz_ KA _Kh_ Bl Knf
n n BiB, B;B; B3B, Bn_1Bn,  BpB;

=k, onde a constante k é

chamada razdo de semelhanca.

Figura 46 — Poligonos semelhantes de n lados. B,
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Lema 2: Se dois poligonos sdo semelhantes, entdo eles possuem areas
proporcionais aos quadrados da razdo das medidas entre dois lados homdlogos

quaisquer (razdo de semelhanca), ou seja, sendo 41 a area do poligono

A1A2A3A4. A, € A2 a area de B1B,B3B4...B,, temos que j = k?, com k a razdo de
2
semelhancga.
Demonstracao:

Se os dois poligonos nao forem convexos podemos decompd-los de forma a
obter varios poligonos convexos mantendo a semelhanga nos poligonos
correspondentes. A area de cada poligono inicial sera a soma das areas dos
poligonos (semelhantes) convexos. Assim € suficiente considerar o caso convexo.

Para mostrar esse resultado, traga-se as diagonais a partir de um mesmo

vértice, por exemplo, As e B4, nos dois poligonos semelhantes, obtendo os pares de

triangulos semelhantes A;A;A; e B;B,B;, A;A3A, e B;iB3B,, ..., AJA,_1A, e
B;B,_1B,. Pelo Lema 1, apresentado em 3.1.3,

Aarazas) — Aara3a0) — ... ‘/4(A1An 1An) _ = k2.

AB1B2B3)  AB1B3BY)  A®iBa B

‘}4(A1A2A3) + U4(A1A3A4) + ... +‘}4(A1ATL—1ATL) — kz

Por propriedades de proporgéo temos
AB1B2B3) T AB1B3BY T FABIBA_1BR)

Como A + A -+ A A e A + A

(AarA) T AHaaay T (ArAn1Ap) (B,B;By) T BBy T

+-+ A aétz,seguequed4 = k2.

(B1Bn-1Bn) 5

Proposicao 3.6: Se construirmos poligonos semelhantes sobre os lados de

um tridngulo retangulo e se os lados (segmentos) do tridngulo retangulo séo lados
homologos (correspondentes) aos lados dos poligonos semelhantes que os contém,
entdo a area do poligono construido sobre a hipotenusa é igual a soma das areas

dos poligonos construidos sobre os catetos.

Demonstracao:

Considerando que os poligonos construidos sobre a hipotenusa e os catetos

sdo semelhantes e S,, S, e S. sdo suas respectivas areas, mostraremos que

S,=S, + S..
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Figura 47 — Poligonos semelhantes de n lados construidos sobre os lados de um tridngulo
retangulo.

De fato. Como os poligonos sdo semelhantes e os lados do tridngulo séo

lados correspondentes dos poligonos, podemos escrever, conforme o Lema 2,

2 2
5 — (2) e X= (2) . Somando membro a membro as duas igualdades, obtemos

Sa a Sa
Sp Sc _ b%  c? . Sp+Sc _ b+ c? _a® _ .
5. + = @ + —, ouseja, S - @ e 1. Portanto, S, = S, + S..

3.2. ALGUMAS EXTENSOES RETILINEAS

No que segue, apresentamos algumas extensdes do Teorema de Pitagoras,
para certas figuras “retilineas”, poligonos construidos a partir do tridngulo retangulo,
porém nao tendo um de seus lados como sendo um dos lados do triangulo retangulo

(mas possuem relagdo com o quadrado que se constroi sobre o lado).

Proposicao 3.7: Em todas as situagdes abaixo, as regides (figuras coloridas)

construidas sobre os lados do triangulo retédngulo preservam o padrao pitagorico das
areas, ou seja, a area da regiao construida sobre a hipotenusa € igual a soma das

areas das regides construidas sobre os catetos.

As regides ou figuras coloridas s&o caracterizadas do seguinte modo:
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1) Complementares dos tridngulos equilateros construidos no interior dos

quadrados e tendo como base os lados do tridngulo retangulo.

Figura 48 — Tridngulos equilateros no interior do quadrado.

2) Quadrados inscritos tomando os pontos médios dos quadrados dos lados

do tridngulo retangulo.

Figura 49 — Quadrados inscritos nos pontos médios.

L

3) Tridngulos equilateros inscritos considerando os pontos médios dos

tridangulos equilateros que tem como base os lados do tridngulo retangulo.

Figura 50 — Triangulos equilateros inscritos nos pontos médios.
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4) Quadrilateros ndo-convexos cujos vértices sao: os extremos de um lado
do tridngulo retangulo, o ponto médio do lado oposto do quadrado que tem

como base o lado do triangulo retangulo, e o centro de tal quadrado.

Figura 51 — Quadrilateros ndo-convexos inscritos nos quadrados.

5) Quadrados cujos centros coincidem com os centros dos quadrados

construidos sobre os lados do tridangulo retdngulo e suas diagonais tém

como medida %, onde d indica a medida da diagonal do quadrado basico.

Figura 52 — Quadrados com vértices nas diagonais.

(N

6) Quadrados cujos centros coincidem com o centro dos quadrados construi-

dos sobre os lados do tridngulo retédngulo e suas diagonais tém como

medida g onde (¢ indica a medida do lado do quadrado basico.

Figura 53 — Quadrados com diagonais iguais a é do lado.

%/‘Q‘t”

K
a
Bl
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7) Quadrados inscritos nos quadrados construidos sobre os lados do

triangulo retadngulo em pontos que os dividem na mesma razao k, como

ilustra a figura seguinte.

Figura 54 — Quadrados dividindo o lado na razao k.

al @ a;

8) Tridngulos inscritos nos triangulos equilateros construidos sobre os lados

do tridngulo retangulo em pontos que os dividem na mesma razao k.

Figura 55 — Tridngulos equilateros dividindo o lado na razéo k.

V..
\V4

Demonstracao:
Vide Apéndice 1.
As demonstragdes das extensdes enunciadas na proposicao usam raciocinio

parecido com o que foi feito até agora (em geral compara-se a area da regido com a

do quadrado associado, e o resultado segue como aplicagdo do Teorema de

Pitagoras).
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3.3. EXTENSOES NAO RETILINEAS

Nas secbes anteriores apresentamos varias extensdées do Teorema de
Pitagoras, em termos de equivaléncia de areas, mas todas elas com poligonos.
Nesta secdo, vamos estudar algumas extensdes para outros tipos de figuras, nao
necessariamente poligonos, ou seja, figuras “ndo retilineas”, formadas por
segmentos de retas e/ou por arcos de circunferéncia, (referidas as vezes como
“figuras curvilineas” ou “mistas”), mostrando que elas preservam o padrdo

pitagérico.

3.3.1. CIRCULOS INSCRITOS NOS QUADRADOS

Proposicao 3.8: A area do circulo inscrito no quadrado construido sobre a

hipotenusa é igual a soma das areas dos circulos inscritos nos quadrados

construidos sobre os catetos.

Figura 56 — Circulos inscritos nos quadrados.

Demonstracao:

Sejam C,, C, e C. as areas dos circulos inscritos nos quadrados construidos

sobre os lados do triangulo retangulo.

2 2 2 2 2 2

b b
TemosqueCa:n-(g) :—”a,Cb:n-(—) == eCC:n-(E) ==
2 4 2 4 2 4

2 2
Entdo, usando a relacdo de Pitagoras, obtemos C, + C. =%+%=

_ n(b?+c?) _ma?
T4 4

=C,.
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3.3.2. SEMICIRCULOS COM DIAMETROS IGUAIS AOS LADOS

Proposicao 3.9: A area do semicirculo cujo didametro € a hipotenusa de um

triangulo retangulo € igual a soma dos semicirculos cujos didmetros sdo os catetos.

Demonstracao:

Sejam, S,, S, e S. as areas dos semicirculos cujos didmetros sdo os lados de

um triangulo retangulo.

Figura 57 — Semicirculos com didmetro sobre os lados do tridngulo.

b a
C
2 2 2 2 2
1 : 1 b b 1
Temos que 8a=—-n-(g) :ﬂ,sb:—-n-(—) =" e $C=—-7T-(£) =
2 2 8 2 2 8 2 2
2 . b2 2 b2+ 2 2
zﬂ_Entao,5b+SC:"_+£:u:ﬂ:5w
8 8 8 8 8

3.3.3. QUADRANTES DE CiRCULOS

Proposicao 3.10: A area do quadrante de circulo construido sobre a

hipotenusa de um tridngulo retangulo é igual a soma das areas dos quadrantes de

circulos construidos sobre os catetos.

Demonstracao:

Sejam, Q,, Q, e Q. as areas dos quadrantes de circulos construidos,

respectivamente, sobre a hipotenusa a e catetos b e ¢, vide a Figura 58, a seguir.

-1 c?.

NN

1 1
TemosQ, = m-a*, Q,=;"m-b*eQ, =

. mb?  mc?  m(b%+c? m-a?
Assim, Q, + Q.= T+ 55 = RIS =EL = Q,
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Figura 58 — Quadrantes sobre os lados do tridngulo.

3.3.4. SETORES ANGULARES

Definicao: Um setor circular é a regido do circulo limitada por dois raios e

um arco, conforme a Figura 59, abaixo. Todo setor circular de raio R tem um arco

corresponde /Z e um angulo central a, onde a medida de o em radianos é dada por
/)

oa=-.
R

Figura 59 — Setor angular.

&

Como o setor circular € uma fragdo do circulo, a sua area & é diretamente
proporcional ao angulo central o. O mesmo acontece com o comprimento /Z do arco

. . . R S L
e, devido a essa proporcionalidade com o angulo o, podemos escrever R IaR”

~ . : . R?:
Como Z = a-R, temos entdo que a area de um setor circular é dada por & =
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Proposicao 3.11: A area do setor angular de angulo a construido sobre a

hipotenusa € igual a soma das areas dos setores angulares de angulo o construidos

sobre os catetos de um trangulo retangulo.

Figura 60 — Setores angulares sobre os lados do triangulo retangulo.

Demonstracao:

Sejam &,, &, e &, as areas de cada um destes setores angulares de angulo a.

2 2 2
a“-a b“a cea
, Oy = e O.= —— Dessa

Conforme observado acima, temos que &, = > >

b?>a  c?>a (b%+c?)a
forma, &, + &, = —t+t—= _ =38,.

3.3.5. ARCOS OGIVAIS

Definicao: Um arco ogival é uma figura obtida a partir da reunido de dois
arcos simétricos, cujos centros sdo as extremidades de um segmento AB qualquer.
Um arco ogival também €& conhecido como mitra, uma espécie de chapéu alto e

pontudo, usado em solenidades pontificiais.

Figuras 61 e 62 — Arco ogival e Mitra.

Figura 61 — Arco Ogival Figura 62 — Papa Francisco
usando uma Mitra (fonte: Vaticano7).

7 Disponivel em: < http://www.photogallery.va/content/photogallery/pt/papi/franciscus.html> Acesso em ago. 2013.
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Observacao: Um arco ogival é formado por dois segmentos circulares e um

triangulo equilatero e sua area é dada por 4 =T + 2S, onde T € a area do triangulo

equilatero e S a area de cada um dos segmentos circulares. Por outro lado, a regido

formada por um dos segmentos circulares e o tridngulo equilatero corresponde a um

setor circular com o = 60° e sua area sera igual a P da area do circulo, ou seja,

2 I 2
T+S= %,ondeR= AB. Assim, S = %—T.

Proposicao 3.12: A area do arco ogival construido sobre a hipotenusa de um

tridangulo retangulo é igual a soma das areas dos arcos ogivais construidos sobre os

catetos.

Demonstracao:

Sejam A,, A, e A, as respectivas areas de cada arco ogival, T,, T, e T, as

areas dos triangulos equilateros que compdem os arcos e S,, S, € S, a area de cada

um dos dois segmentos circulares que formam cada arco ogival.

Figura 63 — Arcos ogivais construidos sobre os lados do triangulo retangulo.

Temos, usando a observacgao anterior, que:

ma?

4 =T, 425, =T +2-(1- 2 —T)=T, +™ 2.7 4 = T
Vg — la a— ‘a gﬂa_a_a-l'T_ a:>ua_ - la-

Anal te, 4 =" _T e 4 =" _
nalocgamente, b= 3 p € c= 3 " le

2 2 2 2
Logo,a4b+,,46=%—Tb+%—Tc=@—(Tb+Tc).
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Como T, + T, = T, (Proposicédo 3.2), e usando a relagdo de Pitagoras,

2
podemos concluir que A, + A, = % — Ty = A,
3.3.6. OUTRAS EXTENSOES NAO RETILINEAS
Apresentaremos agora mais algumas extensdes nao retilineas, cujas regides
construidas sobre os lados do tridngulo retdngulo sdo indicados pelas “figuras

coloridas” a seguir.

Proposicao 3.13: Em todos os casos a seguir, as regides (figuras coloridas)

construidas sobre os lados do triangulo retangulo preservam o padréo pitagorico das
areas, ou seja, a area da figura construida sobre a hipotenusa ¢é igual a soma das

areas das figuras construidas sobre os catetos.

As regides ou figuras coloridas s&o caracterizadas do seguinte modo:

1) Exteriores aos quadrantes de circulos e interiores aos quadrados que tem

como base os lados do tridngulo retangulo.

Figura 64 — Exteriores aos quadrantes de circulos.

/
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2) Exteriores aos semicirculos e interiores aos quadrados que tem como base os

lados do triangulo retangulo.

Figura 65 — Exteriores aos semicirculos.

\_ /]

3) Exteriores aos arcos ogivais e interiores aos quadrantes de circulo que tem

como raio os lados do triangulo retangulo.

Figura 66 — Exteriores as ogivas e interiores aos quadrantes.

4) Exteriores aos arcos ogivais e interiores aos quadrados que tem como base

os lados do triangulo retangulo.

Figura 67 — Exteriores as ogivas e interiores aos quadrados.
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5) Exteriores aos semicirculos e interiores aos quadrantes que tem como base

os lados do triangulo retangulo.

Figura 68 — Exteriores aos semicirculos e interiores aos quadrantes.

6) Interiores aos quadrados e exteriores aos circulos que tem como base os

lados do triangulo retangulo.

Figura 69 — Exteriores aos circulos e interiores aos quadrados.

@

NS

7) Exteriores aos tridngulos equilateros e interiores aos arcos ogivais que tem

como base os lados do triangulo retangulo.

Figura 70 — Exteriores aos triangulos e interiores as ogivas.
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8) Exteriores aos semicirculos e interiores aos arcos ogivais que tem como base

os lados do triangulo retangulo.

Figura 71 — Exteriores aos semicirculos e interiores as ogivas.

9) Circulos inscritos em tridngulos equilateros que tem como base os lados do

tridangulo retangulo.

Figura 72 — Circulos inscritos aos triangulos equilateros.

10) Interiores aos tridngulos equilateros que tem como base os lados do triangulo

retdngulo e exteriores aos circulos inscritos nestes triangulos.

Figura 73 — Exteriores aos circulos e interiores aos triangulos.
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11) Exteriores aos quadrados que tem como base os lados do tridngulo retangulo
e interiores aos circulos circunscritos nestes quadrados, exceto as regides

comuns ao tridngulo retangulo.

Figura 74 — Exteriores aos quadrados e interiores aos circulos.

12) Exteriores aos tridngulos equilateros que tem como base os lados do
tridangulo retangulo e interiores aos circulos circunscritos nestes triangulos,

exceto as regides comuns ao tridngulo retangulo.

Figura 75 — Exteriores aos tridngulos e interiores aos circulos circunscritos.

13) Coroas circulares dos circulos inscritos e circunscritos aos quadrados que
tem como base os lados do tridngulo retdngulo, exceto as regides comuns ao

triangulo retangulo.

Figura 76 — Exteriores aos circulos inscritos e interiores aos circulos circunscritos do
quadrado.

o

@
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14) Coroas circulares dos circulos inscrito e circunscrito aos tridangulos
equilateros que tem como base os lados do tridngulo retangulo, exceto as
regides comuns ao triangulo retangulo.

Figura 77 — Exteriores aos circulos inscritos e interiores aos circulos circunscritos do
triangulo.

15) Interior a um semicirculo e exterior ao outro cujos centros estdo nos pontos
médios de dois lados consecutivos dos quadrados que tem como base os

lados do triangulo retangulo.

Figura 78 — Obtidas de dois semicirculos.

Ad

16) Intersecgdo de setores angulares com centros em vértices opostos dos

quadrados que tem como base os lados do tridngulo retangulo.

Figura 79 — Obtidas de arcos de circunferéncia.

7
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17) Intersecgdo de semicirculos de centros nos pontos médios dos lados dos

quadrados que tem como base os lados do tridngulo retangulo.

Figura 80 — Obtidas a partir de semicircunferéncias.

]

N
AN

ji

Demonstracao:
Vide Apéndice II.

As provas sao similares as feitas anteriormente.

3.4. LUNULAS DE HIPOCRATES E ALGUMAS EXTENSOES DO TEOREMA DE
PITAGORAS

Nesta secdo apresentamos uma relagédo entre o Teorema de Pitagoras e as
Ldnulas de Hipécrates. Antes, porém, vamos falar um pouco sobre Hipdcrates e
como se obtém uma lunula. Pouco foi registrado sobre a sua vida, mas sabe-se que
Hipdcrates de Quios (cerca de 470 — 410 a.C) foi um excelente gebmetra. Ensinou
Geometria em Atenas e dedicou-se aos classicos problemas da época: A
Quadratura do Circulo e Duplicacdo do Cubo. Nas tentativas de quadrar o circulo,

Hipocrates calculou a area de certas “lunulas’.

Definicao: Uma linula é uma figura geométrica limitada por dois arcos
circulares de raios distintos. Uma lunula é também popularmente conhecida por
"meia-lua" ou apenas “lua”. As lunulas sdo, em geral, também referidas como

liinulas de Hipocrates.
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3.4.1. CONSTRUCAO GEOMETRICA DE UMA LUNULA

Consideremos um circulo de centro O, e corda AB. Seja M o ponto médio do
segmento AB. Construimos agora, um circulo de centro M e didmetro AB. A regiéao
exterior ao circulo de centro O e interior ao circulo de centro M forma uma lunula e

aparece destacada na Figura 81, abaixo.

Figura 81— Construgéo de uma lunula.

3.4.2. APLICACAO: AS LUNULAS NO TRIANGULO RETANGULO

Seja ABC um tridngulo retangulo, reto em A. Usando trés semicirculos: o de
didmetro BC (passando por A), o de didmetro AB e o de didmetro AC, obtemos as

lunulas <, e (. sobre os catetos como na Figura 82, a seguir.

Figura 82 — Lunulas sobre os catetos do triangulo retangulo.

C

p X|b a

Proposicao 3.14: A area do tridngulo ABC € igual a soma das areas das

l[Unulas ), e ., construidas sobre os catetos.
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Demonstracdo:
Sejam X e Y, respectivamente, as regides delimitadas pelo semicirculo de

didmetro BC e pelos catetos AC e AB, conforme a indicagao na Figura 83, a seguir.

Figura 83 — Lunulas: indicagao das areas de cada regiao.

Sendo (Awueso), A, A Ax e A, areas respectivamente do tridngulo,

das lunulas e das regides X e Y, podemos escrever:

, 2
e Area do semicirculo de diametro AC: A + Ax) = % T (g) = g b? (2);

[

, 2
¢ Area do semicirculo de didmetro AB: Ao+ A = % T (5) = g - c? (3).

Somando membro a membro as igualdades (2) e (3), obtemos:
A+ A+ Ao+ ,_;4(Y)=g- b% + g c?= g- (b2 +¢?).

Como o tridangulo ABC é retangulo, temos que a, b e ¢ satisfazem a relagéo
dada pelo Teorema de Pitagoras, de modo que a relagdo anterior pode ser reescrita
da seguinte forma:

A+ A+ Ao+ Am =5

Comparando essa ultima relagédo com a igualdade (1), obtemos:

A+ A+ Ao+ A =Awso + Ax + Aw,

0 que nos permite concluir que (A, + A = A@Bo).
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3.4.3. AS LUNULAS E UMA EXTENSAO DO TEOREMA DO PITAGORAS PARA
TRIANGULO RETANGULO ISOSCELES

O resultado que demonstraremos a seguir € consequéncia imediata da
aplicacéo feita anteriormente e pode ser considerado mais uma extensdo do

Teorema de Pitagoras.

Proposicao 3.15: Seja ABC um tridngulo retangulo e isosceles. A area das

l[unulas construidas sobre os catetos desse triangulo retangulo (is6sceles) é igual a

area da lunula construida sobre a hipotenusa.

Figura 84 — Lunulas sobre os lados do tridngulo retangulo isésceles.

Demonstracao: Seja ABC um tridngulo retdngulo reto em A e isésceles. A

lunula sobre a hipotenusa é assim construida. Considere os seguintes circulos: um
com centro em A, e raio AB (que tem a mesma medida de AC) e o outro com centro
em M, ponto médio de BC e raio MB (ou MC). A lunula desejada € a regiao exterior
ao primeiro e interior ao segundo circulo, conforme pode ser observado na Figura
84, acima.

Usaremos as mesmas notacodes feitas em 3.4.2. para as lunulas ), € /. €

acrescentaremos ~, para a lunula construida sobre a hipotenusa e (4., a sua érea.

Convém observar agora que o tridngulo ABC é isdsceles implicando que a lunula
construida sobre o cateto AB € congruente a . construida sobre AC e, portanto,
possuem a mesma area. Primeiramente, vamos mostrar que a area da Lunula «, €

igual a area do triangulo ABC.
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Observe na Figura 85, abaixo, que a soma das areas da lunula «’, com a do

setor circular BAC é igual & soma das areas do semicirculo de didmetro BC com a

area do triangulo ABC.

Figura 85 — Decomposicao das regides.

Considerando que a hipotenusa tem medida a e os dois catetos medem b,
temos que a? = 2b? e podemos escrever:

2 2 2 2 2 2 2
1 1 a 1 na b b m2b b b

A+ m b2 ———-n-(—) +- b2 = Apy= =+ - =2
4 2 2 2 8 2 4 8 2 4

b2

Logo, A= = Awso.
Mas, pela Proposicao 3.14, a soma das areas das lunulas ), € . € também
igual a area do triangulo retdngulo ABC, assim concluimos que (A + Ao = A

3.4.4. AS LUNULAS E MAIS UMA EXTENSAO DO TEOREMA DE PITAGORAS

Consideremos a seguinte construgdo de uma lunula: dado um segmento EF,
sobre esse segmento construimos um tridngulo equilatero EFG. O arco circular
definido pelos trés veértices do tridngulo serd o arco externo da lunula e o arco
interno é dado pelo arco que tem como centro o ponto M, médio de EF, conforme

pode ser observado na Figura 86, a seguir.
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Figura 86 — Outro tipo de lanula.

Lema 3: Se ¢ indica a medida de EF, entdo a area da lunula « construida a

Co(7m + 63)

partir de EF, como acima, é 4 = —

Demonstracao:

Observe na Figura 86, acima, que a area da lunula sera dada pela diferencga
entre as areas do arco externo e interno.
Para o calculo da area do arco externo note, na Figura 87, abaixo, que ele

pode ser decomposto em 2 segmentos circulares e um tridngulo equilatero.

Figura 87 — Decomposigao do arco externo.

Neste caso, a area de um segmento circular € a diferenga entre as areas do
setor circular de 120° e do tridngulo isdsceles EOG, onde O é o centro do arco

externo.

O ponto 0 é o baricentro do tridngulo equilatero, logo 0G = gh, onde h é altura
do tridngulo e, conforme visto em 3.1.2., h = %5 sendo ( a medida de EF. Dessa

forma, 0G = %

Assim, teremos as seguintes areas, ilustradas a seguir:

Figura 88 — Setor circular e seus elementos.

Area do setor circular:

) 2 2
1 (N3 C

A1=—'T['(—V) =
3 3 9
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Figura 89 —Triangulo isdsceles e seus elementos.

Area do triangulo isésceles OGE:

1 W3 W3 >3
= - sen = —
2 3 3 12

Portanto, a area (4s do setor de segmento

) 2
sera dada por (As=A; — A, = % - &lf =
_ (P(4n-3v3)

- 36 :

A area A do arco externo é entdo dada por:

P (am - § 243
A = 2+ Ay = 2- SN LV ol 13035 L (ont35),

. . . .. A L,
Como o arco interno é delimitado por uma semicircunferéncia de raio S aarea

2

4 = 1 [ nl?
A seré dada por A =2 -m- (_) =z

2

Figura 91 — Arco Interno.

Finalmente, a area (4 da lunula sera dada por:

_ABr+3v3)  all  2058n+3v3)—9nl’ _ 7nl’+ev3(
A= Ar— A= 36 T s 72 - 72

@2-(711 + 6\/§)

72

Portanto, (A =
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Agora, vamos a extenséo.

Proposicao 3.16: Dado um tridngulo retangulo ABC, sobre os lados deste
construa lunulas de maneira analoga a que foi construida anteriormente sobre o

segmento EF. Sejam ,, «, € <. essas lunulas. Entdo a éarea da lunula <,

construida sobre a hipotenusa € igual a soma das areas das lunulas <, e .
construidas sobre os catetos.

Figura 92 — Lunulas sobre o triangulo retangulo.

p

Demonstracao:

Sejam bA(x},), ,;4(&;;) e QA(x'L-),

respectivamente, as areas das lunulas

construidas sobre os lados a, b e ¢ do tridangulo retadngulo. Pelo lema anterior temos

 _a*(@Im+e6) b2 (771:+ 6) _cx(7n+e6)
que (/74(xa) =T (;4(\;,) =—F—8¢€ 4 o) = 0y

Dessa forma, usando a relagéo de Pitagoras, obtemos:

An + A )_bz-(7n+6) c2(7n+6) _ (b*+c*)(Tm+6) _
T (b O F(xXe) —

2
a’(7m+6) _ _4
72 72 72 72 = T

3.5. UMA EXTENSAO ELIPTICA

Para finalizar, vamos apresentar uma extensdo do Teorema de Pitagoras

usando elipses. Antes, porém, vamos fazer uma breve recordagédo dessa conica
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Definicao: Dados dois pontos distintos do plano, F1 e F, sejam 2c¢ a distancia
entre eles e a € R, a > c. Elipse é o lugar geométrico dos pontos P do plano cuja

soma das distancias de P a F1 e F, é constante e igual a 2a (onde 2a > 2c¢).

Figura 93 — Elipse £ e seus elementos.

Um ponto P(x, y) pertence a elipse £ < d(P, F,) + d(P, F,) = 2a > 2c.
Os elementos da elipse séao:

e Os pontos F, e F,, chamados focos.
e Areta ( que contém os focos, chamada reta focal.

e Os pontos A; e A;, chamados vértices sobre a reta focal, obtidos com a

interseccao da elipse com a reta focal £

e O segmento A;A, de comprimento 2a, chamado eixo focal ou eixo
maior.

e O centro O, ponto médio do eixo focal AA;.

e Avretal', perpendicular a {em O, reta ndo focal.

e Os pontos B; e B,, chamados de vértices sobre a reta ndo focal, dados
pela intersecao da elipse com a reta nao focal £'.

e O segmento B;B, de comprimento 2b chamado eixo ndo focal ou eixo
menor.

e O numero e = 2 denominado excentricidade da elipse. Note que
0<e<l.

e A area de uma elipse ¢ dada por n-a-b, sendo a = OA; e b = 0B;.
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Vejamos entdo a extensao.

Proposicao 3.17: Seja ABC um triangulo retangulo com hipotenusa a; e

catetos a, e as. Sobre os lados desse triangulo, construimos trés elipses, cada uma
tendo como seu eixo maior (eixo focal) exatamente um dos lados do tridngulo.

Assim, a4, a; € az séo as medidas dos eixos maiores e sejam b4, b, € b3 as medidas

. n . . by b, bs . . -
dos eixos menores (ndo focais) tais que — =~==—-=k, ou seja, as elipses s&o
1 2 3

semelhantes. Entdo, a area da elipse construida sobre a hipotenusa é igual a soma

das areas das elipses construidas sobre os catetos.

Figura 94 — Elipses sobre os lados do tridngulo retangulo.

B

a;

&2 E1

P &
g

3

Demonstracao:

Sejam g4, £; e g3 as elipses construidas, respectivamente, sobre a hipotenusa

ay e os catetos ay e az. Sejam também 04(21) , ,,4(22) e 04(53) as suas areas.

Temos que:
— .8 b1 maihy — .% b2 _ mazb; — .9 b3 _
‘74(21)_n 2 2 4 ‘74(22)_7T 2 2 4 € ‘74(53)_n 2 2
T['a3'b3

4

may%k
4

_ mai?k

Como bl — al . k’ b2 = az . k e b3 = a3 " k temOS ‘74(21) - T’ (74(22) =

. 2'k ~
€A, = =% = Logo, usando a relacdo a,? = a,? + a2, tem-se:
ma®k  maz;*k  mw(ax?+az?)k  ma,>k
‘/4 + (/4 = + = = = (,74 .
(32) (23) 4 4 4 4 (21)
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3.6. A GENERALIZACAO DE POLYA
3.6.1. UM POUCO SOBRE GEORGE POLYA

George Polya (1887 — 1985), nasceu na Hungria e foi um brilhante matema-
tico, com contribuicbées fundamentais em areas como Analise, Combinatdéria e Pro-
babilidade. Um de seus mais conhecidos livros, escrito em 1945, “How to Solve if’,
que em portugués recebeu o titulo “A Arte de Resolver Problemas”, € um trabalho
dedicado a “investigagao sobre a descoberta e invengao em Matematica”. Polya nos
brindou com uma notavel prova e generalizagdo do Teorema de Pitagoras: Se as
figuras construidas sobre os lados de um tridngulo retdngulo, independentes de sua
forma geométrica, forem semelhantes, entdo o padrdo pitagorico das dreas é satis-
feito, isto é, a drea da figura construida sobre o hipotenusa é igual a soma das dreas

das figuras construidas sobre os catetos.

3.6.2. A GENERALIZACAO DE POLYA E O TEOREMA DE PITAGORAS

Definicao: Duas figuras geométricas F e #’ sdo semelhantes se a cada ponto
A de F é possivel fazer uma correspondéncia a um e s6 um ponto A’ de F’, cha-
mado homdlogo do ponto A, de tal forma que se A e B sdo pontos quaisquer de F e
A’ e B’ sd3o seus pontos homologos em F’, entdo a razado :—B € constante, e é

IBI

denominada razdo ou coeficiente de semelhanga da figura F para a figura F’. De
modo similar ao caso de poligonos semelhantes, dizemos que AB e A’B’ s&o seg-

mentos (lados, se for o caso) homaologos.

Figura 95 — Figuras semelhantes.

F
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Observacoes:

1) O conceito de poligonos semelhantes é um caso particular do conceito
anterior.

2) Para o proximo resultado usamos uma generalizagado do Lema 2 (Segao
3.1.6.) para figuras semelhantes quaisquer, ou seja: A razdo entre as dreas
de duas figuras semelhantes quaisquer estdo entre si assim como o
quadrado da razdo de semelhanca. Uma prova deste fato pode ser
encontrada em LIMA (1991, p49) usando a ideia de aproximagdes por

retangulos.

A proposi¢ao a seguir foi enunciada e demonstrada por Polya.

Proposicao 3.18 (Polya): Sejam 7, ¢ e # trés figuras semelhantes,
construidas, respectivamente, sobre a hipotenusa e os catetos de um tridngulo
retdngulo. Se os lados (segmentos) do tridngulo retdngulo sdao lados homodlogos
(correspondentes) aos lados das figuras semelhantes que os contém, entdo as

areas A, A € Aw) satisfazem a relagéo A = A + A (padréo pitagorico).

Demonstracao:

Faremos a demonstragdo em duas etapas. Na primeira, mostraremos que se
a relagao entre areas for satisfeita para uma terna particular de figuras semelhantes
construidas sobre os lados de um tridngulo retangulo, entdo sera satisfeita para
qualquer outra terna de figuras semelhantes construidas sobre esses mesmos lados.
Na segunda etapa exibiremos uma terna particular de figuras semelhantes
construidas sobre os lados de um tridngulo retangulo, que satisfazem a condi¢ao
enunciada na proposicao, isto é, sdo semelhantes e satisfazem o padrao pitagérico

(relagao entre areas).

12 Etapa: Seja ABC um triangulo retangulo, cuja hipotenusa e catetos medem,
respectivamente, a, b e c. Sejam F, ¢ e #, trés figuras semelhantes construidas,
respectivamente, sobre a hipotenusa e os catetos do tridngulo ABC, para as quais,

seja valida a relagéo A7) = A« + Aw), vide Figura 96, a seguir.
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Figura 96 — Figuras semelhantes construidas sobre os lados do tridngulo retangulo.

W’

FH
Se F’, ¢’ e #’ séo outras trés figuras semelhantes construidas, respectiva-

mente, sobre a hipotenusa e catetos do triangulo ABC, na mesma ordem que as
anteriores e lembrando que a razéo entre as areas de duas figuras semelhantes é
igual ao quadrado da razao de semelhancga entre elas (observagao anterior, item 2),
podemos escrever:

,,4(9.)_(,4(7)_(2)2 o 04(93_(74(9)_(2)2
Agy A b Aawy  Aay N\

Aoy _ Fey

Logo,
? Ao A

A A , , Ay Aoy A
TG - (%), 0 que nos permite concluir que ) =) ")

= , cujo valor
04(9’) 174(5«3) ‘74(57) ‘74(6) ‘/4(%)

comum denotaremos por m. Assim, 04(9,'): m-DA(gy), a4(g'): m-OA(g) e

Aey= m A
ENt0, A oy A= Moyt MicAgpy = Ay + Aun) = M =

=a4(9=v), ou seja, 04@.)@4(%-):04(91-).

2% Etapa: Devemos mostrar que é possivel construir 3 figuras semelhantes,
T, G e #, sobre os lados do triangulo retangulo ABC que, de acordo com a hipd-
tese, satisfazem a relagéo entre areas.

Sendo D o pé da altura relativa a hipotenusa do triangulo ABC (Figura 97), te-
mos trés triangulos semelhantes. Podemos tomar uma cépia do tridngulo ABC com
sendo a figura F, do triangulo ABD como a figura ¢ e do triangulo ACD como a fi-

gura #. Temos entdo uma terna de figuras semelhantes que satisfazem as condi-

¢bes da proposi¢cao. Note que 04(9,) =a4(g) +,;4(5L€), pois Awnec)y = Anep) +

+ Aac).
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Figura 97 — Altura relativa a hipotenusa do tridangulo retangulo .

B

A C

A Figura 98, a seguir, ilustra os 3 tridngulos construidos sobre os lados do
tridangulo ABC, onde A’ é a reflexdo do ponto A em relagdo a hipotenusa BC, D’ e D”

séo as reflexdes de D, respectivamente, em relagdo aos catetos AB e AC.

Figura 98 — Construcao dos trés triangulos semelhantes sobre os lados do tridngulo retangulo.

Observamos que a relagdo entre areas para triangulos semelhantes
(quaisquer) foi provada na Proposicdo 3.3, usando o Teorema de Pitagoras.
Entretanto, para os trés triangulos semelhantes considerados acima, a relagéo entre
areas se verifica sem usar o Teorema de Pitagoras. Assim, o Teorema de Pitagoras
pode ser obtido como uma consequéncia do teorema anterior, uma vez que 0S

quadrados sao semelhantes.

Uma pergunta natural é: na generalizagdo de Polya é realmente necessario
que o triangulo seja retangulo? Analisando superficialmente, tem-se a impressao
que a extensdo se aplicaria a qualquer tipo de triangulo. Na proposigdo seguinte

encontramos a resposta.
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Proposicédo 3.19: Num tridngulo ABC, com lados de medidas x, y e z, sdo

construidos sobre os seus lados, respectivamente, figuras semelhantes, 7, ¢ e #,

tal que as suas areas satisfagam a relagdo A = A + Aw) € os vertices do

triangulo s&o pontos homodlogos das figuras que os contém, entdo ABC é retangulo

de hipotenusa x.

Figura 99 — Figuras semelhantes sobre os lados de um tridngulo qualquer.

Demonstracao:

Sendo 7, (§ e #{ figuras semelhantes, podemos escrever:

2

Ao _ (X)Z _r, Ay _ 5)2 _z*
Agy  \x BECRFU O Ay (X = A=z Ao
Entdo:
y?2 z?2 y2+z2
) = Ao+ A = Ao =T A T e DA T T A

y2+ZZ

x2

=1= = x2=y?2+z2 = x, y e z sdo respectivamente, as medidas da

hipotenusa e catetos de um tridngulo retangulo (pela reciproca do Teorema de

Pitagoras, Proposicao 2.12, Segao 2.3.).

Observacoes:
1) De acordo com a Proposigéo 3.19, fica claro entédo, que a generalizagao de

Polya s6 se aplica mesmo a tridngulos retangulos.

2) Quase todas as extensbes apresentadas anteriormente, em que as figuras
possuem como um de seus lados um lado do triangulo retédngulo séo, de
fato, casos particulares da generalizagdo de Polya, pois se tratavam de

figuras semelhantes.
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3.7. A GENERALIZACAO DE PAPPUS
3.7.1. UM POUCO SOBRE PAPPUS

Pappus de Alexandria (c. 290 — 350) foi um dos ultimos grandes matematicos
gregos da antiguidade. Apesar de pouco se saber sobre a sua vida, sabe-se que ele
foi um importante pesquisador e autor de muitos textos sobre cientistas da antiga
civilizagdo grega. Pappus raramente alegou possuir ideias originais, mas tinha o olho
voltado para obras de seus predecessores. Umas das suas mais famosas obras,
“Synagoge” (340 d. C.), ou “Colecdo Matemdtica” € uma composi¢cao de oito livros,
onde sao encontrados relatos e novas provas e temas suplementares para varias
proposi¢cdes de Arquimedes, Euclides, Apolonio e Ptolomeu. Muitos de seus estudos
foram o ponto de partida para a invengdo da Geometria Analitica por Descartes
(1596 — 1650), 13 séculos depois. Curiosamente, foi Pappus que formulou a
conjectura de que o formato em hexagono dos favos de mel é o que permite
armazenar a maior quantidade de mel com o menor gasto de cera. Também ficaram
famosos os seus estudos sobre centros de gravidade de sodlidos e superficies de

revolucéo, e sobre sec¢des conicas.

3.7.2. A GENERALIZACAO DE PAPPUS E O TEOREMA DE PITAGORAS

Finalizando este capitulo sobre as extensdes e generalizagdes do Teorema
de Pitagoras, vamos ver mais uma interessante “generalizagao”.

O resultado a seguir, foi proposto e provado por Pappus e pode ser
considerado uma generalizagao do Teorema de Pitagoras, uma vez que o Teorema
de Pitagoras é obtido como um caso particular dele. Surpreendentemente, tal
resultado ndo exige que o triangulo, sobre cujos lados, constroem-se as figuras, seja

retangulo.

Proposicéao 3.20 (Pappus): Seja ABC um tridngulo qualquer e sobre dois de

seus lados construimos dois paralelogramos quaisquer, ABDE e ACFG, como na

Figura 100, a seguir. Entdo é possivel construir sobre o outro lado desse tridngulo,
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um terceiro paralelogramo, BCHI, cuja area seja igual a soma das areas dos outros

dois ja construidos.

Figura 100 — Paralelogramos sobre os catetos do triangulo retangulo.

G

Demonstracao:

Inicialmente, vamos proceder a construcdo do terceiro paralelogramo,
seguindo o raciocinio de Pappus, e depois, provar que a relagdo entre as areas é
satisfeita.

1°) Construcdo: Sejam M a interseccao entre as retas suportes do lado DE e
FG e N a intersecgdo da reta MA com o lado BC, vide figura auxiliar abaixo. Sobre

MA, consideremos o ponto P, tal que MA = NP. Sejam ( a reta passando por P e

paralela a BC, e 2 e 4, respectivamente, as retas passando por B e C paralelas a reta

MA. Sejam I e H, respectivamente, a intersecgéo da reta ( com as retas 2 e 4. O

quadrilatero BCHI é um paralelogramo, construido por Pappus, que satisfaz a

relagdo proposta.

Figura 101 — Construgao de Pappus.
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2°) Mostremos que a area do paralelogramo BCHI é igual a soma das areas
dos paralelogramos ABDE e ACFG.

Sejam Q o ponto de intersecgéo entre a reta 2 e DE e K o ponto de intersec-
¢éo da reta 4 com FG.

Observe que o paralelogramo BNPI tem a mesma area que o paralelogramo
ABQM, (Figura 101), pois tem a mesma base (AM = NP, por construgdo) e tem a
mesma altura, pois estdo situados entre duas retas paralelas, fato ja provado na

Proposigéo 2.1. Os triangulos BDQ e AEM s&o congruentes, entéo .4spe) = Ansawm),
pois Amepe) = =Aw@pa) + Ansag) € Ansavy = Anevy + Awear). L0go, AaspE)
= Ansam) = AEBNPI).

De modo analogo, mostramos que (Anacre) = AcCNPH)-

Desta forma, A4 asoE) + (AncFe) = AeNpl) +ACNPH) = ABCHI)-

Assim mostramos que o paralelogramo BCHI, construido sobre BC, €
realmente o paralelogramo que satisfaz a generalizacdo de Pappus.

Corolario (Teorema de Pitagoras): Se na Proposigédo 3.20 o triangulo ABC é
retdngulo e construimos quadrados sobre os catetos do tridngulo (retangulo) entdo a
construcdo de Pappus nos levara a um outro quadrado e portanto obtemos o

Teorema de Pitagoras.

Figura 102 — Construgéo de Pappus — Teorema de Pitagoras.

M
. \‘\

e e T et
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Demonstracao:

Devemos mostrar que BCHI € realmente um quadrado, para concluir que o
resultado de Pappus realmente se trata de uma extensédo do Teorema de Pitagoras.

Primeiramente, vamos mostrar que NP = BC.

Observe que, por construcdo, AEMG é um retangulo e os triangulos GAM e
ABC s&o congruentes. Assim, BC = AM e como, por construgdo, NP = AM, segue
que NP = BC.

Agora vamos mostrar que o angulo BNP é reto.

De fato, observe que os angulos BAN e MAG s&o congruentes, pois s&o
opostos pelo vértice e que ABN é congruente a GMA (os triangulos ABC e GMA s&o
congruentes). Logo, ANB é congruente a AGM, que por construgdo, é reto. Como
BNP e ANB s&o suplementares, temos que BNP é reto.

Por construgdo, BI, CH e NP sdo paralelos, logo podemos concluir que o
paralelogramo BCHI é, na realidade, um quadrado. Portanto, aplicando aos trés

quadrados a relacédo garantida por Pappus, obtemos 4aspk) + Aacre) = ABcHi).-

Observacoes:

1) Note que os paralelogramos construidos de acordo com a construgéao de
Pappus, em geral, ndo sdo semelhantes.

2) Claramente poder-se-ia construir no lado BC um paralelogramo

satisfazendo o padrao de area, basta considerar BC como base e altura

A +A - .
h= w. Mas vale ressaltar que na demonstracdo realizada por

Pappus, conforme o costume da época, era comum as construgdes

geomeétricas com o uso de régua e compasso.
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CAPITULO 4 — PROPOSTA DE ATIVIDADES EM SALA DE INFORMATICA COM
O USO DO SOFTWARE GEOGEBRA

OBJETIVOS GERAIS: O desenvolvimento da sequéncia de atividades tem
como objetivo levar o aluno a perceber a validade do Teorema de Pitagoras em
termos de equivaléncia de areas dos quadrados construidos sobre os lados de um
triangulo retangulo qualquer e depois algumas extensdes do Teorema de Pitagoras
em termos de equivaléncia de area para figuras semelhantes quaisquer construidas

sobre os lados do triangulo retangulo.

PUBLICO ALVO: Foi proposto e desenvolvido duas sequéncias de ativida-
des. Uma mais ampla, com algumas extensdes do Teorema de Pitagoras, aplicada
para alunos do 1° ano do Ensino Médio e outra, somente com equivaléncia de areas

de quadrados, aplicada para alunos da 62 série/7° ano do Ensino Fundamental.

PRE-REQUISITOS: Para desenvolver tais atividades os alunos devem
possuir conhecimentos prévios, como nogdes sobre poligonos, célculo de areas, e

alguma familiaridade com o uso de computadores e seus recursos.

MATERIAIS E TECNOLOGIAS: Nao ha como negar que a informatica e os
recursos tecnoldgicos sdo uma realidade na vida pessoal e social de quase todos os
cidadaos e esta presente em praticamente todos os ramos do conhecimento. Na
educagao, desde que seja bem utilizado, podera ser um recurso de grande
importancia para o aprendizado. Uma aula bem preparada usando, por exemplo,
recursos computacionais, pode entusiasmar o aluno, agugando a sua curiosidade
em relagdo ao que esta sendo ensinado, tornando o aprendizado mais atrativo,
divertido e interessante. Vale ressaltar que o computador nada mais € do que uma
ferramenta, e os recursos tecnologicos devem servir como extensdes do professor,
nunca o substituira. Com relagdo ao uso de recursos tecnolégicos, o Curriculo do
Estado de S&o Paulo — Matematica e suas Tecnologias (SAO PAULO, 2011),

destaca:
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[...] certamente os numerosos recursos tecnoldgicos disponiveis para
utilizagdo em atividades de ensino encontram um ambiente propicio para
acolhimento no terreno da Matematica: maquinas de calcular,
computadores, softwares para a construcdo de graficos, para as
construgcbes em Geometria e para a realizagdo de calculos estatisticos sédo
muito bem-vindos, bem como 0 seu uso serd crescente, inevitavel e
desejavel, salvo em condi¢gbes extraordinarias, em razdo de extremo mau
uso. (SAO PAULO, 2011, p. 33 — 34).

Nas atividades com o uso de informatica que desenvolvemos neste trabalho,

usamos o software GeoGebra. O GeoGebra é um software de Geometria Dinamica,

onde através dele sdo possiveis a constru¢do de pontos, segmentos, retas,

poligonos, segdes conicas, construgado de graficos de fungdes, entre outros. O mais

interessante é, que, depois de construido os objetos, € possivel manipula-los

dinamicamente, facilitando a aprendizagem e a constatacdo de resultados. Outra

vantagem do software GeoGebra, é que ele permite, num Unico ambiente, visualizar

as caracteristicas geomeétricas e algébricas de um mesmo objeto. O GeoGebra é

gratuito e o seu download pode ser feito na propria pagina do desenvolvedor do

programa, disponivel em <http://www.GeoGebra.org/cms/pt_ BR/download/>.

Figura 103 — Interface do software GeoGebra.

T B
7 3.2.2. quadrados com guadrados nos pontos medios.ggb E@Iﬂ
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
- &
I A . . @ 8 4 \- B} D
\ [~ { a ABC a=2 )
l% .v/v"*frv‘v v\"‘/v * N & v‘%’v y
» Janela de Algebra b Janela de Visualizagao
----- 3 §=(0, 0.55) -
----- 0 T={-0.55,1.1)
----- 2 U={(-1.1,0.55)
= Quadrildtero
----- @ pol2=53T

Entrada:

9!
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RECOMENDACOES METODOLOGICAS: Deve-se organizar as atividades
com uma sequéncia didatica a fim de proporcionar alguns questionamentos aos
alunos, com campos e tabelas a serem preenchidos, promovendo uma interacéo
entre o aluno e o software. A sala de informatica deve ser organizada anteriormente,
e estar preparada para receber uma quantidade adequada de alunos, pois muitos
alunos num s6 computador pode prejudicar o andamento desejado na realizagao
das atividades. Recomenda-se instalar o software com antecedéncia e verificar o

seu correto funcionamento.

DIFICULDADES PREVISTAS: Alguns alunos poderao apresentar dificuldades
com relagdo ao uso do computador ou em relagdo ao software. E importante dedicar
um tempo, antes de iniciar as atividades, para que os alunos fagam uma exploragao
livre do software GeoGebra, objetivando estimular a sua curiosidade sobre as suas
ferramentas basicas, principalmente aquelas que mais serdo usadas no decorrer das

atividades.

ATIVIDADES PROPOSTAS: Dividimos as atividades em duas partes, sendo
que a primeira foi proposta para turmas de alunos que ja tiveram contato com o
Teorema de Pitagoras e a segunda, para uma turma que ainda n&o teve contato

com o teorema.

4.1. PARTE I: ATIVIDADES PROPOSTAS PARA ALUNOS QUE JA TIVERAM

CONTATO COM O TEOREMA DE PITAGORAS, A PARTIR DA
82 SERIE/9°ANO

ATIVIDADE 1

OBJETIVOS ESPECIFICOS: Construir quadrados sobre os lados de um triangulo
retangulo e verificar a validade do Teorema de Pitdgoras em termos de equivaléncia
de areas.

PUBLICO ALVO: A partir do 82 série/9° ano do Ensino Fundamental (no caso,
aplicou-se para uma turma de 1° ano do Ensino Médio).

TEMPO PREVISTO: 2 horas aulas.
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ATIVIDADE DESENVOLVIDA:

(1) Vamos construir um triangulo ABC que tenha um lado medindo 3 e outro medindo 4
unidades, usando os pontos dos eixos cartesianos, como na figura a seguir. Para isso,
clique na Caixa 1 e selecione a ferramenta “Novo ponto” () marque 3 pontos, com
as seguintes coordenadas: A(0,0), B(0,3) e C(4,0). Modo de construcéo: para construir o
ponto A fixo na origem, passe o mouse ao redor da origem, quando aparecer a
mensagem de um clique e o ponto A sera construido na origem do sistema
cartesiano, nao podendo ser manipulado. Da mesma forma, para construir o ponto B no
eixo das ordenadas, clique ao redor do ponto (0, 3) e quando aparecer a mensagem
dé um clique, fixando o ponto no eixo das ordenadas. De modo analogo, ao
posicionar o mouse ao redor de (4, 0), surgira a mensagem [Exex], que fixard o ponto no
eixo das abscissas. Dessa maneira, o ponto B se movimentara somente pelo eixo Y e o
ponto C, pelo eixo X. -

Agora, clique na Caixa 5 e selecione a ferramenta “Poligono” (@), e vamos construir
nosso tridngulo, para isso, clique nos pontos A, B, C e novamente em A. Vocé deve
obter uma figura como esta:

[roeecmn R ——

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

Ll Al rlolelalxed] «)

I

e
» Janela de Algebra (=] [~ Janela de Visualizagdo
= Ponto I
L@ A=(0,0)
L@ B=(0,3) 8
L@ C=(4,0)
= Segmento
L@ oa=5 5
L@ b=4
L@ oe=3
= Tridngulo a4
L@ pol=6

o

~ Janela de Visualizagio

(2) Vamos “esconder” os eixos cartesianos, para isso clique em [LJE

(3) Vamos medir o valor do angulo BAC, clique na Caixa 8, selecione “Anqulo” (| 4.)) e a
seguir, nessa ordem, nos pontos C, A e B. O valor do angulo deve aparecer junto ao
angulo A. Agora responda:

a) Quanto vale o angulo CAB?

b) Qual o nome que recebem os triangulos que possuem um angulo reto?

¢) Como se chama o lado (do tridngulo) oposto ao angulo reto?
E qual o nome dos outros dois lados desse triangulo?

Cliqgue em “Arquivo” e “Gravar Como’ e salve o arquivo com o nome de tridngulo
retdngulo. Nas Atividades 2, 3 e 4, utilizaremos essas mesmas construgdes iniciais.

(4) Agora, vamos construir 3 quadrados, cada um qul,.gmkeguhA (o)
tendo como base um lado do triangulo. Para isso
clique, novamente na Caixa 5, selecione a @
ferramenta “Poligono Reqular’ ( !.-). Clique

inicialmente no ponto B e depois em C, e uma ancelar
caixa como a abaixo surgira:
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Digite 4 e dé OK, entdo um quadrado devera ser construido sobre o lado BC. Repita
este procedimento para os lados AB e CA. No final, vocé devera ter uma figura como a

esta:

OBSERVACAO: Se o quadrado
ficar desenhado do outro lado,
com pontos em comum com O
interior do  triangulo  (como
abaixo), basta desfazer (Ctrl + z) e
refazer o procedimento, mas
F agora clicando primeiro no outro
ponto do lado onde se pretente
construir o quadrado (dica: seguir
o sentido horério).

(5) Agora vamos conferir a medida dos lados. Para isso va novamente a Caixa 8 e
selecione a ferramenta “Distancia, Comprimento ou Perimetro” () e depois clicar
sobre os lados AC, AB e BC.

(6) Agora responda:

(a)
(b)

(0
(d)

(e)

Quais sdo as medidas dos catetos do tridngulo retangulo construido?
AB= e AC = . E a hipotenusa? BC = .
Qual é a area do quadrado que tem o cateto AB como um lado?

E a area do quadrado que tem o cateto AC como um lado?

Qual a area do quadrado que tem a hipotenusa BC como lado?

Para conferir se vocé acertou, clique na Caixa 8 e selecione a ferramenta “Area
(“%4). Clique no interior do quadrado construido sobre o lado AC, devera aparecer o
valor da area desse quadrado. Repita este procedimento para os quadrados
construidos sobre os lados AC e AB.

Agora some as areas dos quadrados construidos sobre os catetos. Quanto €7?
3+4°=_

Compare a soma das areas dos quadrados que tem os catetos como lado, obtido
em (e) com a area do quadrado que tem a hipotenusa como lado. Analisando as
areas desses quadrados, o que é possivel observar?

(7) Sera que foi coincidéncia? So6 dara certo para esse tridngulo de lados 3, 4 € 5?

Vamos alterar o valor do lado do tridngulo retadngulo e analisar o que acontece com as
areas dos quadrados construidos sobre os lados. Para isso, selecione na Caixa 1 a
ferramenta “mover’(| : ) e altere as posigdes dos pontos B e/ou C. Observe que mesmo
alterando as posigdes dos pontos B e C, o angulo BAC continua sendo de 90° e o
triangulo ABC permanecera sendo retangulo. Faga pelo menos 3 alteragbes e anote os
valores obtidos na tabela a seguir:
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Area do Area do Soma das Area do
quadrado quadrado areas dos quadrado
construido construido quadrados construido

sobre o cateto sobre o cateto construidos so- sobre a
AB. AC. bre os catetos. hipotenusa.
(Area =E2) (Area =AC?) (AB? +KE2) (Area = BC?)
1)
2)
3)

Agora, compare os valores das duas ultimas colunas, ou seja, AB’ + AC° COmM BC .
O que podemos concluir sobre esses dois valores?

Essa atividade nos permite tirar a seguinte conclusio:

CONCLUSAQ: Nestes triangulos retangulos que foram construidos, a soma dos
quadrados das medidas dos é igual ao quadrado da
medida da !

Esse resultado ndo vale apenas para estes casos particulares. Temos um teorema que nos
diz que “Para todo tridngulo retidngulo, a area do quadrado construido sobre a
hipotenusa é igual a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos”.

Esse é o famoso Teorema de Pitdgoras!

Simbolicamente ou de forma resumida, se um tridngulo retdngulo tem hipotenusa com
medida a e catetos medindo b e ¢, entao:

B

¢ [a2:b2+c2]

ATIVIDADE 2

OBJETIVOS ESPECIFICOS: Construir triangulos equilateros sobre os lados de um
tridangulo retangulo e verificar a validade de extensdes do Teorema de Pitagoras em
termos de equivaléncia de areas, porém agora, as figuras construidas sao triangulos

equilateros.
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PUBLICO ALVO: A partir do 82 série/9° ano do Ensino Fundamental.
TEMPO PREVISTO: 1 hora aula.
ATIVIDADE DESENVOLVIDA:

Na Atividade 1, construimos quadrados sobre os lados de um tridngulo retangulo e
verificamos que a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos € igual a
area do quadrado construido sobre a hipotenusa. Nesta atividade vamos verificar se esse
padrao ocorre com outras figuras construidas sobre os lados do tridngulo retangulo, mais
precisamente quando trabalhamos com tridngulos equilateros.

(1) Para comecar, observe a figura ao lado, onde foram
construidos triangulos equilateros sobre os lados do tridngulo
retangulo de lados 3, 4 e 5. Considerando a area de triangulo
de lado 1 (A) como sendo a unidade de area, responda:

a) Qual é a area do triangulo construido sobre o cateto de
medida 3? A, = .

b) Qual é a area do triangulo construido sobre o cateto de
medida 4? A, = .

c) Qual é a area do triangulo construido sobre a hipotenusa
(medida 5)? Az=

d) Qual é o valorde A; + A, =

Compare esse resultado com As.

O que podemos concluir?

Observa-se que o “padrao pitagorico” das areas funcionou para este tridngulo retangulo (de
lados 3, 4 e 5), com tridngulos equilateros construidos sobre os seus lados. Sera que valera
também para triangulos equilateros construidos sobre os lados de tridngulo retangulo
qualquer. E o que vamos verificar.

(2) Inicialmente vamos construir um tridngulo retadngulo como nos passos (1) e (2) da
Atividade 1, ou abra o arquivo “tridngulo retdngulo.ggh” que vocé salvou anteriormente.

(3) Construir agora tridngulos equilateros sobre cada [« eoligono Reguiar g
lado deste tridngulo. Para isso, clique na Caixa 5,

Vértices
selecione a ferramenta “Poligono Reqular’ (I.-). ||,

Clique inicialmente no ponto B e depois em C, e uma ——
. . OK C |
caixa como a do lado surgira: (oK ] [ cancelar |

Digite 3 e dé OK, entado um tridngulo equilatero sera construido sobre o lado BC. Repita este
procedimento para os lados AB e CA. No final, vocé devera ter uma figura similar a esta ao
lado:

1" (4) Clique na Caixa 8 e selecione a ferramenta “Area’ ('&). Clique
/ ;‘ no interior do tridngulo equilatero construido sobre o lado BC,
- " devera aparecer o valor da area desse tridngulo. Repita este
procedimento para os tridangulos construidos sobre os lados AC e
AB.

(5) Some as areas dos triangulos construidos sobre os catetos AB
e AC e a compare com a area do triangulo construido sobre a
hipotenusa BC. O que se verifica?
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(6) Na Caixa 1, selecione a ferramenta “mover” (@) e altere as posi¢des dos pontos B

elou C. Faga pelo menos 3 alteragdes e anote os valores obtidos na tabela a seguir:

Area do trian-
gulo construido
sobre o cateto

Area do trian-
gulo construido
sobre o cateto

Soma das
areas dos trian-
gulos construi-

Area do trian-
gulo construido
sobre a hipote-

AB. AC. dos sobre os nusa BC
(Area = Aq) (Area = A2) catetos. (Area = A3)
(A1 +A2)
1)
2)
3)

Agora, compare os valores das duas ultimas colunas, ou seja, (A; + Az) com Az. O que
podemos concluir sobre esses dois valores?

CONCLUSAO:

ATIVIDADES 3 e 4
OBJETIVOS ESPECIFICOS: Construir poligonos regulares e semicirculos sobre os

lados de um tridngulo retangulo e obter extensdes do Teorema de Pitagoras em

termos de equivaléncia de areas.

PUBLICO ALVO: A partir do 8 série/9° ano do Ensino Fundamental.
TEMPO PREVISTO: 1 hora aula.

ATIVIDADES DESENVOLVIDAS:

ATIVIDADE 3

Nesta atividade iremos construir outros poligonos regulares sobre os lados de um triangulo
retangulo.

(1) Com o arquivo “trigngulo retdngulo.ggb” aberto, vamos construir um poligono regular de
qualquer numero de lados sobre os lados do triangulo retangulo (vocé deve construir o
poligono com o mesmo numero de vértices em todos os lados do tridngulo). Para isso basta
repetir os passos do item (3) da Atividade 2, digitando o nimero de lados que se deseja na
caixa:

% Poligono Regular 2

Vértices

oK Cancelar
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(2) Vamos calcular, usando o GeoGebra, a area de cada um desses poligonos e verificar se
ocorre o padréo pitagorico para essas areas, ou seja, se a soma das areas dos poligonos
construidos sobre os catetos € igual a area do poligono construido sobre a hipotenusa.

CONCLUSAO:

ATIVIDADE 4

Sera que o padrao pitagérico das areas é valido para figuras que ndo sejam poligonos? E o
gue vamos verificar nessa atividade.

(1) Vamos construir sobre os lados do triangulo retadngulo semicirculos. Com o arquivo
“tridngulo retdngulo.ggb” aberto, encontrar o ponto médio de cada um dos lados do triangulo,
para isso, clique na Caixa 2 e selecione a ferramenta “Ponto Médio ou Centro” (."). Cli-
que sobre cada lado do tridngulo e o ponto médio sera determinado sobre os lados. A seguir
clique na Caixa 6 e selecione “Setor Circular dado o Centro e dois pontos” (Iﬂ ), clique
no ponto médio da hipotenusa, e a seguir nos pontos C e B. Faga o0 mesmo para os catetos
AB e AC. Vocé ira obter uma figura semelhante a seguinte:

(2) Calcular, usando o GeoGebra, a area de cada um desses semicirculos e verificar se
ocorre o padrdo pitagdrico para essas areas.

CONCLUSAO:
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4.2. PARTE II: ATIVIDADE PROPOSTA PARA ALUNOS DA 6° SERIE/7°ANO,
QUE AINDA NAO TIVERAM CONTATO COM O TEOREMA DE PITAGORAS

Nesta parte a atividade, inicialmente, € a mesma proposta para a 82 série/9°
ano. Porém, no final, analisamos a ndo veracidade da relagdo entre as areas quando
o triangulo n&o for retangulo (passos (8) a (10), p. 97). Esta proposta surgiu apos a

aplicacao das atividades da Parte I, e em fungcdo de estar ministrando aulas para a

turma da 62 série/7° ano.

ATIVIDADE 1

OBJETIVOS ESPECIFICOS: Construir quadrados sobre os lados de um triangulo
retangulo e verificar a validade do Teorema de Pitdgoras em termos de equivaléncia
de areas.

PUBLICO ALVO: 62 série/7° ano do Ensino Fundamental.

TEMPO PREVISTO: 2 horas aulas.

ATIVIDADE DESENVOLVIDA:

(1) Vamos construir um triangulo ABC que tenha um lado medindo 3 e outro medindo 4
unidades, usando o0s pontos dos eixos cartesianos, como na figura a seguir. Para isso,
clique na Caixa 1 e selecione a ferramenta “Novo ponto” (||.*| ) marque 3 pontos, com
as seguintes coordenadas: A(0,0), B(0,3) e C(4,0). Dica de construcdo: para construir o
ponto A fixo na origem passe o mouse ao redor da origem, quando aparecer a
mensagem de um clique e o ponto A sera construido na origem do sistema
cartesiano, ndo podendo ser manipulado. Da mesma forma, para construir o ponto B no
eixo das ordenadas, clique ao redor do ponto (0, 3) e quando aparecer a mensagem
dé um clique, fixando o ponto no eixo das ordenadas. De modo analogo, ao
posicionar o mouse ao redor de (4, 0), surgira a mensagem [Exox], que fixard o ponto no
eixo das abscissas. Dessa maneira, o ponto B se movimentara somente pelo eixo Y e o
ponto C, pelo eixo X. -

Agora, clique na Caixa 5 e selecione a ferramenta “Poligono” (M), e vamos construir
nosso tridngulo, para isso, clique nos pontos A, B, C e novamente em A. Vocé deve

obter uma figura como a seguinte:

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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= Triangulo
7 pol1=6
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~ Janela de Visualizagao

(2) Vamos “esconder” os eixos cartesianos, para isso clique em [

(3) Vamos medir o valor do angulo BAC, clique na Caixa 8, selecione “Angulo” ( <4.)) e a
seguir, nessa ordem, nos pontos C, A e B. O valor do angulo deve aparecer junto ao
angulo A. Agora responda:

a) Quanto vale o angulo CAB?

b) Qual o nome que recebem os tridngulos que possuem um angulo reto?

¢) Como se chama o lado (do tridngulo) oposto ao angulo reto?
E qual o nome dos outros dois lados desse triangulo?

(4) Agora, vamos construir 3 quadrados, cada UM [ Poligono Regular (o]
tendo como base um lado do tridngulo. Para isso
clique, novamente na Caixa 5, selecione a @
ferramenta “Poligono Reqular” (I:). Clique ——————
inicialmente no ponto B e depois em C, e uma Lok ] L cancelr |
caixa como a do lado surgira:

Digite 4 e dé OK, entdo um quadrado devera ser construido sobre o lado BC. Repita
este procedimento para os lados AB e CA. No final, vocé devera ter uma figura como a
esta:

E OBSERVACAO: Se o quadrado
ficar desenhado do outro lado,
com pontos em comum com O
interior do tridngulo  (como
g abaixo), basta desfazer (Ctrl + z) e
refazer o procedimento, mas
agora clicando primeiro no outro
ponto do lado onde se pretende
construir o quadrado (dica: seguir
[a} 0" o sentido horério).

E

H |

(5) Agora vamos conferir a medida dos lados. Para isso va novamente a Caixa 8 e
selecione a ferramenta “Distdncia, Comprimento ou Perimetro” () e depois clicar
sobre os lados AC, AB e BC.

(6) Agora responda:

(a) Quais séo as medidas dos catetos do tridngulo retangulo construido?
AB= e AC = . E a hipotenusa? BC = .

(b) Qual é a area do quadrado que tem o cateto AB como um lado?

E a area do quadrado que tem o cateto AC como um lado?

(¢) Qual a area do quadrado que tem a hipotenusa BC como lado?

(d) Para conferir se vocé acertou, clique na Caixa 8 e selecione a ferramenta ‘Area
("#). Clique no interior do quadrado construido sobre o lado AC, deveréa aparecer o
valor da area desse quadrado. Repita este procedimento para os quadrados
construidos sobre os lados AC e AB.

(e) Agora some as areas dos quadrados construidos sobre os catetos.

Quanto é? 3°+4° =




97

(/) Compare a soma das areas dos quadrados que tem os catetos como lado, obtido
em (e) com a area do quadrado que tem a hipotenusa como lado. Analisando as
areas desses quadrados, o que é possivel observar?

(7) Sera que foi coincidéncia? So6 dara certo para esse tridngulo de lados 3, 4 € 5?
Vamos alterar o valor do lado do tridngulo retdngulo e analisar o que acontece as suas
areas dos quadrados construidos sobre os lados. Para isso, selecione na Caixa 1 a
ferramenta “mover” (M) e altere as posi¢des dos pontos B e/ou C. Observe que més-
mo alterando as posigdes dos pontos B e C, o angulo BAC continua sendo de 90° e o
triangulo ABC permanecera sendo retangulo. Faga pelo menos 3 alteragbes e anote os
valores obtidos na tabela abaixo:

Area do Area do Soma das Area do
quadrado quadrado areas dos quadrado
construido construido quadrados construido

sobre o cateto sobre o cateto construidos so- sobre a
AB. AC. bre os catetos. hipotenusa.
(Area =AB? ) (Area =A_C2) (EZ +A—C_2) (Area = BC?)
1)
2)
3)

Agora, compare os valores das duas ultimas colunas, ou seja, AR’ + AC_ com BC . O que
podemos concluir sobre esses dois valores?

(8) Sera que isso acontece com triangulo qualquer que nao seja retdngulo?
Vamos verificar. Clique na Caixa 5 e selecione a ferramenta “Poligono” ( H) e vamos
construir um triangulo qualquer. Para isso, clique em 3 pontos quaisquer, e depois,
novamente no primeiro ponto. Meca todos os angulos usando a ferramenta “Angulo”
(@) na Caixa 8, e certifique-se que nenhum dos angulos seja de 90°.

(9) Construa quadrados em cada lado deste triangulo. Para tanto, repita os passos do item

(4).

(10) Calcule a area de cada um desses quadrados, repetindo os procedimentos feito em
(6), item (d). Somar as areas dos quadrados construidos sobre os dois lados menores
e compare com a area do quadrado construido sobre o lado maior. Esses valores sao
iguais?

(11) Essa atividade nos permite tirar a seguinte concluséo:
Nos TRIANGULOS RETANGULOS, a soma dos quadrados das medidas dos
é igual ao quadrado da medida da !

Temos um teorema que nos diz que “Para todo tridngulo retangulo, a area do
quadrado construido sobre a hipotenusa é igual a soma das areas dos
quadrados construidos sobre os catetos”. Esse € o famoso Teorema de Pitdgoras,
que voceé ira aprender no 8° ano!

Ainda, quando o tridngulo ndo é retangulo isso ndo vale.
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De forma resumida, se um tridngulo retangulo tem hipotenusa com medida a e catetos
medindo b e ¢, podemos escrever:

a [az=b2+c2 ]

4.3. RELATO DE EXPERIENCIA

As atividades propostas neste capitulo foram realizadas numa escola
estadual, em Sao José do Rio Preto/SP, na qual sou professor efetivo desde 2012.

As atividades da Parte I foram aplicadas para uma turma de 1° ano do Ensino

Médio, que ja possuiam conhecimento prévio do Teorema de Pitagoras. A sequéncia
desenvolvida na Atividade 1 possibilitou que os poucos fossem recordados alguns
tépicos que os alunos nao se lembravam mais. Como exemplo, no momento de
construir um quadrado no lado do tridngulo, ao clicar na ferramenta "Poligono
Regular", alguns alunos, quando questionados, ndo souberam responder o que era
um poligono regular. Depois de construidos os quadrados no caso particular do
triangulo de lados 3, 4 e 5, a verificagdo da equivaléncia das areas foi imediata para
todos os alunos, mesmo sem o uso do software GeoGebra. Quando questionados
sobre a validade para outros tridngulos retangulos que ndo o particular que fora
construido, houve um aceno em geral que também seria valido, o que foi facilmente
verificado com a utilizacdo do software GeoGebra.

Concluida a Atividade 1, foi questionado se esse padrao de equivaléncia de
areas seria valido para outros poligonos construidos sobre os lados do tridngulo
retdngulo. Nesse momento, houve até certo embate, alguns alunos chegaram a
afirmar que a professora tinha dito que seria valido para outros poligonos e nao sé
para quadrados. Com o desenvolvimento das atividades 2, 3 e 4, os alunos se
convenceram também, que o padrdo pitagorico das areas € valido ndo s6 para
quadrados, mas para figuras semelhantes construidas sobre os lados do tridngulo,

mesmo que ndo seja um poligono.




99

De modo geral, os alunos da turma de 1° ano de Ensino Médio, se mostraram
motivados e interessados na realizacdo das atividades e acharam-na interessante e
que o uso de tecnologias, como a informatica, facilita e ajudam na compreensao de
certos conteudos de Matematica.

A seguir algumas fotos sobre o desenvolvimento das atividades realizadas

com os alunos do 1° ano do Ensino.

Figura 104 — Fotos das atividades na sala de informatica com os alunos do 1° ano do Ensino
Médio.
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A Atividade 1 da Parte II foi proposta no intuito de saber como um aluno, que
ainda nao teve contato com o Teorema de Pitagoras reagiria, quando ele
percebesse a equivaléncia de areas de quadrados construidos sobre os lados de um
tridngulo retangulo. Neste sentido, a atividade pode ser realizada nas turmas de
7%série/8° ano, antes de introduzir o Teorema de Pitagoras. No entanto essa
atividade foi aplicada em uma turma de 62 série/7° ano, pois durante o periodo letivo

de 2013, ndo ministrei aulas para 72 série/8° ano.
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A sequéncia proposta na atividade, como ja observado anteriormente, foi

praticamente a mesma que na Atividade 1 da Parte I, porém com uma pequena

inclusdo. Foi proposto para eles construirem os quadrados sobre os lados de um
triangulo qualquer, que nao seja retangulo, e facilmente, constataram, com o uso do
GeoGebra, que o padrao de equivaléncia das areas nao se repetia. Com isso
reforcou-se o fato de que a equivaléncia entre as areas dos quadrados so € valida
se o triangulo for retangulo. Conclui a atividade, falando que esse padrdo de
equivaléncia das areas sobre os quadrados construidos sobre os lados do triangulo
retdngulo era um conteudo que seria estudando no ano seguinte e que se chamava
Teorema de Pitdgoras. Para minha surpresa, um aluno, que nem costuma ser muito
participativo no dia-a-dia escolar, questionou se esse padrao das areas era valido
somente se fizesse a construgdo de quadrados nos lados do tridngulo e se por
acaso ele fizesse outro poligono que ndo fosse um quadrado, o padrdao de
equivaléncia das areas continuaria valido? No mesmo instante, elogiei a sua
pergunta e a repassei para o restante da classe, que a principio, ficou em duvida.
Foi solicitado, entdo, para que eles, ao invés de quadrados, agora construissem
outros tipos de poligonos regulares sobre os lados do tridngulo, calculassem as suas
areas e verificassem se o padrao de equivaléncia de areas era valido, o que foi feito
sem nenhuma dificuldade. Percebi que os alunos gostaram muito da atividade, foi
muito proveitoso e que eles gostariam que atividades como essa fossem feitas com
maior frequéncia. Particularmente, foi uma atividade muito prazerosa de ser
realizada, ainda mais com o questionamento do aluno, da 62 série/7° ano, sobre as

extensdes do Teorema de Pitagoras.

A seguir algumas fotos da atividade realizada com os alunos da 62 série/

7° ano do Ensino Fundamental.
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Figura 105 — Fotos da atividade na sala de informatica com os alunos da 6%série/7° ano do
Ensino Fundamental.

4.4. DIFICULDADES ENCONTRADAS

Apesar da maioria das escolas brasileiras possuirem laboratérios de
informatica, parece que esses nao recebem a devida atencgéo por parte dos 6érgaos
responsaveis quando o assunto é a manutengdo, pois sempre escutamos
professores reclamando que boa parte dos computadores de sua escola nao
funciona. O laboratério de informatica da escola que apliquei as atividades possui 10
computadores, mas somente 5 se encontravam em pleno funcionamento e, naquele
momento devido a problemas técnicos, se encontrava sem acesso a internet. Tive
que fazer o download do software em outro local e levar num pendrive para fazer a
instalagdo. S6 uma observacdo: o ndo funcionamento da internet trouxe um

beneficio, pois os alunos ficaram mais concentrados na atividade e as chances de
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se distrairem, principalmente com o uso das redes sociais e jogos on-line, ficaram
reduzidas. Devido a esse numero reduzido de computadores em funcionamento, foi
impraticavel realizar uma atividade com todos os alunos da classe, que

normalmente, chega a 35. As atividades, tanto na Parte I como na Parte 11 foram

realizadas com 12 alunos, os que estavam presentes no dia. O numero elevado de
faltas deve-se ao fato de que as atividades foram realizadas ja no final do semestre
e um dia ap0s a aplicagdo da prova SARESP. Como as atividades foram aplicadas a
um numero reduzido de alunos, foi possivel, um perfeito acompanhamento e suporte
por parte do professor, algo que seria impossivel, com uma turma de 35 alunos e 5
computadores funcionando. Uma alternativa, seria dividir a turma em duas e realizar
as atividades separadamente. No Estado de Sao Paulo, isto seria possivel com o
apoio e suporte do professor auxiliar, que acompanha o professor titular em suas

aulas por 1 dia na semana.
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CAPITULO 5 - O TEOREMA DE PITAGORAS EM ALGUNS DOCUMENTOS
OFICIAIS DE ENSINO

Neste capitulo vamos analisar como alguns documentos oficiais de ensino,
nacionais e especificamente do Estado de Sao Paulo, abordam o ensino do
Teorema de Pitagoras, e a sua contribuigcdo para o desenvolvimento de habilidades

especificas nos estudantes do ensino basico brasileiro.

5.1. OS PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS (PCNs) E O TEOREMA
DE PITAGORAS

5.1.1. UM POUCO SOBRE 0OS PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS
(PCNs) DO ENSINO FUNDAMENTAL

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) foram criados em 1996 com a
finalidade de nortear o trabalho das equipes escolares no Brasil, em particular os
professores, no que tange aos aspectos da sua pratica pedagdgica. Seu objetivo é
uniformizar o ensino no pais, garantindo que criangas e jovens brasileiros tenham
condicbes de acesso a uma educacdao de qualidade a fim de adquirirem
conhecimentos para o exercicio da cidadania. Devido a enorme extensao territorial e
cultural do Brasil, os PCNs podem ser adequados segundo as especificidades de
cada regido, nao se configurando assim, como um modelo curricular impositivo,

dando autonomia as escolas e aos professores.

Em linhas gerais, os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino

Fundamental (BRASIL, 1998), se caracterizam por:

» apontar a necessidade de unir esforgos entre as diferentes instancias
governamentais e da sociedade, para apoiar a escola na complexa tarefa
educativa;

» mostrar a importancia da participagao da comunidade na escola, de forma
que o conhecimento aprendido gere maior compreensdo, integragéo e
insercdo no mundo; a pratica escolar comprometida com a interdependéncia
escola-sociedade tem como objetivo situar as pessoas como participantes
da sociedade — cidadaos — desde o primeiro dia de sua escolaridade;

» contrapor-se a ideia de que € preciso estudar determinados assuntos
porque um dia eles serdo uteis; o sentido e o significado da aprendizagem
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precisam estar evidenciados durante toda a escolaridade, de forma a
estimular nos alunos o compromisso e a responsabilidade com a propria
aprendizagem;

+ explicitar a necessidade de que as criancas e os jovens deste pais
desenvolvam suas diferentes capacidades, enfatizando que a apropriagcédo
dos conhecimentos socialmente elaborados € base para a construgcdo da
cidadania e da sua identidade, e que todos sdo capazes de aprender e
mostrar que a escola deve proporcionar ambientes de construgcdo dos seus
conhecimentos e de desenvolvimento de suas inteligéncias, com suas
multiplas competéncias;

» apontar a fundamental importancia de que cada escola tenha clareza
quanto ao seu projeto educativo, para que, de fato, possa se constituir em
uma unidade com maior grau de autonomia e que todos que dela fazem
parte possam estar comprometidos em atingir as metas a que se
propuseram;

« ampliar a visdo de conteudo para além dos conceitos, inserindo
procedimentos, atitudes e valores como conhecimentos tao relevantes
quanto os conceitos tradicionalmente abordados;

* evidenciar a necessidade de tratar de temas sociais urgentes — chamados
Temas Transversais — no ambito das diferentes areas curriculares e no
convivio escolar;

* apontar a necessidade do desenvolvimento de trabalhos que contemplem
0 uso das tecnologias da comunicagao e da informagao, para que todos,
alunos e professores, possam delas se apropriar e participar, bem como
critica-las e/ou delas usufruir;

» valorizar os trabalhos dos docentes como produtores, articuladores,
planejadores das praticas educativas e como mediadores do conhecimento
socialmente produzido; destacar a importancia de que os docentes possam
atuar com a diversidade existente entre os alunos e com seus
conhecimentos prévios, como fonte de aprendizagem de convivio social e
como meio para a aprendizagem de conteudos especificos. (BRASIL,
1998a, p. 10-11).

Os Parametros Curriculares Nacionais indicam como objetivos do ensino
Fundamental que os alunos sejam capazes de:

» compreender a cidadania como participagao social e politica, assim como
exercicio de direitos e deveres politicos, civis e sociais, adotando, no dia-a-
dia, atitudes de solidariedade, cooperacdo e repudio as injusticas,
respeitando o outro e exigindo para si 0 mesmo respeito;

* posicionar-se de maneira critica, responsavel e construtiva nas diferentes
situagdes sociais, utilizando o didlogo como forma de mediar conflitos e de
tomar decisbes coletivas;

» conhecer caracteristicas fundamentais do Brasil nas dimensdes sociais,
materiais e culturais como meio para construir progressivamente a nogéo de
identidade nacional e pessoal e o sentimento de pertinéncia ao pais;

» conhecer e valorizar a pluralidade do patriménio sociocultural brasileiro,
bem como aspectos socioculturais de outros povos e nagdes, posicionando-
se contra qualquer discriminagdo baseada em diferengas culturais, de
classe social, de crengas, de sexo, de etnia ou outras caracteristicas
individuais e sociais;

* perceber-se integrante, dependente e agente transformador do ambiente,
identificando seus elementos e as interagdes entre eles, contribuindo
ativamente para a melhoria do meio ambiente;

» desenvolver o conhecimento ajustado de si mesmo e o sentimento de
confianga em suas capacidades afetiva, fisica, cognitiva, ética, estética, de
inter-relacéo pessoal e de inser¢ao social, para agir com perseveranga na
busca de conhecimento e no exercicio da cidadania;
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» conhecer o proprio corpo e dele cuidar, valorizando e adotando habitos
saudaveis como um dos aspectos basicos da qualidade de vida e agindo
com responsabilidade em relagdo a sua saude e a saude coletiva;

« utilizar as diferentes linguagens — verbal, musical, matematica, grafica,
plastica e corporal — como meio para produzir, expressar e comunicar suas
ideias, interpretar e usufruir das produgdes culturais, em contextos publicos
e privados, atendendo a diferentes intengdes e situagdes de comunicacéo;

» saber utilizar diferentes fontes de informagao e recursos tecnoldgicos para
adquirir e construir conhecimentos;

* questionar a realidade formulando-se problemas e tratando de resolvé-los,
utilizando para isso o pensamento légico, a criatividade, a intuicdo, a
capacidade de analise critica, selecionando procedimentos e verificando
sua adequacéao. (BRASIL, 1998a, p. 55-56)

Para que tais objetivos sejam alcangados, os Pardmetros Curriculares
Nacionais foram organizados em &reas de conhecimentos e temas transversais,
sempre prevendo adequagdes, respeitando as particularidades sociais e financeiras
de cada regido. As areas de conhecimento abordadas nos Parametros Curriculares
Nacionais s&o: Lingua Portuguesa, Matematica, Histéria, Geografia, Ciéncias
Naturais, Educacdo Fisica, Arte e Lingua Estrangeira. Todas as areas de
conhecimento visam inserir o cidaddao na sociedade de uma forma autbnoma,
construindo conhecimentos significativos para o desenvolvimento de suas

capacidades.

5.1.2. 0S PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS DE MATEMATICA NO
ENSINO FUNDAMENTAL (5 SERIE/6° ANO A 8° SERIE/9° ANO) E O
ENSINO DO TEOREMA DE PITAGORAS

Os Parametros Curriculares Nacionais para a area de Matematica enfoca que
a Matematica esta presente na vida de todas as pessoas, em situacdes simples do
cotidiano como contar, calcular, leitura de graficos e mapas e tantas outras. Para as
atividades em sala de aula, enfatiza como ponto de partida a resolugdo de
problemas em detrimento a procedimentos mecanicos de memorizagao de férmulas
e reproducdo de procedimentos, destacando a importancia do uso de recursos
tecnoldgicos e jogos, que é uma forma interessante de propor e resolver problemas.

Para que o ensino de Matematica atinja seus objetivos, permitindo ao aluno

que desenvolva suas capacidades cognitivas, ampliando os recursos necessarios



106

para o exercicio pleno da cidadania, os Parametros Curriculares Nacionais de

Matematica a fim de cumprir com esses propositos:

* incorporam o estudo dos recursos estatisticos constituindo um bloco de
conteudos denominado Tratamento de Informacao;

* indicam aspectos novos no estudo dos numeros e operagoes, privilegiando
o desenvolvimento do sentido numérico e a compreensado de diferentes
significados das operagoes;

» propdem novo enfoque para o tratamento da algebra, apresentando-a
incorporada aos demais blocos de conteudos, privilegiando o
desenvolvimento do pensamento algébrico e ndo o exercicio mecanico do
calculo;

» enfatizam a exploragdo do espago e de suas representagcdoes e a
articulacdo entre a geometria plana e espacial;

» destacam a importancia do desenvolvimento do pensamento indutivo e
dedutivo e oferecem sugestbes de como trabalhar com explicagdes,
argumentacdes e demonstracgoes;

» apresentam uma graduacao dos conteudos do segundo para o terceiro
ciclo que contempla diferentes niveis de aprofundamento, evitando
repeticdes;

* recomendam o uso de calculadoras nas aulas de Matematica. (BRASIL,
19984, p. 60)

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais, para se que tenha um
ensino de Matematica que propicie ao aluno a construgdo da cidadania, o Ensino

Fundamental tem como objetivos:

* identificar os conhecimentos matematicos como meios para compreender
e transformar o mundo a sua volta e perceber o carater de jogo intelectual,
caracteristico da Matematica, como aspecto que estimula o interesse, a
curiosidade, o espirito de investigacdo e o desenvolvimento da capacidade
para resolver problemas;

« fazer observacbes sistematicas de aspectos quantitativos e qualitativos da
realidade, estabelecendo inter-relagdes entre eles, utilizando o
conhecimento matematico (aritmético, geométrico, métrico, algébrico,
estatistico, combinatério, probabilistico);

* selecionar, organizar e produzir informagodes relevantes, para interpreta-las
e avalia-las criticamente;

* resolver situagbes-problema, sabendo validar estratégias e resultados,
desenvolvendo formas de raciocinio e processos, como intui¢gdo, indugao,
deducdo, analogia, estimativa, e utilizando conceitos e procedimentos
matematicos, bem como instrumentos tecnoldgicos disponiveis;

* comunicar-se matematicamente, ou seja, descrever, representar e
apresentar resultados com precisdo e argumentar sobre suas conjecturas,
fazendo uso da linguagem oral e estabelecendo relagbes entre ela e
diferentes representagdes matematicas;

+ estabelecer conexdes entre temas matematicos de diferentes campos e
entre esses temas e conhecimentos de outras areas curriculares;

+ sentir-se seguro da propria capacidade de construir conhecimentos
matematicos, desenvolvendo a autoestima e a perseveranga na busca de
solugdes;

* interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente
na busca de solugdes para problemas propostos, identificando aspectos
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consensuais ou ndo na discussdo de um assunto, respeitando o modo de
pensar dos colegas e aprendendo com eles. (BRASIL, 1998b, p. 47—48)

No Ensino Fundamental, os curriculos de Matematica devem compreender o
estudo dos numeros e das operagdes, que envolve os campos da Aritmética e da
Algebra, o estudo do espaco e das formas, abrangendo o campo da Geometria e o
estudo das grandezas e das medidas, esta ultima, fazendo conexdes com os
campos da Aritmética, da Algebra, e da Geometria e de outros campos do
conhecimento. Como o cidaddo € "bombardeado" diariamente com conteudos
relativos ao tratamento da informagdo, como graficos, tabelas, ideias de
probabilidades e combinatéria, se faz necessario o acréscimo de tais conteudos.
Sintetizando, os conteudos foram organizados em 4 blocos, com o0s seguintes
temas:

v" Numeros e Operagdes;

v' Espago e Forma;

v' Grandezas e Medidas;

v' Tratamento da Informacao.

Com relagao ao Teorema de Pitagoras, podemos dizer que o seu estudo esta
inserido no tema "Espaco e Forma". No entanto, € impossivel ndo associa-lo,
também, com os temas “Numeros e Operacgdes” e “Grandezas e Medidas”.

Comega a ser abordado no final do ciclo Il do Ensino Fundamental, ou seja, a
partir do 72série/8° ano e 82 série/9°ano. Um dos objetivos do Ensino de Matematica,
neste ciclo, no que tange a competéncia do desenvolvimento do pensamento
geométrico, que seja feito por meio da exploragcdo de situagbes de aprendizagem
que levem o aluno a ampliar e aprofundar nogdes geométricas para estabelecer
relagdes, inclusive as métricas, em figuras bidimensionais e tridimensionais. O aluno
também deve ser levado a ampliar e construir as nocdes de medidas, pelo estudo de
diferentes grandezas, efetuar calculos, obter e utilizar férmulas para o calculo de
area de figuras planas. O ideal é que as situagbes de aprendizagem a serem
desenvolvidas neste ciclo, principalmente os conteudos do bloco Espacgo e Forma,
na qual o Teorema de Pitdgoras se enquadra, sejam feitas com construgdes,
manuseio das figuras, que permitam ao aluno através de suas analises e

observacgoes, fazer conjecturas e identificar propriedades. Dessa forma, segundo os
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PCN, conceitos e procedimentos visando o ensino do Teorema de Pitagoras, podem

ser tratados em:

Numeros e Operacoes
- Constatagdo que existem situagbes-problema, em particular algumas
vinculadas a Geometria e medidas, cujas solu¢gdes nao sado dadas por

ndmeros racionais (caso do wt, da 2, v/3 etc.).[...]

- Analise, interpretacdo, formulacdo e resolugdo de situacdes-problema,
compreendendo diferentes significados das operagdes, envolvendo
numeros naturais, inteiros, racionais e irracionais aproximados por
racionais.[...]

- Resolucédo de situacbes-problema que podem ser resolvidas por uma
equagcdo do segundo grau cujas raizes sejam obtidas pela fatoragao,
discutindo o significado dessas raizes em confronto com a situagéo
proposta.]...]

Espaco e Forma [...]

- Verificagbes experimentais, aplicagdes e demonstracdao do teorema de
Pitagoras.

Grandezas e Medidas [...]

Estabelecimento da relagdo entre a medida da diagonal e a medida do lado
de um quadrado (...) (BRASIL, 1998b, p. 87 — 90).

5.2. O ENSINO DO TEOREMA DE PITAGORAS DE ACORDO COM O
CURRICULO DO ESTADO DE SAO PAULO

5.2.1. UM POUCO SOBRE O CURRICULO DO ESTADO DE SAO PAULO

Em 2008, a Secretaria da Educacdo do Estado de S&o Paulo propés
reformulagdes no curriculo basico para as escolas da rede estadual nos niveis do
Ensino Fundamental (Ciclo IlI) e Ensino Médio. Esse curriculo basico pretendeu dar
apoio pedagogico aos trabalhos dos professores nas escolas estaduais, objetivando

a melhoria na qualidade das aprendizagens dos alunos.

[...] a Secretaria pretende que esta iniciativa seja, mais do que uma nova
declaragao de intengdes, o inicio de uma continua produgéo e divulgagao
de subsidios que incidam diretamente na organizagao da escola como um
todo e nas aulas. Ao iniciar este processo, a Secretaria procura também
cumprir seu dever de garantir a todos uma base comum de conhecimentos
e competéncias, para que nossas escolas funcionem de fato como uma
rede [...]. (SAO PAULO, 2008, p.3).
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Hoje, esta proposta € denominada “Curriculo Oficial” e esta estruturada em
seis principios, sendo cada um deles, de extrema importancia para a implementacao

do Curriculo. Sao eles:

I. Uma escola que também aprende;

II. O curriculo como espaco de cultura;

[ll. As competéncias como referéncia;

IV. Prioridade para a competéncia da leitura e da escrita;
V. Articulagdo das competéncias para aprender;

VI. Articulacdo com o mundo do trabalho.

5.2.2. O CURRICULO DE MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS E O ENSINO
DO TEOREMA DE PITAGORAS

O Curriculo do Estado de Sao Paulo: Matematica e suas Tecnologias no
Ensino Fundamental (ciclo 1) e Ensino Médio (SAO PAULO, 2011), tem como uma
de suas finalidades principais fazer uma aproximacado entre a matematica que é
ensinada nas escolas e o universo da cultura, valorizando contextualizagdes e
enfrentamentos de situagdes-problema, para que, em parceria com a lingua
materna, o aluno tenha o desenvolvimento de sua percepcéao critica sobre 0 mundo

no qual esta inserido.

Existe um acordo tacito com relacdo ao fato de que os adultos necessitam
da Matematica em suas agdes como consumidores, como cidadaos, como
pessoas conscientes e autbnomas. Todos lidam com numeros, medidas,
formas, operagdes; todos leem e interpretam textos e graficos, vivenciam
relagbes de ordem e de equivaléncia; todos argumentam e tiram conclusdes
validas a partir de proposigbes verdadeiras, fazem inferéncias plausiveis a
partir de informagdes parciais ou incertas. Em outras palavras, a ninguém é
permitido dispensar o conhecimento da Matematica sem abdicar de seu
bem mais precioso: a consciéncia nas agdes. (SAO PAULO, 2011, p. 29).

A fim de desenvolver o elenco de competéncias basicas dos alunos ao longo
de sua vida escolar, o Curriculo do Estado de S&o Paulo de Matematica e suas

Tecnologias € pautado em trés eixos norteadores da agéo educacional:
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* 0 eixo expressao/compreensao: a capacidade de expressao do eu, por
meio das diversas linguagens, e a capacidade de compreensao do outro, do
nao eu, do que me complementa, o que inclui desde a leitura de um texto,
de uma tabela, de um grafico, até a compreenséo de fendmenos histéricos,
sociais, econdmicos, naturais etc.;

* 0 eixo argumentacao/decisdo: a capacidade de argumentagdo, de
analise e de articulacdo das informacdes e relacdes disponiveis, tendo em
vista a viabilizagcdo da comunicacdo, da acdo comum, a construcdo de
consensos e a capacidade de elaboragdo de sinteses de leituras e de
argumentagdes, tendo em vista a tomada de decisbes, a proposi¢céo e a
realizagado de agOes efetivas;

+ 0 eixo contextualizacdo/abstracédo: a capacidade de contextualizagéo
dos contetdos estudados na escola, de enraizamento na realidade
imediata, nos universos de significagbes — sobretudo no mundo do trabalho
—, € a capacidade de abstragdo, de imaginagao, de consideragdo de novas
perspectivas, de virtualidades, de potencialidades para se conceber o que
ainda n&o existe. (SAO PAULO, 2011, p. 31-32).

Com relagao a organizagao dos conteudos basicos, estes foram organizados,
tanto no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio, em trés blocos tematicos:
Numeros, Geometria e Relagdes, que natural e permanentemente, se relacionam
entre si.

Sobre o Teorema de Pitagoras, objeto de nosso estudo, podemos dizer que
ele esta envolvido em todos os trés grandes blocos, mas € natural que,
especificamente, se enquadre dentro do bloco "Geometria".

Em "Geometria", nas séries/anos iniciais do ciclo Il, deve-se preocupar em
representar e classificar as formas planas e espaciais, principalmente com atividades
concretas. Nos anos finais do ciclo Il, deve-se dar énfase a construcao de certos
raciocinios logicos geométricos, de simples dedugbes de resultados anteriormente
conhecidos. E importante salientar que cabe ao professor buscar um equilibrio na
distribuicdo dos conteudos a fim de incorporar o ensino da Geometria, de forma
espiralada, em todas as séries/anos da grade escolar, tanto no Ensino Fundamental
como no Ensino Médio.

De acordo com o Curriculo do Estado de S&o Paulo: Matematica e suas
Tecnologias, os conteudos associados a habilidades a serem desenvolvidas foram
organizados em grades curriculares, distribuidas por bimestre, em cada série/ano,
tanto no Ensino Fundamental como no Ensino Médio. O que se objetiva com esta
“lista” de conteudos, a qual ndo é rigida e inflexivel, € que suas abordagens estejam
voltadas para a formacdo das competéncias pessoais, levando o aluno a um

enriquecimento e valorizagcdo da cultura e do mundo do trabalho.
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No Curriculo do Estado de Sao Paulo, o estudo do Teorema de Pitagoras,
consta, explicitamente no conteudo do Ensino Fundamental, nas séries/anos finais

do ciclo Il, 72 série/8° ano.

Figura 106 — Conteudos e Habilidades de Matematica referente ao 4° bimestre da 72 série/8°
ano do Ensino Fundamental.

72 série/82 ano do Ensino Fundamental

Habilidades

Geometria e Reconhecer e aplicar o teorema de Tales
como uma forma de ocorréncia da ideia
. de proporcionalidade, na solucao de
Geometria problemas em diferentes contextos

e Teorema de Tales

e Compreender o significado do teorema

£ ¢ Teorema de Pitagoras de Pitagoras, utilizando-o na solucao de

5 problemas em diferentes contextos

E * Area de poligonos

;" e Calcular areas de poligonos de diferentes

S « Volume do prisma tipos, com destaque para os poligonos
regulares

¢ Saber identificar prismas em diferentes
contextos, bem como saber construi-los
e calcular seus volumes

Fonte: SAO PAULO, 2011, p. 62.

Neste momento, o Teorema de Pitagoras é trabalhado por meio de varias
situacdes-problema, com ideias que induzem o aluno a constatar a equivaléncia
entre as areas dos quadrados construidos sobre os catetos e a area do quadrado
construido sobre a hipotenusa de um tridngulo retangulo. Isto acontece no 4°
bimestre, na Situagdo de Aprendizagem 3, e o Caderno do Professor, volume 4, da 72

série/8° ano assim descreve a sequéncia de atividades a serem desenvolvidas.

Na Situagdo de Aprendizagem 3, o teorema de Pitdgoras é foco da
aprendizagem. Nela, apresentamos uma sequéncia de atividades que
explora, em uma perspectiva histérica, a analise de fatos relacionados a
padrdes numéricos e geométricos que, por sua vez, tornam-se argumentos
na demonstragdo desse teorema. Esta Situagdo de Aprendizagem também
apresenta um conjunto de exercicios exemplares que permite a
identificacdo e a aplicagdo do Teorema de Pitagoras em situagdes
contextualizadas. (SAO PAULO, 2009a, p. 11).
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O Teorema de Pitagoras também aparece explicitamente como uma
habilidade a ser desenvolvida dentro do conteudo Proporcionalidade na Geometria

no 3° bimestre da 82 série/9° ano.

Figura 107 — Conteudos e Habilidades de Matematica referente ao 3° bimestre da 82 série/9°
ano do Ensino Fundamental.

82 série/92 ano do Ensino Fundamental

|| Conteidos Habilidades |

|
Geometria/Relacoes e Saber reconhecer a semelhanca entre

figuras planas, a partir da igualdade
das medidas dos angulos e da

Proporcionalidade na Geometria proporcionalidade entre as medidas

¢ O conceito de semelhanca lineares correspondentes
g ¢ Semelhanca de triangulos e Saber identificar triangulos semelhantes ¢
b resolver situacoes-problema envolvendo
E o Razbes trigonométricas semelhanca de triangulos
@
o
m

e Compreender e saber aplicar as relacdes
métricas dos triangulos retangulos,
particularmente o teorema de Pitagoras,
na resolucao de problemas em diferentes
contextos

e Compreender o significado das razoes
trigonométricas fundamentais (seno,
cosseno e tangente) e saber utiliza-las para
resolver problemas em diferentes contextos

Fonte: SAO PAULO, 2011, p. 64.

O Teorema de Pitagoras é retomado na 82 série/9° ano em dois momentos:
primeiramente no 3° bimestre, na Situacdo de Aprendizagem 3, a partir do
aprofundamento do estudo da semelhanga de tridngulos, quando serdo obtidos, as
relagdes métricas, dentre elas o proprio Teorema de Pitagoras. Também é abordado
no 4° bimestre, na Situagcdo de Aprendizagem 2, onde a partir dos estudos relativos
ao numero m, calculo de areas de circulos e setores circulares. Aqui sdo exploradas
as extensdes do Teorema de Pitagoras do ponto de vista de equivaléncia de areas
com a construcdo de varias figuras circulares, construidas sobre os lados do

tridangulo retangulo.
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Veja, a seguir, como as atividades da Situacdo de Aprendizagem 2, sobre o

Teorema de Pitagoras sao propostas no Caderno do Aluno, Vol. 4, da 82 série/9° ano
do Ensino Fundamental.

Figura 108 — Atividade 17, Caderno do Aluno — Vol. 4, 82 série/9° ano.

17. Na 7% série/82 ano, vocé estudou o teorema de Pitdgoras.

a) Escreva a expressao algébrica do teorema para o tridngulo retingulo ABC.

b) Qual ¢ a relacao entre as dreas dos quadrados representados na figura.

Fonte: SAO PAULO, 2010, p. 27.

Figura 109 — Atividade 18, Caderno do Aluno — Vol. 4, 82 série/9° ano

18. Na fgura a seguir, os circulos foram construidos sobre os lados de um triangulo retangulo.
Verifique se, analogamente ao que ocorre no teorema de Pitdgoras, a drea do circulo cons-
truido sobre a hipotenusa ¢ igual a soma das dreas dos circulos sobre os catetos.

(Medidas: a=5cm; b =3 cm;c=4cm.)

Resposta:

Fonte: SAO PAULO, 2010, p. 28.
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Figura 110 — Atividade 19, Caderno do Aluno — Vol. 4, 82 série/9° ano.

19. Verifique se essa relacao entre as dreas vale também para as figuras a seguir:
a) Regiao complementar do quadrado em relagao ao semicirculo.
(Medidas:a=10cm; b=6 cm; c =8 cm.)

Resposta:

b) Setor circular de 90° (faca o cilculo literal, com as letras a, b ¢ ¢).

Resposta:

Fonte: SAO PAULO, 2010, p. 28 e 29.

Como aplicagdo do Teorema de Pitagoras, o Caderno do Aluno — Vol. 4, 82
série/9° ano, apresenta uma atividade com as lunulas de Hipdcrates. Primeiramente,
se faz um contexto histérico sobre as lunulas, a seguir, uma atividade de construgao
de lunulas nos lados de um tridngulo retdngulo e por ultimo, como desafio, uma
atividade que relaciona as areas das lunulas com a area do triangulo retangulo. Veja

a sequir as atividades propostas.
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Figura 111 — Leitura e analise de Texto: as lunulas de Hipdcrates, Caderno do Aluno — Vol. 4,
82 série/9° ano.

%ﬁi/ Leitura e Andlise de Texto

As linulas de Hipécrates

Um dos desafios matemdticos que mais intrigaram os estudiosos desde a Antiguidade
foi o problema da quadratura do circulo. Esse problema consistia em construir um quadra-
do de drea igual a de um circulo com determinado diametro. Em termos praticos, o pro-
blema se reduz a encontrar uma relagao entre o lado do quadrado e o didmetro do circulo,
o que envolverd o niimero 7.

Como sabemos hoje, esse problema s6 pode ser resolvido por meio de aproximagoes,
pois © ¢ um nimero irracional e nao pode ser representado por uma razao entre inteiros.
Contudo, consta que o matematico grego Hipocrates de Chios (460 a.C.) conseguiu re-
solver um problema de quadratura de uma figura curvilinea. Ele mostrou que a soma
das dreas de duas linulas era igual a drea de um triangulo retangulo. Linulas sao figuras
curvilineas delimitadas por dois arcos de circunferéncia.

Fonte: SAO PAULO, 2010, p. 29.

Observacao: Com relagédo ao ultimo paragrafo do texto acima, vale observar que ©
além de ser irracional € um niimero transcendente (ndo algébrico), ou seja, T néo é
raiz de nenhuma equacao polinomial de coeficientes racionais. Geometricamente,
numeros transcendentes ndo sdo construtiveis com régua e compasso, o que torna
impossivel a quadratura do circulo.

Figura 112 — Atividade 20, Caderno do Aluno — Vol. 4, 82 série/9° ano.

20. Com base nas instru¢oes a seguir, vocé vai construir duas linulas. Para isso, serd necessario o
uso de uma régua e de um compasso.

* 12 etapa: construa um triangulo retingulo ABC com lados medindoa=5cm,b=3cme
¢ = 4 cm. Nomear os vértices com as letras A, B e C. O vértice A deve ser oposto ao lado a;
o vértice B, ao lado b ¢ o vértice C, ao lado c.

* 2%etapa: determine os pontos médios (M, M, e M) dos lados desse triangulo.

* 3% etapa: construa um semicirculo, voltado para fora do tridngulo, com centro nos pontos
médios dos catetos b e c.

* 4* etapa: construa um semicirculo com centro no ponto médio da hipotenusa, voltado para
o interior do triangulo.

* 5%etapa: pinte levemente com um ldpis a regiao formada entre os semicirculos dos catetos e
o semicirculo da hipotenusa. Essas regioes sao chamadas lunulas.

Fonte: SAO PAULO, 2010, p. 30.
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Figura 113 — Atividade 21. Caderno do Aluno — Vol. 4, 82 série/9° ano.

!Ii Desafio!

21. Prove, algebricamente, que a soma das dreas das linulas ¢ igual 4 do tridngulo retan-

gulo ABC representado a seguir.

Fonte: SAO PAULO, 2010, p. 30.

Apesar de nao aparecer claramente expresso, a aplicacdo do Teorema de
Pitagoras €& muito abrangente. Sera util e necessario para resolver diversas
situagdes problemas no Ensino Médio, podendo ser identificado na trigonometria, na
geometria analitica, no estudo da distédncia entre pontos, equagdes das cobnicas, e

na geometria espacial métrica.

5.3. O TEOREMA DE PITAGORAS NAS MATRIZES DE REFERENCIA PARA
AVALIACAO DO SARESP

5.3.1. UM POUCO SOBRE O SARESP

O SARESP (Sistema de Avaliagdo de Rendimento Escolar do Estado de Sao
Paulo) é o sistema adotado, a partir de 1996, pela Secretaria da Educagéo do
Estado de Sao Paulo para avaliar o desempenho dos alunos da Educagao Basica ao
término da 22 série/3° ano, 42 série/5° ano, 62 série/7° ano e 82 série/9° ano do
Ensino Fundamental e também 3° ano do Ensino Médio. O SARESP n&o visa

somente avaliar o aluno, atribuindo a ele uma nota ou conceito, mas também
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sistematizar dados e produzir informacbes sobre o desempenho e a evolugao dos
alunos.

A partir de 2007 houve muitas mudancas no SARESP, destacando entre elas
a adequacao das habilidades avaliadas as do Sistema de Avaliagdo da Educacéao
Basica (Saeb)/Prova Brasil, tornando possivel a comparacgéo dos resultados obtidos
pelos alunos paulistas nesses dois exames. Também foram introduzidas mudancas
na avaliagdo de Matematica, com a inclusdo de itens com respostas construidas
pelos alunos, a fim de verificar as diferentes estruturas de seu pensamento légico-
matematico, detectando os procedimentos utilizados pelos mesmos no cumprimento
das tarefas.

Aplicado anualmente, geralmente em novembro, o SARESP avalia todo o
sistema de ensino paulista e serve também de subsidio para o governo monitorar as
politicas publicas de educagao. Tudo isso ndo é realizado somente com a aplicagao
de provas aos alunos, mas também por meio de questionarios dirigidos aos alunos,
pais, professores e toda equipe gestora de ensino. Participam alunos das redes
publicas municipais e estaduais de ensino, sendo que a participagdao de alunos de
escolas da rede privada também é possivel, desde que a unidade de ensino faca a

adesdo ao programa e assuma as despesas decorrentes.

5.3.2. MATRIZES DE REFERENCIA PARA A AVALIACAO

Uma das finalidades principais de uma matriz de referéncia € a sinalizacao
das estruturas basicas de conhecimentos, pautados em competéncias e habilidades
a serem desenvolvidas pelos alunos, por meio de diferentes componentes

curriculares, em todas as etapas de sua vida escolar,.

No campo da Educacgao, é fundamental definir uma matriz de referéncia em
situa¢des de aprendizagem e ensino. Por esse intermédio pode-se avaliar,
mesmo que de modo indireto e inferencial, a ocorréncia de efetiva
aprendizagem. Pode-se, ainda, estabelecer correspondéncias entre uma
situagdo (o ensino e a aprendizagem em sala de aula) e outra (o que é
legitimo de ser avaliado em uma prova, por exemplo). Quanto ao
instrumento de avaliacdo em si mesmo, pode-se comparar a matriz de
referéncia proposta (em sua perspectiva geral) com as habilidades aferidas
nesse instrumento especifico. (Sdo Paulo, 2009d, p. 10 — 11).
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A matriz de referéncia do SARESP foi elaborada a partir da Proposta
Curricular do Estado de S&o Paulo, introduzida em 2008. Essa base curricular
comum a todos os alunos da educacdo basica, contribuiu para que o SARESP
pudesse contar com o apoio das Matrizes de Referéncias em seu sistema de
avaliagao, ja que se pode esperar o0 que o aluno deveria ter aprendido.

A estrutura da Matriz de Referéncia do SARESP esta baseada no trindbmio -
Habilidades - Competéncias Cognitivas - Conteudos.

As Habilidades possibilitam a inferéncia do nivel de dominio das
competéncias cognitivas em que os alunos se encontram. Devem ser caracterizadas
de modo mensuravel e funcionam como indicadores das aprendizagens do que se
espera do aluno no periodo avaliado. As suas indicagdes sao Uteis na elaboragcao
dos itens da prova, na qual os elaboradores podem adequar os conteudos de cada
disciplina @ competéncia que ser avaliar em dada questéo.

A Matriz de Referéncia do SARESP conceitua as Competéncias Cognitivas da

seguinte maneira:

Competéncias cognitivas sdo modalidades estruturais da inteligéncia.
Modalidades, pois expressam o que é necessario para compreender ou
resolver um problema. Ou seja, valem por aquilo que integram, articulam ou
configuram como resposta a uma pergunta. Ao mesmo tempo, sao
modalidades porque representam diferentes formas ou caminhos de se
conhecer. Um mesmo problema pode ser resolvido de diversos modos. Ha
igualmente muitos caminhos para se validar ou justificar uma resposta ou
argumento. (Sao Paulo, 2009d, p.14).

As Competéncias Cognitivas avaliadas no exame do SARESP foram

organizadas em trés grupos:

Grupo |: Competéncias para observar.

O Grupo | refere-se aos esquemas presentativos ou representativos,
propostos por Jean Piaget. Gragas a eles, os alunos podem ler a prova, em
sua dupla condicado: registrar perceptivamente o que esta proposto nos
textos, imagens, tabelas ou quadros e interpretar este registro como
informagao que torna possivel assimilar a questdo e decidir sobre a
alternativa que julgam mais correta. (Sdo Paulo, 2009d p.16).

Grupo Il: Competéncias para realizar.

As habilidades relativas as competéncias do Grupo Il caracterizam-se pelas
capacidades de o aluno realizar os procedimentos necessarios as suas
tomadas de decisdo em relagdo as questbes ou tarefas propostas na prova.
(Sé&o Paulo, 2009d, p.18).

Grupo lll: Competéncias para compreender.

Estas competéncias implicam o uso de esquemas operatorios. As
competéncias relativas a esse Grupo lll devem ser analisadas em duas
perspectivas. Primeiro, estdo presentes e sdo mesmo essenciais as
competéncias cognitivas ou as operagdes mentais destacadas nos Grupos |
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e Il. Porém, quando referidas a eles, tém um lugar de meio ou condigao,
mas ndo de fim. Ou seja, atuam de modo a possibilitar realizagdes via
esquemas procedimentais (Grupo Il) ou leituras via esquemas de
representacéo (Grupo ). (Sdo Paulo, 2009d, p.18).

Dentro de cada um desses grupos sao descritas varias habilidades a serem
desenvolvidas pelos alunos, sempre integrando e articulando os saberes.

Sobre os Conteudos, estes devem privilegiar algumas competéncias e
habilidades a eles associadas. Descreve as estruturas conceituais mais gerais de
cada disciplina que se traduzem em aquisicdo de habilidades especificas pelos
alunos. A Matriz de Referéncia do SARESP divide os conteudos nos mesmos temas
indicados nos PCN do Ensino Fundamental (Tema 1: Numeros e Operagdes, Tema
2: Espaco e Forma, Tema 3: Grandezas e Medidas e Tema 4: Tratamento da
informacao).

O Teorema de Pitagoras € explicitamente citado como um conteudo do Tema
3 (Grandezas e Medidas) na 8?2 série/9° ano do Ensino Fundamental. As habilidades
que os alunos devem adquirir sobre o Teorema estao inseridas nas competéncias do
Grupo Il (Competéncias para realizar). Eles devem resolver problemas em diferentes
contextos, que envolvam as relagbes métricas dos triangulos retadngulos, dentre elas,

o Teorema de Pitagoras.

Figura 114 — Competéncias do sujeito referente a 82 série/9° ano do Ensino Fundamental.

COMPETENCIAS DO SUJEITO

GRUPOI
Competéncias para observar

GRUPOII
Competéncias para realizar

GRUPOIII
Competéncias para compreender

OBJETOS DO
CONHECIMENTO
(CONTEUDOS)

Tema 3 — Grandezas
e medidas (Tales,
Pitagoras /  Areas,
volumes, proporciona-
lidade / Semelhanca /
Trigonometria, corpos
redondos)

Calcular areas de poligonos de dife-
rentes tipos, com destaque para os poligonos
regulares.

Calcular o volume de prismas em dife-
rentes contextos.

Utilizar a razdo pi no calculo do peri-
metro e da drea da circunferéncia.

Calcular a érea e o volume de um
cilindro.

Aplicar o Teorema de Tales como uma
forma de ocorréncia da ideia de proporciona-
lidade, em diferentes contextos.

Resolver problemas em diferentes
contextos, que envolvam as relagdes métri-
cas dos triangulos retangulos. (Teorema de
Pitagoras).

Resolver problemas em diferentes
contextos, a partir da aplicagdo das razoes
trigonométricas dos angulos agudos.

Resolver problemas que envolvam o
calculo de perimetro de figuras planas.

Resolver problemas que envolvam o
célculo de area de figuras planas.

Resolver problemas que envolvam no-
coes de volume.

Resolver problemas que utilizam rela-
cdes entre diferentes unidades de medida.

Fonte: Sao Paulo, 20094, p. 79.
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Na matriz de referéncia do 3° ano do Ensino Médio, Tema 3 (Grandezas e
Medidas), Competéncias do Grupo Ill (Competéncias para compreender), especifica
que os alunos devem resolver problemas que envolvam as relagdes métricas fun-
damentais em tridngulos retangulos. Aqui, mesmo nao fazendo nenhuma referéncia
explicita ao Teorema de Pitagoras, fica claro o seu uso como sendo uma relagao

métrica do triangulo retangulo.

5.4. AS AVALIAGCOES DO SAEB E O TEOREMA DE PITAGORAS
5.4.1. UM POUCO SOBRE O SAEB

O Sistema de Avaliagdo da Educacao Basica (Saeb) é composto de avalia-
¢des em nivel nacional para fins de diagndstico, realizadas em larga escala, com o
propoésito de avaliar a qualidade do ensino brasileiro e ao mesmo tempo fornecer
subsidios para agdes voltadas para promover a reducado de desigualdades, corregcéo
de distor¢bes favorecendo assim um aumento na qualidade da educagéo no pais.

Séo testes de lingua portuguesa, com foco em leitura, e matematica, com
foco na resolugao de problemas. Os estudantes também fornecem informacgdes pes-
soais respondendo a um questionario socioeconémico. Diretores e professores tam-
bém respondem a questionarios que visam coletar dados demograficos, perfis pro-
fissionais e sobre condigdes de trabalho.

Ao lado das taxas de aprovagdes, o desempenho dos alunos nessas avalia-
cbes serve de base para o célculo do indice de Desenvolvimento da Educacdo Ba-
sica (Ideb).

O Saeb é composto por trés avaliagbes externas em larga escala:

Figura 115 — Organograma do Saeb.

ANA

Aneb Anresc / Prova Brasil

Avaliagdo Nacional Avaliagdo Nacional do Avaliagdo Nacional

da Alfabetizacdo

Rendimento Escolar

da Educacao Basica

Fonte: Portal INEP'

! Disponivel em: <http://portal.inep.gov.br/web/saeb/aneb-e-anresc> Acesso em out. 2013.
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O portal do INEP, disponivel em <http://portal.inep.gov.br/web/saeb/aneb-e-
anresc>, apresenta as caracteristicas e objetivos de cada uma das avaliagdes do
Saeb:

¢ Avaliacao Nacional da Educacéao Basica — Aneb: abrange, de maneira
amostral, alunos das redes publicas e privadas do pais, em areas urbanas e
rurais, matriculados na 4?2 série/5°ano e 83série/9°ano do Ensino
Fundamental € no 3° ano do Ensino Médio, tendo como principal objetivo
avaliar a qualidade, a equidade e a eficiéncia da educagdo brasileira.
Apresenta os resultados do pais como um todo, das regides geograficas e
das unidades da federacgao.

¢ Avaliacdo Nacional do Rendimento Escolar - Anresc (também
denominada "Prova Brasil"): trata-se de uma avaliagdo censitaria
envolvendo os alunos da 42 série/5°ano e 83série/9°ano do Ensino
Fundamental das escolas publicas das redes municipais, estaduais e
federal, com o objetivo de avaliar a qualidade do ensino ministrado nas
escolas publicas. Participam desta avaliacdo as escolas que possuem, no
minimo, 20 alunos matriculados nas séries/anos avaliados, sendo os
resultados disponibilizados por escola e por ente federativo.

e A Avaliacdo Nacional da Alfabetizacdo — ANA: avaliagdo censitaria
envolvendo os alunos do 3° ano do Ensino Fundamental das escolas
publicas, com o objetivo principal de avaliar os niveis de alfabetizagéo e
letramento em Lingua Portuguesa, alfabetizagdo Matematica e condigdes
de oferta do Ciclo de Alfabetizacdo das redes publicas. A ANA foi
incorporada ao Saeb pela Portaria n° 482, de 7 de junho de 2013.

A Aneb e a Anresc / Prova Brasil sdo aplicadas a cada dois anos, enquanto a

ANA ¢é de realizacao anual.

5.4.2. A MATRIZ DE REFERENCIA DE MATEMATICA DO SAEB E O TEOREMA
DE PITAGORAS

As matrizes de matematica do Saeb estdo estruturadas por anos e séries,
com o foco na resolucdo de problemas. As habilidades que deverdo ser
desenvolvidas em cada fase do ensino sao definidas por descritores, os quais
contemplam aqueles mais relevantes para obter a mensuragao desejada na prova.
Esses descritores, num total de 37 (nomeados de D1 a D37) para a 82 série/9° ano
do Ensino Fundamental e 35 (D1 a D35) para o 3° ano do Ensino Médio, séo
agrupados em 4 temas, que relacionam um conjunto de objetivos educacionais:

v Tema |. Espaco e Forma

v' Tema Il. Grandezas e Medidas

v Tema lll. Nimeros e Operacdes/Algebra e Funcdes

v Tema IV. Tratamento da Informacao
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O Teorema de Pitagoras nao aparece descrito explicitamente em nenhum dos
descritores da Matriz de Referéncia de Matematica: Temas e seus Descritores — 82
série/9° ano do Ensino Fundamental, mas as suas aplicacbes ficam claramente
implicitas no descritor D10 - Utilizar relacdes métricas do tridngulo retdngulo para
resolver problemas significativos, inserido no Tema | - Espaco e Forma. E evidente
que, para resolver as situagdes problema usando a relagdo de Pitagoras, serdo
necessarios a utilizagdo de outros descritores, principalmente os relacionados com o
Tema Ill - Numeros e Operacdes / Algebra e Funcdes.

Na Matriz de Referéncia de Matematica: Temas e seus Descritores — 3° ano
do Ensino Médio, aplicagées do Teorema de Pitagoras aparecem implicitamente no
descritor D2 - Reconhecer aplicacées das relacées métricas do triangulo retangulo em
um problema que envolva figuras planas ou espaciais, também inserido no Tema | -

Espaco e Forma.

5.5. O TEOREMA DE PITAGORAS NA MATRIZ DE REFERENCIA PARA O
ENEM

5.5.1. UM POUCO SOBRE O ENEM

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) foi criado em 1998 com o
objetivo de avaliar o dominio de competéncias e habilidades basicas adquiridas
pelos alunos concluintes ou que ja concluiram o Ensino Médio. Em 2009, foi
apresentada uma proposta de reformulagdo do ENEM. A intengcdo do Ministério da
Educacao foi democratizar as oportunidades de acesso as vagas das universidades
federais com uma selecao unificada. As universidades federais tem autonomia na
forma de como adotar as notas do ENEM em seu processo seletivo.

Dependendo de sua nota no ENEM, o estudante pode se inscrever numa
série de programas do governo federal, dentre eles:

e Sistema de Selecao Unificada (Sisu): Sistema criado com a
finalidade de selecionar alunos para as instituicdes publicas de ensino

superior de diversas instituicdes brasileiras em todos os estados.
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e Programa Universidade Para Todos (Prouni): € outro programa de
acesso ao ensino superior no qual o governo federal concede bolsas
de estudos parciais, de 50% e até integrais, para estudantes de baixa
renda.

e Fundo de Financiamento Estudantil (Fies): o programa concede
bolsas restituiveis a estudantes que nao tem condi¢cdes de pagar as
mensalidades do curso de graduagéo. Funciona como um empréstimo,
depois de concluir o curso, ele deve pagar a divida ao governo, com
juros de 3,4% ao ano.

e Ciéncia sem Fronteiras: O programa oferece bolsas de estudos que
inclui todos os gastos para estudantes das areas de engenharia,
tecnologia, biologia e ambiental terem a possibilidade de realizar parte
de sua graduagao em instituicbes estrangeiras de exceléncia.

e Certificado de Conclusao do Ensino Médio: a partir de 2008, o
ENEM substituiu o Exame Nacional para Certificagcdo de Competéncias
de Jovens e Adultos (Encceja) que era o exame responsavel por
avaliar adultos que pretendiam conseguir o certificado de conclusdo do
Ensino Médio. E necessario obter, no minimo, 450 pontos nas provas

objetivas e 500 na redagao para receber o diploma através do exame.

5.5.2. A MATRIZ DE REFERENCIA PARA O ENEM

Um dos objetivos do novo exame foi induzir a reestruturagao dos curriculos do
Ensino Médio e essa nova prova foi organizada a partir de um conjunto de
conteudos associados a uma matriz de habilidades que deverao ser desenvolvidos
pelos alunos ao fim da escolaridade basica.

Na Matriz de Referéncia para o Enem, implantada a partir de 2009, estédo
descritos cinco eixos cognitivos (Dominar linguagens; Compreender fendmenos;
Enfrentar situagdes-problema; Construir argumentagdo e Elaborar propostas) que
sdo comuns a todas as quatro grandes areas do conhecimento (Linguagens,
Caddigos e suas Tecnologias; Matematica e suas Tecnologias; Ciéncias da Natureza

e suas Tecnologias; Ciéncias Humanas e suas Tecnologias). Para cada area do
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conhecimento sao designadas varias competéncias a serem desenvolvidas por meio
de construcéo de habilidades, num total de 30, indicadas por H1 a H30.

Por fim, em seu anexo, a Matriz de Referéncia relaciona os “Objetos de
Conhecimento”, que nada mais é do que a relagdo dos conteudos associados a
cada grande area do conhecimento. A Matriz de Matematica e suas Tecnologias

divide os conteudos em cinco blocos, da seguinte forma:

Conhecimentos numéricos: operagdes em conjuntos numéricos (naturais,
inteiros, racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatoragéo, razbes e
proporgdes, porcentagem e juros, relagbes de dependéncia entre
grandezas, sequéncias e progressoes, principios de contagem.
Conhecimentos geomeétricos: caracteristicas das figuras geométricas
planas e espaciais; grandezas, unidades de medida e escalas;
comprimentos, areas e volumes; angulos; posigbes de retas; simetrias de
figuras planas ou espaciais; congruéncia e semelhangca de tridngulos;
teorema de Tales; relagbes métricas nos tridngulos; circunferéncias;
trigonometria do angulo agudo.

Conhecimentos de estatistica e probabilidade: representagdo e analise
de dados; medidas de tendéncia central (médias, moda e mediana); desvios
e variancia; nogdes de probabilidade.

Conhecimentos algébricos: graficos e fungdes; fungdes algébricas do 1.°
e do 2.° graus, polinomiais, racionais, exponenciais e logaritmicas;
equagbes e inequagdes; relagdes no ciclo trigonométrico e fungdes
trigonométricas.

Conhecimentos algébricos/geométricos: plano cartesiano; retas;
circunferéncias; paralelismo e perpendicularidade, sistemas de equagdes.
(MATRIZ DE REFERENCIA PARA O ENEM, 2009, p.18).

O Teorema de Pitagoras nao é citado, explicitamente, nenhuma vez na Matriz
de Matematica e suas Tecnologias, mas as suas aplicagbes ficam claramente
subentendidas nas habilidades a serem desenvolvidas nas “Competéncias de area 2

e 37, descritas abaixo:

Competéncia de area 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para
realizar a leitura e a representacéao da realidade e agir sobre ela.

H6 - Interpretar a localizagdo € a movimentagdo de pessoas/objetos no
espaco tridimensional e sua representagao no espago bidimensional.

H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

H8 - Resolver situagao-problema que envolva conhecimentos geométricos
de espaco e forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espago e forma na selegéo de
argumentos propostos como solugao de problemas do cotidiano.
Competéncia de area 3 - Construir nocées de grandezas e medidas
para a compreensdo da realidade e a solucdo de problemas do
cotidiano.

H10 - Identificar relagdes entre grandezas e unidades de medida.

H11 - Utilizar a nogao de escalas na leitura de representagao de situagao do
cotidiano.

H12 - Resolver situagao-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 - Avaliar o resultado de uma medig&o na construgédo de um argumento
consistente.
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H14 - Avaliar proposta de intervengdo na realidade utilizando
conhecimentos geométricos relacionados a grandezas e medidas.
(MATRIZ DE REFERENCIA PARA O ENEM, 2009, p.5).

Também fica subentendido o uso do Teorema de Pitagoras quando a Matriz
de Referéncia relaciona, os “Objetos de Conhecimento” e no bloco “Conhecimentos
geomeétricos” destaca o conteudo “relagbes métricas nos tridngulos”, que de forma
assim geral, enquadra as aplicagdes do Teorema, sendo este, uma relagdo de um
tipo particular de triangulo, o retangulo.

Por se tratar de um teorema que possui inUmeras aplicacdes nas diversas
areas de atuacdo do homem, o Teorema de Pitdgoras € cobrado constantemente

nas questdes das provas do ENEM.
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APENDICE I

Neste apéndice vamos demonstrar as varias extensdes retilineas
apresentadas na Sec¢ao 3.2. do Capitulo 3.

Em todas as situagbes, vamos considerar um tridngulo retédngulo com
hipotenusa medindo a e catetos medindo b e ¢ e, portanto, valida a relagcédo
a? = b? + ¢%. E a podera indicar tanto a medida da hipotenusa, como a hipotenusa

(lado). O mesmo ocorre com os catetos b e c. Consideraremos também 074(5‘1), 04(51))

e 04(5) como sendo as areas das regides construidas sobre a hipotenusa a e
c

catetos b e c, respectivamente.

Proposicao: Em todas as situagcbes abaixo, as regides (figuras coloridas)
construidas sobre os lados do triangulo retédngulo preservam o padrao pitagorico das
areas, ou seja, a area da regido construida sobre a hipotenusa é igual a soma das

areas das regides construidas sobre os catetos.
As regides ou figuras coloridas sé&o caracterizadas do seguinte modo:

1) Complementares dos triangulos equilateros construidos no interior dos
quadrados e tendo como base os lados do tridngulo retangulo.

2) Quadrados inscritos nos pontos médios dos quadrados dos lados do
tridangulo retangulo.

3) Tridngulos equilateros inscritos nos pontos médios dos triangulos
equilateros que tem como base os lados do triangulo retédngulo.

4) Quadrilateros ndo-convexos cujos veértices séo os extremos de um lado do
triangulo retangulo, o ponto médio do lado oposto e o centro do quadrado
tem como base o lado do tridngulo retangulo.

5) Quadrados cujos centros coincidem com os centros dos quadrados

construidos sobre os lados do triangulo retdngulo e suas diagonais tém
como medida % da diagonal do quadrado basico.

6) Quadrados cujos centros coincidem com os quadrados construidos sobre
os lados do triangulo retédngulo e suas diagonais tém como medida % do

lado do quadrado basico.
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7) Quadrados inscritos nos quadrados construidos sobre os lados do
tridangulo retangulo em pontos que os dividem na mesma razao k.
8) Triangulos inscritos nos tridangulos equilateros construidos sobre os lados

do triangulo retangulo em pontos que os dividem na mesma razao k.

Demonstracao:

1) A figura que representa a regido é a seguinte:

Figura 116 — Complementar aos tridngulos equilateros.

A area da regido colorida construida sobre a hipotenusa é dada por A4

(Sa)
2 az-\/§ _ az-(4—\/§)
=a . ’ .
_ b4 -3) N Gt )
Analogamente, A )= — ——e A = —
_ b*(4-V3) | c*(4-V3) _ (b*+c?)(4-V3) _ a*(4-V3) _
Logo, ”A(Sb)+°4(5c)_ s T o 4 N 4 B "A(Sa)'

Note que isto pode também ser visto diretamente, usando a Proposicéo 3.2 e

o Teorema de Pitagoras.

2) A figura que representa a regido é a seguinte:

Figura 117 — Quadrados inscritos nos pontos médios.

Q‘/’\/

9
2

< >b a
1 C
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Observe que a regido construida sobre a hipotenusa é um quadrado cujos

a . . a 2 g2
lados medem 5\/5 e sua area é dada por A | = (Eﬁ) =
C2

bZ
Analogamente, A, = —€ A, = .
b2 ¢ _ b*+c? _ a?

Logo, A, tAsy=T157= 5 =7 =Asy

3) A figura que representa a regido € a seguinte:

Figura 118 — Tridngulos equilateros inscritos nos pontos médios.

<

A A

el
2\
\/

O triangulo inscrito no ponto médio do tridngulo equilatero construido sobre a

G5 _ a3

. a . .
hipotenusa tem lado > € a sua area € dada por A4

S~ 2 16
2. 2.
_BE | NG (0+e)VE _ aiE _
Logo, J4(Sb) + VA‘(SC) =% T T 16 1 o '“74(5‘1)'

4) A figura que representa a regido € a seguinte:

Figura 119 — Quadrilateros ndo-convexos inscritos nos quadrados.

\ Q'/f\,
\
\ Q&
a \ ly
\ _ -
I -
o2
\ 7 — a
4 a 1
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Observe na Figura 119 que a area da regido construida sobre a hipotenusa é

dada pela diferenga entre as areas do quadrado de lado a e pela soma das areas de

. a R a o av2
dois tridngulos retangulos de lados a e > do tridngulo de lados a e —,_que formam

angulo de 45°.
5 2 (2- .0 1,92, g2 _Y_2_a
Entao,UA(sa)—a (2 Spratsrar— sen45°) =a e
b? c?
Analogamente, A ) = 7 & Aew=T

_b2 cz_b2+c2_a2_4
S 7 4 4 4 4 YIS

Logo, A,y + A

5) A figura que representa a regido € a seguinte:

Figura 120 — Quadrados com vértices nas diagonais.

O quadrado com centro no quadrado construido sobre a hipotenusa tem

. vz ~ . . 1 avz 2 2
diagonal 2=, Entso a sua area é dada por A, , = - .22 =2
2 Sa) 2 2 2 4

2
Sp) — 4

2
c
e A..=—

Analogamente, A Ay =T

_b2 cz_b2+cz_az_ﬁ4
S 7 4 4 4 4 YIS

Logo, 04(5[)) + A
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6) A figura que representa a regido € a seguinte:

Figura 121 — Quadrados com diagonais iguais a % do lado.

,\,,
[T
/9

=l c

O quadrado com centro no quadrado construido sobre a hipotenusa e

. ., a , 1 a a a?
diagonal de medida — tem sua areadadapor 4. ,=-"—"— = —.
3 Ca) 2 3 3 18
2 C2
Analogamente, A ) = s © Ay = s
b?> ¢  b%?+c? a?
Logo, Ay + Ay T T ™ 15 18 o

7) A figura que representa a regido é a seguinte:

Figura 122 — Quadrados dividindo o lado na raz&o k.

a

a

h_c

Considere o quadrado inscrito no quadrado construido sobre a hipotenusa

cujos vértices dividem o lado desse quadrado na razédo k. Sejam a; e a, as medidas

dos segmentos nos quais ficaram divididos os lados do quadrado. Entéao % =k =
2

a1=k-a2ecomoal+a2=a,temosk-a2+a2=a:>a2=ﬁ.

Observe, na Figura 122, que a area desse quadrado € dada pela diferenca

entre as areas do quadrado de lado a e dos 4 triangulos retadngulos de catetos a: e
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a,. Entdo 04(5‘1) = g% — 4,% =a? -2 ka,a, =a®?—2ka,? Substituindo a, = ﬁ
temos A ) = a® — 2:k (ﬁ)z = az'(k(;);_zzmz = aZ'[(g:l))zz_ZR] = az(k(ﬁ;l)

Analogamente, A ) = % Ay = Cz(k(i—zl;zl)

Portanto, A« ) + A,y = bz(lg_i;l) 02(-&2;21 ) = u +(,i)£lz(2+1) = az(k(i;r;) = Ay

8) A figura que representa a regido € a seguinte:

Figura 123 — Triangulos equilateros dividindo o lado na raz&o k.

Considere o tridngulo inscrito no tridngulo equilatero construido sobre a
hipotenusa cujos vértices dividem o lado desse tridngulo na razdo k. Sejam a; e a,

as medidas dos segmentos nos quais ficaram divididos os lados do tridngulo

0z . aq
equilatero. Da mesma forma que no caso anterior, temos — =k, a, + a, = q,

a;
resultando a, = ﬁ
Observe, na Figura 123, que a area desse triangulo € dada pela diferencga
entre as areas do tridangulo equilatero de lado a e dos 3 tridngulos de lados a1 € a2
que formando entre si angulo de 60°.

a?+/3 1

Logo, ,;4(5(1) = e 3 "5 Ay Ay sen 60°. Substituindo a; =k-a, e
_a a3 (K —k+1)
az =7 obtemos 04(5(1) = W.
_ b%V3-(k?-k+1) _ c%y3:(k2-k+1)
Analogamente, ‘/’4(51;) T 4(k+1)? NS T a(k+1)2

bVE(K—k+1) | AV3(kP—k+1)  (b*+c?)V3-(kP—k+1)
Portanto, A, ) + A« = 4kt 1)2 2t D2 4-(kt1)2 =

_a?V3-(k?-k+1)
T ak+12 ‘74(511) u
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APENDICE 11

Neste apéndice vamos demonstrar as varias extensdées do Teorema de
Pitagoras para as néo retilineas (figuras formadas por arcos de circunferéncias e
segmentos de reta), apresentadas na Secgéo 3.3.6. do Capitulo 3.

Em todas as situagbes, vamos considerar um triangulo retdngulo com hipote-
nusa medindo a e catetos medindo b e c e, portanto, valida a relagdo a? = b? + ¢2.

Consideraremos também 4 A e A

v (Sa)’ (sb) (sc)

construidas sobre a hipotenusa a e catetos b e c, respectivamente. As provas, em

como sendo as areas das figuras

geral, seguem o mesmo procedimento e consistem em um bom exercicio para o
calculo de areas de figuras. Observamos entretanto, que algumas poderiam ser

obtidas mais diretamente, por usar resultados ja provados.

Proposicao: Em todos os casos abaixo, as regides (figuras coloridas)
construidas sobre os lados do tridngulo retangulo preservam o padrao pitagorico das
areas, ou seja, a area da figura colorida construida sobre a hipotenusa ¢é igual a

soma das areas das figuras coloridas construidas sobre os catetos.

As regides ou figuras coloridas sé&o caracterizadas do seguinte modo:

1) Exteriores aos quadrantes de circulos e interiores aos quadrados que tem
como base os lados do triangulo retangulo.

2) Exteriores aos semicirculos e interiores aos quadrados que tem como base
os lados do triangulo retangulo.

3) Exteriores aos arcos ogivais e interiores aos quadrantes de circulo que tem
como base os lados do triangulo retangulo.

4) Exteriores aos arcos ogivais e interiores aos quadrados que tem como
base os lados do triangulo retangulo.

5) Exteriores aos semicirculos e interiores aos quadrantes que tem como
base os lados do triangulo retangulo.

6) Interiores aos quadrados e exteriores aos circulos inscritos que tem como

base os lados do triangulo retangulo.
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7) Exteriores aos tridngulos equilateros e interiores aos arcos ogivais que tem
como base os lados do tridngulo retangulo.

8) Exteriores aos semicirculos e interiores aos arcos ogivais que tem como
base os lados do triangulo retangulo.

9) Circulos inscritos em tridngulos equilateros que tem como base os lados do
tridngulo retangulo.

10) Interiores aos triangulos equilateros que tem como base os lados do
triangulo retangulo e exteriores aos circulos inscritos nestes triangulos.

11) Exteriores aos quadrados que tem como base os lados do tridngulo
retdngulo e interiores aos circulos circunscritos nestes quadrados, exceto
as regides comuns ao triangulo retangulo.

12) Exteriores aos triangulos equilateros que tem como base os lados do
triangulo retangulo e interiores aos circulos circunscritos nestes triangulos,
exceto as regides comuns ao triangulo retangulo.

13) Coroas circulares dos circulos inscritos e circunscritos aos quadrados que
tem como base os lados do triangulo retdngulo, exceto as regides comuns
ao tridangulo retangulo.

14) Coroas circulares dos circulos inscrito e circunscrito aos triangulos
equilateros que tem como base os lados do triangulo retédngulo, exceto as
regides comuns ao triangulo retangulo.

15) Interior a um semicirculo e exterior ao outro cujos centros estdo nos
pontos médios de dois lados consecutivos dos quadrados que tem como
base os lados do tridngulo retangulo.

16) Interseccdo de setores angulares com centros em vértices opostos dos
quadrados que tem como base os lados do tridngulo retangulo.

17) Interseccao de semicirculos de centros nos pontos médios dos lados dos

quadrados que tem como base os lados do tridngulo retangulo.
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Demonstracao:

1) A figura que representa a regido € a seguinte:

Figura 124 — Exteriores aos quadrantes de circulos.

R

A area da regiao construida sobre a hipotenusa € dada pela diferenga entre

as areas de um quadrado de lado a e um setor circular de 90° e raio a. Assim

N N S R G k)
04(5‘1) =a"—,mrat= VR
_ b*(4-m) X (4-m
Analogamente, 04(517) =—7)— ¢© 0’4(5C) = —
_ b%(4-m) | c2(4-nm) _ (b%+c?)(4-m) _ a?(4-m) _
Logol (]4(Sb) + OA(SC) - 4 + 4 -_ 4 —_ 2 = UA(Sa)

Observemos que isto pode ser obtido diretamente da Proposigéo 3.14 e do Teorema

de Pitagoras.

2) A figura que representa a regiao € a seguinte:

Figura 125 — Exteriores aos semicirculos.

\_/

A area da regiao construida sobre a hipotenusa € dada pela diferenga entre

as areas de um quadrado de lado a e um semicirculo de raio % Entdo, A4

2 2
1 a a“(8—-m
= az——-n-(—) = —( ).
2 2 8

Sa) —
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2.(8- 2.(g—
Analogamente, A ) = % e Ay,= 0 (z )
_ peem | emm) _ (Pt (s-m) _at(a=m) _
LOQO, ‘}4(517) + (}4(5'(:) - 8 + 3 = 3 = 5 — ‘/_’4(Sa)

3) A figura que representa a regido é a seguinte:

Figura 126 — Exteriores aos arcos ogivais e interiores aos quadrantes.

A area da regiao construida sobre a hiBbtenusa € dada pela diferenca entre

um setor circular de 90° de lado a e um arco ogival de base a, ou seja, ,,4(5 y =
a

1 . . . ’ .
= a? — A, onde A € aarea do arco ogival construido sobre a hipotenusa.

Figura 127 — Elementos do arco ogival.

Observe na Figura 127, acima, que a area 4, do arco ogival € dada pela
soma das areas de dois segmentos circulares de 60° e raio a e um triangulo
equilatero de lado a. Seja A(s,) a area de cada um desses segmentos circulares.

Observe também que A5,y € dada pela diferenga entre as areas de um setor circular

2,
de 60° e raio a e um triangulo equilatero de lado q, isto €, A,y = %.n a2t 4\/5 _
B 12 )
2.(og— 2. 2 ~
Logo, A, =2 20r3) | @B _ at(n3)
12 4 12
Entao, A _ ma®*  a*(4n-3V3) _ a*(3v3-n)
3 (/ — .

R 12 12
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_ b%(3v3-m) _ c2(3V3-n)
Analogamente, ,,4(517) =—-] ¢ 074(50) = —0"
_ b%(3V3-m) | c2(3V3-m) _ (b%+c?)(3v3-m)  a*(3V3-m) _
Portanto, 04(5[))+04(5C) = - + > = o = - =
= Ay

4) A figura que representa a regido € a seguinte:

Figura 128 — Exteriores aos arcos ogivais e interiores aos quadrados.

<
M
\

A area da regiao construida sobre a hipotenusa € dada pela diferenca entre
as areas do quadrado de lado a e do arco ogival de base a. Ja calculamos em 3) a

_ 2 a*(4n-3v3) _ a*(12-4m+3v3)
Sa) — 12 - 12 '

area do arco ogival, assim, A

_ c?(12-4m+3v3)

2, -
Analogamente, ‘/_,4 — M Sy = 5 .
c

Sp) — 12 e A

_ b2-(12-4m+3+/3) N c?(12-4n+3v3) _ (b%+c?)-(12-4m+3v3) _
S — 12 12 - 12 -

Logo, 04(517)+u4

_a?(12-4m+3v3) 4

12 IS’

5) A figura que representa a regido € a seguinte:

Figura 129 — Exteriores aos semicirculos e interiores aos quadrantes.
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A area da regiao construida sobre a hipotenusa é dada pela diferenca entre

as areas do setor angular de 90° de raio a e do semicirculo de raio % Entao,

2 2

_ 1, . 2 _1_ (a\ _ma

°A(Sa)_4na 2 (2) o8
Analogamente. 4 . = T a 4 ™
alogamente, Ay = 5 €Ay T

_ wb? | mwc?  mw(b%+c?)  mwa?
Logo, (74(5'17) + "4(50) = —0t——=——7"—"=—=4

8 8 8 8 Sa)’

6) A figura que representa a regido é a seguinte:

Figura 130 — Exteriores aos circulos e interiores aos quadrados.

' b a
/n c

N

A éarea da regido construida sobre a hipotenusa é dada pela diferenga entre

N

as areas do quadrado de lado a e do circulo de raio % Entdo, A

:az_n.(z)zzw_
2 4

Sa) ~

b2-(4 —m)

_ _c%(a-m
Sp) 4 )

Analogamente, A4 S = "

e A

44 _ b*-n) | c2(-n) _ (b*+c?)@-n) _a*@-n) _
S T 4 4 4 T4 Yy

Logo, "74(Sb)
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7) A figura que representa a regido € a seguinte:

Figura 131 — Exteriores aos tridngulos e interiores aos arcos ogivais.

Observe que a area da regiao construida sobre a hipotenusa é dada por

a?(2m-3v3) .
Ay = 24y, onde Ay =-———— € a area de cada um dos segmentos
2. —
circulares, como ja foi visto em 3). Logo, ‘/74(5'(1) = M.
_ b%(2m-3V3) _ c?(2m-3v3)
Analogamente, 04(5,,) == vA(sc) =—0

*(2n- 2.(2m— b24c?)(2n-3v3)  g2-(2m—
Portanto, A« ) + A, = b™(2m—3V3) | 2 (2n-3V3) _ (P+eR)(2n=3V3) _ a?(2n-3v3) _

6 6 6 6
= Ay

8) A figura que representa a regido € a seguinte:

Figura 132 — Exteriores aos semicirculos e interiores aos arcos ogivais.
GL

A area da regiao construida sobre a hipotenusa é dada pela diferenga entre

as areas do arco ogival de base a e do semicirculo de raio g Entao, 04(5 )=
a

a?(4n-3v3) 1 (a)

= aeneSvs) Lo (e

- 12 2 2

2 a%(5m-6V3)

- 24



139

_ bz-(sn—eﬁ) c?-(5m—6v3)
Analogamente, ,,4(517) =——, ¢ 74(56) —
b2-(5m—6vV3) n c?(5m-6v3) _ (b%+c?)(51-6v3) _ a?-(5m-6v3) _

Logo, ”74(5 ) + 4(5 )~ 24 24 24 24

=Asy-

9) A figura que representa a regido é a seguinte:

Figura 133 — Circulos inscritos aos tridngulos equilateros.

O centro do circulo inscrito no triangulo equilatero construido sobre a
hipotenusa coincide com o baricentro do tridngulo equilatero e seu raio r, € dado por

Ty = gha, onde h, = —\/— € a altura do tridangulo equilatero. Logo, 1, = a.f :

2
A area desse circulo é dada por 4(5 y= T (a \/_) ==

6 12’

rcb m-c?

2
Analogamente, ,,4(%) — € 4(5) ST

wb? | mc? _ mw(b?+c?) _mad _
Logo, ”A(S )t 4(S) T T 1z © S

10) A figura que representa a regido é a seguinte:

Figura 134 — Exteriores aos circulos e interiores aos tridngulos.
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A area da regiao construida sobre a hipotenusa é dada pela diferenca entre
a'T‘/E , conforme

as areas do triangulo equilatero de lado a e do circulo de raio 7,

. - _ az-\/§ ma® . az-(3\/§—n)
visto em 9). Entao, vA(Sa) == T °- P
_ b%(3v3-m) _ ¢%(3v3-m)
Analogamente, vA(s,,) =—, € vA(sC) =—0
_ b%(3V3-m) | c2-(3v3-m) _ (b%+c?)(3V3-n) _a?(3V3-m) _
Logo, ‘74(517)+’74(5’c)_ 12 + 12 - 12 - 12 - ‘74(5a)'

11) A figura que representa a regiao € a seguinte:

Figuras 135 — Exteriores aos quadrados e interiores aos circulos.

~_ 7

Observe, na Figura 136, abaixo, que a regido construida sobre a hipotenusa é
composta por trés segmentos circulares. A area As,y de cada um destes segmentos
circulares é dada pela diferenca entre as areas de um setor circular de 90° de raio

2 N ~ 2
92 & de um triangulo retangulo de catetos %—

2

Figura 136 — Elementos da regiéo.

“Asp
/N 22 \
“/,:{? X >
:{’ a ;i \
‘I‘.\ a\/i /:‘
N /
a
2
. 1 avz 1 av2 av2 _ a%(n-2
Dessa maneira, As,)= ;7" (T) — st %.
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Entdo, a area da regido construida sobre a hipotenusa é dada por Ay =

. a?(r=2)
=3 p .
_ o bE(-2) _ g.b%@=2)
Analogamente, A ) =3 —— € A« = s
_ o b2@=2) | o bPm-2) _ B2+ c?)(m-2) _ a’(m-2) _
Logo, A, + Ay =35 +3 5= 8 R ”4(sa)'

12) A figura que representa a regiao € a seguinte:

Figura 137 — Exteriores aos tridngulos e interiores aos circulos circunscritos.

Observe, na Figura 138, abaixo, que a regido € formada por dois segmentos

circulares. A area As,) de cada um destes segmentos circulares € dada pela

2 a3 V3
— 2,05 _ 45 o

. . . . 2
diferenga entre as areas do setor circular de 120° e raio r, = g'ha 3 3

n - L V3
do triangulo isdsceles de lados iguais a aT .

Figura 138 — Elementos dos setores circulares.

av3
3

2 2. _
ig) _1.af5 a8 sen 120° = 222 (4 3®.

3 E 3 3 36

Entdo, a area da regidao construida sobre a hipotenusa é dada por 4

—9. az-(4n—3\/§) . az-(4n—3\/§)

36 18

Dessa forma, A,y = % T (

Sa) —
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_ b2(4m-3V3)
Sp) — 18

_ c2(4m-3V3)

Analogamente, A S = " .

e A

__ b%(4m - 33) N c?(an-3v3) _ (b%+c?)(4m-3vV3) _ a?(4m-3V3) _
S~ 18 18 - 18 - 18 -

Logo, A .+ A

(Sp)

= Ay

13) A figura que representa a regiao é a seguinte:

Figura 139 — Coroas circulares do quadrado.

Observe na Figura 140, abaixo, que a area da regido construida sobre a

. . . . . . V2
hipotenusa é dada pela diferenca entre as areas da coroa circular de raios R = =~ e

r= % e do segmento circular cuja area € As,), ja calculada em 11).

Figura 140 — Elementos da regiéo.

),’ m_ _a
/ \/R\ —r—z
\6

a

a_\/i)z _ (2)2] _ a?(n-2) _ az-(rr+2).

Entdo, a area da regido sera 04(5‘1) =" [( > 2 8 8

c?(m+2)

_b%(m+2) _
(S - 8

Sp) — 8

Analogamente, A e A

_ b2(m+2) | c2(m+2) _ (b%+c2)m+2) _a’(w+2)

Logo, ‘“’4(513) + ‘74($c) I 8 8 8 sy
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14) A figura que representa a regiao € a seguinte:

Figura 141 — Coroas circulares do triangulo equilatero.

Observe na Figura 142, abaixo, que a area da regido construida sobre a

. , . , . a3 a3
hipotenusa é dada pela diferenga entre a coroa circular de raios R = — &= —

e do segmento circular cuja area € A,), ja calculada em 12).

Figura 142 — Elementos da regiéo.

ﬂ)z _ (ﬂ)z] _ a?-(4m-3+3) _

Entdo, a area da regido sera bﬁat(sa)zn.[( : - —

__a?(5m+3V3)
- 36 )

_ b2%(5m+3V3)
Sp) — 36

_ c2(5m+3V3)

Analogamente, A4 S = e

e A

_ b2 (5m +3v3) N c2(sm+3v3) _ (b%+c?)(5m+3V3) _ a?(5m+3V3) _
O 36 36 - 36 - 36 -

Logo, 04(517)+u4

= Ay



144

15) A figura que representa a regido é a seguinte:

Figura 143 — Exterior a semicirculo e exterior a outro.

B¢

H<
~

Observe, na Figura 144, abaixo, que a area da regido construida sobre a

hipotenusa é dada pela diferenca entre as areas do semicirculo de raio % e de dois

segmentos circulares de 90° e raio % Observe também, que a area A,y de cada

um desses segmentos € dada pela diferenga entre as areas do setor angular de 90°

e raio = e do tridngulo retangulo de catetos =.

Figura 144 — Elementos da regiéo.

5 _1 a\> 1 a a__ d® (m-2)
Entéo, A5y =37 (5) =335 ="T—

1 a\2 m-a? a?-(n-2) _ a?
Logo, A,y = 3 (5) —2 4y = Fr-2 = =1
b c2
Analogamente, A« ) =€ A )= T
b 2 iy c? a?



16) A figura que representa a regido € a seguinte:

Figura 145 — Intersecgao de setores angulares.

./

BESY
o Q

145

Observe, na Figura 146, que a area da regiao construida sobre a hipotenusa

é formada por dois segmentos circulares de 90° e raio a. Observe também que a

area Acs,) de cada um desses segmentos € dada pela diferenga entre as

setor angular de 90° e raio a e do triangulo retangulo de catetos a.

Figura 146 — Elementos da regiéo.

Entao, A(Ss) = i'ﬂ," a® ——=
_ _az-(rr—z) _a?(n-2)
Sa) - 4 - 2

_ c2(n-2)
O 2

Logo, a area da regiao é dada por A4

__ b%(n-2)
Sp) — 2

Analogamente, A e A

p2m-2) | *-2) (P4 )@-2)  ar(n-2)
S ™ 2 2 2 -2

Portanto, 04(31,) + A

areas do

I CHY
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17) A figura que representa a regido € a seguinte:

Figura 147 — Intersecgao de semicirculos.

K
:

Observe que a regiao construida sobre a hipotenusa tem area dada por:

2 (g
Ay = 84, onde Ag,) = . (172 2 & a area do segmento circular calculado
em 15).
— a? (m-2) _ a? (n-2)
Logo, Ay )= 8 —(— ="
Analogamente, A4 —me 4 = % (n—-2)
g YOS T 2 IrS) T >

R =2) | A @-2)  (bP+E)@-2)  a2(n-2)

Portanto, A ) + Ay =—; > 2 " 04(5‘1).
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CONSIDERAGOES FINAIS

O Teorema de Pitagoras € considerado um dos mais importantes teoremas da
Matematica elementar. Neste trabalho, pudemos constatar, através das diversas
leituras realizadas, sua grandiosissima relevancia em diversas aplicagbes nas mais
variadas areas do conhecimento. Foi muito enriquecedor ter estudado e
aprofundado no estudo de tdo importante teorema, com certeza, da préxima vez que
for ministrar este conteudo, o farei de uma forma diferente.

Com o simples resgate histérico que foi realizado neste trabalho, esperamos
ter contribuido para que os leitores, principalmente os professores, avaliem a
importancia sobre o papel da histéria nas aulas de Matematica, fato ainda muito
pouco explorado atualmente.

Cabe aqui salientar que o uso da informatica € uma poderosa ferramenta que
o professor pode utilizar no ensino de Matematica, pois torna o estudo mais atraente
e prazeroso. Isto pode ser comprovado nas atividades de informatica com o software
GeoGebra, propostas neste trabalho e aplicadas para alunos da rede publica. Por
meio de relatos e observagdes feitas durante as aplicagdes das atividades, pudemos
atestar o desenvolvimento de habilidades e competéncias, previstas nos Parametros
Curriculares Nacionais, pois com o software Geogebra, é possivel que o aluno
manipule elementos geométricos, execute acdes frente aos questionamentos
apresentados, analise os dados obtidos e tire conclusées, ampliando assim os seus
conhecimentos.

Por fim, com o desenvolvimento deste trabalho, esperamos contribuir para
uma melhoria no ensino de Matematica e que este sirva como fonte de consulta e

apoio para os professores em suas atividades e praticas docentes.
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