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1. Resumo

Neste trabalho apresentamos um critério de divisibilidade geral, que fornece de um modo
pratico o resto da divisdo de qualquer inteiro positivo por um dado inteiro positivo n, baseado
nos restos das divisdes das poténcias consecutivas de 10 por n. Discutimos também a
periodicidade dessa sequéncia de restos das divisdes das poténcias consecutivas de 10 por n.

Apresentamos ainda diversos exercicios e problemas resolvidos que usam as ideias e métodos

deste trabalho.

Abstract.

We present a general criterion of divisibility, which provides in a practical way the remainder
of the division of any positive integer for a given positive integer n, based on the remainders
of the divisions of the consecutive powers of 10 by n. We also discuss the periodicity of this
sequence of remainders of the divisions of the consecutive powers of 10 by n. We also present

several exercises and problems solved using the ideas and methods of this work.



2.  Introducéo

Com frequéncia nas turmas preparatérias visando concursos publicos h& alunos que
perguntam se h& algum critério que verifique se um nimero é ou ndo multiplo, por exemplo,
de 17; 19; 23; 29; etc. Também perguntam, caso ndo seja multiplo qual é o resto apresentado
nesta divis&o.

Na verdade, 0 que o aluno esta perguntando é “existe algum critério de divisibilidade
por 17; 19; 23; 73; etc.”? . Nesta hora se vé& em geral a falta de resposta por parte do
professor, mesmo que tenha muitos anos de experiéncia no magistério e podendo até ser um
especialista em Aritmética.

Por falta de resposta, o aluno deste segmento, que costuma ser muito interessado,
recorre ao “Dr. Google”. Nesta pesquisa encontra algum tipo de resposta

“Um numero é divisivel por 17 quando o quintuplo (5 vezes) do ultimo algarismo,
subtraido do numero que ndo contém este Ultimo algarismo, proporcionar um nimero
divisivel por 17. Se o nimero obtido ainda for grande, repete-se 0 processo até que se possa
verificar a divisao por 17.”

" Um numero é divisivel por 19 quando ( 2 vezes) do ultimo algarismo, somado ao
nimero que ndo contém este Gltimo algarismo, proporcionar um numero divisivel por 19. Se
0 numero obtido ainda for grande, repete-se 0 processo até que se possa verificar a divisao
por 19.”

 Um numero é divisivel por 23 quando o sétuplo (7 vezes) do ultimo algarismo,
somado ao numero que ndo contém este Gltimo algarismo, proporcionar um numero divisivel
por 23.Se 0 numero obtido ainda for grande, repete-se o processo até que se possa verificar a
divisdao por 23.”

“Um numero ¢ divisivel por 29 quando o triplo (3 vezes) do ultimo algarismo,
subtraido do numero que ndo contém este Gltimo algarismo, proporcionar um numero
divisivel por 29. Se o nimero obtido ainda for grande, repete-se 0 processo até que se possa
verificar a divisdo por 29.”

Pode-se verificar se o numero tivesse grande quantidade de algarismos entdo haveria
necessidade de repetir este processo tantas vezes que este método apresentado talvez se

tornasse pouco interessante.



2.1 Por que ensinar Matematica?

Ensinar traz na origem de sua palavra: “insignare; sinal, marcar”. Quem ensina marca.
O Magistério é marcante. Para ser ensinado é preciso deixar-se marcar, é preciso querer, pois
a mente ndo alcanca aquilo que o coragédo ndo deseja.

Dentre as disciplinas apresentadas “a Matematica é a Unica em que a geracdo que
chega néo desmente o que foi dito pela geragdo anterior.”

A Matematica “afina o ouvido” do aluno. Normalmente, ouvem-se coisas que néo
foram ditas e ndo se considera aquelas mencionadas, por mais énfase que se dé ao texto. A
Matematica torna o aluno mais atento. E bastante frequente um bom aluno em Matematica ser
bom nas outras disciplinas. Porém a reciproca ndo é verdadeira com a mesma frequéncia.

Vé-se, muitas vezes, que na reunido de professores de Matematica, em algum momento,
surgira alguém apresentado “um probleminha”, mesmo ndo sendo a hora e o lugar
apropriados. Os parentes dos professores podem testemunhar isto.

Muitos professores de Matematica sdo inspiragdo para que seus alunos facam
Licenciatura em Matematica. E muito bom ver alguém fazendo aquilo que gosta.
Normalmente o aluno vera, na maioria das vezes, pessoas usando a profissdo com o propdsito
maior de levar vantagem e obter vantagens econdmicas. Ser professor é privilégio.

“A Matematica oferece-nos um conjunto singular de ferramentas poderosas para
compreender e mudar o mundo. Estas ferramentas incluem o raciocinio légico, técnicas de
resolucéo de problemas, e a capacidade de pensar em termos abstratos. ”

A Matematica ensina ao aluno a arte: de argumentar, de contra-argumentar, de buscar e

exemplos e contra exemplos, de usar os conectivos de forma certa e oportuna.



2.2  Motivacédo para escolha deste trabalho.

Um dos objetivos do Ensino Matematico é gerar um cidaddo que consiga ser um
critico responsavel, entdo a medida que se possa, deve-se apresentar resposta as perguntas
feitas em sala de aula e a existéncia de critérios de divisibilidade para determinados nimeros,
principalmente nimeros primos, € uma destas perguntas frequentes que acabam ficando sem
respostas.

As solugdes apresentadas pelo “Dr. Google” embora costumem vir sem demonstragao
e sejam pouco praticas para diversas situacfes, acabam sendo utilizadas pelo professor,
devido a falta de resposta para as perguntas apresentadas em sala de aula quando o assunto é
divisibilidade por nimeros ndo encontrados nos livros didaticos que tratam da matéria.

A falta de um critério que alcance outros nimeros s6 ndo é sentida com maior
intensidade por ndo haver exercicios relacionados ao tema propostos nos livros cujos autores
ndo apresentam base teodrica para resolvé-los.

Muitas vezes para resolver algum exercicio cuja base tedrica ndo é suficiente, é
fornecida alguma informacé&o auxiliar, sem a qual o problema ndo seria resolvido.

A escolha deste trabalho tornara este novo olhar sobre a Divisibilidade mais

conhecido, embora ja venha sendo feito em sala de aula ha algumas décadas.



2.  Experiéncia com este trabalho em sala de aula.
Problemas apresentados em sala de aula, cuja solucdo ndo surge atraves dos critérios
vistos nos livros didaticos.
Problema 1
O numero 111... 111 com o algarismo 1 aparecendo 6n vezes é divisivel por 91 ?
Problema 2

O ntmero 111... 111 com o algarismo 1 aparecendo 5n vezes é divisivel por 41?

O ndmero 111 ... 111 com o algarismo 1 aparecendo 3n vezes é divisivel por 37?

(Extraidos do Livro Problemas Selecionados de Matemaética, pag.377. Autor Antonio
Luiz Santos, (Gandhi))

Problema 4

Qual o valor de n de modo que o nimero 12345n789 seja divisivel por 91?

(Extraido do livro Praticando a Aritmética, pag. 154. Autor: Jose Carlos Admo
Lacerda, (Lacerda))

Estes exercicios foram propostos em sala, pois estes dois livros fazem parte da
biblioteca obrigatdria de qualquer aluno gque esteja se preparando para 0s concursos militares.
Estes problemas surgiram juntos como um desafio, ndo s6 para alunos como também para
professores independente da experiéncia no magistério que cada um possa ter.

Resolucdo em sala, sob o ponto de vista pratico, como fazer sem a preocupacao
tedrica que 0 assunto exige apenas na perspectiva da realizacdo de uma prova de multipla

escolha; mais adiante todo o embasamento matematico sera apresentado:

Problema 1
N=|...|2| 11|21 (2/1] 1 |21(1|1]1
r9 1] 9|-10|-119/10(1/-9|-10|-1/9(10 |1
R N |..]-9]-10(-1(9|110|1|-9|-10|-1/9|10]|1
91

2% linha: 1y, = 0s restos de 10" +01

32 linha: os algarismos de N multiplicados pelo nimero abaixo

Ré\'l: a soma dos valores da 32 linha, com 6n parcelas = ZERO.

Se soma for igual a algum multiplo de 91entdo o nimero N sera multiplo de 91.

Visivelmente de 6 em 6 a soma vale ZERO logo N é divisivel por 91.



Problema 2

N=1|../2 (1 112 1 |1 1|1 |1 |1 |1 |1

g | 18|110|-4|/16 (18101 |-4| 16|18 |10 |1

rN -4116(18|10 |1
41

Visivelmente de 5 em 5 a soma, com 5n parcelas, vale ZERO logo N € divisivel por 41.

Problema 3
N=|..| 1 11| 1 11111 11 1 111
r ..|-11]10|1|-11|10|1|-11|10(1|-11|10(1

-11110 |1

Visivelmente de 3 em 3 a soma vale ZERO, e como apresenta 3n parcelas é divisivel por 37.

Problema 4
N = 112 |34 5 ni|7 |8 |9
r91 9110(1|-9 |-10|-1]|9 |10|1
RN 9{20|13|-36|-50|-n|63|80|9
91

N
Rgy =184-86—n=M (7)=0,+91+182,...

184-86-n=91
98-n=91
n=7



3. Objetivos

Estabelecer de forma bastante clara tanto para alunos como para professores um
Critério Unico de Divisibilidade que possa ser usado para no Ensino Basico, particularmente
para os candidatos aos concursos militares no nivel de 9° ano.

Para que seja possivel estabelecer esta forma de ver a divisibilidade, tanto na
pratica quanto academicamente, serd apresentada base matematica, que tornara este trabalho
em uma tese matematica.

No desenvolvimento deste novo olhar surgird uma maneira bastante simples para
provar 0s critérios ja existentes, visto que este trabalho ndo nega nenhuma afirmacédo
publicada na literatura que trata do tema.

A fundamentacdo tedrica pode ser encontrada no livio TOPICOS DE TEORIA
DOS NUMEROS dos autores Carlos Gustavo T. de A. Moreira (Gugu), Fabio E.
Brochero Martinez e Nicolau C. Saldanha. Colecdo PROFMAT. Sociedade Brasileira de

Matematica.



4. Metodologia e demonstragdes

Para que haja uma base solida e suficientemente capaz de sustentar os fundamentos

necessarios para a apresentacdo deste trabalho, serdo abordados os seguintes tépicos.

41 Sejam a,b,neZ com n>0. Diz-se que a é congruente a b médulo n e escreve-se
a=b(modn) se n|a—b ,ou seja, a e b deixam o mesmo resto quando divididos por n.
De fato, note que se a=ng+r,b=ng,+r, com q,,q,re Z entdo a-b=n(q,—q,) €
multiplo de n; por outro lado, se a=nq, +r, ,b=ng, +r,,com q,,4,.r, € Z,0<r,r,<n e
nla—b entdo n|n(q, —q,)+r,—r,, donde n|r,—r,,elogo r, =r,.

Exemplos: 17 = 3(mod7), 10 = —5(mod 3).

Dados a,b,c,d, X, y,0,,0,,0€%Z,d=0,q=0 tem-se:
4.2 dla,d|b = d|ax+by

Demonstracao
Sed|a,d|b = a=dg ,b=dq,
= ax=dxq, , by=dyq, = ax+by=d(xq,+yq,)

como (xg, +Yq,) € Z = (ax+by) é maltiplo de "d" = d|ax+by.

4.3 dla = a=0v [d|<]a|
Demonstracao
Se a=0 =d |a, pois zero € multiplo de qualquer inteiro.
Se a=0, a=dqgcomoq=0entdo |q>1e |a|=|d||q[=|d| = |d|<]a].
4.5 alb, bjc =ajc
Demonstracéo

Sealb e b|centdo 3q,,q, € Z tais que b=ag, e c=haq,
logoc=ag,q, entdo a|c.



4.6 Se a=b(modn),c=d (modn) entdo a+c=b+d(modn).
Demonstracéo
De fato, se a=ng+r,b=nqg,+r,c=ng,+r',d=nq,+r' com q,,4,.d;,4,.r I'e Z,
entdio a—b=n(g,—0q,), e logo a—b é maltiplo de n. Da mesma forma, c—d =n(q,—d,) €
c—d é multiploden.
Concluimos que (a—b) +(c—d) é multiplo de n ,porém (a—b)+(c—d) =(a+c)—(b+d).

Portanto (a+c)—(b+d) é multiploden, ouseja, a+c=b+d (modn) .

Finalmente... |Se a=b(modn), c=d(modn) entio a+c=b+d (modn) |

4.7 Se a=b (modn) = ac=bc (mod n)
Demonstracéo

Temosque a=ng,+r , b=ng, +r

logo ac = c(nq1 +r) , bc= c(nq2 +r)

entdo ac—bc=cn(g,—q,)

ou seja ac—bd é mualiplo de n logo

ac =bc (mod n)

Finalmente... |Se a=b (mod n) entdo ac = bc (mod n)|.

Além disso, \se a=b(modn), c=d(modn) entdo ac=hd (mod n) \

De fato, pelo que provamos acima, temos ac=bc =bd(mod n).

(as demonstracdes de 4.2 até 4.7 foram extraidas da pag.40, Gugu)

. B B Kk . , ,

4.8 Seja N = (anan_l...alao)10 = > @&/10" ouseja, N € um nimero de (n+1)
0<k<n

algarismos, na base 10.

4.9 Se 10k = (mod p) = aklok =a.n (mod p) sendo

r

(=0 resto da divisdo (10k +p)

entio (¥ a10%) = ( ¥ an) (modp)
0<k<n 0<k<n

Finalmente...



K . o Kk
N=(aa ..aa)=( > al10%)=( > a,n)onder éorestodadivisdo (10" + p)
n“n-1""1% 0<k<n K 0<k<n Kk k

410  Analise dos periodos das sequéncias dos restos das divisbes das poténcias
sucessivas de 10 por um dado inteiro positivo.

Comecaremos com uma definicdo importante para estudar poténcias de um dado inteiro a (no
nosso caso estamos particularmente interessados no caso a=10) médulo um dado inteiro
positivo n:

Dados n € N* e a € Z com mcd (a, n) = 1, definimos a ordem de a mddulo n, ord, a como

sendo 0 menor inteiro positivo t tal que a'= 1(maédulo n).

Proposicéo: {t € N* lat= 1(médulo n)}={k.ord ra, k € N*}.

Demonstracdo: Como a°** =1 (modulo n), para todo k e N tem-se

k.ord,a ordna)k

a =(a =1 =1 (médulo n). Por outro lado, set € &, a' = 1 (mddulo n), existe

k.ord,a

ke Ncom t=k-ord a+r,0<r<orda=a'=a -a" =1a" =a' (modulo n) =

a "= 1 (mddulo n), portanto r = 0 (pois 0 < r < ord, a contradiria a minimalidade de ord_a),
e t=k ord,a g

Proposicdo: O nimero de restos distintos na divisio por n dos nimeros a® com t natural
coincide com o periodo da sequéncia desses restos, e é igual a ord , a.

Demonstragdo: Para todo a inteiro com mdc (a, n) = 1 temos que os ord , a nimeros
1,a, a%..., a™*** so distintos (médulo n) pois a' = a (médulo n), com0<i<j<ord,a=
@' = 1 (mddulo n) com 0 < j — i < ordsa, absurdo. Como, para k inteiro e 0<r<ord a,

k.ord,a+r k.ord,a

a =a -a"=1-a" =a" (modulo n), o resultado segue.,

Note que se n é primo com 10, isto é, se ndo € multiplo de 2 nem de 5 entdo a sequéncia dos
restos das divisbes das poténcias sucessivas de 10 por n é periodica e o tamanho de seu

periodo € ord, 10.

4.11  Seja p um numero primo. Ha p-1 nUmeros primos com p e menores que p.

Seja p#2 e p#5. Tem-se que 10 e p séo primos entre si.

Nestas circunstancias (10 p-1 +p) deixa resto 1 (pelo Pequeno Teorema de Fermat).

Portanto, se k =ord(a) entdo (10" +p) deixa resto 1 e k € um divisor de p-1.




Exemplos: 1, representa o resto da divisdo (10k +p)

10| ... | 10" | 10" [ 10° | 10% | 107 | 10° | 10° | 10% | 10° | 10° | 10% | 20°

rk o r-11 r-10 r9

Exemplo 1: para p=13
Multiplos de p: (13, 26, 39, 52, 65, 78, 91, 104, 117, 130,...)
10° [ 10° | 10° | 10° | 107 | 10" | 10°
413 1]4]-3]1

10¥ 101 [ 10% [ 10° | 108 | 107

| 4 3 |-1]4]-3|1

(1012 + p) deixou resto 1 assim como (106 + p) também deixou resto 1

Ou seja 10' =1 (mod 13), 10° = 1 (mod 13)
O periodo dos restos, r,, para p=13 vale 6 sendo este um divisor de 12, visto que ha 12

ndmeros primos com 13 e menores que 13.

Exemplo 2: para p=37
Multiplos de p: (37, 74, 111, 148, 185, 222, 259, 296, 333, 370,...)
10 [ 10" | 10° | 10° [ 10" [ 10° | 10° | 10* | 10° | 107 | 10" | 10°
1110 1 |-11]10| 1 [-12]10 | 1

10¥

Ik

Ha 36 nameros primos com 37 sendo menores que 37. O periodo dos restos é igual a 3, sendo

3 um divisor de 36.

Exemplo 3: para p=41

Multiplos de p: (41, 82, 123, 164, 205, 246, 287, 328, 369, 410,...)
10* ] 10% [ 10% | 10* | 10°

104 ... [ 10" [ 10" [ 10° [ 10% [ 107 | 10° | 10°
10| 14161810 1]-4]16]18]10] 1

Ik

Ha 40 primos com o0 41, menores que 41, e o periodo dos restos é 5, sendo 5 um divisor de 40.



412 Se p,,p,,Ps, -, P, Sd0 primos diferentesde 2e5 e o, , @, , &, ..., &, S&O
naturais entdo 10 é congruente a 1 modulo p,*p,*p,*...p,* se, e somente se 10 ¢

congruente a 1 mddulo pj”‘j para todo j<k. Isso nos leva a seguinte concluséo:

O periodo da sequéncia dos restos da divisao (10k +P,P, 2P, P ),

que é sempre igual a ordp(,,lp g a0 é igual ao mmc entre
1 2 3 Mk

Ay

os periodos nas divisdes por p,“ , p,” , p;“ , ..., P,

Exemplo 4:

Para p=119=7x17, o periodo dos restos de 10 por 7 tem 6 termos , o periodo por 17 tem 16
termos e portanto o periodo por 119 é mmc(6;16) =48 . Vejamos:
(7,14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70,...)

congruéncia (mod 7)

100=1 10t = 3

102 =30= 2 103=20=-1
10%=-10=-3 10°=-30= -2
109 = 20=1

O periodo apresentou 6 termos .

Para determinar o periodo nas divisGes por 17 o seguinte fato serd util:

Se alguma poténcia de 10 for congruente a -1 mddulo n entdo a quantidade de termos do
periodo dos restos sera igual a 2m, onde m € tal que 10™ = —1 pela primeira na sequéncias das

divisodes.




(17, 34,51, 68, 85, 102, 119, 136, 153, 170,...)

10° =1
10°=-2

10 =-30=4
10°=60=-8
10°=50=-1

congruéncia (mod 17)

10' =10
10°=-20=-3
10°=40=6
10'=-80=5

O periodo vale apresentou 8x2=16 valores.

(119, 238, 357, 476, 595, 714, 833, 952, 1071, 1190,...)

congruéncia (mod 119)

10° =1

10° =-190 = 48
10° =400 =43
10° =160 = 41
10" =540 =-55
10" = 260 = —22
10" =610=15
10* =-470=6
10** =50

107 =20

10*° =-230=38
10% =-330=27
10* =-370=-13
10* =90=-29
10” =440 =36
10* =300 =57

10® =120=1

10' =10
10* =480 =4
107 =430 = -46
10° = 410=53
10" = -550 = 45
10* =-220=18
10° =150=31
102 =60
10" =500 =24
10% =200 =-38
10%' =80 =-39
10* =270=32

10 =-130=-11
10* =-290=-52
10* =360=3
10* =-570=25

10> =100 =-19
10° =40
10% =-460=16
10" =530=54
10" =450=-26
10" =180=61
10% =310 = -47
10® =600=5
10*® =240=2
10® =-380=-23
10% =-390=-33
10® =320=-37
10® =-110=9
10* =-520=-44
10* =30
10 =250=12



4.13 Periodo e pré-periodo

Se na decomposicdo em fatores primos do nimero n pelo qual vamos dividir as poténcias 10
aparecer 0s numeros 2 ou 5, entdo existira um pré-periodo e quantidade de termos deste

pré-periodo sera igual ao maior dos expoentes de 2 e 5.

De fato, se n=25’m, com mdc(m,10)=1, entdo 10* =0 (mod 2*) para todo k>a e
10“ =0 (mod 5°) para todo k> . Ap0s esse pré-periodo, a sequéncia dos restos ficara

periodica, e o periodo tera ord 10 termos.

Exemplo: 10k +(23.52.7), ou seja, 10k +1400
(1400, 2800, 4200, 5600, 7000, 8400, 9800, 11200, 12600, 14000,...)
congruéncia (mod 1400)
100=1 10t=10 10%=100
103=1000=-400 10%=-4000=200  10°=2000=600
109=6000=400  107=4000=—200  108=—2000=-600

109=-6000=-400
Pré-Periodo: (100;10;1)  Periodo: (—600; —200; 400; 600; 200; -400)

Aplicacdo: Seja o nimero N=5555... 5678 formado por 100 algarismos 5 seguidos por 6,7, e
8, quando dividido por 72 deixa qual resto?
(72, 144,216, 288, 360, 432, 504, 576, 648, 720,792,864,936,1008,1080)

N 5 5 5 5 5 5 5 5 5 6 7 8

e -8 |-8 |-8 |28 |10 |1

R 7r\£ —40 |-40 |—40 | 168 |70 |8
72=8x9=2°.9

Pré-periodo: 3 nimeros Periodo : 1 nimero pois este é o periodo do 9

congruéncias (mod?72)
R} =100.(-40)+168+70+8 100=28 168=24 70+8=6

RJ) =28.(-40)+24 +6 =-1090=-10=62 (mod 72)

Resposta: N +72 deixa resto 62




4.14 A quantidade de nimeros primos com um numero natural N e menores que N é

. 0{1 a2 ak
representada por ¢(N). Seja N:p1 Py © Py . Temos

-1 -1 -1
p(N)=(p[ L= p L (P2 ~py2 )i K —p K )

O Teorema de Euler diz que, para todo natural N e todo inteiro a primo com N, temos

N
a¢( ) =1 (mod N).
Uma consequéncia desse teorema é que se mdc(a,N)=1 sempre temos ord a|@(N).
Podemos melhorar um pouco este resultado: pelo que vimos anteriormente, temos sempre

ord_a| mmc(ord pCh ord - a,...,ord " a) | mmec(p — p, poz — pge ., Pk — p ).

Note que mmc(p{ — p™, pez — pse ..., po — pox™) é sempre um divisor de @(N),

e na maior parte das vezes é um divisor préprio de ¢(N).

Exemplos:

Primos com N, menores que N.

Com 30, ¢(30)={1,29,7,231119,13.17}|=8.

Por outro lado, 30=2L3t5l e (21293 -30) (51 5%y —1.24-38.

Primos com 360, menores que 360.
360 = 23325
0(360)=(23-22).(3%-3").(5'-5%)=4.6.4=96

1 O)

Quando N=p é primo, temos:  ¢(p)=(p —p~)=p-1

Uma aplicacéo da nogéo de ¢(N):

Qual o resto de (398 +10)?



0(10) = p(25) = p(2)p(5) = (2—1)(5-1) = 4; D(4) = {1,2,4)
3l=3 (mod 10) 3%=9 (mod 10)  3%=1 (mod 10)

24
logo 378 (mod 10) =(34) .32 = 124 (mod 10) . 3% (mod 10) =1.9=9

Resposta: O resto é 9.

4.11 Exercicios resolvidos:

Ex: O nimero N= xxx...x € formado por 1000 algarismos todos iguais a x e quando dividido
por 17 deixa resto 5 e 0 numero M=yyy...y formado por 1000 algarismos todos iguais a y e

quando dividido por 17 deixa resto 2. Qual o valor de y—x?

X X X X X X X X X X X X X X X

-5 9| 6| -4|3|2)|-10|-1|5|]9|6|4|-3|-2]10

=5X | OX | 6X | 44X | 2X | 2X | 10X | —1x | 5Xx | 9x | 6X | 4X | —3x | —2x | 10x

Vé-se que a soma dos 16 elementos da 3? linha vale zero, ou seja, 0 nimero formado por 16
algarismos iguais a 1 representa um maultiplo de 17, da mesma forma um numero formado por
32 algarismos X, por 48 algarismos X,..., por 992 algarismos X, representa um multiplo de 17.
O numero N é formado por 8 algarismos X, seguidos de 992 algarismos X, logo N dividido por
17 deixa 0 mesmo resto que (5X+9x+6x+4x—3x—2x+10x+1x) deixara quando dividido porl7,
ou seja, deixa resto 30x+17, e portanto deixa resto13x.

Deseja-se que N quando dividido por 17 deixe resto 5, entdo 13x devera ser um multiplo de
17 mais 5 unidades, ou seja: 13x=17k+5 (1<x<9 e keN) o Unico valor para x é 3.

Deseja-se que M quando dividido por 17 deixe resto 2, entdo 13x devera ser um multiplo de
17 mais 2 unidades, ou seja: 13y=17k+2 (1<y<9 ¢ keN) o unico valor paray € 8.

Finalmente y—x=8—-3=5.

Ex: Qual o resto da divisdo de 15051952 por 13?

1 5 0 5 1 9 5 2

-3 1 4 3 -1 —4 -3 1(sempre)

-3 5 0 15(ou2) —1 | —36(0u3) | —15(ou-2) 2




10+13 deixa resto 10 ou resto —3 (linha seguinte: colocar 1 zero a direita de —3)

—30 + 13 deixa resto —4 (linha seguinte: colocar 1 zero a direita de —4)

—40 + 13 deixa resto —1 (linha seguinte: colocar 1 zero a direita de —1)

—10+13 deixa resto —10 ou resto 3 (linha seguinte: colocar 1 zero a direita de 3)

30+13 deixa resto 4 (linha seguinte: colocar 1 zero a direita de 4)

40+13 deixa resto 1 (linha seguinte: colocar 1 zero a direita de 1)

10+13 deixa resto 10 ou resto —3.

Quando o médulo do numero da 3?2 linha da tabela for maior que 13 entéo se substitui este

namero pelo resto da divisdo dele por 13.

15+13 deixa resto 2; —36+13 deixa resto —10 ou 3; —15+13 deixa resto —2.
Resp.: —3+5+0+2—1+3-2+2=6
(verificacd0:15051952+13=1157842 e deixa resto 6)

4.12 Este algoritmo para verificar a divisibilidade implica os critérios existentes nos livros

didaticos de uma forma muito simples.

Exemplo: o numero abcdefgh é maltiplo, por exemplo, de 3 quando a soma for maltipla

a b C d e f g h
10—1 10—1 10—1 10—1 10—1 10—1 10—1 | 1(sempre)
Soma +a +b +C +d +e +f +g +h

“Um numero ¢ multiplo de 3 quando a soma dos seus algarismos for multipla de 3”, como

mostra a tabela acima.

Exemplo: o numero abcdefgh é maltiplo, por exemplo, de 11 quando a soma for multipla

a b c d e f g h
-10——-1 | 10—1 | =10—>-1 | 10—1 | 10——1 | =10—1 | 10——1 | 1(sempre)
Soma —-a +b —C +d —€ +f -0 +h

“Um numero ¢ divisivel por 11 quando a diferenga entre a soma dos algarismos de ordem

impar e a soma dos algarismos de ordem par formar um numero multiplo de 117, ou seja,

como mostra a tabela acima.




Exemplo: o numero abcdefgh é maltiplo, por exemplo, de 5 quando a soma for maltipla

a b c d e f g h
0 0 0 0 0 0 10—0 | 1(sempre)
Soma 0 0 0 0 0 0 0 +h

“Um numero ¢ multiplo de 5 quando terminar em zero ou 5, ou seja depende apenas do
ultimo algarismos, este devera ser multiplo de 5, isto é, devera ser zero ou 5, como mostra a

tabela acima.

Exemplo: o numero abcdef € mdltiplo, por exemplo, de 7 quando a soma for multipla

a b c d e f
-30(-2) | “10(-3) | 20(-1) | 30(2) | 10(3) | 1(sempre)
soma —2a —3b -1c +2d +3e +1f

Se a soma: —2a—3b—1ct+2d+3e+1f ¢ multipla de 7, entdo —2a — (98a) —3b — (7b) —1c + 2d +
(98d) + 3e+ (7e) + 1f permanecera multipla de 7, pois somou-se apenas multiplo de 7, porém
a nova soma sera (100d+10e+1f) — (100a+10b+c), ou seja, a diferenca: def—abc devera ser
multipla de 7, resultando na concluséo de que o seu resto na divisao por 7 € igual ao resto da
diferenca entre sua classe impar e sua classe par, como € apresentado em alguns livros

didaticos.

4.13 Resumindo, o critério geral de divisibilidade funciona da seguinte forma:

Este critério Unico, ou seja, o critério de divisibilidade pelo nimero inteiro n depende
fundamentalmente da 22 linha da tabela elaborada que se determina durante a resolugédo do
exercicio, ndo havendo necessidade de memoriza-la.

Destaca-se que abaixo do algarismo das unidades simples sempre estard o 1. Abaixo das
dezenas simples sempre estara o resto r; da divisdo de 10 por n. Abaixo das centenas simples
estara o resto r, da divisdo de (10.r;+n, deixando resto ry). Abaixo das unidades de milhar
estara o resto rs da divisdo de (10rp+n, deixando resto rz e assim sucessivamente.

Dado um inteiro positivo qualquer, ele deixara 0 mesmo resto na divisdo por n que a soma de
seu algarismo das unidades com o produto do seu algarismo das dezenas multiplicado por ry,

com o produto de seu algarismo das dezenas por r,, e assim sucessivamente.




A tabela abaixo reune as informacdes desta conclus&o.

O ndmero... gfedcba dividido por n:

f e d c b

Por 0 0 0 0 10—0
2

Por 1 1 1 1 10—1 10—1
3

Por 0 0 0 0 20—0 10—2
4

Por 0 0 0 0 0 10—0
5

Por 4 4 4 4 40—4 10—4
6

Por —20—1 —-30——-2 | -10—»-3 | 20——1 30—-2 10—-3
7

Por 0 0 0 40—0 20—4 10—2
8

Por 1 1 1 1 10—1 10—1
9

Por 1 -1 1 10——1 —-10—1 10——1

11

Por 4 4 4 40—4 —20—4 10——2
12

Por 1 4 3 —40——1 | -30—>—4 | 10—-3
13

Por 60——8 40—6 -30—4 | 20--3 | =702 | 10»—7
17

Por 30——8 60—3 —70—6 50——7 —-90—-5 10—-9

19
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