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GeoGebra na Construcéo de Instrumentos

Resumo

Nesta tese apresentamos a construcdo e utilizacdo de mecanismos
virtuais, o mais proximo possivel da realidade, com o objetivo de facilitar a
visualizacdo do ensino de determinados conteudos matematicos. Para a
construcédo foi utilizado o software GeoGebra, que por sua caracteristica
dindmica, permite a interacdo entre aluno e instrumento. Na proposta
contamos um pouco da histéria e detalhamos a construcao do pantografo,
do elipsografo, do relégio de péndulo e engrenagens e do teodolito.
Apresentamos a justificativa matematica para a utilizacdo desses
instrumentos e os conteudos envolvidos na construcdo e funcionamento.
Também mostraremos alguns comandos avancados do GeoGebra, que
foram fundamentais para as construcdes. Completando o trabalho,
apresentaremos sugestdes de conteludos que podem ser trabalhados com

os alunos, em salas de aula do Ensino Fundamental e Médio.

Palavras-chave: GeoGebra, instrumentos e elipsografo.
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“Enquanto a Algebra e a Geometria estiveram
separadas, 0 seu progresso foi lento e o seu
uso limitado; mas uma vez que estas ciéncias
se uniram, elas deram uma a outra um apoio
mutuo e rapidamente avangaram juntos para
a perfeicdo.”

Joseph Louis Lagrange (1795)
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1. Introducéo

O trabalho visa mostrar aos professores uma nova abordagem para
utilizacdo do software GeoGebra através da confec¢do de instrumentos
virtuais, o mais préximo possivel do instrumento real, inclusive com suas
limitacbes fisicas. Vale mencionar que este trabalho configura a
conclusao do curso de Pds-graduacado Stricto Sensu do Instituto Nacional
de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) do Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT). O projeto
gue deu origem ao mesmo foi elaborado por Jean Carlo da Silva Cordeiro,
Patricia Mello Bittencourt, Sergio Antoun Serrano e Esther Zilkha e
orientado pelo Professor PhD Paulo Cezar Pinto de Carvalho, tendo os
capitulos 1 e 2 como parte comum.

O objetivo do grupo foi utilizar o software GeoGebra para a construcao de
instrumentos, dando ao professor uma forma de mostrar aos seus alunos
a aparéncia e o funcionamento do elipsografo, do pantégrafo, do reldgio
de péndulo e do teodolito. Cada integrante do grupo escolheu um
instrumento, pesquisou o0 seu histérico, suas caracteristicas de
funcionamento, sua aplicabilidade e, por fim, fez a construgdo no
GeoGebra. Como o objetivo do trabalho é também mostrar outra
utilizacdo deste software, foi descrita toda a sequéncia de comandos

utilizada na construcdo, bem como as dificuldades encontradas.

1.1. Justificativa

O ensino da matematica € um desafio diario para professores que
encontram resisténcia por parte de seus alunos. Diversos artigos
discutem sobre essa dificuldade de aprendizagem. Lorenzato [22] indica
gue conceitos matematicos de espaco, numero e forma devem ser
mostrados de diferentes maneiras aos alunos com o objetivo de
desenvolver diversos processos mentais basicos para a aprendizagem
matematica. Dentre esses processos, destacam-se a correspondéncia, a
comparacao e a classificacao.

Em relagdo a Geometria, segundo Nasser [24], a Teoria dos Van-Hiele

define cinco niveis de aprendizado: reconhecimento das formas, analise
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comparativa, argumentacao logica informal, deducdo das demonstracdes
dessas argumentacdes e estabelecimento formal de teoremas. Assim,
para o processo de ensino aprendizagem ser efetivo, deve seguir uma
sequéncia que permita ao aluno expandir seus conhecimentos a partir da
observacéo informal das figuras, evoluindo até compreender os sistemas
axiomaticos da Geometria.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) descrevem os conteudos
matematicos necessarios a cada ciclo da vida escolar do aluno. Também
faz a analise dos objetivos a serem alcancados e a visdo pedagdgica da
construcéo desse conhecimento. O PCN divide o ensino fundamental em
4 ciclos, cada um contendo duas séries, e divide o conteddo matematico
em quatro blocos: Numeros e Operacdes, Espaco e Forma, Grandezas e
Medidas e Tratamento da Informacdo. O Ensino Médio é dividido em 3
anos e o conteudo de cada um desses anos € dividido em trés temas
estruturadores: Algebra (nimeros e funcdes), Geometria e Medidas e
Andlise de dados. O bloco de conteudo de Espaco e Forma, do Ensino
Fundamental, e o de Geometria e Medidas, do Ensino Médio, descrevem
0s contetdos geométricos como parte importante do curriculo da
Matematica por desenvolver no aluno um tipo especial de pensamento
que lhe permite compreender, descrever e representar, de forma
organizada, o mundo em que ele vive. Além disso, o trabalho com noc¢des
geomeétricas contribui para a aprendizagem dos nameros e medidas, pois
estimula o aluno a observar, perceber semelhancas e diferencas e
identificar regularidades. O PCN sugere ao professor a pratica das
construcbes geométricas e a utilizacdo de instrumentos para viabilizar a
visualizacéo e aplicacéo das propriedades das figuras e da construcéo de
outras relacbes. Conforme Piaget [25], “Todo conhecimento é ligado a
acdo de conhecer um objeto ou evento e assimild-lo a um esquema de
acdo. Isto € verdade do mais elementar nivel sensdrio motor ao mais
elevado nivel de operacgdes logico-matematicas”.

Ao longo dos anos, as tecnologias digitais tém evoluido e se tornado uma
excelente ferramenta para o professor. Gravina e Santarosa [12]
analisaram a contribuicdo dos ambientes informatizados na aprendizagem

matematica, verificando que esses ambientes, ja naquela época,
9
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demonstravam serem ferramentas de grande potencial frente aos
obstaculos inerentes ao processo de aprendizagem. A principal
vantagem € a possibilidade de alterar os limites entre o concreto e o
formal. Em seu trabalho, as autoras citam Hebenstreint [15]: “o
computador permite criar um novo tipo de objeto - os objetos ‘concretos-
abstratos’. Concretos porque existem na tela do computador e podem ser
manipulados; abstratos por se tratarem de realizacdes feitas a partir de
construcbes mentais”. Dessa forma, a utilizacdo dessas ferramentas é
licita e de excelentes resultados.

A proposta de criar no GeoGebra alguns instrumentos para a utilizagao
em sala de aula esta em consonancia com as ideias desenvolvidas nos
paragrafos anteriores. Os instrumentos foram criados para dar ao aluno a
sensacao de um instrumento real, favorecendo seu processo cognitivo de

aprendizagem.

1.2. Organizagéo do Trabalho

O trabalho esté organizado em oito capitulos. O primeiro capitulo faz uma
contextualizacdo sobre a proposta do trabalho e a préatica educacional. O
segundo capitulo descreve a origem e a utlizacgdo do programa
GeoGebra. Neste capitulo sdo descritos alguns comandos especiais
utilizados na confeccdo dos instrumentos. Esses dois capitulos séo
comuns aos quatro trabalhos. No terceiro capitulo, cada autor descreve
seu instrumento, contando sua origem, construcédo e funcionamento. No
quarto capitulo, é apresentada a sequéncia de construcdo de cada
instrumento, listando os comandos utilizados. No quinto capitulo sera
apresentada a justificativa matematica para o funcionamento e utilizacao
do instrumento. No sexto capitulo, cada autor apresenta sugestdes para a
utilizacdo do seu instrumento em sala de aula. Os capitulos finais trazem

a conclusao e as referéncias bibliograficas utilizadas no trabalho.
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2. Utilizagcdo do GeoGebra na Construgéo de Instrumentos

2.1. Introducéo

A palavra GeoGebra surgiu da aglutinacdo das palavras Geometria e
Algebra. E um aplicativo de matematica dinamica que combina conceitos
de Geometria e Algebra em uma Unica interface. Sua distribuicéo € livre,
nos termos da GNU General Public License, escrito em linguagem Java, o

gue lhe permite estar disponivel em varias plataformas.

2.2. Historia

O GeoGebra foi objeto de tese de doutorado de Markus Hohenwarter na
Universidade de Salzburgo, Austria. Ele criou e desenvolveu esse
software com o objetivo de obter um instrumento adequado ao ensino da
Matematica em todos os niveis (do Ensino Fundamental ao Ensino
Superior), combinando recursos de Geometria, Algebra, tabelas, gréaficos,
probabilidade, estatistica e calculos simbdlicos em um Unico ambiente.
Assim, o GeoGebra tem a vantagem didatica de apresentar, a0 mesmo
tempo, representacdes diferentes de um mesmo objeto que interagem
entre si. E um software gratuito, de facil download e com vers&o portavel,
muito Util, que pode ser acessada normalmente a partir de um pendrive. O
programa é escrito em Java e, por ser multiplataforma, pode ser instalado
com Windows, Linux ou Mac e apresenta, ultimamente, uma versao beta
para Android e outra versao beta para 3D.

Sua popularidade tem crescido continuamente e hoje o GeoGebra é
usado em 190 paises, traduzido para 55 idiomas, com mais de 300.000
downloads mensais. Foram criados institutos regionais, que sdo membros
do IGI (International GeoGebra Institutes), cujo propdésito €& agregar
interessados no uso do GeoGebra como ferramenta de ensino e
aprendizagem, criando uma comunidade aberta que compartilhe seus
conhecimentos no treinamento, suporte e desenvolvimento de materiais
de apoio para alunos e professores, promovendo a colaboracdo entre
profissionais e pesquisadores, com o objetivo de desenvolver materiais
gratuitos para o ensino, a aprendizagem e a divulgagdo da Matematica a

todos os publicos. Esses Institutos oferecem suporte, promovem oficinas,
11
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foruns de debate e de duvidas. Sdo ao todo 62 Institutos GeoGebra em
44 paises e o Instituto GeoGebra do Rio de Janeiro, tem sua sede no
Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade Federal Fluminense.
O software permite realizar construcbes com pontos, vetores, segmentos,
retas, secbes coOnicas ou com fungdes que podem ser modificados
posteriormente de forma dinamica. Equacdes e coordenadas podem estar
interligadas diretamente através do GeoGebra. O software tem a
capacidade de trabalhar com variaveis vinculadas a numeros, vetores e
pontos; permite achar derivadas e integrais de fungbes e oferece
comandos, como raizes e extremos. Uma caracteristica importante do
GeoGebra é gque todo elemento geométrico desenhado na janela de
visualizacdo tem sua representacdo algébrica mostrada na janela de
Algebra, assim como toda representacédo algébrica de um elemento na
caixa de entrada tem a representacdo geométrica na janela de

visualizacao.

2.3. Programa GeoGebra 2D

O programa possui uma interface amigavel e bastante intuitiva. Os
comandos estédo dispostos em icones abaixo da linha dos menus. Além
das janelas de visualizacéo, de Algebra e do campo entrada, visiveis na
abertura de um novo arquivo, existem ainda a janela de protocolo de
construcdo, que mostra a sequéncia de construcdo executada e a janela
para planilha, para utilizar entrada de dados como Excel.

A aparéncia da tela inicial do GeoGebra, caso as configuragdes iniciais
ndo tenham sido alteradas, é a seguinte:

12
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(3 GeoGebra
MArguio Edilar Exibr Opcoes Feramenias Janela guda
."" (_."' 1 .‘ wlll (Y "_. 9 ‘). :\: aRC | _arz o-f;
(] B - | S N . ul o N
ko danela de J-:clglll'llil ' ¥ Janela de Visualizagao
=
Fl
1
[=
i ] 1 3 1 ] [
-1

Figura 1 - Tela do GeoGebra 2D

No menu Opcbes pode ser escolhido o tamanho da fonte podendo ser

alterada sem prejudicar o processo de construgao.

& GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opg¢des Ferramentas Janela Ajuda
A ’ Descricdes Algébricas 4
¢ "/j —"=|{< Pontos Sobre a Malha 4
» Janela de Algebra Arredondamento 4
~ Rotular 4
4l Tamanho da Fonte P 12pt
Idioma Y 14pt
= Avancado ... 16 pt
18 pt
® Gravar Configuractes [e] 20 pt
Restaurar Configuragdo Padrdo 24 pt
2 28 pt
32 pt
1
0

Figura 2 - O Tamanho da Fonte

Os eixos podem estar visiveis ou ndo, podendo ser alterados na Janela
de Visualizagdo com o comando Exibir ou Esconder os eixos.

O Campo de Entrada se encontra abaixo da janela de visualizagédo. Caso
nao esteja aparente, clique em Exibir no menu principal e, em seguida,

cligue em Campo de Entrada.
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o GeoGebrz
Arquivo Editar|Exibir Opc¢oes Ferramentas Janel

AL~ 4[] Janela de Algebra

: Planilha
» Janela de Al

(
(
Janela CAS e
Janela de Visualizacdo C
Janela de Visualizago 2 ¢
& Protocolo de Construcao (

Teclado
Campo de Entrada

= Layout ...

& Atualizar Janelas C
Recalcular Todos os Objetos (

~

Entrada:

Figura 3 - Campo de Entrada

No capitulo 3 deste trabalho é descrito a sequéncia de comandos utilizada
para a construcdo do instrumento e o endereco eletronico do arquivo
finalizado. Ressalta-se que durante o processo de construcdo, além dos
comandos basicos, foi necessario estudar e utilizar comandos mais
avancados que sdo descritos na secdo seguinte e no decorrer da

sequéncia de construcéo de cada instrumento.

2.3.1. Comando vetor

Esse comando e suas variacbes sao Uteis para a construcdo do
acabamento dos instrumentos construidos. A partir de um ponto central,
utilizando os conceitos de vetor unitario e de translacdo de um ponto pelo
vetor, é possivel criar pontos vinculados ao movimento de outros pontos.

Por exemplo:

Para construir um ponto na tela, clique no comando Ponto () gue se
encontra na Barra de Ferramentas e escolha um local na Janela de
Visualizag&o, como por exemplo (2,2).

Para construir outro ponto na tela, clique novamente no comando Ponto (

) e escolha outro local na Janela de Visualizagdo, como por exemplo,
(3,3).

14
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41

3 B

2 A

1-

O L I
0 1 2 3 4

Figura 4 - Construcéo com Vetores

No Campo de Entrada digite:

<7 Ampliar[-5,-5,18,7] e tecle enter. Sdo os limites dos eixos, ou seja,
eixo Ox variando de [-5, 18] e eixo Oy variando de [-5, 7]. Toda vez
que digitar um comando no Campo de Entrada sempre clique
“enter” para ver o resultado tanto na Janela de Algebra quanto na
Janela de Visualizacao.

<7 u=VetorUnitario[segmento[A,B]]. Criou-se o vetor unitario u.

<3 C=A-u. Criamos o ponto C vinculado ao vetor u.

<2 D=A+3u. Construimos o ponto D.

Todo comando apresentado neste trabalho pode ser copiado e colado no
Campo de Entrada do GeoGebra.
Observa-se que ao mover o ponto B movimenta-se o vetor AB e 0s

pontos C e D que, por construcao, estdo vinculados ao vetor AB.

o
B L)
L]

B . A
2 ;Arll-l E “ J

-

Figura 5 - Construcéo com Vetores
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2.3.2. Comando lista

Esse comando permite fazer uma lista com pontos sendo Util na criacao
dos vértices dos poligonos. Este comando diminui a quantidade de pontos
listados na Janela de Algebra e, a0 mesmo tempo, permite a manipulagéo
de todos ao mesmo tempo. Por exemplo:
No Campo de Entrada digite:

< listal={(1,1),(1,2),(2,3),(2,1.5)}. Cria-se uma lista de pontos na
Janela de Algebra.

-*
2 -
-®
®
D T
(0] 2

Figura 6 - Lista de Pontos

2.3.3. Variaveis Booleanas

O programa possui um comando utilizado para Exibir e Esconder objetos,
como mostra a figura abaixo. Esse comando cria uma variavel booleana,
que é relacionada aos outros elementos da constru¢cao. Também cria um
pequeno botdo, que ao ser acionado troca o valor da variavel de “true”

(verdadeira) para “false” (falsa) e vice versa.

ol
w

n
kbl

=]

B

a=2  Controle Deslizante

[v]# Caixa para Exibir / Esconder Objetos
[OK] Inserir Botdo
a=[1] Inserir Campo de Entrada

Figura 7 - Comando Exibir Objetos
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Também é possivel definir uma variavel booleana através do Campo de
Entrada, selecionando os elementos que a variavel controlard e utiliza-la

para programacao.

2.3.4. Comandos de Definicéo

Na finalizag&o dos instrumentos no GeoGebra, foi necessaria a utilizacéo
desses comandos para programacao.

<7 DefinirCoordenadas[A,x(B),y(B)] — significa que o ponto A recebera
as coordenadas x e y do ponto B.

<7 DefinirLegenda[bt2,”Animar”] — significa que a legenda do botdo bt2
sera a palavra Animar.

<3 DefinirValor[figuras,5] — significa que a variavel figuras recebera o

valor 5.

2.3.5. Camadas

Para o acabamento dos instrumentos, por exemplo, para as hastes
utilizam-se varios poligonos, circulos e arcos. Mas, para dar a aparéncia
real ao trabalho final, temos que considerar as diferengas de plano entre
os elementos que compdem os instrumentos. Cada elemento desenhado
no GeoGebra é desenhado em alguma camada. As camadas variam de 0

a 9. Observe a situacdo abaixo:

Figura 8 - Duas Hastes na Mesma Camada

Observe que as linhas das hastes se cruzam e nao € possivel perceber
qual das duas hastes foi construida primeiro ou qual delas esta sobre a

outra.
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Para alterar a camada da haste CD, por exemplo, basta clicar com o
botdo direito do mouse na haste e escolher a opcéo Propriedades. Na
guia Avancado, escolha uma camada acima da camada em que ele foi

construido.

7 Preferéncias

EEEEEE
—F T =
-@ g Basico | Cor | Estilo AvangacoE
o : Condigdo para Exibir Objeto(s)
@
-3 p —
-3 q S
S Cores Dinamicas
o Vermelho:
@t o |-
= Ponto =
-0 A ) 1
-3 B = 2|
-9 c 3 |E
Transpa
9 D 4
= Quadrilatero ==
J pol1 | 6
.-G poiz i
= Segmento | | Camada: 4 -
@ a -

Figura 9 - Alterac@o das Camadas

Todos os elementos da haste CD foram alterados para camada 5. O

resultado mostra a diferenca de profundidade entre as hastes.

Figura 10 - Hastes em Camadas Diferentes

2.4. Programa GeoGebra 3D
O programa esta em desenvolvimento e foi disponibilizada uma versao
beta, somente online. E possivel fazer construcdes, salvar os arquivos e
perceber o novo universo de possibilidades. Para utilizar o programa
basta acessar o link http://www.geogebra.org/webstart/5.0/geogebra-
50.jnlp e fazer o download do arquivo geogebra-50.jnlp. Apds o download,
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execute este arquivo e deverd ser criado um icone de acesso na area de

trabalho do seu computador.

GeoGebra 5.0

10GL Beta

Figura 11 - icone do GeoGebra 3D na area de trabalho

A interface do programa contempla a interface 2D acrescida da janela de

visualizacdo 3D e dos comandos especificos de uso na Geometria

Espacial.

i #'F GeoGebra

=RRC X ]

Arquive Editar Opches Ferramentas Janela Ajuda
A |E|| Janela de Algebra Cirl+Shift+A
° L=
2 |EEE Planiiha Cirl+Shift+5

Janela CAS Crl+Shift+K

Janela de Visualizacio 3D Cirl+Shift+3
(@] saneta de visuatizacsio Cri+Shift1
Janela de Visualizacio 2 Clrl+Shifte2

Protocolo de Construcio Cirl+Shift+L

Teclado
v

Campo de Entrada

Layout

L

@

Atualizar Janelas Cirl+F
Recalcular Todos os Objetos  Ciri+R

Li2/@ <7 ]~ 55

b Janela de Visualizagao 3D

&

)4

Figura 12 - As Janelas de Algebra, de Visualizag&o 2D e 3D

Esses comandos nos possibilitam criar planos passando por trés pontos,

planos perpendiculares, paralelos, além de sélidos como piramides,

primas, esferas e entre outros. Ha a possibilidade de calcular seus

volumes.

Mesmo sendo necessario estar online, é possivel salvar as construcdes

como arquivos, mas estes s6 abrem se o programa estiver aberto.
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¥ GeoGebra =(=] %]
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A (KN @ 'S . .
oML 3l P ] O [l ac | a2l 5
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T

Figura 13 - Comparativo das Barras de Ferramentas do 2D e do 3D

O fato da verséo beta do GeoGebra 3D existir a apenas 3 anos faz com
que seja pouco comentado e o conhecimento do programa € construido
na pratica, com o seu uso. No caso do teodolito observa-se que para a
construcdo de uma figura € conveniente vincularmos tudo o que esta
sendo criado, para facilitar a movimentagcédo. Ou seja, se desejamos um
ponto, sugere-se que este esteja vinculado a um plano inicial ou a uma
reta. O mesmo acontece com retas, poligonos e qualquer outro objeto.
Caso nao siga este procedimento, fica dificil ao longo da construcéo
localizar, no espaco virtual, o que é preciso. Uma ferramenta util dessa

versao é ter a visao da figura de varios angulos ou mesmo rotaciona-la.

Figura 14 - Visualizar a figura de diversos angulos

A construcdo no 3D reforca os conceitos, teorias e axiomas mencionados
na Geometria Espacial, por exemplo, “Por trés pontos nao colineares
passa um unico plano”, sendo possivel esta construgdo no GeoGebra 3D.
Com o uso deste programa o aluno visualiza facilmente o que é dito em
sala de aula, construindo assim seu conhecimento e tendo um novo olhar

para o que € ensinado em aula.
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3. Instrumento: Elipsografo

3.1. Descricao

O elipsografo € um instrumento articulado que permite desenhar elipses.
Ha varios tipos desses instrumentos, mas todos se baseiam em dois tipos
de construcéo: a partir do conhecimento de seus eixos e outro a partir dos
focos.

Para o elipsoégrafo, que seu funcionamento baseia-se no conhecimento de
seus eixos, 0 mais conhecido € o de Proclo, conhecido também como
elipségrafo de Arquimedes ou bussola de Arquimedes.

O Elipségrafo Antiparalelogramo, também conhecido como do Jardineiro,

baseia-se no posicionamento de seus focos.

3.2. Histéria

3.2.1. Problema Motivador

Na antiguidade, o homem representava 0 mundo em que vivia através de
desenhos feitos em rochas. Comparando o surgimento do homem a uma
crianga pequena, ambos representam a figura humana através de retas e
circunferéncias. Retas para o corpo e membros e circunferéncias para a

cabeca.

il \Q§ A M
= TP =
AL

7 -’ oo
s 7
////////)32 | - af

Figura 15 - Elipse tracada na Antiguidade sobre um muro de Tebas (Egito)

As retas e as circunferéncias sdo as linhas geométricas mais faceis de
utilizarem, pois os instrumentos necessarios para tragar sdo a régua e o

compasso. Segundo René Descartes [7], na obra A Geometria, de 1637,
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relata que “outras linhas foram inventadas pelos matematicos gregos” a
medida que surgiram problemas que n&o podiam ser solucionados
através destes instrumentos. Um desses problemas é o da “duplicagao do
cubo”.

Segundo Souza [31], este problema por ter um enunciado simples,
“encontrar a aresta de um cubo com o dobro do volume de um cubo dado”
gerou alguns enganos.

Entre esses muitos enganos foi compara-lo a um problema, também
simples, que os gedmetras, por volta do século V a.C., ja sabiam resolver
que era “encontrar o lado de um quadrado com o dobro da area do
primeiro” (duplicacdo do quadrado).

Para este problema, basta que o lado do segundo quadrado tenha a

mesma medida da diagonal do primeiro.

Figura 16 - Duplica¢do do quadrado

Acredita-se que, a partir desse problema, houve o interesse em duplicar
as figuras sélidas e, consequentemente, duplicar o cubo.

Conforme Souza [31], h& outras explicacbes para o0 surgimento deste
problema que sédo duas lendas: uma delas surge com a carta de
Eratostenes ao rei Ptolomeu Il e, a outra, sobre a consulta, em Delos, ao
oraculo de Apolo em como acabar com a praga que assolava o Egito.

Na primeira lenda, Eratéstenes narra que o rei Minos ordena que
dupliguem o tamulo do seu filho Glauco, mas que fosse conservada a
forma cubica, por achar que o espaco era pequeno para um rei.

Ao fazerem novo tumulo cometem um engano, duplicaram as arestas, no

gue resultou num tumulo oito vezes maior.
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A segunda lenda relata que uma peste havia dizimado mais de um quarto
da populacao do Egito e que uma delegacao fora formada para consultar
o oraculo de Apolo, em Delos (dai também ser conhecido como “problema
deliano”).

A solucdo para a extingdo da peste era que duplicassem o altar cubico de
Apolo e, conta a lenda, que cometeram erro ao duplicarem as arestas,
resultando, também, num altar oito vezes maior.

Entre tantas lendas e historias, verdadeiras ou ndo, seja no Egito antigo,
seja na Babilénia, como muitos historiadores relatam que ja existia esse
problema, o que havia de fato era um problema onde os recursos
computacionais e calculadoras ndo existiam e, somente, dispunham
apenas de régua nao graduada e compasso.

Segundo Thomas Heath [14], na obra A History of Greek Mathematics
(pag.244-248), o primeiro a apresentar uma solucdo ao problema foi
Hipocrates de Chios (séc. V a.C.) que sugeriu que introduzissem duas
meédias proporcionais aos segmentos x e 2x, teria um cubo duplicado.
Com esta ideia, o problema da duplicacdo do cubo tornou-se outro de
igual dificuldade.

Com esta ideia, varios gebmetras da Academia de Platdo tentaram
solucionar o problema e ha destaques para Arquitas Tarentino que o
resolveu com o semicilindro e Eudoxio com “certas linhas curvas”.

Mas todas estas solugcdes eram somente demonstracdes e nao
satisfaziam a Geometria plana com uso somente de régua ndo graduada
e compasso.

Menaecmus (340 a.C.) apresentou uma solucdo através de intersecces
de pares de curvas obtidas como seccdes planas de superficies conicas,
denominadas parabolas, em conjunto com as circunferéncias, elipses e

hipérboles, designadas como conicas.
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Figura 17 — Cbnicas (Cone de Apoldnio)

Em verdade, sua grande contribuicdo ndo foi a solucdo dada, que nao
podia ser representada apenas por régua e compasso, mas foi em definir

cada uma dessas “novas” curvas com propriedades especificas.

3.2.2. Elipsografos na Histéria

Acredita-se que o0 primeiro a construir um instrumento que tracasse
conicas foi Menaecmus devido a solu¢do do problema da duplicacdo do
cubo.

Posteriormente, varios outros também construiram instrumentos que
tracassem coOnicas, mais especificamente, as elipses. Entre eles temos
Leonardo da Vinci, no séc. XV, inventou um elipsografo com um

movimento invertido de conexao fixa.

Figura 18 - Elipségrafo de Leonardo da Vinci
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Na mesma época, tém-se relatos que o pintor e matematico Albrecht
Durer que utilizava instrumentos mecéanicos para tracar curvas.

René Descartes[7], em 1637, publica Discurso do Método, obra composta
por varios ensaios cientificos e que afirma que a busca da verdade tem
que ser pesquisada e que um problema sempre serd mais bem
compreendido se o dividirmos em uma série de pequenos problemas que
serdo analisados isoladamente um do outro.

Com esse pensamento em busca da verdade, cria a Geometria Analitica,
que é uma traducédo das operacdes algébricas em linguagem geomeétrica.
Esse novo modo de proceder deu aos problemas de natureza geométrica
uma forma organizada e mais clara de resolucao.

Ele também contribuiu nas mais diversas areas, tais como Filosofia e
Optica, e nesta deu enormes contribui¢cbes ao estudar o movimento da luz
e na criacdo de aparelhos que desenhasse curvas, como mostra a

ilustracéo a segquir.

—Q)"~—- : —;9—~ 7:"7\—'?_&__ o
r 3 3

Figura 19 - Elipsografo de Descartes

No ano de 1657, Van Schooten [30] publica “Exercitationum
mathematicarum libri quinque” (Os cinco livros de exercicios
matematicos), cada livro com centenas de paginas cada um. O livro | faz
uma revisdo de padrbes usados na Aritmética e na Geometria. O livro I
apresenta algumas regras de construgdo. O livro Il reconstréi algumas
obras de Apolonio sobre lugares geométricos. O livro 1V, Organica
conicarum sectionum, o mais famoso entre os cinco livros, fala sobre os
mais variados instrumentos que tracam coénicas. O livro V consta de

exercicios diversos de Matemaética.
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Figura 21 - Variados Elipsografos de Van Schooten

26



GeoGebra na Construcéo de Instrumentos

Em 1877, A.B. Kempe [20] publica a obra “How to Draw a Straight Line”
onde menciona trabalhos de varios matematicos, todos relacionados a
instrumentos geomeétricos.

Ivan Ivanovich Artobolevski [3], publica em 1975 a sua obra “Les
mécanismes dans la technique moderne” que traz varios tipos de
instrumentos tanto mecanicos quanto elétricos. Dentre esses, aparecem

varios instrumentos que tracam conicas.

| ELIPSOGRAFO DE PALANCAS | PC
i Y COLISA DE INWARDS Re

Las longitudes de los elementos del mecanismo satisfucen las condicio- '
ney

re 8C cD DE,

es decir, la figura EBCD ¢s un rombo, Los eleasentos 7 v 4 giran alpe-
dedor ded eje fijo C, Los clementos 5 v 6 forman pares de rotacién con
el elemento 7 que gira alrededor del gje fijo A, El clemento & forma
el par de rotacion B con los elementos 3 y 3 y se desliza en la corredera
2 que forma el par de rotacion K con la corredent '8 l);__csm modo, el
cjc del elemento § forma la disgonal D del rombo EBCD. Las corre«
deras | y 2, que forsan ¢l par de rotacion K, se deslizan a lo largo de los
ejes de los elementos 7 y 8. Cuando ¢l elemento 7 gira alrededor del eje
{, el punto K describe una elipse cuya ecuacion es

! ‘ | el -
P—a cosy
donde 2 = AE; @ = AOQ = OC; p es ¢ radio vector del punto K en
ol sistema de coordenadas polares con arigen ¢t ¢l panto medio del seg-
|  mento AC; ¢ ¢s ¢l angulo de giro del madic ctor g respecto al eje fijo
| El mecanismo puede reproducir yna elipse o condicion de que / >la

Figura 22 - Folha do livro de Artobolevski

3.3. Detalhamento de funcionamento

3.3.1. Funcionamento do Elipségrafo de Proclo

Este instrumento € composto por uma haste regulavel que desliza, com
auxilio de dois pinos fixados sobre um trilho, em posicbes pré-
determinadas. Estes trilhos estédo em posi¢cao ortogonais entre si. A ponta
de escrita pode ser colocada em qualquer posicéo da haste.

A movimentacdo tanto pode ser feita no sentido horario como no anti-
horario.
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Figura 23 - Funcionamento do Elipségrafo de Proclo

3.3.2. Funcionamento do Elipsdgrafo Antiparalelogramo

O Elipségrafo Antiparalelogramo € composto por quatro hastes
articuladas, onde as extremidades de uma delas coincidem com os focos
da elipse que se deseja tracar.

Pode ser girado tanto no sentido horario como no anti-horario e o ponto

gue desenha a elipse esta na interseccao das hastes que se cruzam.

Figura 24 - Funcionamento do Antiparalelogramo
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4. Sequéncia de construcdo no GeoGebra

Antes da construcdo no GeoGebra, é importante salientar que o objetivo
desse trabalho é o de construgdo de um elipségrafo virtual, que funcione
como uma ferramenta real. Alguns passos de constru¢cao sao necessarios
para conseguir a aparéncia das hastes, a profundidade, entre outros
detalhes. Também é importante salientar que, como se trata de uma
“ferramenta real”’, ela estara sujeita as limitagdes fisicas da ferramenta

verdadeira.

4.1. Construcédo da Haste de Madeira

Inicialmente foi construida a haste de madeira utilizada para a criacao do
elipségrafo. Para isso foram utilizados os comandos de vetor, lista,
poligono, setor circular, arco e alteracbes de aparéncia como cor,
transparéncia, espessura e camadas. Toda construcao se baseia nos dois
pontos A e B, que serdo os furos de montagem da haste no elipsografo.

Figura 25 — Haste de Madeira

Sequéncia de Construgéo:

1) Construa os pontos A e B em qualquer posicéo.

2) Na caixa de entrada, escreva “u=VetorUnitario[Segmento[A,B]]”, para
criar o vetor unitario u do vetor AB.

3) Construa o vetor v, perpendicular a u, digitando o comando
“v=VetorPerpendicularfu]”.

4) Construa a “Lista1”, digitando na caixa de entrada: “lista1={A+v,B+v,A-
v,B-v}". Os pontos dessa lista formam a parte retangular da haste e
s&o definidos através da translacdo dos pontos A e B pelo vetor v. E
necessario que os pontos da lista estejam na ordem apresentada

acima, caso contrario interfere no préximo passo.
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5) Construa o poligono com os pontos criados na “Listal” assim:
“pol1=Poligono][lista1]”.
6) As extremidades da haste sdo compostas por semicirculos, a partir
dos pontos da “lista1”, assim:
a. Semicirculo a partir dos pontos transladados de A:
“‘c1=Semicirculo[A-v,A+V]’;
b. Semicirculo a partir dos pontos transladados de B:

“c2=Semicirculo[B+v,B-v]”;

llustrando a sequéncia de construgcéo descrita acima:

, = - — =
v A B ) v A B
! . ™ . | ®

L

Figura 26 - Passos de Construgcdo 1 a 6

7) Acabamento da haste:

a. Alterar cor: com o cursor sobre o poligono, clique com o botdo
direito e selecione “Propriedade”. Na guia “Cor” escolha a cor
desejada e altere a transparéncia para 100%. Na guia “Basico”
desmarque a o campo “Exibir Rétulo”.

b. Com o comando “Copiar Estilo Visual’ clique na “Janela de
Algebra” sobre o poligono e, em seguida, clique sobre c1 e c2
(semicirculos).

c. Faca uma linha de contorno da haste, digitando na caixa de
entrada:

<7 11=Segmento[A+Vv,B+V]
< 12=Segmento[A-v,B-V]
<7 c3=ArcoCircular[A,A+v,A-V]
<2 c4=ArcoCircular[B,B+v,B-V]
d. Cliqgue sobre cada uma desses elementos e altere as

propriedades, tais como cor e espessura do contorno.
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e. Faca o furo de montagem do pantografo. Crie um circulo de
centro em A e raio “A+0.3u” digitando “c5=Circulo[A,A+0.3u]".

Faca o mesmo para o circulo c6 com o ponto B.
O passo 7 trata somente da aparéncia final de cada haste.

Observe o0s pontos de vértice do poligono, que foram construidos
utilizando o comando lista, e que a maior parte dos pontos utilizados séao
construidos a partir da translacdo dos pontos A e B pelos vetores u e v.
Dessa forma, todos os poligonos e elementos circulares estédo vinculados
ao movimento dos pontos A e B.

Como foi explicado no capitulo 2, é possivel criar uma nova ferramenta no
GeoGebra. Para criar a ferramenta Haste é preciso selecionar toda a
haste, clicar na opcado “Nova Ferramenta”. Os objetos finais serdo os
segmentos, poligono, linhas de contorno, arcos e setores. Os objetos
iniciais sdo os pontos A e B, depois é preciso criar um nome. Ao utilizar o
comando “Opg¢des — Gravar configuragdes”, a ferramenta Haste estara

disponivel para a utilizagdo em outro arquivo novo do GeoGebra.

,
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Figura 27 - Menu do GeoGebra com a nova ferramenta

4.2. Construcao da Estrutura do Elipségrafo

O objetivo da sequéncia de passos para a constru¢do dos elipsografos é
fornecer condicbes para que um professor possa reconstrui-lo,
aproveitando cada passo para mostrar 0S conceitos, regras e
propriedades que compdem cada aparelho. A ideia € a constru¢do de um
instrumento real, verificando algumas limitagfes fisicas, como o tamanho

das hastes e 0 alcance da mesma.
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E importante lembrar que o GeoGebra nomeia automaticamente o0s
elementos geométricos conforme sua construcdo, sendo possivel que o
usuario renomeie os itens a qualguer momento. Todos o0s elementos
desta construcdo foram renomeados de maneira a manter certa
organizagdo entre eles. Para isso € necessario clicar com o botdo direito
sobre o elemento, escolher a opcdo Renomear e digitar o nome desejado.
Para iniciar a construcdo, foi utilizada a opcao “deixar visivel os eixos
coordenados”. Para escondé-los, clique no icone no canto superior
esquerdo da janela de visualizagdo. A sequéncia de construgao utilizada
foi:

4.2.1 — Elipsografo de Proclo (Bussola de Arquimedes)

Figura 28 - Elipségrafo de Proclo

1) Construa um controle deslizante w, selecione a op¢cdo nimero e
variagao de 20 a 50 com incremento de 5.

(¥ GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
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Intervale | Controle Deslizante | Animagio

min: 20 max: |50 Incremento: |5

Aplicar Cancelar

Figura 29 — Comando Controle Deslizante
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2) Construa o controle deslizante o, selecione a op¢do numero e variagdo
de 60 a 100 com incremento de 5.

3) Crie um ponto A na origem.

4) Crie um ponto B digitando no campo de entrada B=(w,0) para que varie
de acordo com o valor de w.

5) Construa um circulo ¢ com centro em A e passando por B.

6) Crie um ponto C na circunferéncia.

7) Trace uma reta a, perpendicular ao eixo y, passando por C.

8) Use o comando “intersec¢do de dois objetos” e marque o ponto D na
interseccéo da reta a com o0 eixo y.

9) Trace uma reta b, perpendicular ao eixo x, passando por C.

10) Marque o ponto E na interseccdo da reta b com o eixo Xx.
Movimentando o ponto C verificamos que os pontos D e E também se
movimentam, respectivamente, sobre os eixos y e X, com a limitagdo do
circulo c.

Ao tracarmos uma semirreta DE e marcarmos um ponto F sobre esta
semirreta, teremos um tragador de elipse, com eixo menor em Yy, pois a
origem desta semirreta é o ponto D, que esta sobre o eixo y. E, se
guisermos gue o0 eixo menor esteja sobre o eixo X, basta que a semirreta
seja ED.

Habilite o rastro no ponto F para ver a elipse.

- C
C
104
ol E B
40 30 0 10 o 10 o 3 40
-10- £
_-—'-'_'-'-/

Figura 30 - Semirreta DE
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Figura 31 - Semirreta ED

11) Trace a semirreta d, de origem D passando por E.

Todos os pontos dessa semirreta tragcam elipse.

12) Construa circulo e de centro E e raio o.

Esse circulo delimita o tamanho fisico da haste do elipsografo.

13) Crie um ponto K na interseccao do circulo e com a semirreta d.

14) Esconda a semirreta d. Para isto, clique com o botdo direito do mouse
sobre a semirreta e desmarque a opcao “exibir objeto”. Também &
possivel esconder qualquer objeto no GeoGebra desmarcando-o na
janela de algebra.

15) Esconda o circulo e.

16) Trace o segmento f, de extremos D e K.

17) Habilite o rastro do ponto K. Clique com o botdo direito do mouse e
selecione “habilitar rastro”.

Mova o ponto C e vera a elipse sendo tracada a partir do ponto K.
Movimentando o controle deslizante o, ver4 que outras elipses sao

formadas.
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Figura 32 - Elipse com eixo maior no eixo x

Provisoriamente, esconda o segmento f e 0 ponto K, para a construcao
do elipsografo com eixo maior sobre o eixo .

18) Trace a semirreta g, de origem E passando por D.

Da mesma forma, como no passo 11, todos os pontos dessa semirreta
tracam elipses em torno do eixo y.

19) Construa circulo h de centro em D e raio o.

20) Crie um ponto F na interseccao do circulo h com a semirreta g.

21) Esconda a semirreta g e o circulo h.

22) Trace o segmento i, de extremos E e F.

23) Habilite o rastro no ponto F.
Mova o ponto C e verd a elipse sendo tracada a partir do ponto F.

Movimentando o controle deslizante o, vera que outras elipses também

sao formadas.
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Figura 33 - Elipse com eixo maior sobre o0 eixo y

Até o momento temos duas possibilidades de construcao de elipses, uma
com eixo maior sobre o eixo x e a outra sobre o eixo y, sendo necessario
escolher com qual orientacéo da elipse a ser desenhada.

Para permitir essa escolha € necessario a construcdo de botdes, cada
qual com um tipo de programacao.

24) Na caixa de entrada digite “p=true” para criar uma variavel booleana
p. Portanto, temos que definir quais objetos aparecerao para “p=true” e
quais para “p=false”.

Defina “p=true” para a elipse com eixo maior sobre o0 eixo x e para
“p=false” para a elipse com eixo maior sobre y.

25) Na janela de algebra, clique com o botéo direito do mouse sobre o
segmento f e selecione “propriedades”. Na guia “condi¢gdo para exibir
objeto” digite p.

Na maioria dos casos, quando digitamos em alguma janela, basta fecha-

la para ter a informacao salva, ndo ha um bot&o para confirmar.
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Figura 34 - Condicao para exibir objeto

26) Na lista de objetos a esquerda, marque o ponto K e condicione sua
exibicdo também a variavel p.

27) Faca o mesmo para o segmento i (EF) e para o ponto F, mas em
ambos dé como condi¢ao de exibicdo !p.

O comando “Ip” significa “ndo p”, como p é definido como “true” , logo “Ip”
sera “false”.

O segmento i e o0 ponto F sdo objetos para a construcdo da elipse com
eixo maior sobre o0 eixo y.

= ”

28) Crie um botdo com o comando “inserir botdo” e coloque para legenda
“Elipse no eixo x” e no campo “Codigo GeoGebra” digite p=true.
E preciso programar este botdo para os objetos que constroem a elipse

com eixo maior sobre o eixo X.
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Figura 35 - Programacéo do eixo maior sobre o eixo x

29) Crie um botdo com legenda “Elipse no eixo y’ e no campo “Codigo
GeoGebra” digite p=false.

30) Esconda as retas a e b para uma melhor visualizagao.

Para apagar o tracado da elipse temos varias maneiras de atualizar a tela,
tais como: esconder os eixos na janela de visualizacao; clicar na opc¢ao
“Exibir” da barra de menus e selecionar a opgao “atualizar janelas”; utilizar
o atalho Ctrl+F; mover a janela de visualizagdo e entre outras.

Ha também a possibilidade de criar um botdo que faca a atualizacdo da
janela ou limpeza da tela de forma rapida.

31) Crie um botao com legenda “Apagar” e no campo “Codigo GeoGebra”
digite “Ampliar[1]”. Este comando amplia com fator de escala 1.

Para uma melhor visualizac&o, altere as cores do rastro dos pontos K e F.
32) Clique com o botdo direito do mouse sobre o ponto K e selecione
Propriedades. Na guia Cor escolha a de sua preferéncia.

Faca o mesmo para o ponto F.
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Figura 36 - Elipses

Para iniciar o acabamento do elipségrafo, primeiramente faca os blocos
deslizantes usando a seguinte sequéncia:

33) Crie os pontos O e P quaisquer.

34) Crie um vetor unitdrio u digitando no campo de entrada
u=VetorUnitario[Vetor[O,P]].

35) Crie um vetor perpendicular v digitando v=VetorPerpendicular[ul].

Os vetores u e v sdo necessarios para a criacdo das listas que serdo
usadas para o acabamento do elipségrafo.

36) A listal tem como referéncia o ponto D em conjunto com os vetores u
e v. Digite no campo de entrada listal={D-2u+2v,D+2u+2v,D+2u-2v,D-2u-
2v}.

37) Digite no campo de entrada blocol=Poligono[listal]. Com este
comando foi criado o primeiro bloco deslizante.

38) Para alterar a aparéncia do bloco clique com o botéo direito sobre
blocol, na janela de algebra, alterando a transparéncia para 100%
escolhendo a cor de preferéncia e, em estilo, aumente a espessura da
linha que faz o contorno do bloco.

39) Repita o item 36 para o ponto E criando a listaZ2.
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40) Crie o bloco2, usando a lista criada no tem anterior e altere sua
aparéncia.

Usando a ferramenta haste, construida no inicio do trabalho, faca
primeiramente para o elipsografo no eixo Xx.

41) Clique na ferramenta haste e nos pontos D e K.

Como a exibicdo desta haste esta vinculada ao clicar no botdo “Elipse no
eixo X", €& necessario utilizar a mesma varidvel booleana para
exibir/fesconder objetos.

42) Cligue com o botao direito no poll, que foi criado pelo GeoGebra apos
ter vinculado uma haste entre os pontos D e K. Selecione Propriedades e
na guia Avancado digite p na Condicdo para Exibir Objeto(s).

E necessario vincular essa condi¢do para todos os elementos da haste,
com isso na janela que aparece ao lado, procure os elementos que
possuem as mesmas cores (claro e escuro) da haste, no caso as conicas
ci,t,q,s,r, keteossegmentosjel.

Faca o mesmo para criar a haste para o elipségrafo que possui eixo maior
emy.

43) Clique na ferramenta haste e nos pontos E e F.

44) Em pol2 condicione-o a !p e faca 0 mesmo para todos 0s objetos que

estdo vinculados a esta haste.

", Elipse no eixo X
"'-.\ ', .Elipse no eixo y
-~ ]

T T
-120 -100

STl S el
-
[
&
3
rd
\ //
\‘0-.3 I
o

Figura 37 - Elipsografo com Haste
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Para a construcao da base do instrumento sao criados quatro pontos que
delimitam a dimenséo da base.

45) Crie os pontos B1=(53,0), B2=(0,53), B3=(-53,0) e B4=(0,-53).

46) Crie a lista3={B1+3v,B3+3v,B3-3v,B1-3v} e, em seguida, o poligono a
partir desta lista, pol3=Poligono[lista3]. Altere as configuracdes deste
poligono no que diz respeito a cor, transparéncia e espessura da linha.
47) Crie a lista4={B2+3u,B2-3u,B4-3u,B4+3u} e a partir desta o poligono
pold=Poligono[listad]. Altere as configuracdes para que fique igual ao
poligono pol3.

Esses poligonos, pol3 e pol4, sédo os trilhos por onde os blocos deslizam.
Ao movimentar o ponto C, que descreve a elipse, percebemos que 0s
blocos desapareceram com a constru¢cdo desses dois poligonos. Para
que os blocos aparecam por cima dos trilhos, devemos coloca-los numa
camada acima.

48) Clique com o botédo direito do mouse sobre blocol, em Propriedades,
na guia Avancado, selecione a camada para 1.

Toda construcdo feita no GeoGebra esta na camada 0, caso queira que
esteja acima, o usuario deve altera-la.

49) Faca o mesmo para o0 bloco2 e para os pontos D e E, que sdo os
centros desses blocos, assim como para todos o0s elementos que

compdem a haste.

.EIIDSE no 2o X
Elipse no eixoy
Apagar

Figura 38 - Elipsografo com trilhos

41



GeoGebra na Construcéo de Instrumentos

Para a construgéo da base onde se fixam os trilhos, utiliza-se o comando
Setor Circular para os quatro quadrantes determinados pelos poligonos
pol3 e pol4.

50) Digite no campo de entrada SetorCircular[A+3u+3v, B1+3v,B2+3u].
Com isso formaré o 1° quadrante. Para os demais siga 0S passos:

2° Quadrante: SetorCircular[A-3u+3v,B2-3u,B3+3v]

3° Quadrante: SetorCircular[A-3u-3v,B3-3v,B4-3u]

4° Quadrante: SetorCircular[A+3u-3v,B4+3u,B1-3v]

v Tracar Haste
W Tracar [ I Base Elipse Eixo Maiar - Eixa Y

Elipse Eixo Maiar - Eixa X

Tamanho da Haste Deslocamento dos Blocaos

Semi Eixo Menar (60,100)/80

Semi Eixo Maiar (100, 130)

Figura 39 - Elipsografo de Proclo no GeoGebra

4.2.2 — Elipsografo Antiparalelogramo (ou do Jardineiro)

1) Construa o controle deslizante “dist”, com variacdo de 20 a 60 e
incremento de 1. Na guia “legenda”, em Propriedades, escreva “Distancia
Focal”. Esse controle deslizante determina a distancia focal.

2) Construa o controle deslizante k, com legenda “EA+EB”, variando de
65 a 120 com incremento de 1.

3) Crie um ponto A gualquer.

4) No campo de entrada digite B=(x(A)+dist, y(A)). Este ponto é um dos
focos e mantém a distancia de acordo com o controle deslizante

“distancia focal”.
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5) Crie um circulo h de centro A e raio k (controle deslizante).

6) Marque um ponto C na circunferéncia e anime este ponto.

7) Construa um segmento i de extremos B e C.

8) Trace a mediatriz do segmento BC.

9) Marque o ponto D sendo este a reflexdo de A em relacdo a mediatriz
de BC.

10) Faca os segmentos AB, AC, CD e BD.

11) Marque o ponto E na interseccao dos segmentos AC e BD e habilite o

rastro deste ponto.

Distancia Focal

Figura 40 - Estrutura do Antiparalelogramo

12) Esconda o circulo h, a mediatriz e o segmento BC.

13) Insira a haste no segmento AB e cologue-a na camada 6.

14) Na caixa de entrada digite “o=true” para criar a variavel booleana o.
Cliqgue com o botédo direito em poll e em “condig&o para exibir objeto”, na

guia avancado, digite “0”. Neste mesmo quadro, na coluna a esquerda,
faca 0 mesmo para todos os elementos que compdem a haste (todos
estdo com cores diferentes dos demais).

15) Insira a haste no segmento CD e cologue-o na camada 6.

43



GeoGebra na Construcéo de Instrumentos

16) Crie a variavel booleana u. Faga o mesmo procedimento do passo 13
para todos os elementos da haste neste segmento.

17) Coloque a haste no segmento AC e coloque-o na camada 5.

18) Crie a variavel v e faca o procedimento necessario a todos o0s
elementos que compdem a haste neste segmento.

19) Insira a haste no segmento BD e coloque-o na camada 8.

20) Crie a variavel booleana w e repita o procedimento dos elementos

nesta haste conforme feita nas anteriores.

Distancia Focal
_

EA+EB

Figura 41 - Elipségrafo com as hastes

21) Insira um “campo de entrada” e como legenda digite “(20 a 60)” e
vincule o controle deslizante dist, correspondente a distancia focal.

22) Insira um “campo de entrada” com legenda (65 a 120) e vincule o
controle deslizante k, correspondente a EA+EB.

23) Crie um botdo para sumir as hastes para que veja a estrutura do
instrumento. Para isso chame-o de “Haste” e no campo “cddigo
GeoGebra” digite o=!0, u=!lu, v=Iv e w=!w, um em cada linha.

24) Crie o botdo “Apagar”’ digitando no “Ampliar[1]” no campo cdodigo
GeoGebra.
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Figura 42 - Elipségrafo Antiparalelogramo no GeoGebra

4.3 Animacao

Para disponibilizar o modelo final, foi utilizada a plataforma
GeoGebraTube.org, que funciona como repositorio de trabalhos criados
utilizando o GeoGebra. O site também possui férum, da mesma forma que
o0 site GeoGebra.org. Para o upload de trabalhos é preciso fazer um
rapido cadastro, fazer login no sistema e escolher a opcdo Material e
clicar em Enviar Material. O autor deve preencher o titulo do trabalho,
fazer um breve comentario, fazer o upload do arquivo .ggb (limitado a
2Mb), preencher palavras-chave e gravar. O applet pode ser editado e
regravado. Caso o professor queira deixar algum guestionamento aos
alunos, deve preencher no campo opcional do formulario, destinado a

versao dos estudantes. Os enderec¢os de acesso sao:

<J www.geogebra.org

<7 www.geogebratube.org
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O arquivo finalizado do Elipsografo de Proclo (bussola de Arguimedes)
esta em:

< http://www.geogebratube.org/student/m94079
O arquivo finalizado do Elipségrafo Antiparalelogramo (do Jardineiro) esta

em:

< http://www.geogebratube.org/student/m94038
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5. Justificativa Matematica

5.1. Justificativa Pedagogica

A sociedade brasileira passa por grandes mudancas, passamos pela
“revolugdo do conhecimento” que alterou o modo de organizagdo do
trabalho e das relagbes sociais. Essas transformagOes alteraram a
estrutura da escola para a formacéo dos futuros cidadéaos.
Com isso a formacdo académica de nossos alunos deve pautar-se em
temas contextualizados, que estimulem a aprendizagem, incentivando o
raciocinio, a pesquisa e a capacidade criadora de nossos jovens.
De acordo com a Unesco, ha quatro premissas apontadas como eixos
estruturais da educacdo na sociedade contemporanea: Aprender a
Conhecer, Aprender a Fazer, Aprender a Viver e Aprender a Ser. Com
essas acdes ha garantia da formacdo do educando como pessoa e como
cidaddo e cumprindo o triplo papel da educacao: econémico, cientifico e
cultural.
Com isso ndo basta uma educacdo voltada somente ao conteddo, mas
sim em um processo de ensino-aprendizagem em que o aluno possa
entender como surgiu determinado assunto, quem ja o estudou, onde se
aplica, como se faz, enfim, situar os assuntos numa dimensdo de
valorizacéo de seu contexto histérico e social.
Para tal, a Lei de Diretrizes e Bases da Educacédo Nacional (LDB) [39]
determina uma Base Nacional Comum, devido a um pais de dimensdes
continentais, onde
“Os conteudos, as metodologias e as
formas de avaliacdo serdo organizados de
tal forma que ao final do ensino médio o
educando demonstre:
I - dominio dos principios cientificos e
tecnoldgicos que presidem a producdo
moderna;
] - conhecimento  das  formas

contemporaneas de linguagem;
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1l - dominio dos conhecimentos de
Filosofia e de Sociologia necessarios ao
exercicio da cidadania.”
A reforma curricular fez-se necessaria num mundo em transformacéo e a
LDB estabeleceu o conhecimento escolar em trés é&reas: Linguagens,
Cdbdigos e suas Tecnologias; Ciéncias da Natureza, Matemética e suas
Tecnologias; e, Ciéncias Humanas e suas Tecnologias. Essa divisao tem
como base a reunido de conhecimentos que compartilham objetos de
estudo permitindo uma pratica de interdisciplinaridade e assegurando
uma educacao de base cientifica e tecnoldgica.
Percebe-se a Tecnologia presente nas trés areas e tem papel
fundamental na educacdo geral do educando, cada qual com sua
particularidade, mas permite contextualizar os conhecimentos de todas as
areas e disciplinas no mundo do trabalho.
“ € preciso identificar  nas
matematicas, nas ciéncias naturais,
nas ciéncias humanas, na
comunicacao e nas artes, os elementos
de tecnologia que lhes sao essenciais e
desenvolvé-los como contelddos vivos,
como objetos da educacdo e, ao
mesmo tempo, meio para tanto.”
A area de Ciéncias da Natureza, Mateméatica e suas Tecnologias tem
como finalidade a compreensdo e a utillizacdo dos conhecimentos
cientificos, para explicar o funcionamento do mundo, bem como planejar,
executar e avaliar as agdes de intervengéo na realidade.
Nas “Orientacbes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais”, conhecida como PCN+ [41], sugere que O
conhecimento tenha o sentido de investigacdo cientifica, interligando
procedimentos e métodos, para uma efetiva aprendizagem. Isso se traduz
“na construgcdo de modelos representativos e explicativos essenciais para
a compreensao de leis naturais e de sinteses teoricas. A distingdo entre

modelo e realidade,...,sdo instrumentos gerais, desenvolvidos em todo o
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aprendizado cientifico, que promovem, como atributo da cidadania, a
competéncia geral de investigagdo e compreenséo.”

A Matematica tem um papel de integracdo com as demais Ciéncias da
Natureza e da ao aluno a capacidade de desenvolvimento de
competéncias e habilidades essenciais a sua formacgdo, tais como:
interpretar situagfes; dominar coédigos e nomenclaturas da linguagem
matematica; compreender e interpretar desenhos e graficos; e, na
resolucao de problemas.

Nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) divide a Matematica do
Ensino Médio em trés temas estruturadores: Algebra (nimeros e
funcdes); Geometria e medidas; e, Analise de dados.

A finalidade do ensino de Algebra é que o aluno use e interprete modelos,
perceba o sentido das transformacgdes, busque regularidades, conheca o
desenvolvimento histérico e tecnoldgico de parte de nossa cultura e
adquira uma visao sistematizada de parte do conhecimento matematico.
A Geometria, relacionada com as formas naturais e construidas pelo
homem, trata das formas planas e tridimensionais e suas representacdes
em desenhos, planificacdes, modelos e objetos do mundo concreto,
baseando-se em dois principios: posicao relativa das formas (paralelismo,
perpendicularismo, intersecdo e composicdo de diferentes formas) e
medidas (quantificar comprimentos, areas e volumes).

Para uma melhor compreensdo do educando, para a andlise das
diferentes representaces geométricas, é indicado o uso de desenhos,
planificacbes e constru¢cdes com instrumentos.

Entre tantos fatores que indicam o0 uso e constru¢cdo de instrumentos
geométricos, deve-se destacar também a importancia histérica, onde
grandes matematicos, filésofos e cientistas se debrucaram na busca do
conhecimento, entre eles destaca-se, 0 movimento eliptico das Orbitas
dos planetas, as propriedades refletoras das conicas que séo importantes

em varios aparelhos e até mesmo na arquitetura e engenharia.
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Figura 43 - Movimento Eliptico dos Planetas

O Teatro Nacional de Sao Carlos é uma dessas construcfes que utiliza a

propriedade refletora da elipse. Os focos situam-se na frente do palco e
no lugar do rei.

Figura 44 - Teatro Nacional de Sdo Carlos (Portugal)
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5.2. Argumentacdo Matematica

5.2.1. Elipsografo de Proclo
O Elipsografo de Proclo tem como funcionamento uma haste com trés
pontos colineares em destaque: C, M e G, sendo este Ultimo o que
descreve a elipse e, C e M, os blocos do elipsografo.

Figura 45 - Explicac@o Matematica do Elipsografo de Proclo

Para uma melhor visualizagéo, retira-se a base do elipségrafo:

Figura 46 - Explicacdo Matematica do Elipségrafo de Proclo (sem a base)
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Considere O a origem do sistema cartesiano xOy, onde 0 eixo x é a reta
que possui 0 segmento BC e o eixo y € a reta que possui 0 segmento OD.
Temos que CBG = MDG = 90e.

Como a+ 0=90° e B+ 0=90°logoax = f3.

Portanto, ACBG ~ AMDG.

Sendo as coordenadas de G(x, y) e a = [3, temos que

( X
coso = —
J GM
sen o = ——
L GC
elevando-se ao quadrado ambas as equacdes e adicionando-as temos
2 2
cos20 + sen?0 = — + —2— = 1.

GM?2 GC?

5.2.2. Elipsografo Antiparalelogramo

Seja E um ponto qualquer da elipse €.
Por construcdo, j € a mediatriz do segmento BC e o0 ponto E é a
interseccéo dos segmentos AC e BD.
Com isso, temos que F é o ponto médio de BC e j é a bissetriz de BEC,

logo BEF = FEC (a = B).

Figura 47 - Explicagcdo BEF = CEF do Elipsografo Antiparalelogramo
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Por sua vez, AEG = FEC, pois s&o opostos pelo vértice.

Figura 48 - Explicacdo AEG = FEC do Elipsografo Antiparalelogramo

Basta provar que j é tangente a elipse €.

Como j é a mediatriz de BC e G € j, temos que GC = GB.
Logo, GA + GB = GA + GC > AC (pela desigualdade triangular no

tridngulo CGA).

Figura 49 - Mediatriz j é tangente a elipse do Antiparalelogramo
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Definamos que AC = 2a, logo GA + GB > 2a, sendo assim G & €, VG €j
e G#E.

Portanto, j € tangente a elipse €.

Conclui-se que:

I) Satisfaz a Propriedade Bissetora da Elipse: “Seja uma elipse € de focos

A e B e seja E um ponto de €. Entdo, a reta tangente a € em E, forma

angulos iguais com os raios focais AE e BE”.

II) Define a elipse como lugar geométrico dos pontos cuja soma das
distancias de qualquer um desses pontos aos focos mantém-se constante
(EA + EB = EC + ED = 2a).
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6. Estratégia e aplicabilidade em sala de aula

Este trabalho mostra que além de ensinar a construcdo de um
elipsografo, assim como conhecer sua parte histérica e importancia no
contexto da evolucdo matematica, traz a possibilidade ao professor de
verificar varios conceitos matematicos que envolvem a construgdo e o
funcionamento deste instrumento. Alguns exemplos sdo exemplificados

nos itens a segquir:

6.1. Semelhanca de Triangulos

O conceito de semelhanca de triangulos pode ser explorado a partir da
comparacdo dos triangulos formados, por exemplo, ao parar em
determinada posicdo o movimento do elipségrafo de Proclo e, ao alterar o
deslocamento dos blocos, temos varios triangulos sendo formado a partir
da haste com os eixos coordenados.

A propria construcéo do Antiparalelogramo nos remete a semelhanca de

triangulos.

6.2. Trigonometria

Conceitos basicos de Trigonometria, entre elas as razdes trigopnométricas
de seno, cosseno e tangente dos angulos formados pela haste com os

eixos.

6.3. Angulos

Explorar este tema, principalmente, utilizando o Antiparalelogramo devido

as suas hastes cruzadas, assim como a relacao de bissetriz de angulo.

6.4. Lugar Geométrico

Além das elipses geradas por cada instrumento do trabalho, temos varios
circulos que foram construidos que serviram como limitacdo das hastes e

determinando o lugar geométrico dos mesmos.
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7. Concluséao

Este trabalho traz uma nova abordagem no processo de ensino-
aprendizagem ao utilizar o GeoGebra na construgéo de instrumentos, que
ajudaram na evolucdo e desenvolvimento da Matematica, visto que
muitos desses tiveram motivacdo especial na solucdo de problemas
classicos que perduraram por séculos.

A ideia de explorar esses instrumentos geométricos reafirma a
importancia da Geometria no ensino da Matematica. Nos dias atuais ha
uma valorizacdo do estudo algébrico sobre o geométrico. Um exemplo
deste fato esta na retirada do ensino da disciplina Desenho Geométrico
da grade curricular e também na forma de pensar de nossos educandos
gue demonstram necessidade por formulas para resolver os mais
variados exercicios e problemas matematicos.

O avanco tecnologico evidenciou a necessidade do conhecimento em
informatica no contexto social, académico e profissional. Com isso, o
acesso a informacao, de forma rapida, obrigou o setor de educacdo a
também evoluir neste sentido. Estes avancos podem ser vistos nos
inUmeros softwares matematicos disponiveis.

A construcdo dos elipségrafos tratados neste trabalho estimula a
construcdo do conhecimento matematico devido a utilizacdo de um
software que transforma a linguagem algébrica em linguagem geométrica
e, vice-versa, dando ao aluno a possibilidade de relacionar os temas
aprendidos de forma rapida e eficaz.

Este trabalho evidencia uma nova préatica de ensino, de acordo com um
mundo informatizado que estimula o “aprender a fazer”, ndo aceitando
somente tudo como verdade e tendo a possibilidade de aprender no erro,
visto que em muitos momentos, a construcdo dos instrumentos geraram
erros e foi preciso dias de estudos até encontrar a forma correta.

Esta sensacdo de manipular um instrumento que foi pensado e construido
por varios filosofos e matematicos do passado pode ser um fator
estimulador aos alunos. Torna-se mais motivador construi-lo num
ambiente virtual, pensando nas limitagcdes fisicas que um instrumento real

tem.
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Espera-se que este trabalho traga ao professor uma nova metodologia de
ensino-aprendizagem e utilizagdo do GeoGebra para que o ensino de

Matematica possa ser melhor difundido.
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