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Resumo

Nesta tese apresentamos a construcdo e utilizacdo de mecanismos
virtuais, o mais proximo possivel da realidade, com o objetivo de facilitar a
visualizacdo do ensino de determinados conteddos mateméticos. Para a
construcédo foi utilizado o software GeoGebra, que por sua caracteristica
dindmica, permite a interacdo entre aluno e instrumento. Na proposta
contamos um pouco da histoéria e detalhamos a construgdo do pantografo,
do elipsografo, do relégio de péndulo e engrenagens e do teodolito.
Apresentamos a justificativa matematica para a utilizacdo desses
instrumentos e os conteddos envolvidos na construcédo e funcionamento.
Também mostraremos alguns comandos avancados do GeoGebra, que
foram fundamentais para as constru¢cdes. Completando o trabalho,
apresentaremos sugestdes de contetudos que podem ser trabalhados com

os alunos, em salas de aula do Ensino Fundamental e Médio.

Palavras-chave: GeoGebra, instrumentos e pantdgrafo.
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1. Introducéo

O trabalho visa mostrar aos professores uma nova abordagem para
utilizacdo do software GeoGebra através da confec¢do de instrumentos
virtuais, o mais préximo possivel do instrumento real, inclusive com suas
limitacbes fisicas. Vale mencionar que este trabalho configura a
conclusao do curso de Pds-graduacado Stricto Sensu do Instituto Nacional
de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) do Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT). O projeto
gue deu origem ao mesmo foi elaborado por Jean Carlo da Silva Cordeiro,
Patricia Mello Bittencourt, Sergio Antoun Serrano e Esther Zilkha e
orientado pelo Professor PhD Paulo Cezar Pinto Carvalho, tendo os
capitulos 1 e 2 como parte comum.

O objetivo do grupo foi utilizar o software GeoGebra para a construcao de
instrumentos, dando ao professor uma forma de mostrar aos seus alunos
a aparéncia e o funcionamento do elipsografo, do pantégrafo, do reldgio
de péndulo e do teodolito. Cada integrante do grupo escolheu um
instrumento, pesquisou o0 seu histérico, suas caracteristicas de
funcionamento, sua aplicabilidade e, por fim, fez a construgdo no
GeoGebra. Como o objetivo do trabalho €& também mostrar outra
utilizacdo deste software, foi descrita toda a sequéncia de comandos

utilizada para a construcao, bem como as dificuldades encontradas.

1.1. Justificativa

O ensino da matematica € um desafio diario para professores que
encontram muita resisténcia por parte de seus alunos. Diversos artigos
discutem sobre essa dificuldade de aprendizagem. Lorenzato [9] indica
que conceitos matematicos de espaco, numero e forma devem ser
mostrados de diferentes maneiras aos alunos com o objetivo de
desenvolver diversos processos mentais basicos para a aprendizagem
matematica. Dentre esses processos, destacam-se a correspondéncia, a
comparacao e a classificacao.

Em relagdo a Geometria, segundo Nasser [10], a Teoria dos Van-Hiele

define cinco niveis de aprendizado: reconhecimento das formas, analise

9
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comparativa, argumentacao logica informal, deducdo das demonstracdes
dessas argumentacdes e estabelecimento formal de teoremas. Assim,
para o processo de ensino aprendizagem ser efetivo, deve seguir uma
sequéncia que permita ao aluno expandir seus conhecimentos a partir da
observacédo informal das figuras, evoluindo até compreender os sistemas
axiomaticos da Geometria.

Os Parametros Curriculares Nacionais [19], o PCN, descrevem o0s
conteudos matematicos necessarios a cada ciclo da vida escolar do
aluno. Também faz a andlise dos objetivos a serem alcancados e a visédo
pedagdgica da construcdo desse conhecimento. O PCN divide o ensino
fundamental em 4 ciclos, cada um contendo duas séries e divide o
conteudo matematico em quatro blocos: Numeros e Operacoes, Espaco e
Forma, Grandezas e Medidas e Tratamento da Informagéo . O Ensino
Médio é dividido em 3 anos e o conteudo de cada um desses anos €
divididos em trés temas estruturadores: Algebra (nimeros e funcdes),
Geometria e Medidas e Analise de dados. O bloco de conteudo de
Espacgo e Forma, do Ensino Fundamental, e o de Geometria e Medidas,
do Ensino Médio, descrevem o0s conteldos geomeétricos como parte
importante do curriculo da Matematica por desenvolver no aluno um tipo
especial de pensamento que lhe permite compreender, descrever e
representar, de forma organizada, o mundo em que ele vive. Além disso,
o trabalho com no¢Bes geométricas contribui para a aprendizagem dos
nameros e medidas, pois estimula o aluno a observar, perceber
semelhancas e diferencas e identificar regularidades. O PCN sugere ao
professor a pratica das construcbes geométricas e a utilizacdo de
instrumentos para viabilizar a visualizacdo e aplicacdo das propriedades
das figuras e da construcdo de outras relagbes. Conforme Piaget [11],
“Todo conhecimento é ligado a acdo de conhecer um objeto ou evento e
assimild-lo a um esquema de acédo. Isto é verdade do mais elementar
nivel sensério motor ao mais elevado nivel de operacdes logico-
matematicas”.

Ao longo dos anos, as tecnologias digitais tém evoluido e se tornado uma
excelente ferramenta para o professor. Gravina e Santarosa [3]

analisaram a contribuicdo dos ambientes informatizados na aprendizagem
10
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matematica, verificando que esses ambientes, ja naquela época,
demonstravam serem ferramentas de grande potencial frente aos
obstaculos inerentes ao processo de aprendizagem. A principal
vantagem € a possibilidade de alterar os limites entre o concreto e o
formal. Em seu trabalho, as autoras citam Hebenstreint [4]: “0 computador
permite criar um novo tipo de objeto — ‘os objetos concreto - abstratos’.
Concretos porque existem na tela do computador e podem ser
manipulados; abstratos por se tratarem de realizacdes feitas a partir de
construgbes mentais”. Dessa forma, a utilizagdo dessas ferramentas €&
licita e de excelentes resultados.

A proposta de criar, no GeoGebra, alguns instrumentos para a utilizagdo
em sala de aula esta em consonancia com as ideias desenvolvidas nos
paragrafos anteriores. Os instrumentos foram criados para dar ao aluno a
sensacao de um instrumento real, favorecendo seu processo cognitivo de

aprendizagem.

1.2. Organizagéo do Trabalho

O trabalho esté organizado em oito capitulos. O primeiro capitulo faz uma
contextualizacdo sobre a proposta do trabalho e a pratica educacional. O
segundo capitulo descreve a origem e a utilizacdo do programa
GeoGebra. Neste capitulo sdo descritos alguns comandos especiais
utilizados na confeccdo dos instrumentos. Esses dois capitulos séo
comuns aos quatro trabalhos. No terceiro capitulo, cada autor descreve
seu instrumento, contando sua origem, construcdo e funcionamento. No
quarto capitulo, € apresentada a sequéncia de construcdo de cada
instrumento, listando os comandos utilizados. No quinto capitulo sera
apresentada a justificativa matematica para o funcionamento e utilizacdo
do instrumento. No sexto capitulo, cada autor apresenta sugestdes para a
utilizacdo do seu instrumento em sala de aula. Os capitulos finais trazem

a conclusao e as referéncias bibliograficas utilizadas no trabalho.

11
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2. Utilizacado do GeoGebra na Construcéo de Instrumentos

2.1. Introducéao:

A palavra GeoGebra surgiu da aglutinacdo das palavras Geometria e
Algebra e é o nome do aplicativo de matematica dinamica que combina
conceitos de geometria e algebra em uma Unica interface. Sua
distribuicéo é livre, nos termos da GNU General Public License e escrito
em linguagem Java, o que |he permite estar disponivel em varias

plataformas.

2.2. Historia

O GeoGebra foi objeto de tese de doutorado de Markus Hohenwarter na
Universidade de Salzburgo, Austria em 2001. Ele criou e desenvolveu
esse software com o objetivo de obter um instrumento adequado ao
ensino da Matemética em todos os niveis (do Ensino Fundamental ao
Ensino Superior), combinando recursos de geometria, algebra, tabelas,
gréficos, probabilidade, estatistica e calculos simbodlicos em um Unico
ambiente. Assim, o GeoGebra tem a vantagem didatica de apresentar, ao
mesmo tempo, representacdes diferentes de um mesmo objeto que
interagem entre si. E um software gratuito, de facil download e com
versao portavel, muito util, que pode ser acessada normalmente a partir
de um pendrive. O programa € escrito em Java e, por ser multiplataforma,
pode ser instalado com Windows, Linux ou Mac e apresenta, ultimamente,
uma versao beta para Android e outra verséo beta para 3D.

Sua popularidade tem crescido continuamente e hoje o GeoGebra é
usado em 190 paises, traduzido para 55 idiomas, com mais de 300.000
downloads mensais. O download do programa pode ser feito a partir do

site oficial do programa, no link http://www.geogebra.org/cms/pt BR/ .

Clicando na opcdo Software, é possivel escolher para que sistema
operacional se deseja o download. Neste endereco ha, ainda, a opcéo
Portable, que disponibiliza o programa para utilizacao direta do pendrive,
sem necessidade de instalacdo no computador. A versdo para tablet

(Android) ainda esta em testes e funciona com limitagdes.

12
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Foram criados institutos regionais, que sdo membros do IGlI (International
GeoGebra Institutes), cujo propésito é agregar interessados no uso do
GeoGebra como ferramenta de ensino e aprendizagem, criando uma
comunidade aberta que compartilhe seus conhecimentos no treinamento,
suporte e desenvolvimento de materiais de apoio para alunos e
professores, promovendo a colaboragdo entre profissionais e
pesquisadores, com o objetivo de desenvolver materiais gratuitos para o
ensino, a aprendizagem e a divulgacdo da matemética a todos o0s
publicos. Esses Institutos oferecem suporte, promovem oficinas, féruns de
debate e de davidas. Sao ao todo 62 Institutos GeoGebra em 44 paises e
0 Instituto GeoGebra do Rio de Janeiro, tem sua sede no Instituto de
Matematica e Estatistica da Universidade Federal Fluminense e pode ser

visitado no endereco http://www.geogebra.im-uff.mat.br/ . O Instituto

GeoGebra em Séao Paulo € sediado na PUC-SP e pode ser visitado pelo

endereco eletrénico http://www.pucsp.br/geogebrasp/ . Outros institutos

podem ser localizados clicando na op¢cdo Community do site oficial.

O software permite realizar construgbes com pontos, vetores, segmentos,
retas, secbes coOnicas ou com funcdes que podem ser modificados
posteriormente de forma dinamica. Equacdes e coordenadas podem estar
interligadas diretamente através do GeoGebra. O software tem a
capacidade de trabalhar com variaveis vinculadas a numeros, vetores e
pontos; permite achar derivadas e integrais de fungbes e oferece
comandos, como raizes e extremos. Uma caracteristicas importante do
GeoGebra é gque todo elemento geométrico desenhado na janela de
visualizacdo, ter4 sua representacdo algébrica mostrada na janela de
algebra. E vice versa, pois se descrevermos a representacdo algébrica de
um elemento na caixa de entrada, a janela de visualizagdo mostrara a

representacdo geométrica do mesmo.

2.3. Programa GeoGebra 2D

O programa possui uma interface amigavel e € bastante intuitivo na
maioria das vezes. Os comandos estdo dispostos em icones abaixo da
linha dos menus. Além das janelas de visualizagdo, de algebra e do

campo entrada, visiveis na abertura de um novo arquivo, existem ainda a
13
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janela de protocolo de construgédo, que mostra a sequéncia de construgéo
executada, e a janela para planilha, para utilizar entrada de dados do
Excel.

Quando o GeoGebra é aberto na tela do computador, a tela inicial, caso

as configurag@es iniciais nao tenham sido alteradas, é:

] GeoGebra
Arguio Edilar Exibe Opgoes Feramentas Janela Ajuda
.."l. },.r' .-_ r.‘ I:,.'...; _-.' ¥ ':f_ :\: anc|| _a-z ‘f’
] Nl I I S - -l o i
b Janela de Algebra = |k Janels de Visualizagio
[=
F
1
[
d 2 ] 1 z 3 1 [
-1

Figura 1 - Tela do GeoGebra 2D

No menu Opc¢des pode ser escolhido o tamanho da fonte que se deseja
usar e que pode ser alterada durante todo o processo de construgcdo sem
causar nenhum prejuizo.

@ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
D Al o3 Descrigdes Algébricas
= ! Pontos Sobre a Malha
* Janela de Algebra  Arredondamento
* Rotular
{ Tamanho da Fonte »o12pt
= Idioma v 14pt
¢ Avangado .. 16pt

18 pt

® Gravar Configuragbes . 20pt
Restaurar Configuragdo Padrao 24 pt

2 28 pt

32 pt

Figura 2 - O Tamanho da Fonte

Os eixos podem estar visiveis ou ndo, podendo ser alterados na Janela

de Visualizagdo com o comando Exibir ou Esconder os eixos. Basta clicar

Janela de Visualizagao L:Janela de Visualizagio
He-
em WAlternar Barra de Eslilos| e em seguida em WExibir ou esconder os eixos|

14
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O Campo de Entrada se encontra abaixo da janela de visualizagdo. Caso
nao esteja aparente, click em exibir no menu principal e em seguida click

em Campo de Entrada.

& GeoGebrg
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janel:

L~ _+[=] Janela de Aigebra

"y a de Al £ Planilha
anela @€ AL Janela CAS

Janela de Visualizacao
Janela de Visualizac&o 2

C
C
(¢
¢
C
= Protocolo de Construgao C

E Teclado
Campo de Entrada

= Layout ...

& Atualizar Janelas C
Recalcular Todos os Objetos (

=~

Entrada:

Figura 3 - Campo de Entrada

No capitulo 3 deste trabalho sera descrita a sequéncia de comandos
utilizada para a construcdo do instrumento e o endereco eletrénico do
arquivo finalizado para utilizacdo. Mas € importante destacar que, durante
0 processo de construcdo, além dos comandos bésicos, também foi
necessario estudar e utilizar comandos mais avancados que serao
descritos abaixo e no decorrer da sequéncia de construcdo de cada

instrumento.

2.3.1. Comando vetor

Esse comando e suas variacbes foram de muita utilidade para a
construcdo do acabamento dos instrumentos construidos. A partir de um
ponto central, utilizando os conceitos de vetor unitario e de translacédo de
um ponto pelo vetor, foi possivel criar pontos que estivessem vinculados
ao movimento de outros pontos. Por exemplo:

Para construir um ponto na tela, clique no comando Ponto () gue se
encontra na Barra de Ferramentas, em seguida cligue na Janela de
Visualizac&o nas proximidades de (2,2), como sugestao.

Para construir outro ponto na tela, click novamente no comando Ponto
() e escolha um outro local da Janela de Visualizagdo, como por

exemplo, nas proximidades de (3,3).
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3 B

2 A

1-

0 L I
0 1 2 3 4

Figura 4 - Construcéo com Vetores

No Campo de Entrada digite®:

< Ampliar[-5,-5,18,7] e tecle enter. Sdo os limites dos eixos, Sao os
limites dos eixos, ou seja, eixo Ox variando de [-5, 18] e eixo Oy

variando de [-5, 7].

O

u=VetorUnitario[segmento[A,B]] e tecle enter. Criou-se o vetor u.
<) C=A-u e tecle enter. Criamos o ponto C.
<7 D=A+3u e tecle enter. Construimos o ponto D.

Estes comandos poderédo ser copiados e colados no Campo de Entrada
do GeoGebra, para uso.

Para trabalhar no outro eixo é possivel construir o vetor perpendicular ao
vetor u. Observa-se que, ao mover o ponto B e, por consequéncia, o vetor

AB, os pontos C e D acompanham o movimento.

D
4
5 ®
L]
-] c A B D - A
Tl e e @ @ - -;/
®
0 0
0 2 4 0 2 3

Figura 5 - Construcéo com Vetores

! Vocé poderéa copiar o comando ja digitado no Word e colar no Campo de Entrada do
GeoGebra.
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2.3.2. Comando lista

Esse comando permite fazer uma lista com pontos e foi muito utilizada
para criar os vértices de alguns poligonos construidos. E um comando
que diminui a quantidade de pontos listados na Janela de Algebra, ao

mesmo tempo em que permite manipulagédo de todos ao mesmo tempo.
Por exemplo:

No Campo de Entrada digite:

< listal={(1,1),(1,2),(2,3),(2,1.5)} e tecle enter. Foi criada uma lista de
pontos na Janela de Algebra.

-
2 -
-
-
0
0 2

Figura 6 - Lista de Pontos

2.3.3. Variaveis Booleanas

O programa possui um comando utilizado para exibir e esconder objetos,
como mostra a figura abaixo. Esse comando cria uma variavel booleana,
gue é relacionada aos outros elementos da construcdo. Também cria um

pequeno botdo, que ao ser acionado troca o valor da varidvel de true para
false e vice versa.

c a=2‘q$p

_

az2  Confrole Deslizante
¥ Caixa para Exibir / Esconder Objetos
[oK] Inserir Botdo
a=[1 Inserir Campo de Entrada

Figura 7 - Comando Exibir Objetos
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Também é possivel definir uma variavel booleana através do Campo de
Entrada, selecionar os elementos que a variavel ira controlar e utiliza-la

para programacao.

2.3.4. Comandos de Definicéo

Em varios momentos durante a finalizagdo dos instrumentos no
GeoGebra, foi necessario a utlizacdo desses comandos para
programacao.

<7 DefinirCoordenadas[A,x(B),y(B)] — significa que o ponto A recebera
as coordenadas x e y do ponto B.

<7 DefinirLegenda[bt2,”Animar”] — significa que a legenda do botéo bt2
sera a palavra Animar.

< DefinirValor[figuras,5] — significa que a variavel figuras recebera o

valor 5.

2.3.5. Camadas

Para 0 acabamento dos instrumentos, foi necessario a utilizacdo de varios
poligonos, circulos e arcos. Mas, para dar a aparéncia real ao trabalho
final, temos que considerar as diferencas de plano entre os elementos
gue compdem os instrumentos. Cada elemento desenhado no GeoGebra
€ desenhado em alguma camada. As camadas variam de 0 a 9. Observe
a situacao abaixo:

Figura 8 - Duas Hastes na Mesma Camada

Observe que as linhas das hastes se cruzam e nao € possivel perceber

qual das duas foi construida primeiro ou qual delas esta sobre a outra.
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Para alterar a camada da haste CD, é necessario clicar com o botédo
direito do mouse na haste e escolher a opgao Propriedades. Na guia
Avancado, escolha uma camada acima da camada em que ele foi

construido.

7 Preferéncias

BeEES®

7 F

-3 g Basico | Cor | Estilo| Avancado | pr

e : Condic&o para Exibir Objeto(s)
@

-3 p —

-0 g D

W Cores Dinamicas

TUs Vermelho:
@t o B

= Ponto E

-0 A | 1

-3 B E 2 |

. T 3 |E

-3 D ] 4

= Quadrilatero| RGE

@ polt | &

.-Gl poiz iy

= segmento | | camaca: |4~

@ a -

Figura 9 - Alteracdo das Camadas

Todos os elementos da haste CD foram alterados para camada 5. O

resultado mostra a diferenca de profundidade entre as hastes.

Figura 10 - Hastes em Camadas Diferentes

2.4. Programa GeoGebra 3D

O programa ainda esta em desenvolvimento e foi disponibilizada uma
versao beta, online. Ainda nao é possivel fazer o download do programa
mas ja é possivel fazer construcbes e perceber o novo universo de
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possibilidades. Para utilizar o programa € necessario clicar no link
http://www.geogebra.org/webstart/5.0/geogebra-50.jnlp e fazer o]

download do arquivo geogebra-50.jnlp. Apés o download, ao executar
este arquivo, sera criado um icone de acesso na area de trabalho do seu
computador.

GeoGebra 5.0

JOGL Beta

Figura 11 - icone do GeoGebra 3D na &rea de trabalho

Cligue neste link para abrir o programa, mas € necessario estar online. A
interface do programa contempla a interface 2D acrescida da janela de
visualizacédo 3D e dos comandos especificos.

Para abrir o programa é necessério estar online, em seguida clique no
link. A interface do programa contempla a interface 2D acrescida da

janela de visualizacdo 3D e dos comandos especificos de uso na
Geometria Espacial.

¥ GeoGebra =HACH X ]
Arquivo  Editar Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

Janela de Algeb Ctrl+Shift=A 5 g
.A "E” anela de Algebra rl+Shift+ b . 4 . [ asc A
=5 Planilha Clri+Shift~§ Y 3 - v 2 Ea
A B3]

=
+ Janela de Visualizagéo 3D B3]
Janela CAS Cirl+ShiftrK
&
¥ Janela de Visualizagio 3D Ctrl+Shift+3 T —
@b || Janela de Visualizacio Ctrl+Shift+1 T
o I —
Janelade Visualizagio 2 Chrl+Shift+2 -
< A4 ,
g Protocolo de Construgio Ctrl+Shift+L o Tt
Teclado
3
¥ Campo de Entrada o
2 Layout...
£ Atualizar Janelas Cirl+F B

Recalcular Todos os Objetos  Cirl+R R

Figura 12 - As Janelas de Algebra, de Visualizag&o 2D e 3D
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Esses comandos nos possibilitam criar planos passando por trés pontos,
planos perpendiculares, paralelos, além de soélidos como piramides,
primas, esferas, etc. Também podemos calcular seus volumes.

Uma vez tendo feito e gravado algumas construcfes, essas geram
arquivos que ndo sdo possiveis de serem abertos dando dois cliques,

mas somente depois de executarmos o programa.

¥ GeoGebra |M
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . D @ e " ° -2
e 7| /—,‘ ’/7H ;;‘7 | I\./_f : 7 * | ABC‘: _a__7 ‘$’_—’ P ]
+ Janela de Algebra (%] | » Janela de Visualizagio %]
S !
¥ GeoGebra | (]
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
A . I l | . - pl e
[:% d ) /—x‘ "’.'-/7 ';’:‘ ; ] . ..7 -‘77 7| 7| : 7 ) hee 7| - ¥y o

®]| %

k Janela deﬁlgebra & [x] | » Janela de Visualizacdo EJ » Janela de Visualizagdo 3D
T

Figura 13 - Comparativo das Barras de Ferramentas do 2D e do 3D

A fato da verséo beta do GeoGebra 3D existir ha apenas 3 anos faz com
que tenha sido pouco comentada e o conhecimento do programa é
construido na prética, com o seu uso. No caso do teodolito observa-se
que, para a construcdo de uma figura, € conveniente vincularmos tudo o
que esta sendo criado, para facilitar a movimentacdo. Ou seja, se
desejamos um ponto, sugere-se que este esteja vinculado a um plano
inicial ou a uma reta. O mesmo acontece com retas, poligonos e qualquer
outro objeto. Caso ndo siga este procedimento, fica dificil ao longo da
construcédo localizar, no espaco virtual, o que é preciso. Uma ferramenta
muito Util dessa versdo é o fato de podermos ter a visdo da figura de

varios angulos, ou mesmo rotaciona-la.

Figura 14 - Visualizar a figura de diversos angulos

A construcéo no 3D reforca os conceitos, teorias e axiomas mencionados
na Geometria Espacial, por exemplo, “Por trés pontos n&o-colineares
passa um unico plano”, sendo possivel esta construgdo no GeoGebra 3D.

Com o uso deste programa o aluno visualiza facilmente o que é dito em
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sala de aula, construindo assim seu conhecimento e tendo um novo olhar

para o que lIhe é ensinado.
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3. Instrumento: Pantégrafo

3.1. Descricao

O pantografo € um instrumento de desenho que permite transferir e
redimensionar figuras e que pode ser regulado de modo a executar
ampliagbes e redugdes nas proporcdes desejadas.

E um mecanismo articulado, formado por algumas hastes de dimensées
pré-definidas, interligadas em pontos determinados, com duas pontas
secas e uma ponta fixa. Enquanto uma das pontas secas se desloca
sobre o desenho a ser copiado, a outra ponta, onde se adapta um lapis,
executa a copia.

Um mesmo instrumento pode permitir ampliacdo ou reducdo da figura
original, basta somente que as pontas secas sejam invertidas. A escala

de ampliacéo ou reducéo € definida na montagem do instrumento.

3.2. Histéria

A palavra pantografo é de origem grega, sendo composta por dois
vocabulos: “pantos”, com o significado de “tudo” e “graphein”, com o
significado de “escrever”.

O pantografo foi inventado em 1603 pelo astrbnomo aleméo Christopher
Scheiner, mas alguns consideram que ele ja existia a mais de 2000 anos.
Este instrumento foi criado como parte de um instrumento maior chamado
perspectografo, que atendeu as necessidades cientificas e artisticas da

época.

3.2.1. Cenério Histoérico

Uma das caracteristicas do Renascimento foi o desenvolvimento do
racionalismo, movimento que possuia a convicc¢ao de que tudo que existe
ou acontece pode ser explicado pela razdo do homem e pela ciéncia.
Nessa época, como em muitas outras areas, houve um aprofundamento
dos estudos matematicos, das técnicas de desenho e mais
especificamente a perspectiva. A intengcdo mais direta era a de retratar a
realidade da melhor forma possivel, artistica e cientificamente. O grande

marco no pensamento cientifico da época foi a concepcao de Copérnico
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sobre o heliocentrismo e o movimento da Terra. Essa hipétese despertou
0s cientistas na busca e investigacao de outros fen6menos naturais. Para
Galileu, Deus era gebmetra e a natureza estaria escrita em linguagem
matematica. A tarefa dos estudiosos era, entdo, descobrir as leis pelas
quais Deus criara o0 mundo. O pensamento artistico também apresentou
enorme desenvolvimento. E neste cenario que acentuaram-se os estudos
da perspectiva, utilizando conceitos de algebra e geometria, aliados as
concepcOes artisticas de retratar o mundo, o mais proximo possivel de
sua realidade.

O trabalho do Padre Leon Battista Alberti (1404-1472) foi fundamental
para o0 desenvolvimento da perspectiva. A palavra “perspectiva”
designava, na ldade Média, a ciéncia da Optica (perspectiva communis).
No seu tratado “Sobre a Pintura” de 1435, P. Alberti expde a perspectiva
expressamente no plano matematico e se baseia em conhecimentos
sélidos de geometria e dptica; e diz que é pela analise dos triangulos e
outras figuras formadas pelos raios visuais que convém estudar a
representacdo do espaco. Dai a definicdo: “o quadro é uma intersecao
plana da piramide visual”’. A perspectiva lhe fornece, em particular, os
meios de “geometrizar’ corretamente as projecdes mais importantes das
linhas retas (verticais, ortogonais ao plano do quadro, etc).

Com a continuidade dos estudos, surgem as técnicas do desenho
anamorfico, que une a perspectiva da ciéncia com o olhar artistico,
guebrando em parte 0 avanco no processo de divisdo entre a perspectiva

artistica e aquela que € objeto de investigacdo matematica.

3.2.2. Christopher Scheiner

Scheiner nasceu em 1573 e cursou seus estudos em colégios jesuitas,
tendo entrado para a Ordem em 1595. Estudou Matematica e tinha
especial facilidade com instrumentos da época. Era especialista em
relogios de sol e muito habil com telescépios, obtidos com o objetivo de
comprovar as descobertas de Galileu. Depois disso, voltou sua atencao
para 0 sol e observou as manchas solares. Esse estudo gerou
controvérsias com as opinides de Galileu, apesar de que, em sua maior

obra chamada Rosa Ursina, que tratava de manchas solares e superficie
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do sol, publicada em 1630, Scheiner concorda com Galileu em varios
pontos distintos.

Scheiner também fez estudos sobre refracdo atmosférica e otica, além de
construir varios tipos de telescépios, alterando os tipos e posi¢coes das
lentes.

Apesar de ter desenvolvido o pantégrafo em 1603, somente em 1631, em
Roma, ele publicou o trabalho desta descoberta, com o nome de
“Pantographice seu ars delineandi res qualibet per parallelogrammum
lineare sev cavum” [14]. Na introducdo, Scheiner conta a historia que o
levou a inventar o perspectégrafo e, por consequéncia, o pantografo.

«\_\cHPJ&TCPHORI SCHEINER.

.E SOCIETATE IESV

GERMANO-SVEVI,

| PANTOGRAPHICE.
ARS DELINEANDI

RES QVASLIBET PER PARALLELO-
GRAMMVM LINEARE SEV CAVVM,
MECHANICVM, MOBILE;
Libellisduobus explicata , & Demonftrationibus
Geometricis illuftrata: quorum
PRIOR
EPIPEDOGRAPHICEN:

fiue Planorum, &
POSTERIOR
STEREOGRAPHICEN
feu Solidorum afpectabilium vinam imitationem
arque proicctionem edocer .

Figura 15 - Capa do Pantographice de Scheiner

De acordo com a historia, em 1603, em Dillingen, o pintor Pierre Gregoire
(Petrus Gregorius — autor de “Syntaxeon artis mirabilis”, Leiden 1575)
provocou irritantemente Scheiner dizendo que havia inventado uma
ferramenta para desenhar mas se recusando a divulgar os segredos.
Gregoire disse ainda que “ndo acreditava que tal coisa pudesse mesmo
ser imaginada, e que na verdade ndo era uma invencdo humana, mas sim
uma inspiracéo divina, recebida por ele, ndo revelada através do esforco
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humano, mas por algum génio celestial”. Animado com o desafio,
Scheiner comecou a trabalhar por conta propria e depois de um periodo
de intensos esforcos, produziu um instrumento de grande engenho e uso
extensivo, para copiar, ampliar ou reduzir desenhos, para representar

objetos em perspectiva, e para a producdo de composi¢cdes anamorficas.

3.2.3. Perspectografo

A estrutura era dividida em duas partes: a primeira era um retangulo vazio
(ou “cabo”, como era entdo chamado), a segunda parte tem a folha na
qual a imagem sera reproduzida, 0 que nada mais € que a reproducdo

(operada pelo pantégrafo) da imagem a ser retratada.

" / 4 5
4 1
: F %)
y : L / ] \S 4§
[ A/"‘f-' e '_}V PSS

Figura 16 — Perspectégrafo em funcionamento

A ideia fundamental de Scheiner (o uso de um paralelogramo articulado,
para aumentar ou diminuir proporcionalmente imagens bidimensionais) é
a base do pantégrafo no comércio ainda hoje, mais sofisticado apenas a
partir de um ponto de vista mecanico. A descricdo completa e seu
funcionamento serédo descritos mais a frente, mas podemos observar na
figura abaixo os pontos C, | e P num mesmo alinhamento. O ponto A do
instrumento devera estar fixo em C, os pontos D, E, F e G séo pivls, o
ponto M serd a ponta seca que seguira o contorno do objeto a ser
reproduzido e o ponto B sera o ponto de escrita, que reproduzird o

desenho.
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Figura 17 - Esquema do Perspectdgrafo de Scheiner

O conjunto do perspectégrafo possui um poste moével, com um furo,
através do qual o artista devera olhar e seguir com a ponta seca. O
objetivo desse furo é que o autor olhe sempre o mesmo quadro, sob o
mesmo angulo, na mesma distancia, garantindo a qualidade da
reproducdo. Esse furo representa, na verdade, o centro das linhas da
relacdo de homotetia construida a partir do olho do autor, dos pontos

seguidos pela ponta seca do instrumento e da paisagem.

Figura 18 - Perspectografo no Museu de Modena [23]

Ainda era possivel variar a escala da copia, alterando a distancia do
instrumento, do poste com furo ou ainda das hastes articuladas do
pantografo. Em razdo dessa transferéncia instantanea da imagem de um
plano abstrato para um plano concreto (do virtual ao real), foi considerado

por todos os comentaristas da época como uma ferramenta milagrosa,

27



O GeoGebra na Construcdo de Instrumentos

quase magica, por apresentar nenhuma diferenca entre o que é real e
fisico e 0 que é racional e matematico.

Como comenta G.Koenings [6], em “Legons de Cinematique”, 1897, cada
época tem em suas maos, sem perceber, as invencdes dos séculos
futuros. Quando, em 1631, Scheiner publicou pela primeira vez a
descricdo do pantdgrafo, certamente ndo sabia que 0s conceitos gerais
que seu instrumento continha em estado latente estariam relacionados
com a teoria abstrata das transformacdes lineares.

Utilizando o GeoGebra 3D, foi construido um perspectégrafo, que pode
ser manipulado. Esse applet encontra-se no GeoGebraTube e o link esta

no capitulo 4, item 4.3.

3.3. O Pantégrafo

Como foi visto anteriormente, consiste de um sistema de hastes
articuladas, com trés pontas livres: uma fixa, uma seca e uma de escrita.
O pantégrafo faz parte do perspectografo e logo foi utilizado
separadamente para a reproducédo de figuras planas. Verificou-se também
as possibilidades de ampliacdo e reducéo de figuras.

Depois do modelo de Scheiner, varios outros cientistas como Daniel
Schwenter (1627), Nicolas Bion(1709), Jakob Leupold (1739), George
Adams (1791), redesenharam o pantégrafo, mantendo o principio de
funcionamento mas adequando-o as novas tecnologias e materiais. Por
de volta do ano de 1800, foi desenvolvido uma versao tridimensional do
pantografo, que fazia cépias de esculturas. Este instrumento possuia
duas pontas secas que percorriam 0 modelo enquanto a ponta de escrita
esculpia a figura em alabastro ou marmore. O ajuste das pontas permitia
escolher a escala do trabalho, enquanto a troca de posi¢cédo entre modelo
e coOpia determinava ampliacdo ou reducdo. Naturalmente também era
possivel fazer cépias em mesma escala. Esse primeiro sistema é
atribuido a James Watt, famoso por suas maquinas a vapor, mas nao foi
patenteado por ele. Foi aperfeicoado por Benjamim Cheverton, em 1836.
Cheverton adaptou uma pequena ferramenta rotativa para esculpir pecas

a partir de modelos. Essa maquina foi um marco de engenharia e da
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industria fonogréafica da época, pois permitiu a copia em série de discos
para fondgrafo.

Para compreender bem o impacto da invencao do pantégrafo naquela
época, temos que pensar que ndo existia nenhum método de copiar
figuras. Foi um instrumento fundamental para a cartografia, por exemplo.
Como instrumento de coOpia escrita, deixou de ser fundamental com o
surgimento das tecnologias digitais, mas € ainda muito utilizado na copia
de moldes em diversas areas de producdo industrial, serralheria,
ourivesaria, etc. e, o principio do paralelogramo articulado € amplamente

utilizado em muitos mecanismos comerciais e industriais.

3.4. Detalhamento de funcionamento

Os modelos de pantdgrafo que encontramos hoje ainda sdo muito
proximos ao modelo original de Scheiner. Ele idealizou as quatro hastes,
que sao interligadas nas extremidades de forma a permitir a
movimentacdo de uma sobre a outra. Na figura abaixo, desenho do
proprio Scheiner, podemos identificar as hastes de madeira, com furos
para montagem. Podemos observar que as quatro hastes séo paralelas
entre si duas a duas, estando um par por baixo e o0 outro par por cima do

anterior.

Figura 19 - Esquema de Scheiner
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Utilizando um desenho mais simples, podemos entender a construgao

desse instrumento.

Haste 1

Haste 2

Haste 3

Haste 4

Figura 20 - Esquema Simplificado

As hastes 1 e 3 sdo dispostas paralelamente, e sobre elas sdo montadas
as hastes 2 e 4, também paralelas entre si. O dispositivo € preso a base
pelo ponto pivd E. Os pontos de encaixe F, G, H e | sdo também
pivotados. Se o pantdgrafo € de ampliacédo, o ponto G é o ponto de guia
(ponta seca) e o ponto J € o ponto de escrita. Se o pantégrafo é de
redugcdo, hd uma troca entre G e J, onde J passa a ser o ponto guia
enquanto G sera o ponto de escrita. A variacdo da escala depende das

dimensdes das hastes: é a razéo entre os segmentos HJ e FG.
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4. Sequéncia de Construcao no GeoGebra

Antes da construcdo no GeoGebra, é importante salientar que o objetivo
desse trabalho € o de construcdo de um pantografo virtual, que funcione
como uma ferramenta real. Alguns passos de construcdo sao necessarios
para conseguir a aparéncia das hastes, a profundidade, etc. Também é
importante salientar que, como se trata de uma “ferramenta real’, ela

estard sujeita as limitagdes fisicas da ferramenta verdadeira.

4.1. Construcdo da Haste de Madeira

Inicialmente foi construida a haste de madeira utilizada para a criacdo do
pantografo. Para isso foram utilizados os comandos de vetor, lista,
poligono, setor circular, arco e alteracbes de aparéncia como cor,
transparéncia, espessura e camadas. Toda construcéo se baseia nos dois

pontos A e B, que serdo os furos de montagem da haste no pantografo.

Figura 21 - Haste de Madeira

Sequéncia de Construcéo:

1) Construa os pontos A e B em qualquer posicgéo.

2) Na caixa de entrada, escreva “u=VetorUnitario[Segmento[A,B]]", para
criar o vetor unitario u do vetor AB.

3) Construa o vetor v, perpendicular a u, digitando o comando
“v=VetorPerpendicularfu]”.

4) Construa a “Lista1”, digitando na caixa de entrada: “lista1={A+v,B+v,A-
v,B-v}". Os pontos dessa lista formam a parte retangular da haste e
s&o definidos através da translacdo dos pontos A e B pelo vetor v. E
necessario que os pontos da lista estejam na ordem apresentada

acima, caso contrario interfere no préximo passo.
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5) Construa o poligono com os pontos criados na “Listal” assim:
“poll=Poligonol[lista1]”.
6) As extremidades da haste sdo compostas por semicirculos, a partir
dos pontos da “lista1”, assim:
a. Semicirculo a partir dos pontos transladados de A:
“cl=Semicirculo[A-v,A+V]”;
b. Semicirculo a partir dos pontos transladados de B:

“c2=Semicirculo[B+v,B-v]”;

llustrando a sequéncia de construgao descrita acima:

, - - — =
Vt A B ) v l A B
i 'i
u \ U
— . -

Figura 22 - Passos de Construgcdo 1 a 6

7) Acabamento da haste:

a. Alterar cor: com o cursor sobre o poligono, clique com o botao
direito e selecione “Propriedade”. Na guia “Cor” escolha a cor
desejada e altere a transparéncia para 100%. Na guia “Basico”
desmarque a o campo “Exibir Rétulo”.

b. Com o comando “Copiar Estilo Visual” clique na “Janela de
Algebra” sobre o poligono e, em seguida, clique sobre cl1 e c2
(semicirculos).

c. Faca uma linha de contorno da haste, digitando na caixa de
entrada:

< [1=Segmento[A+v,B+V]
< 12=Segmento[A-v,B-V]
< c3=ArcoCircular[A,A+v,A-V]
< c4=ArcoCircular[B,B+v,B-V]
d. Cliqgue sobre cada uma desses elementos e altere as

propriedades, tais como cor e espessura do contorno.
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e. Faca o furo de montagem do pantografo. Crie um circulo de
centro em A e raio “A+0.3u” digitando “c5=Circulo[A,A+0.3u]".

Faca o mesmo para o circulo c6 com o ponto B.

O passo 7 trata somente da aparéncia final de cada haste.

Observe o0s pontos de vértice do poligono, que foram construidos
utilizando o comando lista, e que a maior parte dos pontos utilizados é
construido a partir da translacdo dos pontos A e B pelos vetores u e v.
Dessa forma, todos os poligonos e elementos circulares estdo vinculados
ao movimento dos pontos A e B.

Como foi explicado no capitulo 2, € possivel criar uma nova ferramenta no
GeoGebra. Para criar a ferramenta Haste é preciso selecionar toda a
haste, clicar na opcado “Nova Ferramenta”. Os objetos finais serdo os
segmentos, poligono, linhas de contorno, arcos e setores. Os objetos
iniciais sdo os pontos A e B, depois é preciso criar um nome. Ao utilizar o
comando “Opg¢des — Gravar configuragdes”, a ferramenta Haste estara

disponivel para a utilizacdo em outro arquivo novo do Geogebra.

,
e

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

HE A7/-’ Al él_N_

W W ILE'-/7 W W
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio

= Cénica | =

@ sel=3.14

I
L
W

\

. e

ABC el H D ‘
WV WV

a=2
el
W

Figura 23 - Menu do GeoGebra com a nova ferramenta

4.2. Construcéo da Estrutura do Pantégrafo

O objetivo da sequéncia de passos para a construcdo do pantdgrafo €
fornecer condicbes para que um professor interessado possa reconstrui-
lo, adaptando as proprias necessidades. Imaginando um instrumento real,
€ necessario limitar o tamanho fisico das hastes. O parametro de
construcéo considerado para o inicio da construcdo € o tamanho da haste
menor, que determinard o lado do paralelogramo. O GeoGebra nomeia

automaticamente os elementos geométricos conforme sua construcéo,
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sendo possivel ao usuario renomear os itens a qualquer momento. Todos
os elementos desta construgdo foram renomeados de maneira a manter
certa organizacdo entre eles. Para isso € necessario clicar com o botéo
direito sobre o elemento, escolher a opcdo Renomear e digitar o0 nome
desejado. Para iniciar a construcao, foi utilizada a opc¢éo de deixar visivel
0s eixos coordenados. Para escondé-los, cligue no icone no canto
superior esquerdo da janela de visualizacdo. A sequéncia de construcao

utilizada foi:

1) Construa o controle deslizante hastemenor, selecione a opcgéo
namero, variando de 15 a 45, com incremento de 15, conforme figura

abaixo. Este controle regula o comprimento da haste menor do

pantografo.
ﬂ? GeoGebra _
Arguivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
N . . e _ . _ ,
‘ %7 'r.A‘7 /7 ‘/7 ‘I;‘7 ®7 Ie)? '/‘{J‘vu x? ABC? 177‘-‘
ane‘a de A‘gemaa_ Controle Deslizante 1 ‘ lﬂ
5] ki~ —
1| @ Namero flome
© Angulo hastemenor
CInteiro = Aleatério (F9)

Intervalo | Controle Deslizante | Animacéo

min: |15 max: |45 Incremento: |15

’ Aplicar ” Cancelar ]

Figura 24 - Comando Controle Deslizante

2) Construa agora o controle deslizante hastemaior, niumero, variando de
60 a 150, com incremento de 10. Este controle regula o comprimento
da haste maior do pantégrafo e também seré utilizado como indicador
da escala escolhida.

3) Construa um ponto P qualquer. Este ponto sera o ponto inicial de

construcéo e o ponto fixo do instrumento.
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4) Construa o circulo? c; de centro P e raio hastemenor.

5) Construa o circulo co, de centro P e raio 2hastemenor. Clique com o
botdo direito do mouse neste circulo e escolha a opcéo Propriedades.
Na guia Cor, altere a transparéncia para 5. Isto € necessario para que
0 programa reconheca a area do circulo como regido para o proximo
passo.

6) Construa o ponto Py no circulo cq, utilizando o comando Ponto em
Objeto e clicando dentro do circulo. Observe que o movimento de Py
fica limitado a circunferéncia. Este ponto sera a ponta de guia do
pantografo de ampliagdo e, portanto, seu movimento é limitado pelo

tamanho da haste.

a0+

hastemenar =15
-—

hastemaior = 60
-

604

404

20+

Figura 25 - Passos de Construcdode 1 a 6

7) Construa o circulo ¢, de centro Py e raio hastemenor.

8) Construa o circulo c3 de centro P e raio hastemaior.

9) Construa o ponto P; na intersecdo dos circulos c; e ¢, utilizando o
comando Intersecao de Dois Objetos. Para isso, “desligue” o circulo cg
clicando com o botéo direito sobre ele e escolhendo a opc¢édo Exibir
Objeto ou clicando no icone indicador de cy na janela de algebra.

10) Trace a semirreta g de origem no ponto P e passando pelo ponto P

11) Construa o ponto P, na intersecdo do circulo c3 com a semirreta g.

Desligue a semirreta g.

? Para escrever o nimero subscrito no GeoGebra devemos digitar C_1 e o programa

indicara como C;_
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12) Trace o segmento k; do ponto P ao ponto P, utilizando o comando
Segmento definido por Dois Pontos.

= Conica
O Gl (K-8
G ei(x-8
» c(x-8
_, cg: [K-B
= Namero

7 hastem:
w3 hastems
= Ponto

0 P=(83.
3 Pu = (87.
@ P,=(T5.
*] |=2 = (10!
= Segmento
@ k1 =80
= Semirreta
00 g -10.88

Figura 26 - Passos de Construgdo do 7 ao 12

13) Trace o segmento k3 do ponto P; a Po.

14) Construa circulo c4 de centro P, e raio hastemaior.

15)Trace a reta | paralela ao segmento k; passando pelo ponto Py,
utilizando o comando Reta Paralela.

16)Trace a reta j, paralela ao segmento k3 e passando por Ps.

17)Marque o ponto P3 na intersecdo das retas | e |.

18)Marque o ponto A na intersecédo da reta j com o circulo Cy,

Figura 27 - Passos de Construcdo de 13 a 18
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19)Trace o segmento k, do ponto Py ao ponto Ps.

20)Trace o segmento ks do ponto P, ao ponto A. Cligue com o botéao
direito em A, escolha a opcéo Habilitar Rastro.

21)Esconda as retas | e j e os circulos. Observe que 0s segmentos e
pontos construidos sdo os bracos e pontos articulados do pantografo
de ampliacdo. O ponto de guia € o ponto Py € 0 ponto de escrita € 0

ponto A. Ao mover Py, observe o0 movimento de A.

Figura 28 - Passos de Construgdo 19 a 21

O pantdgrafo construido é de ampliacdo. Na figura acima, a construcao foi
feita considerando a haste menor com comprimento de 30 e a haste maior
com comprimento de 60 unidades. A escala de ampliacdo, neste caso, €
de 2:1. O tamanho da haste maior pode variar de 60 a 150 utilizando o
Controle Deslizante criado no passo 2 dessa construgdo. Assim, a maior
escala de ampliacdo para este pantografo é de 5:1.

No inicio deste trabalho foi dito que um mesmo pantografo pode ser
utilizado para ampliacdes e reducdes, apenas trocando a ponta de escrita
pela ponta guia. Mas no modelo do Geogebra isso ndo é tdo simples
assim, pois na construcdo acima temos o ponto guia Py que € livre e, por
construgdo, responséavel pelo deslocamento dos outros e pela escrita do
ponto A. Se tentarmos movimentar o pantégrafo a partir do ponto A

perceberemos que isso nao é possivel. Para a construcdo do pantografo
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de reducgdo, vamos utilizar alguns elementos ja construidos no arquivo.

Continuando com a sequéncia de passos, temos:

22)“Religue” os circulos c; e cs.

23)Construa o circulo do de centro P e raio 2hastemaior. Da mesma forma
que em co (passo 5), altere a transparéncia do circulo.

24)Construa o ponto Qo no circulo dop, utilizando o comando Ponto em
Objeto e clicando dentro do circulo. Observe que o movimento de Qg
fica limitado a circunferéncia. Este ponto sera a ponta de guia do
pantégrafo de reducdo e, portanto, seu movimento € limitado pelo
tamanho da haste.

25)Construa o circulo d; com centro em Qg e raio hastemaior.

26)Marque o ponto Q; na intersecdo dos circulos d; e cs, utilizando o
comando Intersecéo de Dois Objetos. Para isso, “desligue” o circulo
do.

27)Trace o segmento m; do ponto P ao ponto Q;.

28)Trace o0 segmento m, do ponto Qo ao ponto Qj.

Figura 29 - Passos de Construgao de 22 a 28

29)Marque o ponto Q> na intersecdo do segmento m; com o circulo c;.
38



O GeoGebra na Construcdo de Instrumentos

30)Construa o circulo d; com centro em Q; e raio hastemenor.
31)Marque o ponto Q3 na intersecao do circulo d; com o0 segmento m,.
32)Trace a reta m paralela a m; passando pelo ponto Qs.

33)Trace a reta n, paralela a m, passando pelo ponto Q..

34)Marqgue o ponto R na intersecédo das retas m e n.

Ly

n

Figura 30 - Passos de Construcdo de 29 a 34

35)“Desligue” as retas m e n e os circulos ¢y, C3, d;i € da.

36)Trace o0 segmento m3 do ponto R ao ponto Qs.

37)Trace o segmento my do ponto R ao ponto Q.. Observe que 0s
segmentos e pontos construidos sao os bracos e pontos articulados
do pantografo de reducdo. O ponto de guia é o ponto Qp € 0 ponto de
escrita é o ponto R. Ao mover Qq, observe o movimento de R.

38)Cliqgue com o botéo direito sobre o ponto R e escolha a opgéo Habilitar
Rastro. Altere também a cor, para diferencia-lo do ponto A.

Experimente mover o ponto Qo.
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Figura 31 - Pantégrafo de Ampliagéo e de Reducao

O pantoégrafo construido agora é de reducdo. Como a construcao foi feita
considerando os mesmos valores do pantégrafo de ampliacdo, as escalas
de reducdo sdo as equivalentes as de ampliacdo: 1:2 até 1:5. Resta ainda
a finalizacédo da construcéo, unindo os dois de forma a parecer ao usuario
gue se trata apenas de um instrumento. Para isso, vamos utilizar uma

variavel booleana, um botao e alguns comandos de programacao.

39)Digite no Campo de Entrada: “w=true”. Dessa forma estamos criando
uma variavel booleana w, cujo valor associado nesse momento € true.

40)Insira um botéo de acéo clicando no comando Inserir Botdo, clique em
um ponto na janela de visualizagdo e preencha o nome do botdo no
formulario: Ampliacdo. Observe na janela de algebra o nome de
construcdo deste botdo que, no caso do arquivo acima, é btl.

41)Clique com botdo direito do mouse no botdo btl, escolha a guia
Programacao e a op¢édo Ao Clicar. Digite, entdo, os comandos como

na figura abaixo:
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rﬁ Preferéncias - passo a passo.gghb ‘ @1

@] B B % J
;____Bfti[:" . ' Bésico | Texto| Cor| Estilo | Avancado Programagéo‘
= Conica Ao Clicar | Ao Atualizar | JavaScript Global

-

- 1| w=lw

1 L 2 | DefinirCoordenadas[Q_0,x(A).y(A)]

' Gy 1 3 | DefinirCoordenadas[P_0 x(R),y(R)]

- 4 | DefinirLegenda[bt1,Se[w==false "Reducao" "Ampliagda"]]

e, 5 | Ampliar{1]

) d g

) d,

Y, |

Figura 32 - Programacéo do Botdo Ampliacdo/Reducéo

< Linha 1: o simbolo ! inverte o valor da variavel booleana w.

O

Linha 2: o comando DefinirCoordenadas associa as coordenadas

X e y do ponto A ao ponto Q.

< Linha 3: o comando DefinirCoordenadas associa as coordenadas x
e y do ponto R ao ponto Po.

< Linha 4: o comando DefinirLegenda associa ao botédo btl a palavra
“Redugao” caso o valor da varidvel w seja false e associa a palavra
“Ampliacao” caso seja true.

< Linha 5: o comando Ampliar com escala 1 é um recurso para

atualizar automaticamente a janela de visualizacao.

Neste passo de construcdo, se clicarmos no botdo e aparecer a palavra
Ampliacdo, devemos mover o ponto Py € 0 ponto A se deslocara fazendo
a ampliacdo. Se clicarmos novamente, aparecera a palavra Reducéao e,
neste caso, devemos mover o ponto Qp e 0 ponto de escrita ser4 o ponto
R. Mas observe que, durante esta troca, enquanto trabalhamos com um
pantografo, as linhas de construcdo do outro permanecem aparentes.
Para deixar aparente apenas as linhas desejadas, em cada caso,

devemos:
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42)Clique, na janela de algebra, no segmento k; com o botdo direito do
mouse, escolha a opcao Propriedade, guia Avancado e preencha o

campo Condicao para Exibir Objeto(s) com a variavel w.

% Preferéncias - passo a passo.ggh ~ @
- = & o

@] E B %

=@ R | Bésicol Corl Estilol Decoragéio| Avancado | Programac&o

= Reta

..... ol Condicdo para Exibir Objeto(s) m

..... SN | w

..... Y m

----- 2on Cores Dindmicas

= Segmento

..... ok, Vermelho:

----- 2k, Verde:

..... 5 k, Asul

..... 5k,

Figura 33 - Condicdo de Exibico

Repita 0 mesmo procedimento para todos os elementos do pantografo de
ampliacéo: ky, ks, ks, Po, A.
Para os elementos mi, my, m3, My, Qo € R do pantografo de reducéo,

preencha o campo Condi¢ao para Exibir Objeto com “w=false”.

43) Clique no comando Exibir/Esconder Objeto para esconder 0s pontos
Pi1. P2, P3, Q1, Q2, Q3.

=)

n%b Mover Janela de Visualizagdo
& | Ampliar
&, | Reduzir

Exibir / Esconder Objeto
A A Exibir / Esconder Rotulo

<% Copiar Estilo Visual

Figura 34 - Comando Exibir / Esconder Objeto
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44)Clique no comando Exibir / Esconder Roétulo para esconder apenas o
rotulo dos segmentos ki, Ko, k3, ks, my, my, mz € my. A aparéncia do

pantografo neste momento sera a da figura abaixo:

hastemaior = 90

Redugao  —

80
60
404

204

Figura 35 - Estrutura Finalizada do Pantografo

E muito atil criar um botdo que atualize a janela e apague o que foi
desenhado. Na construcdo do botdo Ampliacdo/Reducéo foi utilizado um
comando para isso e funciona quando o tipo de pantografo € alterado.

Este botdo servira para a atualizagdo em qualquer caso.

45)Clique no comando Inserir Botdo e preencher conforme a figura:
£ Botéo —-— — 5

Legenda: |Apagar [a]

Codigo GeoGebra:

1 | Ampliar[1]

Figura 36 - Botao Apagar

Como foi dito anteriormente, o valor do comando deslizante hastemaior é
que define qual a escala de ampliagdo ou reducdo. O valor da

hastemenor, lados iguais do triangulo is0sceles de base PR, foi fixado em
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30. Os lados iguais do triangulo isdsceles de base PQq sédo definidos pelo
valor do controle deslizante hastemaior. Como o0s triangulos sao
semelhantes, a escala serd resultado da razdo entre os lados dos
triangulos e, consequentemente, a razao entre o valor de hastemaior e o
valor de hastemenor. E possivel utilizar o préprio controle deslizante para

indicar a escala que esta ativa:

46)Digite na caixa de entrada: “esc=hastemaior/hastemenor”. O valor da
variavel escala é a razéo entre os dois valores dos comprimentos das
hastes.

47)Clique no controle deslizante hastemaior com botdo direito do mouse,
escolha a opcédo Exibir Rétulo para esconder o rétulo do controle.

48)Clique no comando Inserir Texto para escrever o valor da escala.

Preencha o formulario conforme a figura abaixo:

wentas Janela Ajuda

ﬂf} Lol N ase | 2| 2 ‘n‘
2 Visualif @& Tex =)
i L'_I e — R
1| Editar -
W Escala: 1: esc
[C] Formula LaTex | Simbolos - | Objetos -
=1 L T 1 T 1 ]e ;
d 0
Visualizar d 1
Escala: 1:3.33 a2 r
esc T
g
hastemaior
hastemenor -
|
_ok_| [ cancelar |

Figura 37 - Formulario de Texto com Objetos

Observe que a variavel esc criada no passo 46 aparece no grupo dos
Objetos, junto com todos os outros elementos dessa construcdo. E so6

selecionar com o0 mouse.
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O texto “Escala: 1 : esc” é utilizado para o pantografo de redugéo e,
portanto, s6 deverd estar visivel quando estivermos utilizando este
pantdgrafo. E necessario condicionar a sua exibicdo a variavel booleana

w, como ja fizemos em passos anteriores.

49)Clique no texto “Escala: 1 : esc® com o botdo direito do mouse,
escolha Propriedades, clique na guia Avancado e preencha o campo
Condicao para Exibir Objetos com “w==false” ou “lw”. Em qualquer das
duas situacdes, o texto somente sera exibido quando o valor de w for
false.  Agora selecione a guia Posicdo e digite as coordenadas
(23,99) no campo Origem para posicionar o texto. Essas coordenadas
podem variar de acordo com a posicdo do controle deslizante.

Observe na figura:

* Janela de Visualizagdo

L)
100 @ Escala:1:3

Figura 38 - Posicdo do Texto da Escala

E por ultimo selecione a guia Texto e clicar na op¢éo negrito, para
terminar a formatacao do texto.
50)Repita o comando Inserir Texto e, agora, escreva “Escala: esc : 1”
para criar a indicacdo da escala do pantégrafo de ampliacao.
51)Clique no texto inserido e altere as propriedades:
<7 Guia Avancado: digite “w” no campo Condigao para Exibir Objetos.
<7 Guia Posicao: digite (23,99) no campo Origem.

¢ Guia Texto: clique em negrito.

Agora teste o botdo Ampliacdo/Reducéo e observe que as escalas se
adaptam a situacdo. O campo Origem dos dois textos da escala devem

ter o mesmo valor para ndo alterar a posicéo quando acionamos o botéo.
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Também €& possivel construir botdes para escalas especificas. O
procedimento para criagdo de botéo ja foi explicado e neste caso, a cada
escala, é preciso programar o valor exato. Vamos optar por fazer primeiro

o botdo de ampliacédo, escala 2 : 1.

52)Clique na opcéao Inserir Botdo. Preencha a legenda com “2 : 1”. Na
guia Programacao, clique em Ao Clicar e digite “hastemaior=607,
cligue em OK. Quando este botéo for acionado, a variavel hastemaior
recebe o valor 60 automaticamente, e as hastes serdo alteradas para
o valor correspondente. A criacdo dos outros botdes segue a mesma
sequéncia, adaptando o valor de hastemaior do pantégrafo a escala

desejada.

[@ Escala: 3:1 @ @ @ @

—

Figura 39 - BotbGes de Escala

Agora € preciso utilizar mesmo artificio utilizado para o botédo
Ampliacdo/Reducdo, para que as escalas de ampliacdo aparecam
somente quando o pantdgrafo de ampliacdo estiver ativado, da mesma
forma que as escalas de reducdo somente devem aparecer quando o
pantografo de reducao estiver ativo. Para o botdo de Ampliacdo/Reducao

foi utilizada a variavel booleana w. Se o valor de w é verdadeiro, o

pantégrafo € de ampliacéo, e é de reducao quando w é falso. Entéo:
53)Cliqgue com botédo direito do mouse no botdo 2:1, escolha a guia

Avancado e digite w no campo de Condi¢éo para Exibir Objeto. Repita

para os outros botdes de ampliacéo.
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54)Cliqgue com o botdo direito no mouse no botdo 1:2, escolha a guia
Avancado e digite 'w no campo de Condigao para Exibir Objeto. Repita

para os outros botdes de reducéo.

Apds esses passos, cada grupo de botdes de escala aparece ou
desaparece de acordo com o botdo Ampliagdo/Reducéao.

.Apagar .Apagar

Escala:3:1 Escala:1:3

Ampliaggo| o Redugéo e

£ ) @ E1 6l @ &

(9] 5

Figura 40 - Pantografo com Botdes de Escala

A construcao da estrutura do pantégrafo esta finalizada, faltando apenas
o acabamento com a colocacdo das hastes de madeira, de vértice a
vértice. Para isso vamos utilizar a ferramenta Haste, criada anteriormente
neste trabalho. Como o objetivo € fazer o instrumento o mais real

possivel, é preciso se preocupar com ordem de colocacéo das hastes.

55)Iniciando pelo pantografo de ampliacao, exiba os pontos P31, P, e Ps.
56)Utilize a ferramenta Haste, do menu personalizado, e clique em P e P,

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramenias Janela Ajuda

e for clE N

7 I\!_/_f 7 7
~ Janela de Algebra (<) |+ Janela de Visualizagdo

.
LA

I
L
W

A

a=2
L —

ABC

=]

_‘Ir.l i ‘

T

Figura 41 - Menu Personalizado com a Ferramenta Haste

A ferramenta Haste cria, automaticamente, novos elementos de aparéncia
alterada para dar forma fisica ao instrumento. Foi feita a opcéo de criar

um vinculo entre esses elementos criados a fim de permitir exibi-los ou
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nao, de acordo com a situacdo. Assim, foi criado uma Caixa para
Exibir/Esconder Objetos para todas as hastes.

57)Cligue no comando Exibir/Esconder Objetos, digite 0 nome Hastel e
selecione o0s objetos criados para essa haste. Observe que, pela
alteracdo de cores dos elementos da haste, é facil distingui-los, pois

apresentam a cor alterada. Clique em Aplicar.

Escala: 4 : 1
Ampliagao

-
% Caixa para Exibir / Esconder Objebosm M

Legenda: |Hastel

Selecione os objetos na construcdo ou escolha-os de uma lista

Arco e it
[ o
Arco h 3
Arco k ]
|| |circuo e

Circulo d o
I Aplicar ” Cancelar

=] F— — =

1

Figura 42 - Comando para Exibir/Esconder Hastel

58)Utilize a ferramenta Haste e clique em Py e P3. Da mesma forma do
item anterior, crie a caixa para exibir/esconder a Haste2.

Py ¥ Haste1
[V Haste2

Ampliagao

laz4:1
e

)6 @ &

Figura 43 - Colocacgéo das Hastes 1 e 2
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Foram colocadas as hastes de base do pantégrafo. As préximas serao
montadas por cima dessas e para indicar essa diferenca de profundidade

entre elas, é preciso desenha-las em diferentes camadas.

59) Cligue com botdo direito do mouse na hastel, escolha a opcéo
Propriedades, guia Avancado e altere a camada para 4. Faca o
mesmo para todos os elementos da hastel e da haste2.

60) Utilize o comando Haste e selecione os pontos P; e Py, criando a
haste 3.

61)Proceda como no item 58 e crie a caixa Exibir/Esconder objeto para a
Haste 3.

62)Cligue com botdo direito na Haste 3 e coloque todos o0s seus
elementos na camada 5.

63)Para finalizar, utilize a ferramenta Haste e os pontos P, e A para criar
a haste 4.

64)Crie a caixa Exibir/Esconder para esta haste.

65)Troque todos os elementos para a camada 5.

¥ Haste1 @
¥ Haste2 E2

W Haste3 | ampliagéo
¥ Hasted

Escala:3:1
—_———

(24 0 () &

Figura 44 - Pantégrafo de Ampliagéo Finalizado

Para fazer o acabamento do pantégrafo de reducao, € necessario seguir o
mesmo procedimento, colocar as hastes uma a uma, respeitando a ordem

indicada. Para garantir a aparéncia de profundidade é preciso alterar as
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camadas. E, por ultimo, falta alterar o botdo Ampliacdo/Reducdo para
alternar entre o pantégrafo de reducéo e de ampliacdo com as hastes.

66)Utilize a ferramenta Haste e clique nos pontos P e Qi, criando a
HasteR1, os pontos R e Q3 para a HasteR3, os pontos Q, e R para a
HasteR4 e os pontos Q; e Qo para a HasteRA4.

67)Altere as camadas de todos os elementos da HasteR1 e HasteR3 para
camada 4 e todos os elementos da HasteR2 e HasteR4 para camada
5.

68)Utilize o comando Exibir/Esconder Objeto, digite HasteR e selecione
todos os elementos das 4 hastes. Esse comando cria uma variavel
booleana (i) responsavel pela exibicdo dos elementos das hastes.

69)Cligue com botéo direito do mouse no botdo Reducdo/Ampliacdo e
complete as linhas 5 e 6.

Basico | Texto | Cor | Estilo | Avancado| Programacéo

Ao Clicar | Ao Atualizar | JavaScript Global

w=lw

DefinirCoordenadas[Q_0 x(A).y(A)]
DefinirCoordenadas[P_0,x(R).y(R)]

DefinirLegendalbt1, Se[w==false_"Reduc¢do" "Ampliac&o"]]
i=li

u=lu

Ampliar[1]

~ o o= D kI —

Figura 45 - Programacédo do Botdo Ampliacdo/Reducéo

A linha de comando 5 (i=!i) exibe ou esconde as hastes do pantdgrafo de
reducdo, enquanto a linha 6 (u=!u) faz o0 mesmo para as hastes do
pantografo de ampliacdo. Por construcdo, quando a variavel i esta
verdadeira (true), a variavel u esta falsa (false). Dessa forma, o botdo

exibe ou esconde todos os elementos relativos a cada tipo de pantografo.

O pantografo finalizado permite a escolha entre as opg¢des de reduzir ou
ampliar figuras, a escolha entre as escalas pré-determinadas de
ampliacdo e reducdo, além da opcdo de escala livre através do

acionamento do comando deslizante.
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4.3. Animacao

Para disponibilizar o modelo final, foi utillizada a plataforma
GeoGebraTube.org, que funciona como repositorio de trabalhos criados
utilizando o Geogebra. O site também possui forum, da mesma forma que
0 site GeoGebra.org. Para o upload de trabalhos € preciso fazer um
rapido cadastro, fazer login no sistema e escolher a opcdo Material e
clicar em Enviar Material. O autor deve preencher o titulo do trabalho,
fazer um breve comentario, fazer o upload do arquivo .ggb (limitado a
2Mb), preencher palavras-chave e gravar. O applet pode ser editado e
regravado. Caso o professor queira deixar algum questionamento aos
alunos, deve preencher no campo opcional do formulario, destinado a
versao dos estudantes. Os enderec¢os de acesso séo:

< www.geogebra.org

< www.geogebratube.org

O arquivo finalizado do Pantégrafo de Scheiner esta em:
< www.geogebratube.org/student/m85276

O arquivo com 0 passo a passo da construcao esta em:

¢ www.geogebratube.org/student/m93389

Ha ainda um pantégrafo de funcionamento automéatico ou manual:

< www.geogebratube.org/student/m93402

Para ver o perspectografo de Scheiner:
< www.geogebratube.org/student/m94034

E para ter a exata no¢do de homotetia, mova o plano no arquivo:

< www.geogebratube.org/student/m94037
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5. Justificativa Matematica

5.1. Justificativa Pedagdgica

Como foi dito na Introducédo, os Parametros Curriculares Nacionais [19], 0
PCN, descrevem os conteidos matematicos necessarios a cada ciclo da
vida escolar do aluno. Também fazem a analise dos objetivos a serem

alcancados e a visao pedagdgica da construcdo desse conhecimento.

Nos ciclos mais baixos, de 12 a 42 séries (2° ao 5° ano), o PCN insiste na
criagdo da nocdo geométrica de observagcdo do espaco e o aluno devera
aprender a associar figuras matematicas a sua rotina, desenvolvendo
nocbes de espaco, grandezas, comparacdes de forma e dimensoes,
nocdes basicas de escala, Essa construcdo de conhecimento geométrico
vai aprofundar-se nos ciclos seguintes
Com relagédo ao 3° e 4° ciclos, equivalente ao segundo segmento do
Ensino Fundamental, O PCN define:
“Deve destacar-se também nesse trabalho a importancia
das transformacdes geométricas (isometrias e
homotetias), de modo que permita o desenvolvimento de
habilidades de percepc¢do espacial e como recurso para
induzir de forma experimental a descoberta, por
exemplo, das condi¢cdes para que duas figuras sejam
congruentes ou semelhantes.” (PCN, 1998, p.51).
No 3° ciclo, 52 e 62 séries (6° e 7° ano), ha um aprofundamento do estudo
das figuras geométricas iniciado no ciclo anterior. Assim, € importante
enfatizar os conceitos geométricos basicos (direcdo e sentido, angulos,
paralelismo, perpendicularismo, classificacdo das figuras, etc), a
composicdo e decomposicdo das figuras planas, bem como as
transfomacoes (reflexdo, translacdo e rotacdo), ampliacdo e redugao. O
PCN ressalta a importancia das construcdes geometricas:
“Outro aspecto que merece atencao neste ciclo é o
ensino de procedimentos de construcdo com régua e

compasso e 0 uso de outros instrumentos, como

esquadro, transferidor, estabelecendo-se a relacdo entre
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tais procedimentos e as propriedades geométricas que
neles estdo presentes.” (PCN, 1998, p68-69)
Na secdo de Conceitos e Procedimentos, O PCN destaca algumas
habilidades que devem ser desenvolvidas no aluno. Uma das orientagdes
para este ciclo, no bloco de Espaco e Forma, é:
“Ampliagdo e redugdo de figuras planas segundo uma
razéo e identificacdo dos elementos que nao se alteram
(medidas de angulos) e dos que se modificam (medidas
dos lados, do perimetro e da area).” (PCN, 1998, p.73)
Ja& nos objetivos para o 4° ciclo — 72 e 82 séries (8° e 9° ano)— o PCN
destaca, dentro do bloco de Espaco e Forma:

“Do pensamento geométrico, por meio da exploracdo de
situacOes de aprendizagem que levem o aluno a:

e Interpretar e representar a localizacdo e o
deslocamento de wuma figura no plano
cartesiano;

e Produzir e analisar transformacbes e
ampliacdes/reducdes de figuras geométricas
planas, identificando seus elementos variantes e
invariantes, desenvolvendo o conceito de
congruéncia e semelhancga;

e Ampliar e aprofundar nogdes geométricas como
incidéncia, paralelismo, perpendicularismo e
angulo para estabelecer relagGes, inclusive
métricas, em figuras bidimensionais e
tridimensionais.” (PCN, 1998, p.81-82)

Como vimos, o PCN orienta, no eixo Espaco e Forma, a trabalhar
conceitos geométricos ao longo dos ciclos, de forma a desenvolver
competéncias que possibilite ao aluno o reconhecimento do espaco a sua
volta. Ressalta, ainda, a importancia do estudo das transformacdes
geométricas ao longo dos ciclos, aprofundando conceitos. O aluno deve
ser capaz de compreender as isometrias, que mantém medidas mas
altera a posicéao referencial da figura no plano ou espaco e as homotetias,
gue nao conservam as medidas e sim a forma. E a partir destas, perceber

o conceito de semelhanca e de proporcionalidade, que serdo muito
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importantes no aprendizado de outros contetdos do curriculo matematico,
distribuido ao longo das séries.

A construcdo de instrumentos que visam permitir a melhor visualizacao
desses conteudos geométricos € um interessante auxilio ao professor no
processo de aprendizagem do aluno. Putnoki [13] acredita no “grande
valor pedagogico dos instrumentos de desenho, que, além de
contribuirem para agucar o sentido de organizacdo e a criatividade do
estudante, permitem trabalhar concretamente as ideias abstratas que dao
suporte a Geometria”. Neste caso, Putnoki se refere apenas as
construgBes com régua e compasso. Ampliando essa ideia, a Secretaria
de Estado de Educacdo de Minas Gerais [22] sugere, nhas orientacdes
iniciais do CBC (Conteudos Basicos Comuns), no eixo de Espaco e
Forma, no item 5 — Teorema de Thales e semelhanca de triangulos, a
utilizacdo do pantdgrafo como instrumento histérico e contemporaneo,
explicando sua histéria e mostrando a utilizacdo atual do mecanismo.
Sugere ainda a constru¢cdo de um modelo real com os alunos e indica
essa atividade a todas as séries. Na Bahia, a Rede Anisio Teixeira [21]
também descreve, no endereco eletrénico

http://ambiente.educacao.ba.gov.br/conteudos-

digitais/conteudo/exibir/id/850, atividades com a construcdo e utilizacédo

do pantdgrafo como atividade para sala de aula. Aqui no Rio de Janeiro, a
Fundacdo Cecierj Consorcio Cederj [18] inclui a utilizacdo deste

instrumento entre aqueles sugeridos para o ensino da Geometria.

5.2. Argumentacdo Matematica

A construcdo e funcionamento do pantégrafo utilizam conceitos de
semelhanca de triangulos, paralelismo, propriedades dos quadrilateros,
homotetia e proporcionalidade. Na figura a seguir, podemos observar as

relacbes de semelhanca de triangulos:

54


http://ambiente.educacao.ba.gov.br/conteudos-digitais/conteudo/exibir/id/850
http://ambiente.educacao.ba.gov.br/conteudos-digitais/conteudo/exibir/id/850

O GeoGebra na Construcdo de Instrumentos

Figura 46 - Esquema de Construcdo do Pantografo

Considere o triangulo PP P,.

Por construcéo, os lados PP; e P, P, possuem 0 mesmo comprimento,
portanto o triangulo é isésceles.

Dessa forma, os angulos P,PP, e P,P,P sdo iguais e estdo
representados pela letra a.

O angulo PP,P,, é suplementar & soma dos outros dois, esta

representado por 6

Considere, agora, o triangulo PP, A.

Os lados PP, e P,A, por construcdo, possuem 0 mesmo comprimento
e o triangulo PP,A também é isGsceles.
O angulo P,PP, € comum ao triangulo PP;P,, portanto, também sera
marcado como angulo a. E, como o triangulo é isésceles, PAP,
também sera indicado como angulo a.
O angulo PP,A, indicado por (5, € suplementar & soma dos dois

angulos a. Logo 6 = B.

P

Figura 47 - Comparacao dos Tridngulos
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Os dois triangulos possuem os 3 angulos congruentes. Logo, 0s
triangulos sdo semelhantes.

A razéo de semelhanca dos triangulos é calculada a partir da razéo entre
os lados correspondentes dos dois triangulos e define a escala de
ampliacao e redugédo do instrumento. Ent&o:

e Razao de semelhanca dos triangulos PP, P, e PP,A seré:

_ segmento PP, _ segmento PPy _ segmento PP,

a~ segmento PP, segmento P, A segmento PA

e a escala de ampliacéo sera K,;: 1.

e Razao de semelhanca dos triangulos PP,A e PP, P, seré:

_ segmento PP, _ segmento P,A _ segmento PA

r segmento PPy segmento PPy B segmento PPy

e a escala de reducéo sera 1: K,..

A transmissdo do movimento do ponto P, para o ponto A € feita através
dos vértices articulados do paralelogramo P,P,P;P,. Por construcdo, o
lado PP, é paralelo ao lado P,P; e, a0 mesmo tempo, o lado P; P, também

€ paralelo ao lado P, A.

Figura 48 - Paralelogramo Articulado do Pantografo

A ampliacdo se da a partir da homotetia direta de centro P, onde cada
ponto desenhado pela ponta de escrita em A € resultado da
transformacao, de razéo K, de cada ponto percorrido pelo Py.

PA =K PP,
Onde K é a razdo entre os segmentos PA e PP, descrita anteriormente.

Dessa forma, a figura desenhada é a ampliagdo na escala K : 1.
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T

Figura 49 - Homotetia

A reducédo de figuras obedece ao mesmo conceito e, neste caso, a razao

sera a inversa de K e o ponto P continua a ser o centro da homotetia.
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6. Estratégia e Aplicabilidade em Sala de Aula

O objetivo deste trabalho € oferecer ao professor mais uma opgéo para
facilitar ou otimizar as suas aulas. Os conteudos abaixo podem ser
trabalhados, de forma interativa, com os alunos utilizando o pantografo, a
partir de sua estrutura e funcionamento. Em cada item, sdo discutidas
sugestbes de abordagens que o professor pode seguir. O educador tem
a liberdade de criar seu plano de aula e direcionar o aprendizado as
necessidades de seus alunos. Alguns dos sites visitados durante a
pesquisa e listados nas Referéncias Bibliograficas oferecem atividades a

serem feitas com o pantégrafo.

6.1. Escalas

Este conteudo pode ser trabalhado em diversas séries do Ensino
Fundamental. Apés a explanacdo do contetdo, o professor pode fazer
referéncia ao instrumento, mostrando o modelo GeoGebra aos alunos. Os
préprios alunos podem manusear o instrumento, escolhendo uma das
figuras disponiveis ou fazendo um desenho livre e reconhecer a diferenca
de dimensao entre as duas figuras. Cabe ao professor destacar alguns
pontos das duas figuras para reforcar a percepcdo da ampliagdo ou
reducao.

Com os botdes de escala ou com o controle deslizante, o professor pode
mostrar aos alunos que as hastes do pantdégrafo aumentam ou diminuem
de comprimento ao mesmo tempo em que as ampliacées se tornam cada
vez maiores ou cada vez menores.

Dependendo da série, essas explicacbes podem ser justificadas por
outros conteudos ja aprendidos. Por exemplo, ao usa-lo na oitava série
(9° ano), o professor pode comentar que a razdo de semelhanca entre os
triangulos formados pelas hastes é igual a escala de ampliacao.

Ha, ainda, o aspecto historico do instrumento. O professor pode mostrar
ao aluno como eram feitas ampliagbes ou reducbes quando as
tecnologias digitais ainda n&do eram disponiveis, dando énfase a

engenhosidade e simplicidade do instrumento.
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6.2. Semelhanca de Triangulos

O conceito de semelhanca de tridangulos pode ser explorado a partir da
comparacao entre os triangulos formados na construcéo do instrumento.

E possivel comparar os angulos e lados, mesmo durante o movimento,
explorando as hastes paralelas e a correspondéncia dos angulos.
Também é possivel mostrar a razdo de semelhanca e, assim, justificar a

ampliacdo ou reducéao.

P3
£ = 105 44°

P3A = 60

P,A — 05.48

{=37.28° V73728

B =3728"

PP, — 47.74

Figura 50 - Angulos e Dimensdes para Semelhanca de Triangulo

6.3. Teorema de Tales

7z

O pantografo é composto por hastes paralelas cortadas por hastes
transversais e, portanto, pode ser utilizado nesse contetdo. E valido
mostrar que o deslocamento das retas mantém o paralelismo e preserva a
correspondéncia entre os angulos. Para isso, o professor pode tracar
retas, como na figura abaixo, e indicar os angulos entre elas. Se, depois
disso, o pantégrafo for acionado, o aluno podera ver que os angulos se

mantém congruentes.
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PU
£ =8362°

Figura 51 - Teorema de Tales - Congruéncia de Angulos

6.4. Homotetia

A homotetia é uma transformacdo linear, cuja caracteristica é a
manutencdo da forma, variando apenas a dimensao. Portanto, facilmente
explicada a partir do uso do pantégrafo, pois a ampliacdo da figura é
consequéncia de uma transformacdo de homotetia a partir da figura
menor. E possivel, no modelo GeoGebra, que ao final de um desenho
qualquer , o professor trace semirretas a partir do ponto P, que € o centro
da homotetia, passando por alguns pontos da figura original, encontrando
a correspondéncia na figura ampliada. E, a partir da medida das bases
dos triangulos, explicar a razéo desta transformacao.

Aumentando a escala da ampliacdo, o aluno podera perceber que uma
cOpia é maior que a outra, mas ainda assim, respeita as semirretas

auxiliares da homotetia.
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Figura 52 - Homotetia - Semirretas

6.5. Construcdo Fisica do Pantografo

A partir da imagem do pantégrafo construido no GeoGebra, o professor
pode estimular os alunos a construirem seu proprio instrumento. Nesse
processo, podem ser trabalhados varios contetudos: o dimensionamento
das hastes a partir da razdo desejada, o paralelismo da montagem, a
medicdo dos pontos pivos, Para isso, pode utilizar 4 barras de papelao
grosso, de madeira fina (figura abaixo), de garrafa pet, etc, alguns
percevejos ou alfinetes, pequenos pedacinhos de borracha plastica e uma

carga de caneta ou grafite 2.0.

Figura 53 - Material para Construgdo do Pantografo
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7. Conclusao

A experiéncia de ter cursado esse Mestrado foi, sem duvida, desafiadora
e muito enriquecedora. Rever conteldos, presenciar a discussdo de
profissionais qualificados, observar novos pontos de vista, novas
abordagens, aprender uma infinidade de novos contetdos, tudo isso
mudou minha vida e minha maneira de me sentir como professora. E,
dentre todos esses pontos, o principal foi o contato com o0 programa
GeoGebra. O programa permite uma abordagem totalmente nova e
interativa e abre um universo de possibilidades. E, a partir de um
exercicio proposto, iniciei meu trabalho com o pantégrafo. A pesquisa
sobre esse instrumento mostrou uma histéria muito rica, onde a
Matematica, a Fisica, a Arte, a Astronomia, a Engenharia se interligam e
escrevem a histéria da evolucao tecnoldgica.

Esse trabalho, entdo, relne essas duas motivacbes com o objetivo
principal de todo professor: tornar suas aulas mais atrativas e facilitar o
aprendizado de seus alunos. Sabemos que, quanto mais ladico, mais
interessante para o aluno. Por isso a preocupacdo de criar, ndo apenas
um instrumento unifilar para a demonstracdo de semelhanca de triangulos
ou da variacdo da escala, mas sim um instrumento virtual o mais proximo
possivel do instrumento real, com aparéncia e limitacbes e, até mesmo,
possivel de ser reproduzido com alunos em sala de aula. Desde o inicio,
foram criadas vérias versdes do instrumento, pois o GeoGebra
surpreende com novas possibilidades a cada momento e foi dificil
determinar o0 momento de parar de alterar o modelo para finalizar o
trabalho. E sei que ainda ha muito o que se explorar neste mesmo
instrumento e em muitos outros.

Preparar esse trabalho abriu uma série de novos caminhos e mostrou o

guanto ainda ha para estudar.
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