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RESUMO

ALMEIDA, Tais Ribeiro Drabik de. EQUACOES POLINOMIAIS: AS FORMULAS CLAS-
SICAS E A RESOLUBILIDADE POR MEIO DE RADICALIS. 46 f. Dissertacdo — Programa
de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tec-
noldgica Federal do Parana. Curitiba, 2014.

A resolucdo de equacdes polinomiais com coeficientes racionais consiste em parte significativa
da histéria do desenvolvimento da édlgebra. O problema era encontrar férmulas que expres-
sassem uma raiz por meio de operacdes aritméticas efetuadas sobre a equacao original, isto &,
determinar a resolubilidade por radicais da equacdo. O trabalho de varios matematicos culmi-
nou, no século XVI, com a obtencao das féormulas para a resolu¢ao de equacdes polinomiais de
grau menor ou igual a 4. Trés séculos depois, Niels Abel mostrou que nao € possivel obter uma
férmula para a equagdo geral de grau 5. Finalmente, Evariste Galois resolveu completamente o
problema estudando o grupo de permutacio das raizes e estabelecendo as condi¢des exatas para
a resolubilidade de uma equagdo polinomial. Neste trabalho apresentamos um breve histérico
da obtenc¢do de féormulas para as raizes das equagdes de grau menor ou igual a 4 e a esséncia
da matemdtica envolvida no estudo da resolubilidade por radiciais de equacdes polinomiais de
grau maior ou igual a 5.

Palavras-chave: Equacdes polinomais, Galois, Resolubilidade por Radicais



ABSTRACT

ALMEIDA, Tais Ribeiro Drabik de. POLYNOMIAL EQUATIONS: THE CLASSIC FORMU-
LAS AND THE SOLVABILITY BY RADICALS. 46 f. Dissertacao — Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnolégica Federal
do Parana. Curitiba, 2014.

The solvability by radicals of polynomial equations with rational coefficients is an important
part of the history of algebra. The problem was to express a root by means of basic arithmetic
operations and radicals. Formulas to solve polynomial equations of degree lower than or equal
to 4 were obtained in XVIth century. About three centuries later, Niels Abel showed that it
is not possible to find a formula for the general equation of degree 5. Finally, Evariste Galois
solved the problem by studying the permutations groups, establishing the exact conditions for
the solvability of a polynomial equation. In this work we present a brief history of the classic
formulas for the roots of equations with degree lower or equal to 4. Then we study solvability
by radicals of polynomial equations of degree higher than or equal to 5.

Keywords: polynomial equations, Galois, solvability by radicals
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1 INTRODUCAO

Uma equacao algébrica (ou equacao polinomial) de grau n é uma equagdo da

forma
~1
anx"+a,_ 1 X" +...+ax+ayg=0,
onde n > 1 é um numero natural e ay,...,a, pertencem a um corpo numérico fixado, com
a, # 0.

Resolver equacdes algébricas, encontrando suas raizes ou obtendo formulas gerais
para essas, consiste em parte significativa da histéria da dlgebra. Em especial, considerando os

coeficientes racionais, sao de grande relevancia

(1) o desenvolvimento de féormulas para raizes da equagao geral de grau menor ou igual a 4;

(2) a esséncia da matemadtica envolvida no estudo da resolubilidade por radicais de uma

equacao algébrica de grau maior ou igual a 5.

Neste nosso trabalho abordaremos esses dois topicos. O primeiro deles serd objeto de
estudo nesta introducao. O segundo tépico serd desenvolvido nos capitulos seguintes e demanda
entendermos a correspondéncia galoisiana para possibilitar a demonstracdo do critério da reso-
lubidade de uma equacdo algébrica de grau maior ou igual a 5 em termos da resolubilidade do

grupo de Galois correspondente.

Nao estamos diretamente interessados na histéria do avango da simbologia utilizada,
por isso utilizaremos sempre a notacdo moderna. Contudo, vale lembrar que o simbolismo na
Algebra inciou-se com Diofante (500 d.C.). Na sua obra Aritmética ele discute as equacdes
lineares. Sdo abordados varios tipos de equagdes quadraticas com mais de uma incdgnita e
algumas equagdes cubicas especiais. As solugdes sdo sempre inteiras ou racionais, € por isso as
equagoes desse tipo passaram a ser conhecidas como equagoes diofantinas. Diofante introduziu

simbolos para as incdgnitas, para “ao quadrado” e para “ao cubo’.

A histoéria da resolucao das equacdes polinomiais comeca pela resolucio das equacdes

de grau 1, pelos egipcios. Conforme [2, p.9], os primeiros registros de problemas envolvendo
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a resolucao desse tipo de equagdes aparece no Papiro de Rhind (também conhecido como Pa-
piro de Ahmes), por volta de 1650 a.C . O método utilizado era o método da falsa posicado, no
qual atribui-se um valor arbitrdrio para a incognita, o valor da expressdo € calculado e depois

efetua-se a corre¢do por um fator que torne o valor adequado a expressao original.

Para ilustrar o método da falsa posicdo, vejamos o exemplo da equagao

X
- =18.
x+5

Vamos iniciar atribuindo o valor 5 para x e assim obtemos, no membro a esquerda

5
5+—-=6.
+5

Ora, o valor a direita deve ser 18, portanto o fator de correcdo € 3. Assim

5 15
3 (5+§) = 3.6, isto é, 15+? =18.

Portanto, a solucédo € x = 15.

Euclides de Alexandria (325 a.C - 265 a.C), em sua conhecida obra Elementos, regis-
trou, organizou e complementou todo o conhecimento matematico da época. Apesar de seu
trabalho ser fortemente dedicado a Geometria, ele contribuiu com a resolucao de equacdes re-
gistrando os axiomas fundamentais para o desenvolvimento da teoria, nos seguintes termos:

1) Coisas iguais a uma terceira sdo iguais entre si.

2) Se iguais forem somados a iguais, os resultados serdo iguais.

3) Se iguais forem subtraidos de iguais, os resultados sero iguais.
4) Coisas coincidentes sdo iguais entre si.

5) O todo é maior do que a parte.

A segunda e a terceira afirmagdes, acrescidas de mais duas, abaixo enunciadas, servem
de base, atualmente para a resolugdo das equacdes algébricas.

6) Iguais multiplicados por iguais continuam iguais.

7) Iguais divididos por iguais continuam iguais.
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A utilizacdo desses axiomas permite que se obtenha, por exemplo, a solu¢do de uma

equacdo de grau 1, apenas efetuando as operagdes aritméticas elementares.

As equagdes quadrdticas, por outro lado, ja eram resolvidas pelos babilonios, usando
certas “receitas”, que se aproximam do que hoje conhecemos como a férmula de resolu¢do das
equagoes quadraticas ou formula de Bhaskara. O método utilizado era o de completar quadra-
dos, conforme veremos. Os babilonios também conheciam a solug¢do para algumas formas de

cubicas e para isso se baseavam em tabelas numéricas [2, p.24].

Para uma equagdo do tipo
ax> +bx+c = 0,

com a, b, c constantes e a # 0, dividindo cada termo por a, obtemos:

b
x2+—x—|—£=0.
a a

Subtraindo de cada membro E:

2

Em seguida busca-se completar um quadrado perfeito, somando-se o aos dois mem-
a

bros. Obtemos:
2+b N b? c b
X+ —x+—=— .
a 4a? a 4a?

Assim, a expressao pode ser reescrita como
( . b )2 b* —4ac
X+—) =———.
2a 4a?

Extraindo a raiz quadrada dos dois lados da igualdade, obtemos

/<x—|—£>2—i [b? —4ac
2a) 4a?

donde conclui-se a féormula conhecida:

B —b++Vb?—4ac

o 2a

Mais tarde os gregos, aparentemente, reinventaram os métodos babilonios. Os gregos

eram mais ligados ao estudo da Geometria, entdo representavam nimeros como quantidades
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geométricas, como areas e comprimentos. As solugdes para as equacdes quadraticas apresenta-

das pelos gregos seguiam esses parametros.

A resolugdo de equacOes também estava sendo estudada no mundo arabe. Em 830 d.C.,
al-Khwarizmi (780-850 d.C.) escreveu a obra al-Jabrw’al Mugabala, que foi traduzida para o
latim no século XII. Essa obra tem influéncias gregas e babildnias, e ideias do indiano Brama-
gupta (600 d.C.), sobre equacoes do primeiro grau e quadraticas. Seus sucessores trabalharam

na resoluc¢do de alguns tipos de equacdes cubicas.

Um entrave a obtencao de uma férmula para a resolucdo das cuibicas era o desconheci-
mento dos nimeros negativos. No século XI, em uma tentativa de solucdo, o poeta e matemético
persa Omar Kayyan (1048 - 1131 d.C.) classificou as equacgdes ctbicas em 14 tipos diferentes,
justamente de forma a ter sempre termos positivos. Em linguagem moderna, podemos expressar

assim os 14 tipos descritos por Kayyan [9, p.60]:

1) ax® =bx* +cx+d 8) ax*+cx=d
2) ax® =bx*+d 9) ax®+d = bx*+cx
3) ax® =cx+d 10) ax® +d = bx?
4) ax’ =d 11) ax®+d=cx
5) ax® +bx* =cx+d 12) ax® +bx*+cx=d
6) ax®+bx*=d 13) ax® +bx>+d =cx
7) ax’ +cx =bx*+d 14) ax’ +cx+d = bx?

Utilizando secdes conicas, Omar Kayyan desenvolveu solu¢des geométricas para to-
dos os tipos de cubicas e as apresentou na obra Algebra, de 1079. Ele dividiu as solucdes em
algébricas, aquelas com resultados inteiros, e geométricas, nas quais os resultados eram expres-

sos em comprimentos, areas € volumes.

No século XVI, entretanto, ainda buscava-se uma verdadeira solu¢ao algébrica para
as cubicas. E fato marcante na histéria da Matemdtica a disputa que ocorreu na época pelos
créditos da solucdo obtida por Girolamo Cardano (1501 - 1576), Scipione del Ferro (1465 -
1526), Nicolau Tartaglia (1499 - 1557) e Antonio Fior (cujas datas exatas de nascimento e

morte sdo desconhecidas).

Del Ferro obteve uma solu¢do para uma certa categoria de cubicas, e essa solucdo

foi reproduzida e ampliada por Tartaglia em uma competi¢do contra Fior. A solu¢do chegou



13

as maos de Cardano, que se compremeteu a ndo publicd-la, mas acabou fazendo-o, embora
dando os créditos adequados. Mas Tartaglia, que pretendia obter vantagens financeiras com sua

descoberta, ndo ficou muito satisfeito com a publicacgdo [9, p.73].

A férmula publicada por Cardano para a resolugiio de uma equacio da forma x> + ax =

b, seria, em uma notagao moderna:

_3b+ a3+b2+3b a3+b2
V2TV Ty 2 V211

Embora a férmula se aplique apenas a esse formato especifico de cubica, com algu-

mas substitui¢des € possivel empregé-la para resolver qualquer outra equacdo de grau 3, como

veremos na sequéncia.

A equagdo geral da ctbica tem a forma
3 2 _
ax’ +bx"+cx+d =0,

onde a,b,c e d sdo constantes e a # 0.

b . ~
Fazendo x = <y — 3—) e substituindo na expressao, obtemos
a

ool ) bl ) el ) o

3+<b 3 b) 2+<b2 2b2+ > N b’ N b? cb+d
=a —3a— ———+4c —+— ——+d.
Y 3a Y 3a  3a Y 27a*> 94> 3a
b p?  2b? b b b

Comob—3a§ =0, e se considerarmos p = g—g—%ceq: W—i_ﬁ_;_a—i—d’
entdo obtemos a equagdo ay3 +py+4q=0.

Agora, fazendo x = u + v, temos

X =w+v)? =+ +3u(u+v) =’ +v* + 3uvx.
Assim obtemos
x> —3uvx — (u® +1°) = 0.
Essa é uma equacio ciibica na qual podemos considerar p = —3uv e g = —(u® +

3
ﬁ:

3 3

v3). Mas isso significa que u? e v sdo raizes da equacio de segundo grau 7>+ gz — 0.
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Resolvendo-a, obtemos

Portanto

2 3 2 3
_ {4 D Y B S -
x_\/ 2+\/4+27+\/ > Vet

Vejamos o exemplo da equagio x* — 6x —9 = 0. Utilizando a férmula de Cardano com

p=—6eqg= -9, temos

09 (=92 (=6 59 (=92 (=6)°
x:\/§+\/ TR Y +\/i_\/ s T T
:i/g+\/¥+i/g—\/§:\"/i+€fl:2+1=3.

Na sua obra Ars Magna, Cardano apresentou a resolucio da equacio x* — 15x —4 =0,

e obteve a raiz

x= 24 V=121 + {2 - V121,

Diretamente verifica-se que x = 4 € raiz dessa equagdo, embora Cardano nao tenha

conseguido obté-la a partir de sua férmula.

Na época, ja se conheciam os nimeros hoje chamados de complexos, mas como nao
havia um significado para eles, havia receio em utilizd-los. Foi em 1572, na sua obra Algebra,
que Rafael Bombelli teve a ideia de manipular as raizes de nimeros negativos utilizando as
mesmas operacdes empregadas com outros niimeros, e assim percebeu que (24 +/—1)3 =2+
v—121 e que (2 —+/—1)*> =2 —+/—121. Somando as duas raizes ciibicas, entio, obtém-se o

4, araiz “perdida”.

Com a ajuda de Ludovico Ferrari, Cardano também conseguiu incluir em sua obra a

férmula para a resolugdo das equacdes de grau 4.

A forma geral da equagio de quarto grau é x* 4+ ax® +bx*> +cx+d =0, coma,b,ce d
constantes e a # 0. Para se obter uma férmula resolutiva, comecamos por eliminar o termo de

grau 3, completando quadrados:
1

2 1
(x2 + Eax) = <Za2 —b)x2 —cx—d.

Temos um quadrado perfeito no primeiro membro da equacgdo, entdo seria conveniente
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que o segundo membro também fosse um quadrado perfeito. Somando a expressio y*+ 2y <x2 +

1
5ax> aos dois membros da igualdade, obtemos:

[<x2+ %ax) —|—y}2 = <2y—|— %az —b)x2 + (ya—c)x+ (y* —d). (1)

No segundo membro temos uma equacio do segundo grau em x. Para que tenhamos
um quadrado perfeito nesse membro basta que tenhamos o discriminante da quadrica igual a

zero.
1
(ya—c)? —4(2y+ Zaz —c) (y*—d)=0.

Desenvolvendo essa expressao obtemos uma cuibica:

8y — 4by? + (2ac — 8d)y + (4bd — da* — ¢*) = 0.

Agora, essa equacdo pode ser resolvida pela formula de Cardano. Escolhendo um dos

valores obtidos para y e substituindo em (1), obtemos uma igualdade entre quadrados perfeitos:
2, 1 2 2
[(x +§ax> +y} = (ax+p)~.

A resolucao dessa equagdo, por fim, permite encontrar as raizes do polindmio de grau

Para ilustrar o método resumidamente, vamos encontrar as raizes da equagio x* —4x> +
x% +4x—2=0. A ciibica que nos permitira obter um valor para y é —8y> +4y> 4+ 16y — 8 = 0.
Uma das suas solugdes, que podemos encontrar utilizando a férmula de Cardano, é y = /2.

Utilizando esse valor de y, obtemos:

(x2—4x+ﬁ)2 = (2\/§+%(—4)2—1)x2+(—4\/§—4)x+(\/§)2+2
= (2V24+3)° + (—4V2—4)x+4
= [(V2+1)x+2),

ou seja,

2
<x2 —4x+ f2> = [(V2+1)x+2]%
Assim, para obtermos as raizes, resolvemos as equagoes

(P —4x)+V2=(V2+1x+2 e (> —4x)+V2=—(V2+1)x—2.
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As raizes assim obtidas sao —1,1,2+ \/i, 2—V2.

As técnicas de reducdo empregadas na obtencdo das formulas da cubica e quartica
foram aplicadas na busca de formulas para as equagdes de grau 5 e superior, sem sucesso,
entretanto. Esperava-se que o padrdo observado para as equagdes de terceiro e quarto graus se
repetisse e que a obtencdo de uma férmula para a equacao de grau 5 envolvesse a resolucao de
uma equacgdo de grau 4. Isso ndo ocorreu pois, empregando os mesmos processos, chegou-se

uma equacao de grau 6.

O problema foi abordado por grandes matematicos, que nao conseguiram resolveé-lo.
Euler (£ 1750) tentou reduzir a equagdo de grau 5 a uma quartica. Lagrange (£ 1780) também
falhou na mesma tentativa. Ruffini (= 1810) tentou demonstrar que é impossivel resolver, em

geral, as equagdes de grau 5 por meio de radicais.

Finalmente, apds trés séculos da resolucdo da equagdo de grau 4, N. H. Abel (1802-
1829) demonstrou o resultado hoje conhecido como Teorema de Abel-Ruffini, que revela a

impossibilidade da obtencao da formula para a equacao de grau 5.

Mas o problema geral continuava em aberto, no sentido que se esperava 0 mesmo
para a equacao geral de grau superior a 5 e, principalmente, determinar quando uma equagao

particular poderia ou ndo ser resolvida por meio de radicais.

Utilizando algumas ideias de Lagrange e Viete sobre a permutagdo de raizes, foi o jo-
vem francés Evariste Galois (1811-1832) quem finalmente resolveu o problema geral. Na noite
antes de sua morte num duelo tolo, deixou registrada a solu¢ao de um dos maiores problemas

da matematica até entdo.

Na sequéncia do nosso trabalho faremos uma exposi¢ao do método introduzido por
Galois. O proximo capitulo € inteiramente dedicado a teoria bédsica de grupos, em especial, os
grupos de permutagdes. Vale lembrar que foi Galois quem introduziu o conceito de grupo, fato

considerado o nascimento da dlgebra abstrata.

No terceiro e ultimo capitulo abordamos alguns conceitos e resultados da teoria de
corpos. Estudamos a correspondéncia galoisiana, que permite demonstrar o Teorema de Galois

sobre a resolubilidade de uma equagdo polinomial por meio de radicais.
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2  GRUPOS

2.1 NOCOES DA TEORIA ELEMENTAR DOS GRUPOS

Um conjunto ndo vazio G, munido de uma operagdo bindria * : G X G — G, que

associa o par (g1,g2) com g x g2, € chamado de grupo quando sao satisfeitas as trés condigdes:

1) A operagdo é associativa, isto é, (g1 *g2) * g3 = g1 * (g2 * g3), para todos g1,£2,83 € G.
2) Existe um elemento neutro, isto &, existe e € G tal que, paratodo g € G, gxe =g =exg.

3) Todo elemento de G admite inverso, isto €, dado g € G existe g’ € G tal que g+xg' = e =

g *g.

Caso a operagdo seja comutativa, ou seja, g * g» = g2 * g1, para todos g1, g» € G, entdo

dizemos que G é grupo abeliano ou comutativo.

Existe um tnico elemento neutro em um grupo G, pois se e, ez € G sdo neutros, entao

e|] = ey ey = e3. Também, dado g € G, existe um unico g’ € G, inverso de G.

A operagdo do grupo pode ser a adi¢do, a multiplicagdo, a composi¢ao, etc, conforme

veremos nos exemplos seguintes. Serd mais frequente utilizarmos a notacdo multiplicativa,
1

€, 9

onde e =1, g’ = g~ e ignora-se o simbolo “x”.

O conjunto Z dos nimeros inteiros, com a operagao usual da adi¢do é um grupo abe-

liano. De fato, a operagdo € associativa, e = 0 e @’ = —a, para todo a € Z.

Seja C um conjunto com 7 elementos. O conjunto de todas as bijecdes de C, munido
da operacgido de composigdo de fungdes, é um grupo. E denominado grupo das permutacdes
de n elementos e é denotado por S,,. Que a operagdo € associativa, verifica-se facilmente. O
elemento neutro € a funcao identidade e, como todas as fungdes s@o bijetoras, a existéncia da

inversa € garantida. Note que S,, possui n! elementos.

O ndmero de elementos de um grupo finito G € chamado de ordem de G e é denotada

por |G|. No exemplo anterior, temos|S,,| = n!.
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O conjunto Q[v2] = {a+bv/2 | a,b € Q} munido da operagio da adigio é um exemplo

de grupo abeliano. O elemento neutro é aquele em que a = b = 0 e 0 oposto de x = a+bv/2 é

X =—a—bV2.

Seja G um grupo e H C G, H ndo vazio. Se H, com a restricdo da operacdao de G
também for um grupo, entdo dizemos que H é um subgrupo de G. Dado um grupo G, {e} e
G sdo subgrupos de G. Se H € subgrupo de G, ey € o elemento neutro de H e eg € o elemento
neutro de G, temos que eg = eg. De fato, se g € H entdo g € G e, portanto, gey = g € geg = g.

Também temos que g~ ! (gery) = g~ 'g. Portanto, ey = eg.
Proposicio 2.1. H é subgrupo de G se, e somente se, para todos g,h € H, ghc He g~! € H.

Demonstracao: (=) Segue imediatamente do fato de H ser subgrupo de G e ey = eg.

(<) Supondo que para todos g, € H temos gh € H e g~' € H, vamos provar que H C G é
grupo com a restri¢do da operac@o de G. Dados hy,hy,hs € H, temos que (hyhy)hs = hy(hah3),
pois hy,hy,hy € G e G € grupo. Dado h € H, entdo, por hipétese, hleH. Logo, hh~' € He,

portanto, ey € H. Também da hipétese ja temos que paratodoh € H,h~!' € H.
U

Fixe n € Z e seja nZ = {nz | z € Z}. Verifica-se diretamente que o conjunto nZ,

munido da operacdo de adi¢ao € um subgrupo de Z.

Sejam G um grupo e S C G. Entdo denotaremos por <S > ao conjunto {ajay...a, | n €
N, a; € S ou (a;)~! € S}. Esse subconjunto forma um subgrupo de G, dito o subgrupo gerado
por S. Se S = {aj,az,...,a,} é um conjunto finito, indicaremos o grupo gerado por S por
S = <a1,a2, ...,an>. Um grupo G ¢é dito ciclico quando G ¢é gerado por um tnico elemento
g € G. Nesse caso, denotamos G = <g> Um exemplo imediato é o conjunto nZ = {nz | z € Z},

que € gerado por n, ou seja, nZ = (n).

Seja G grupo e g € G. Entado, a ordem do elemento g € definida como

lg| = min{n e N ; g" =1}.

Se gk =1, para algum k € Z, entdo n = |g| divide k. De fato, pelo Algoritmo da Divisdo
Euclidiana, existem g e r € IN tais que k = ng+re 0 < r < n. Ento, 1 = gk = (g")g" = g".

Temos que r = 0. Caso contrario, teriamos uma contradicdo com a minimalidade de n.

Seja G um grupo aditivo e H subgrupo de G. Vamos introduzir uma relagao de equi-
valéncia em G, estabelecendo que dois elementos x e y estdo relacionados (x ~ y) quando

x—y€H,comx—y=x+(—y). De fato trata-se de uma relagio de equivaléncia em G, isto &,
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uma relacdo reflexiva, simétrica e transitiva. A reflexividade é imediata, jAque x —x =0 € H.
Como x —y € H implica —(x —y) =y —x € H, temos a simetria. Para a transitividade, se

x—y€Hey—ze€H,entdo (x—y)+(y—z) =x+(—y+y)—z=x—z€H.

Fixando x € G, o conjunto {g € G ; g ~ x} de todos os elementos de G que se relacio-

nam com x é dado por
x:={geG;g~x}={x+h;heH} = x+H,

poisx={g€G; g—xcH}={ge€G; g€ x+H} eédenominado de classe de equivaléncia
de x. O conjunto de todas as classes de equivaléncia de elementos de G é chamado conjunto

quociente de G por H, denotado por G, ou por G/H. Assim,

G/H={x;xe€G}={x+H; xeG}.

O exemplo mais elucidativo de relacao de equivaléncia é a congruéncia, médulo um in-
teiro positivo n, no grupo aditivo G = Z. Dois inteiros a e b estao relacionados (sdo congruentes
modulo n) quando n divide a diferenca a — b, ou seja, existe @ € Z talquea—b=na € nZ. = H.
Denota-se por @ = b mod n. Afirmar que a e b sao congruentes modulo n também equivale a
dizer que eles deixam o mesmo resto na divisdo por n. Isso verifica-se diretamente, assim a
simetria, reflexividade e transitividade, que fazem da congruéncia uma relacdo de equivaléncia.

A classe de a € Z é dada por
a={be”Z;a=bmodn} =a+nZ

e o conjunto quociente é 7, := Z/nZ = {a ; a € 7}, denominado conjunto dos inteiros

moédulo 7.

Dada uma relagdo de equivaléncia no grupo G, podemos enunciar a seguinte proposicao.

Proposicao 2.2. Para todos a,b € G, tem-se:

A demonstragcdo pode ser consultada em [4, p.9]. No nosso exemplo, as propriedades
acima permitem verificar que
Zn = {0,1,2,..n—1}.
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De fato, do Teorema da Divisdo Euclideana [3, p.5] o resto da divisdo de um nimero
inteiro por n € Unico e assim, as classes 0, 1,...,n — 1 s@o distintas (e, portanto, disjuntas). Ainda,
dado m > n, novamente do Teorema da Divisdo Euclideana, existem dnicos inteiros g e r tais

quem=ng+rerc{0,1,...,n—1}. Segue que m =7 € {0,1,....,n— 1}.

Surge naturalmente a questao de determinar se o conjunto quociente G/H é munido de
uma opera¢ao que o torne grupo. Para respondé-la, € necessdrio passar ao conceito de subgrupo
normal, que pode ser estudado de maneira mais clara usando a notagdo multiplicativa para G.
Agora

G/H = {gH ; g € G}, onde

g=gH={gh;hcH} e gi~gegg, €H.

Diremos que N é subgrupo normal (denotamos N <!G) quando, para todos @,b € G/N
valer a condi¢do

ay €aH e by € bH = abH = a1b1H.
Isso € equivalente a:
ay €a, b €b=ab=aby,
que por sua vez significa que estd bem definida a operagdo

G/NxG/N —s G/N

(a,b) —— ab=ab,

no sentido de que nio importa a particular escolha dos representantes em @ e b, que o resultado

da operagdo serd o mesmo.

Proposicao 2.3. Seja G um grupo denotado multiplicativamente e N um subgrupo de G. Sdo

equivalentes:

(i) NJG;
(ii) gN =Ng={ng; n € N}, paratodo g € G;
(iii) gNg=! =N, para todo g € G.
Demonstracao: A demonstragdo pode ser encontrada em [3, p.138].

Se H é subgrupo de G e G ¢é abeliano, entdo H < G. De fato, gH = {gh; h€ H} =
{hg; h€e H} = Hg, para todos g € G.
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Por exemplo, nZ <7, para cada n € Z. Assim, o conjunto quaociente Z, € grupo
ciclico, gerado por 1 (portanto abeliano). Ainda mais, se p € um nimero primo, entdo Z,\{0}
é também grupo multiplicativo. De fato, se X # 0, tem-se pelo Lema de Bezout, que existem

r,s € 7 tais que 1 = rx+ sn, pois mdc(x,n) = 1. Segue que 1 = 7x = 7.X.

Calculando todas as classes, temos

0=1{0,3,69)=H 6=1{0,3,6,9}=H
1={1,4,7,10} 7={1,47,10} =H+1
2=1{2,58,11} 8={2,5811}=H+2
3={0,3,6,9)=H 9=1{0,3,6,9} =H
4={1,4710}=H+1 10={1,47,10} =H+1
5={258T1}=H+2 T1={258T}=H+2

Portanto, Z»/H = {5, 1, 5}

Vimos que se N € subgrupo normal de G, entdo estd bem definida uma operacao em

G/N, herdada de G. Ainda, para todos @,b,¢ € G/N, a+ (b+¢)=a+b+c=a+(b+c)=

a+b+¢=(a+b)+¢, que nos diz que a operacio em G /N é associativa. Ainda, 0 é o elemento
neutro e —(g) = —g, para todo g € G. Assim, G/N herda a estrutura de grupo de G. Herda
ainda outras propriedades, conforme a proposi¢ao a seguir, na qual utilizaremos a notacdo mul-
tiplicativa para o grupo .

Proposicio 2.4. Seja G grupo e H subgrupo normal de G. Se G é abeliano, entdo G = G/H
também é abeliano. E se G é ciclico, entdo G também é ciclico.

Demonstracio: Tomando X,y € G, temos que X.y = Xy = yx = y.X. Se G & ciclico, temos
G = (x) = {x™; m € Z}. Entdo, para todo y € G temos que y € G. Assim, y = x™ para algum
m € Z. Segue que y =x" = (X)" € (x) = {(X)*;k € Z}. Portanto, G = (X). -

Veremos agora um teorema que relaciona as ordens de um grupo, de um subgrupo

normal dele e do quociente entre os dois.

Teorema 2.5 (Lagrange). Seja G grupo finito e N subgrupo normal de G. Entdo

G| = INI(G:N)
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sendo (G : H) a ordemde G/IN = {gN ; g € G}.

Demonstracao: Como G ¢ finito, podemos supor que existe um nimero também finito s > 1
de classes laterais direitas de H, duas a duas distintas, tais que G/H = {Hxy,...,Hx}, para
certos elementos xy,...,x; de G. Sendo distintas, as classes laterais sdo também disjuntas, pois
assumem as propriedades das classes de equivaléncia, detalhadas na Proposicao 2.2. Entdo
G = Hx; U...UHxg, donde |G| = |Hx;| + ... + |Hx;|. Mas |Hxy| = |H|, para cada k, 1 <k <s.
De fato, hx; — h € bijetiva. Entdo |G| = s|H| e % =|G/H|=s. .

Sejam G e G dois grupos e @ uma funcio de G| em G,. Diz-se que ¢ € um homo-
morfismo se, para todo x,y € Gy, temos @(xy) = @(x)@(y). Claro que as operagdes podem ser
diferentes (G; pode ser multiplicativo e Gy aditivo, por exemplo). Note que
f(lg)=1lg,e f(x)"' = f(x7"). Defato, f(16,) = f(lg,16,) = f(16,)f(1G,)- Logo f(lG,) =
lg,- B f(x)f(x) ! =16, = f(lg,) = flx™ 1) = f(x)f(x~!). Um homomorfismo que seja
bijetivo é chamado de isomorfismo. Um isomorfismo definido do grupo G no préprio G €

denominado automorfismo.

Exemplo 2.6. Dado um grupo ciclico G = (g) de ordem n, a aplicagdo que associa g com 1 é
um isomorfismo entre G e Z.,. Ainda mais, todo grupo G de ordem p, com p primo, é ciclico. De
fato, utilizando o Teorema de Lagrange (Teorema 2.5), dado g € G\{1}, a ordem do sugbrupo
(g) divide p = |G|. Logo, |(g)| = |G

Y

, pois p é primo. Portanto, G = (g) = Z,,.

Outro exemplo importante € a projecdo candnica. Se H é um subgrupo normal de G,

entdo verifica-se diretamente que € um homomorfismo a aplicag¢ao (projecao candnica)

t:G — G/H

g — g+H.

O niicleo de um homomorfismo ¢ : G — H, denotado por Ker(¢), é definido como
o conjunto Ker(¢) ={x € G: ¢(x) =e}. Se ¢ : G — H é homomorfismo de grupos, entdo o
nucleo de ¢ é subgrupo normal de G e o conjunto imagem de ¢ € subgrupo de H. Verifica-se

isso diretamente.

Proposicao 2.7. Seja ¢ : G| — G, homomorfismo de grupos (denotados aditivamente). Entdo

@ é injetivo se, e somente se, Ker(¢) = {0}.

Demonstracao: (=) Sejam a,b € Ker(¢). Entdo ¢(a) = ¢(b) = 0. Como ¢ é homomorfismo,
0= ¢(0). Como ¢ ¢ injetivo, temos a = b = 0.
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(<) Sejam a,b € G| tais que ¢(a) = @(b). Logo, ¢(a) — @(b) = 0. Sendo ¢ um homomor-
fismo, temos @(a) — @(b) = @(a—b), entdo a — b € Ker(¢). Mas Ker(¢) = {0}, logoa=be
¢ € injetivo.

U

Teorema 2.8 (dos Homomorfismos). Seja ¢ : Gi — G, homomorfismo de grupos. Existe um

tinico isomorfismo ¢ que torna o diagrama seguinte comutativo, isto é, ¢ = Q o .

/

G1/Ker(¢)
Demonstracdo: Dado a@ € G;/Ker(¢), definimos ¢(a) = ¢(a). Primeiramente, ¢ estd bem
definido, no sentido de que ¢@(a) = @(b) para qualquer b € a. De fato, hca = b=a
pela Proposi¢do 2.2. Dai, ¢(a) = (@) = ¢(b) = ¢(b). Vejamos que @ é homomorfismo:

@(a+b)=¢(a+b)=@(a+b)=@(a)+¢(b)=¢(a)+¢(b). Agora vejamos que P & injetiva.
Seja a € Ker(¢). Entao @(a) =0, ou seja, ¢(a) = ¢(a) = 0. Assim, a € Ker(¢) e, portanto,
a=0em Gy /Ker(¢). Logo, Ker(¢ = {0}. Pela Proposi¢io 2.7, ¢ € injetiva. A sobrejetividade
¢ 6bvia. Portanto, @ € isomorfismo e por defini¢do ¢ o T = @ (torna o diagrama comutativo).
Falta verificar a unicidade de @. Suponha p isomorfismo e p o T = ¢. Entdo ¢(a) = p(a), para

todoa € G;/Ker(¢),istoé,p=¢ O

A partir de agora estudaremos os grupos soluveis, que serdo utilizados no préximo

capitulo para estudar a resolubilidade das equagdes polinomiais.

Um grupo G é chamado de grupo soliivel quando admite subgrupos Go = {1}, G, =G
e G1,Gy,...,G,_1, tais que para todo i € {0,...,n}, G;_| é subgrupo normal de G; e G;/G;_; é

abeliano.
Todo grupo abeliano € soldvel, pois basta tomar n = 1 e temos Gy = {1} <G = G.

O grupo de permutacdes de trés elementos, denotado por S3, € soluvel. Primeiramente,
¢ conveniente denotar uma permutagdo o : {1,2,3} — {1,2,3} poro = (o(1) 6(2) 6(3)). Com
isto, verifica-se diretamente que S3 = {id, o, &*, B, B, *B}, onde a = (231) e B = (213).
Definindo Az := <Oc> = <id , O Oc2>, obtemos um subgrupo normal de S3 e ainda, pelo Teorema

de Lagrange, |S3/A3| = |A_33| = 2. Segue que S3/A3 é abeliano, pois grupos de ordem 2 séo

abelianos, conforme o Exemplo 2.6. Logo, {1} < A3 < S3, donde conclui-se que S3 é soldvel.



24

Proposicao 2.9. Seja G um grupo soliivel, H subrupo de G e N subgrupo normal de G. Entdo
H e G/N sdo soliveis.

Demonstracao: A demonstracdo pode ser encontrada em [4, Proposicao 12].

Um elemento g € S, € dito r-ciclo se existe um subconjunto {ji, j», ..., j-} de elementos

diferentes de {1,2,...,n} tal que, paratodo i € {1,....n}\{j1, j2,..-, jr}, g(i) =ie
g(ji) = ji+1, paratodoi € {1,2,....,r—1}, g(jr) = Jj1-

O niimero r é denominado o comprimento do ciclo g e é denotado por r = |g|. Um
elemento g € S, é uma transposicao se g ¢ um 2-ciclo, isto é, existe i # j tal que g = (ij).
Se «, B ciclos em S, (possivelmente de comprimento diferente de n), dizemos que o e B sdo

disjuntos caso ndo exista j tal que a(j) # je B(j) # J.

Por exemplo, g = (231) é um 3-ciclo. Jd o = (12) e B = (345) sdo ciclos disjuntos em
Sn, para n > 5. Por outro lado, ¥ = (123) e § = (145) ndo sdo disjuntos, pois x(1) =2#1le
0(1)=4#1.

Proposicao 2.10. Seja o um r-ciclo em S,. Se o = y,... Y%, onde V1, ..., Y sdo ciclos em S,, dois

a dois disjuntos, entdo

|| = mmc{|y],..., [ %]}

Se g €8, ¢ tal que g # 1, entdo g pode ser escrito como o produto de ciclos disjuntos de

comprimentos maiores ou iguais a 2. Essa fatoracdo é vinica a menos da ordem dos fatores.
Demonstracao: Ver [3, Proposicao V.10.5, p. 199].

Um elemento g de S,, € uma permutagdo par quando pode ser escrito como o produto
de um ndmero par de transposi¢des. Adotaremos aqui uma outra nota¢ao para uma permutagao,
na qual indicaremos apenas os elementos que nao sao fixados. Assim, denotaremos por (23) ,
por exemplo, a transposi¢@o (13245), na qual os elementos 1, 4 e 5 foram fixados. A identidade

serd denotada simplesmente por (1).

Seja A, um subconjunto de S, definida por A, = {a € S,, é permutagdo par }. Esse

conjunto é denominado grupo alternado ou grupo das permutacoes pares de S,,.

Proposicao 2.11. O grupo alternado A, é subgrupo de S, e tem indice 2.

Demonstracao: Sejay:S, — {—1,+1} talque y(g) =1 se gépare y(g) = —1 se g é impar. A
fungdo y é claramente um homomorfismo sobrejetor e Ker(y) = A,,. Portanto, o resultado segue

do Teorema 2.8.
O
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Por exemplo, A4 € subgrupo normal de S4. Diretamente verifica-se que o conjunto
Vi = {(1);(12)(34);(13)(24);(14)(23)} € subgrupo normal de A4. Temos portanto uma ca-
deira de subgrupos normais {1} <H <JA4 <S4 que garante que Sy € soltivel. De fato, os quoci-

entes Sy /A4 e A4/Vy possuem ordem prima e portanto sdo abelianos (Exemplo 2.6).

SegeS,, comn>2,eg=(ajamn...ai,)...(anap...ai,;) é a sua decomposi¢do em

ciclos disjuntos com r; < r; < ... < r;, dizemos que {ry,...,r;} é o tipo de decomposicao de g.

Lema 2.12. Seja g € Sy, tal que g = (ayiain...air )(a21an...azy,)...(aiap...aiy,) é produto de

ciclos disjuntos.
1) Seja T € S,. Entdo

19t ! = (t(a)7(arn)...t(a,)) (t(az1)t(a2)...t(as,))...(t(ain ) t(an)...t(air,))
é produto de ciclos disjuntos. Em particular, g e Tgt~" tém o0 mesmo tipo de decomposicdo.

2) Se g,g' €S, sdo permutagcdes com o mesmo tipo de decomposicdo, entdo existe T € S, tal

que g =tgT .

3) Se g,g' €8S, sdo permutacées com o mesmo tipo de decomposigéo e g fixa no minimo dois

elementos de {1,...,n}, entdo existe |l € A, tal que g’ = pgu=".

Demonstracao: A demonstragdo pode ser encontrada em [3, Lema V.10.16, p. 205].

Proposicao 2.13. Todo elemento de A,, é um produto de 3-ciclos.

Demonstracao: Seja (ijk) um 3-ciclo qualquer. Podemos escrever (ijk) = (ik)(ij). Portanto,
um 3-ciclo é uma permutacdo par. Agora, dadas duas transposi¢des disjuntas, g = (ij) e h =

(kl), podemos escrever o produto entre elas como

hg = (kI)(if) = (K1) (ki) iK) (i) = (kil) (i k).

Entdo, o produto entre essas transposi¢des pode ser escrito como o produto de dois 3-ciclos. Se
g e h ndo forem disjuntas, com g = (ij) e h = (jk), por exemplo, entdo hg = (jk)(ij) = (ijk),
um 3-ciclo. Portanto, como queriamos demonstrar, A, € o sugrupo de S, gerado pelos 3-ciclos

de S,.
O

Um grupo G ¢ dito simples se seus inicos subgrupos normais s@o os triviais. Veremos

agora que esse € o caso dos grupos alternados em que n € igual ou superior a 5.

Teorema 2.14. A, é grupo simples, para todo n > 5.
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Demonstracdo: Seja H um subgrupo normal de A,, com H # {1}. Deve-se verificar que

H = A,. Lembre que A, é o subgrupo de S,, gerado pelos 3-ciclos, isto €,

A, = <{3—ciclos em Sn}>

Assim, basta mostrar que todo 3-ciclo estdi em H. Veremos ainda que € suficiente mostrar
apenas que existe um 3-ciclo em H. De fato, se (ijk) € H, fixamos (abc) um 3-ciclo arbitrario.
O 3-ciclo (i jk) fixan — 3 elementos e como n > 5, temos n—3 > 2. Pelo item (3) do Lema 2.12,
existe o € A, tal que o(ijk)o~! = (abc). Mas (ijk) € He H= cHo !, para todo ¢ € A,,.
Logo, (abc) € H.

Para verificar que sempre existe um 3-ciclo (ijk) € H, iniciamos escolhendo ¢ € H, com ¢ # 1.
Seja

m=|o|=min{n € N; o" =1}.

Sejam o7,..., 0 ciclos irredutiveis tais que ¢ = 010,...0; e |6| = mmc{|oy|,...,|0k|}, onde
|o;| € o comprimento do ciclo. Como ¢ # 1, temos |G| > 1. Seja p € IN, p primo tal que p|m.
Entdo existe o € IN tal que m = pa e &« = m/p < m. Além disso, o"P £ 1, pela defini¢ao
de m, e (6™/P)P = 6™ = 1. Se fizermos T = 6¢"/?, entdo ©” = 1 ¢ p = |1|. Pela Proposi¢do
2.10, T = pyp3...ps produto de ciclos disjuntos e |t| = mmc{|pi],...,|ps|}- Como p = |t|, entdo
|pj| = p, paratodo j € {1,...,s}. Portanto, p; é p-ciclo para todo j € {1,...,s}.

Vamos estudar as possibilidades para p.

Caso 1: p =2. Seja H subgrupo normal de A,,. Temos T = p;p>...ps, onde cada p; é uma
transposi¢ao (2-ciclo). Mas 7 € A, logo, s é par (> 2) e T = (ab)(cd)p3...ps. Seja 6 = (abc).
Note que, pelo item (1) do Lema 2.12, temos

616" = (6(a)o(b))(0 ()0 (d))p3ps...o5 = (be) (ad)ps...ps,

ou seja, o fixa p3,..., ps (pela definicdo de o e de 7). Entdao
oto 't = ((be)(ad)ps...ps) T = (bc)(ad)ps...ps((ab)(cd)p3...ps) ' =

(bc) (ad)ps...psps " .p5 (cd) ™ (ab) ™" = (be) (ad) (cd) (ab) = (ac) (bd).

I pois H é subgrupo normal de A,. Portanto, cto~! € H.

Temos que T€ He H=0cHo™
Além disso, como 7 € H, temos 7~! € H. Como 676~ 't~ = (ac)(bd), entio (ac)(bd) € H.
Seja k € H tal que k # a,b,c,d (isso é possivel pois n > 5). Entio (akc)(ac)(bd)(akc)™! €
H, pois (akc),(ake)™! € A, e (ac)(bd) € H. Como (akc) é um 3-ciclo, entio (akc)® = 1.

Consequentemente, (akc)(akc)> =1 e (ake)™! = (akc)?, o que implica em que (akc)~! =
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(akc)(akc). Portanto,
(akc)(ac)(bd)(ake) ™ = (ake)(ac)(bd)(ake)(ake) = (ka)(bd) € H.

Segue que (ac)(bd)((ka)(bd))~! € H. Como (ac)(bd) € H e ((ka)(bd))~' = (bd)~ ' (ka)~!,
temos
(ac)(bd)((lm)(bal))*1 = (ac)(bd) (ba,’)*l(l’ca)*1 = (ac)(ka) = (kca).

Como a primeira expressio da igualdade estd em H, temos que (kca) também estd em H. Logo,
H possui um 3-ciclo.

Caso 2: p =3. Seja T = pj...p5, com p; um 3-ciclo. Se s = 1, entdo T = p; e existe um 3-ciclo
que pertence a H. Se s > 2, entdo T = (abc)(def)ps...ps. Seja 6 = (bed). Entdo 6 € A, e ©
fixa p3...ps. Assim,

010! = (bed)t(bed) ™" = (bed)(abe)(def)ps...ps(bed) ™! =

(o(a)a(b)o(c))(a(d)o(e)o(f))ps...ps = (acd)(bef)p3...ps.

Temos que 676! € H e, como 7 € H, entdo 7! € H. Portanto, (616~ !)t~! € H. Mas

(0167 ")1™" = (acd)(bef)ps...ps(ps " p3 ) (def) ™ (abe) ™" = (acd)(bef)(fed)(acd),

que, por sua vez, é igual a (adbce), que é um 5-ciclo. Com isso, mostramos que existe um
5-ciclo em H, o que reduz o caso 2 ao caso 3.

Caso 3: p > 5. Seja 6 = py...ps, com p; p-ciclo. Entdo p; = (ajaz...a,). Seja 6 = (ajazaz).
Entdo oto ! = o((a1az...a,)pa...p5)0 " = (0(a1)...0(ap))pa...ps = (axazaiag...ap)pa...ps.

Agora, ((ﬂ'o_l)’t_1 estiem H e
(oto 1! = (mazaias...ap)pa...ps(py o py Ha1aa..ap) ™) =
(c12a3a]a4...ap)(a]az...ap)*1 = (apazajasas...ap)(ap—1ap—s...ara1ap).
Fazendo t = (axazajasas...ap)(ap—1ap—s...a2a1ap), temos
ay—a,—a = a1 —a
ay —ray —ray = a;—>ay
a3 —ay— a3 = a3— a3

as— a3 —ady = a4 — ai
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Assim, para s < i < p, temos a; —> a;—1 — a;. Ou seja, f(a;) = a;. Portanto,

(cto 17! = (ajara4), que é um 3-ciclo em H.
U

Assim mostramos que para n > 5, A, ndo possui subgrupos normais diferentes dos
triviais. Com isso fica demonstrado que, para esses casos, S, ndo é solivel. De fato, se S,, fosse
soldvel, pela Proposi¢do 2.9, A, seria soliivel. Mas isso ndo ocorre porque a tnica cadeia (de
subgrupos normais) para A, é {1} <{A,}, jd que A, é simples. Mas nessa cadeia, o quociente

€ o proprio A,, ndo abeliano.

No proximo capitulo veremos que a ndo solubilidade de S, paran > 5 pode ser utilizada

para justificar a ndo solubilidade da equagao geral de grau maior ou igual a 5.
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3 CORRESPONDENCIA GALOISIANA E RESOLUBILIDADE POR RADICAIS

Iniciaremos este capitulo com uma breve introducao sobre a teoria de corpos. Em espe-
cial, estudaremos a correspondéncia galoisiana entre os corpos intermedidrios de uma extensao
galoisiana de corpos e os subgrupos do grupo de Galois da extensdo. Esta correspondéncia
permite demonstrar o teorema de maior interesse para o nosso trabalho - Teorema 3.6 - que es-
tabelece a condi¢do para a resolubilidade de uma equagdo polinomial por meio de radicais. Con-
cluiremos o trabalho com aplicacdes do teorema e com a explicacdo do motivo da existéncia das
formulas resolutivas para equagdes polinomiais de grau menor ou igual a 4, e da ndo existéncia

de formula andloga para o polindmio geral de grau maior ou igual a 5.

3.1 NOCOES DA TEORIA DE CORPOS

Seja um conjunto A nao vazio, munido das operacdes de adicao e multiplica¢do. Dize-
mos que A € um anel quando A, munido da adicdo, € grupo abeliano e o produto € associativo
e distributivo com relacdo a adicdo. O oposto de x € denotado por —x e a operacao definida por
x—y=x+(—y) é chamada de subtracao em A. Um anel que possua um elemento 1 tal que,
paratodo x € A, x1 = 1x = x é um anel com unidade. Se em um anel o produto também apre-
senta a comutatividade, entdo dizemos que A € um anel comutativo. Um anel sem divisores
de zero € um anel para o qual x = 0 ou y = 0, sempre que dois elementos x,y tiverem o produto
nulo. Como somente utilizaremos este caso, assumiremos sempre que um anel significa um

anel comutativo, com unidade, e sem divisores de zero.

O exemplo mais conhecido € o anel dos nimeros inteiros, com as operagdes usuais.

Outro exemplo que utilizaremos bastante € o anel dos polindmios. Considere o anel A e seja
n .
Alx] ={p(x): p(x) = Zaixl,ai €A;ne N}
i=0

Entdo, A[x] é o conjunto dos polindmios sobre a indeterminada x com coeficientes em A. Esse

conjunto também forma um anel, dito o anel dos polindmios sobre x, com coeficientes em A.
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n m
Dados p(x) = Z aix' e q(x) = Z b;x’, a adigdo ¢ definida como
i=0 j=0
m+n .
p(x) +q(x) =} (ai+bi)x,
i=0

Completa-se com coeficientes nulos, se necessario. O produto é definido como

p(x)q(x) :chxk, onde ¢, = Z ab;.
i+j—k

Verifica-se diretamente que de fato A[x] é um anel.

Se no anel A (comutativo, com unidade e sem divisores de zero), todo elemento niao
nulo x € A admitir um elemento x ! € A tal que xx~ 1= 1, entdo A é chamado de corpo. O
principal exemplo que utilizaremos neste trabalho € o corpo dos numeros racionais, denotado
por Q. O conjunto R dos nimeros reais e o conjunto C dos nimeros complexos sdo outros
exemplos de corpos. Neste trabalho, sempre que nos referirmos a um corpo F, estaremos

assumindo que Q C F C C.

Seja A um anel e B C A, B ndo vazio. Suponha que B é fechado para as operacoes de
adi¢do e multiplicagdo de A, isto &, para todo x,y € B, temos x+y, xy € B. O conjunto B com a

restricdo das operacdes de A € dito um subanel de A.

Pode-se verificar diretamente que com estas operagdes, B continua sendo um anel. Isto
ainda é equivalente a assumir outras trés condi¢des: o elemento neutro aditivo de A pertence a

B, e para todos x,y € B, temos xy, x —y € B [4, Proposi¢do 1, p. 43].

Fixado n € Z, o conjunto nZ = {na, a € Z} ja estudado no capitulo anterior, ¢ subanel
de Z.

Considere dois anéis, A e A’, com elementos neutros aditivos, 0 e (0, e unidades 1 e 1/,
respectivamente. Uma fungdo f : A — A’ é chamada de homomorfismo de A em A’ se, para
todo x,y € A, temos f(x+y) = f(x)+ f(y) e f(xy) = f(x)f(y). Segue desta definicdo que
f(0)=0"e f(x~1) = f(x)~!, para todo elemento nio nulo x € A.

Seja K um corpo e FF C K. Se F, com a restricdo das operacdes de K também for
um corpo, dizemos que F' é subcorpo de K. Dizemos também que K é uma extensao de F,
denotada por K|F. Um elemento o € K € algébrico sobre F se existe um polindmio nao nulo
f(x) € Flx] tal que f(a) = 0. Se ndo existir tal f(x) dizemos que & é transcendente sobre
F. Se todo o € K é algébrico sobre F, entdo K|F é uma extensao algébrica. Por exemplo,

i = \/—1 é algébrico sobre Q, pois é raiz do polindmio x> + 1 € Q[x]. Por outro lado, nio
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existe f(x) € Qx], tal que f(x) = 0 [8, Teorema de Lindemann-Weierstrass, p. 134], isto é, &
¢ transcendente sobre ().

Seja K|F extensdo de corpos. Dizemos que K é uma extensao simples de F' se existe

o € K, o algébrico sobre F, tal que K € a adjuncao de o sobre F, ou seja:
K =F(a):= {f(a); f(x) € Flx]}.

Por exemplo, se ot = v/2 e F = @, pelo algoritmo da divisdo de polindémios, temos que

com grau de r(x) < 2; isto é, r(x) = ax + b, para certos a,b € Q. Assim, f(v/2) = r(v/2) =
a\/§ + b, donde concluimos que

Q(V2) ={a+bV2; a,b € Q}.

Pode-se verificar diretamente que de fato F(a) é um corpo. Ainda, o processo de

adjuncao pode ser repetido para mais elementos. Por exemplo,

Q(V2, i) = (Q(vV2))(®).

Um corpo K, gerado pela adjuncdo de a;, o, ...,a, a F, tais que K = F (o, 0, ..., 0)

¢ chamado de extensao finitamente gerada de F.

Uma extensdo de corpos K|F pode ser vista como um espago vetorial de K sobre F. Se
a dimensao desse espaco for finita, dada por n, dizemos que K é uma extensao finita de grau n

sobre F, e denotaremos esse grau por (K : F|.

Dados os corpos F, K e L taisque F C K C L, suponhan=[L:F|,r=[K:F|e

s = [L: K], isto é, todas as dimensdes finitas. Entdo
[L:F]=[K:F][L:K]. 5)

A demonstragdo pode ser encontrada em [6, Lema 11.2, p. 223]. Ainda, por inducdo pode-se

estender o resultado para o caso com n corpos, n > 2 [6, Corolério 11.1, p. 223].

Se F é um corpo e f(x) € F[x] é um polindmio, entdo existe uma extensdo K|F que
contém todas as raizes de f(x) [6, Teorema de Kronecker, p.228]. Como consequéncia, se F é
um corpo e f;(x) € Fx],i € {1,...,n} , entdo existe uma extensdo K|F onde f(x), f2(x), ..., fn(x)

possuem todas as suas raizes.
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Nem sempre € necessaria uma extensao de um corpo F' para encontrar suas raizes. Pode
ocorrer que todo polindmio f(x) € F[x] tenha suas raizes no préprio F. Nesse caso, dizemos
que o corpo é algebricamente fechado. O Teorema Fundamental da Algebra afirma que todo
polindmio ndo constante f(x) € C[x] possui a0 menos uma raiz em C. Isto quer dizer que C é

algebricamente fechado.

Uma extensdo de F que contenha todas as raizes de todos os polindmios de F[x] é
chamada um fecho algébrico de F. O tnico caso que utilizaremos neste trabalho € o corpo dos
nimeros complexos, que € o fecho algébrico de @), e de qualquer subcorpo K : Q C K C C. O
fecho algébrico € inico a menos de isomorfismo. Mais detalhes sobre o fecho algébrico, assim

como sua constru¢do, podem ser vistos em [8, p.11, 31, 40].

Seja um corpo F e um polindmio f(x) € F[x]. Uma extensdo K|F que contenha
todas as raizes Qp,...,0, de f(x) e seja da forma K = F(qy,...,&t;) é chamada de corpo de
decomposi¢io de f(x). Seja um corpo F e uma familia de polindmios de F[x]. Seja A =
{x1,...,x,} o conjunto de todas as raizes de todos esses polindmios. Se A C K e K = F(A),
entdo K é chamada de corpo de decomposicao dessa familia de polindmios. Dois corpos de
decomposicao de um polindomio fixado (ou de uma familia deles) sao isomorfos, isto €, o corpo

de decomposi¢do € tnico a menos de isomorfismo.

Teorema 3.1. Sdo equivalentes:

i) K é o corpo de decomposicao de alguma familia de polindmios de F [x|;
ii) Se um polindémio de F x| possui uma raiz em K, entdo ele possui todas as raizes em K.

Demonstracao: [6, Teorema 11.7, p. 236]

Uma extensdo algébrica que satisfaca a qualquer das condicdes acima € chamada de
extensao normal. A extensdo de corpos K|F é chamada de extensao galoisiana quando ¢ finita
e normal. Como primeiro exemplo, consideremos a extensdo C|R. A dimensao de C como
R-espaco vetorial € 2, ja que a base é {1,i}, onde i = /—1. E normal, pois C é o corpo de

decomposi¢do do polindmio x>+ 1 € R[x].

Sendo i = \/—1, verifica-se diretamente que o conjunto {1,i, \/i,i\/i} ¢ uma base
(como Q-espago vetorial) de K = Q(i,+/2) sobre Q. Portanto, o grau [K : Q] é igual a 4. Além
disso, K é corpo de decomposico do conjunto de polindmios {x*>+ 1,x?> —2}, ou simplesmente,
K é o corpo de decomposicdo do polindmio x* — x> — 2. Temos, portanto, mais um exemplo de

extensao galoisiana.
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Exemplos interessantes de extensdes galoisianas também podem ser obtidas conside-

rando as raizes da unidade.

Definicao 3.2. Fixando um niimero natural n, uma raiz n-ésima da unidade é um niimero
complexo & tal que E" = 1. Caso EX # 1, para todo natural k tal que 0 < k < n, entdo dizemos

que & é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Seja & uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Expressando o ndmero complexo na

sua forma trigonométrica e utilizando a Férmula de De Moivre, obtém-se que

2r . 2w
& =cos— +isen—.
n n

I V3 1 iv3
No caso particular n = 3, temos & = ) + % donde segue que &2 = 5~ % e que
&3 = 1. Claro que £" = 1, para todo n > 3 e n miiltiplo de 3. Assim, percebe-se que o conjunto
das raizes ctibicas da unidade é dado por u3 := {1,&,£%} e que este conjunto é fechado para a

multiplicagdo. A aplicagdo y3 — Z3 definida por € — 1 produz um isomorfismo.

Podemos entio definir a extensio Q(&)|Q, que tem grau 3. A base é dada por {1,&,&2}
e Q(&) é o corpo de decomposigio de x> — 1. Note que as raizes ctibicas da unidade estio
relacionadas ao polindmio x> — 1, mas esse polindmio ndo é o polindémio com coeficientes
racionais de menor grau que tem & como raiz. De fato, como 1 é raiz, dividindo x> — 1 por x — 1

obtemos o polindmio x2 +x+ 1, que tem & e €2 = & como raizes.
3.2 A CORRESPONDENCIA GALOISIANA

Seja K|F extensdo finita de corpos. O grupo de Galois de K|F, que denotaremos por
G(K;F), é o grupo de todos os automorfismos ¢ de K sobre F que restritos a F' produzem
a identidade de F, isto é, o(x) = x, para todo x € F. Tais fun¢des sdo denominadas de F-

automofismos de K. Assim,

G(K;F)={0:K — K | 0 é F-automorfismo de K}.

Por exemplo, considere a extensdo C|R. Vejamos que um elemento 6 de G(C;R) é a
aplicacao identidade e o outro, a conjugacao complexa a + bi — a — bi. De fato, para quaisquer
a,b € R, tem-se o(a + bi) = o(a) + c(b)o(i) = a+ bo(i). Por outro lado, como i = —1,

temos que
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Logo, o(i) é i ou —i. Na primeira possibilidade, o é aplicacdo identidade. Na segunda, é a

conjugacdo complexa. Portanto, G(C;R) é o grupo de ordem 2 (isto é, é isomorfo a Z,).

Hé uma interpretagdo interessante dos F-automorfismos na Algebra Linear. Vimos que
K € um espaco vetorial sobre F de dimensao [K : F|. Assim, um F-automofismo ¢ de K € uma
transformacao linear bijetiva de K (isto €, um isomorfismo). De fato, o € bijetiva por defini¢ao.
Vamos verificar a linearidade. Para todo a € F e todos kj,k; € K, tem-se o(ak; + k) =
o(a)o(k;)+ o(ky). Como o fixa F, a tltima expressao € igual a ao (k) + o(kz). Um fato
conhecido da Algebra Linear é que um isomorfismo de espacos vetoriais transforma uma base
do primeiro espaco numa base do segundo [1, Coroldrio 5.3.11, p. 173]. Vejamos em um

exemplo como isto ocorre.

Retomemos o exemplo K = Q(+/2, ), o corpo de decomposigio de {x*+ 1;x> — 2} so-
bre ). Uma base para K como Q-espago vetorial é {1, i, \/Q, i \/i} Naturalmente, um elemento
de G(K;Q) € a aplicagdo identidade e qualquer outro Q-automorfismo aplica o elemento 1 da
base no préprio 1. Como o(iv/2) = 6(i)c(+/2), basta entio conhecermos o (i) e 6(1/2) para
completarmos a defini¢do de o. De fato, o grupo de Galois G(K; Q) tem quatro elementos: id,

o1, 0» e 03, sendo

(i) o1(i) = —ie 01(v2) = V2;
(i) (i) =ie or(V2) =—V2;
(iii) o3(i) = —ie 03(v2) = —V/2.
O proximo teorema esclarece completamente porque ndo pode haver outros elementos

no grupo de Galois do exemplo que acabamos de ver. Também relaciona este fato com os corpos

de decomposic¢ao, estudados no final da secao anterior.

Teorema 3.3. Seja K o corpo de decomposicao de f(x) € Flx] e 6 € G(K;F). Se a é uma raiz

de f(x), entdo o(a) também o é.

Demonstracao: Suponha f(x) = ag+ajx+ ... +ax" € F[x|. entdo
0=f(a) =ap+aja+...+a,0"

=0=0(0)=o0o(f(a)) =ap+ao(ct) +... +an(c(x))".

Logo, o(a) é também raiz de f(x).
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Em um exemplo anterior, C é o corpo de decomposicio de x>+ 1 € R[x]. Entdo 6 (i) =i

ou ¢ (i) = —i para um R-automorfismo. K = Q(i,1/2) é o corpo de decomposicio de x* — x? —

2 = (x4 1)(x* —2). Assim, no primeiro caso, necessariamente ¢ (i) = i ou ¢ (i) = —i. Note
que no segundo, temos a explicacdo do motivo de ndo haver mais do que os quatro elementos

estudados em G(K; Q).

Passamos agora a estudar a correspondéncia galoisiana, conforme citado anterior-
mente. Seja N|F uma extensdo galoisiana de corpos e G = G(N;F) o grupo de Galois cor-

respondente. Consideremos o conjunto de todas as extensdes intermedidrias
{N:F}={L;Lécorpoe F C L C N}
e o conjunto de todos os subgrupos de G:

{G:1} ={H ; H é subgrupo de G}.

A um elemento L de {N : F'} estd associado o grupo de Galois
G(N;L)={o€G; o(x) =x, paratodox € L}.
Note que G(N;L) é um subgrupo de G, isto é, G(N;L) € {G : 1}. Ainda, é claro que
se Ly =Ly € {N: 1} entdo G(N;L;) = G(N;L,). Podemos entdo definir uma aplica¢do

o: {N:F} — {G:1}
L — G(N;L)

Note que tem-se @(F) = G e @(N) = {id}. Por outro lado, dado um subgrupo H de
G = G(N;F), isto é, um elemento H de {G : 1}, definimos o corpo fixo de H como

F(H)={xeN; o(x) =x, paratodo c € H}.
Diretamente verifica-se que .# (H) é um subcorpo de N e que se Hy = H, € {G : 1},
entdo .# (H) = .% (H,). Podemos entdo definir uma nova aplicacdo, representada abaixo.
y: {G:1} — {N:F}

H — % (H)

Observa-se que y({id}) = N e que y(G) = F. Juntando todas as informagdes, pode-

mos esquematizar as aplicagdes @ e V.
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{L: LcorpongLgN}<—>{H: HsubgrupodeG}

N G(N;F)

F {id}

¢(L)={o € G(N;F) | o(x) =x, paratodo x € L} = G(N;L)
Yy(H)={x€eN|t(x)=xparatodot € H} = .7 (H)

Vimos o exemplo da extensdo galoisiana K|Q, onde K = Q(+/2,i) em que o grupo de
Galois é G(K; Q) = {id, 01,02,03}. Lembre que K é o corpo de decomposi¢io do conjunto de
polindmios {x*> —2, x> +1} C Q[x]. Vimos que 0, permuta as raizes x; = v/2 € x, = —/2,
e fixa as raizes x3 =i e x4 = —i. Segue que 0y(a+ bi) = a+ bi, para todos a,b € Q. Assim,
o, fixa Ly = Q(i), isto é, 02 € G(K;Lp) = ¢(Ly). Lembrando das defini¢des de o) e 03, temos

que estes ndo sdo elementos de G(K;L;). Assim,

(K Lz) {ld 62} <62>

De maneira andloga, podemos verificar que

(K Ll) {ld 61} <61>

Neste caso, temos que l//<<61>> =Le l//<<0'2>> =L,.

K =Q(v/2,i) G=G(K;Q)

NN

{id}
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As aplicacdes @ e Y sdo inversas uma da outra e revertem a inclusdo, conforme esta-

belece o proximo resultado. Ha portanto uma bijegao entre {G : 1} e {N|F}.

Proposicao 3.4. Mantendo a notagdo estabelecida para ¢ e y, tem-se
1) FCL ClL, CN = G(N;Lz) - G(N;Ll), isto é, (p(Lz) - (P(Ll).

2) {id} € Hy C Hy € G(N:F) = F(Hy) C F(Hy), isto é, w(Hy) C w(H)).

3) Paratodo L € {N:F}, y(¢o(L))

L,

4) ParatodoH € {G: 1}, (p(l//(H)) =H.

Demonstracao: Vamos demonstrar (1). Se o € G(N;L,), entdo 6 : N — N é automorfismo
e o(x) = x, para todo x € Ly. Como L; C L,, temos que o(x) = x, para todo x € L;. Segue
que @(Ly) € ¢@(L;). Para ver que vale (2), se x € .# (H,), entdo o (x) = x, para todo o € Hj.
Como H; C H,, temos que o(x) = x, para todo o € H;. Para a demonstragdo de (3) e (4), ver

[8, p. 36] e [4, Proposi¢ao 6, p. 180].
O

Podemos finalmente enunciar o Teorema Fundamental da Teoria de Galois Finita.
Parte de sua demonstracdao acabamos de estudar. Contudo, a demonstragao completa demanda
um estudo mais aprofundadado da teoria de corpos. Uma boa referéncia para a demonstracao

completa é [8, p. 51].

Teorema 3.5 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois). Seja N|F uma extensdo galoisiana
finita de corpos e G = G(N;F). Existe uma correspondéncia bijetiva, que reverte a inclusdo,
entre os conjuntos {N : F} e {G : 1}. Além disso, H é subgrupo normal de G se, e somente se,

L|F ¢é galoisiana, onde L = % (H). Neste caso,

G(L;F) = G(N;F)/G(N;L).
3.3 SOLUBILIDADE POR RADICAIS

No primeiro capitulo estudamos as equagdes polinomiais de grau menor ou igual a 4
e mostramos como uma raiz pode ser expressa em termos de operagdes elementares e radicais,

envolvendo os coeficientes do polindmio associado a equacao.

Vimos que as mesmas técnicas, no passado, foram empregadas para se tentar obter as

formulas resolutivas para a equacgao geral de grau 5, mas os matematicos que trabalharam dessa
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forma nao obtiveram sucesso. Muito tempo se passou até que Abel (1802-1829) mostrasse que

ndo ha tal formula.

A histdria completa s6 foi descoberta por Galois (1811-1832), estudando o grupo de
permutacdes das raizes do polindmio. Utilizando algumas ideias de Lagrange (1736-1813)
Galois descobriu qual € a exata condi¢do para que uma equagao polinomial de grau 5 ou superior
possa ser resolvida por meio de operagdes elementares e radicais. Essencialmente, ele transferiu
o problema para os grupos de permutagdes, que estudamos no segundo capitulo. A uma equagdo
polinomial estd associado um grupo, que por sua vez, € subgrupo de um grupo de permutacoes.
Dependendo da estrutura deste grupo de permutacdes (se € solivel ou ndo), a equagao pode ou

nao ser resolavel.

Afirmar que um polindmio € solivel por meio de radicais € o mesmo que dizer que
suas raizes podem ser expressas por meio de operacoes elementares e radicais. Tornaremos esta
nog¢ao precisa do ponto de vista algébrico nas proximas definicdes. Antes vejamos um exemplo

que ilustra a situagc@o. Considere o polindmio
p(x) =x°—6x° +7,
que possui como uma de suas raizes o nimero

o=\/3+V2.

Note que ha um processo de construgdo aritmética de a: extracdo da raiz de 2, soma com 3
e extracio da raiz cibica de 3 4 /2. Na teoria de corpos, este processo estd associado com a

constru¢do da cadeia de corpos
QCQ(V2) g@(ﬁ, 3 3+\/§)
por meio das adjungdes consecutivas dos numeros

061:\/5 e 0622\3/3—}—061.

Fazendo ainda Fp = Q, F| = Fo(OCl) e Fh =F] (062), temos
Fy CF C B,

com alz ckye 0623 =34 o € Fi. O corpo F, é uma extensdo de @Q que é conhecida como

extensao radical. Em geral, dizemos que um corpo K é uma extensao radical de () se existir
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uma cadeia de corpos

Q:FOQFlggFr:K
tal que, para cada i € {1,...,r}, temos F; = F;_1(a;) e alguma poténcia de a; pertence a F;_i.

Desta forma, afirmar que um polindmio € soldvel por meio de radicais significa que €
possivel obter uma extensao radical de Q) que contenha todas as raizes do polindmio. De ma-
neira mais precisa, dado um polindmio p(x) € Q[x] e K o corpo de decomposic¢do de p(x) sobre
Q, dizemos que p(x) é um polinomio solivel por meio de radicais se existe uma extensao

radical L de () que contém K.

Voltemos ao exemplo do polindmio p(x) = x® — 6x> 4+ 7. Os elementos do conjunto de

1 3
suas raizes sio os nimeros v/3 4+ /2, 6\3/3:i:\/§e 62\3/3:&\/5, onde & = —5—1— gi ¢ a raiz

cubica primitiva da unidade (Defini¢do 3.2). Assim, a cadeia correspondente é
QCQ(V2) CQ(V2,0) CQ(V2,0.8) CQ(V2,a,B,8) =L
onde o = \3/3+\/§,ﬁ = \3/3—\/5.

No Exemplo 2.12, do polinémio f(x) = x* —x?> +2 = (x> —2)(x*> + 1), temos a cadeia

Q C Q(v2) CQ(V2,i) =K.

Vimos que o Teorema Fundamental da Teoria de Galois (Teorema 3.5) estabelece uma
correspondéncia entre os subcorpos de uma extensao galoisiana K|F e os subgrupos do grupo
de Galois G(K; F) dos automorfismos que K que fixam F. Esta correspondéncia, denominada
correspondéncia galoisiana, permite demonstrar o teorema principal desta secdo, que traduz

para a teoria de grupos a resolubilidade de um polindmio.

Teorema 3.6 (Galois). Seja f(x) € Q[x] e K o corpo de decomposicdo de f(x) sobre Q. O

polinoémio f(x) é solivel por radicais sobre Q) se, e somente se, G(K;Q) é um grupo soliivel.

Demonstracao: Suponha que f € solivel por radicais. Entao existe uma extensdao L de QQ = F
e corpos F; tais que

F=FRCFC..CF,=L

onde Fi;| = Fi(a;) e alguma poténcia o; esta em Fj, para todo i € {0,...,r}. A cadeia de
corpos pode ser construida de forma que F; | |F; é galoisiana com grupo de Galois abeliano [8,
Teorema 4.9, p.42]. Fazendo G = G(L; F) e H; = G(L; F;), pelo Teorema 3.5, temos a cadeia de
subgrupos

{idY=H,CH,_; C..CHy=0G.
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Novamente pelo Teorema 3.5, temos que H; 1 < H; (pois F; 1| |F; é galoisiana) e

Hi  G(LF)
His1 G(L;Fip))

= G(Fir13F).

i

Segue que G(F;;1;F;) € abeliano, pois ¢ abeliano. Assim, G é soltvel. Portanto, G(K; F)

i+1

~

¢ também soldvel, pois G(K;F) . Lembre que no segundo capitulo, o Teorema 2.9

G(L;F)
afirma que o quociente de grupo soltvel € soltivel. A reciproca utiliza a outra direcdo da cor-
respondéncia, isto €, dada a cadeia de subgrupos, utilizar os corpos fixos correspondentes [8,

Teorema 4.9, p.42].
O

Pelo teorema, a possibilidade da constru¢do de cadeias de corpos semelhantes as exem-
plificadas anteriormente corresponde, na teoria de grupos, a nocao de solubilidade do grupo de

Galois correspondente.

No exemplo ilustrativo do Teorema 3.1 descrevemos o grupo de Galois G(K; @), onde
K = Q(\/2,i) é o corpo de decomposicio (neste caso extensio radical) do polindmio f(x) =
=242 =(x*—-2)(x*+1). Vimos que G(K;Q) = {id,61,0,,03} e descrevemos esses
elementos, que sdo os automofismos de K que fixam Q. O conjunto H = {id, 67 } é um subgrupo
normal de G = G(K; Q) e o quociente g ¢ abeliano, pois tem ordem 2 (lembre do Teorema de

Lagrange, Teorema 2.5). Assim, temos
{id} < H < G(K;Q),

com os respectivos quocientes abelianos. Portanto, G(K; Q) € solivel.

Uma maneira mais eficiente de estudar a resolubilidade de um grupo de Galois € uti-
lizando o Teorema de Cayley para transferir o problema para os grupos de permutacdes, cuja

resolubilidade foi estudada no capitulo anterior.

Suponha que K é o corpo de decomposi¢do do polindmio f(x) € Q[x]. Seja
A={xy,...,x,} o conjunto de suas raizes, onde n é o grau de f. Seja S, o grupo das permutagdes
de A. Considere a aplicacao

¢: GK;Q) — Sy ©
c — ¢(0)

onde (o) é a permutagdo de A que associa x; a 6(x;), paracadai € {1,...,n}, isto é,

p(c): A — A

xi — @(0)(x) = 0o(x)
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Pelo Teorema 3.3, a aplicacdo esta bem definida. Pelo Teorema de Cayley [4, Corolério 1, p.
146], @ é um homomorfismo injetivo. Podemos interpretar G(K; Q) com um subgrupo do grupo
de permutagdes S, das raizes do polindmio cujo corpo de decomposi¢cao é K. Identificamos

entdo o como uma permutagao das raizes e podemos denota-la como:

G:( X1 Xn )
o(x;) ... o(xy)

4

Voltando ao exemplo do polindmio f(x) = x* —x?> +2, temos que A = {x| = i, x, =

—i, X3 =12, x4 = —\/5} € o conjunto das raizes. Utilizando o procedimento que acabamos de

estudar, obtemos as seguintes representacdes para os automorfismos de G(K;Q) (ja descritos
. X1 X2 X3 X4
id= ,
X1 X2 X3 X4
X1 X2 X3 X4 X1 X2 X3 X4 X1 X2 X3 X4
O] = ,0p = € 03 = .
X2 X1 X3 X4 X1 X2 X4 X3 X2 X1 X4 X3

Neste caso, G(K;Q) é subgrupo de S4, que é solivel. Como subgrupo de grupo solivel é

anteriormente):

também solivel (Teorema 2.9), temos que G(K; Q) € solivel. Pelo Teorema de Galois (Teorema

3.6), f(x) é resoldvel por radicais.

No capitulo inicial deste trabalho estudamos as férmulas resolutivas para os polindmios
de grau 2, 3 e 4. A existéncia destas formulas € garantida pelo homomorfismo injetivo entre os
grupos de Galois desses polindmios € os grupos de permutacdes S, S3 € Sy, respectivamente.
Esses grupos sdo soliveis. Lembre que S, € abeliano, portanto, é solivel. J4 mostramos a

solubilidade de S3 e S4 anteriormente.

Por exemplo, f(x) = ax*>+bx+c,coma,b,c € Qe a # 0, tem corpo de decomposicio

dado por K = Q(\/Z), onde A = b? —4ac. A cadeia de corpos é simplesmente
Q € Q(VA).

Como G(K;Q) < 83 e |S2]| =2, temos G(K; Q) = S,. Portanto, é solivel (bastava observar que
que G(K;Q) € abeliano).

No caso do polindmio geral de grau 3, vimos no capitulo introdutério que o mesmo
pode ser reduzido a forma

h(x) = x>+ px+q € Q. (7)
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Seja K o corpo de decomposi¢do de & sobre Q. Temos que G(K; Q) é isomorfo a um
subgrupo de S3, que € solivel. Como subgrupo de grupo solivel é também solivel (Teorema
2.9) temos que G(K; Q) é solivel. Dai decorre a existéncia da férmula para o polindmio de grau

3, que vimos no capitulo inicial deste trabalho. Lembrando que
S3 = {ld7 a? a27B7 aﬁ? azﬁ}

1 23 1 23
onde o = < 5 3 > ef = ( ) ; ) , temos mais dois possiveis subgrupos de S3, além
1 1

de {id} e S3. O primeiro é o subgrupo ciclico {id, o, a*} = 7Z/37 e o segundo é {id, B} =
7./27.. O subgrupo de S3 que serd isomorfo a G(G;Q) vai depender do valor de —p°® — 2742,
conforme [4, Exemplo 2, p.177].

Como ja observamos, a partir do grau 5 a histéria é diferente. Por exemplo, o po-
lindbmio
flx)=x" —4x+2
nao € soluvel por radicais. Vamos verificar esse fato. Com a ajuda do Célculo observamos que
existem exatamente trés raizes reais distintas, conforme a Figura 1, denotadas por o, 0 e 03.
Aproximadamente os valores sdo oy ~ —1,5,ap ~ 0,5 e o3 ~ 1,2. Ha duas raizes complexas,

o4 =05 =0a+Pi,onde x ~0,1ef~0,4.

Figura 1: Grafico de p(x) = x> —4x+2.

Seja K o corpo de decomposi¢do de p(x) sobre Q. Definindo 6 : K — K, tal que
o(a;) = 0;41 e estendendo-o a K, temos que ¢ é um (Q—automorfismo. Justificaremos esse
fato no estudo do polindmio geral de grau n > 5 abaixo. Note que o corresponde, na aplicacao
¢ da pagina 39, ao 5-ciclo (12345) em S5. Portanto, no subgrupo H de S5 que correponde a
G(K;Q), temos um 5-ciclo. Ainda, veremos que H também tem uma transposi¢cdo. De fato,
definindo L = Q(oy, ap, a3), temos que K = L(ay), onde oy é uma raiz complexa de f(x). Um
elemento de G(K;L) é 7: K — K, tal que 7(04) = 04 = 05. Ainda, 7 € definido fixando L.
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Assim, temos T € G(K; Q) e corresponde, em Ss, a transposi¢do (12). Logo, H = G(K;Q) e H
contém a transposicao (12) e o 5-ciclo (12345). Pelo [4, Coroldrio 1, p.164], S5 é gerado por
(12) e (12345), logo H = Ss. Segue que G(K; Q) ndo é solivel. Pelo Teorema 3.6, f(x) ndo é

soluvel por radicais.

Podemos agora mostrar que a ndo solubilidade por radicais se aplica ao polinomio

geral de grau n > 5, dado por
f(x) =xX"+axX" '+ ...+ aix+ag, comag,...,a,_1 € Q. (8)

Essencialmente, isso deve-se ao fato de que S, para n > 5, ndo € soluvel.

Vamos verificar que G(K;Q) = S, utilizando o Teorema 3.6. Precisaremos de mais

algumas definicodes e resultados preliminares.

O anel dos polindmios Q[x| pode ser estendido para o caso de n > 2 varidveis. De-
notando por Q[xy,...,x,] o conjunto dos polindmios (com coeficientes racionais) e sobre as
variaveis xi, ..., X,, temos que este conjunto também € um anel (comutativo e com unidade). A

verificacdo € andloga ao caso de uma varidvel. O corpo das funcoes racionais ¢ definido como

f(xl,...,xn)

QUxts ey Xn) = {g(xl,...,xn)

s f,8 € Qlxt, ., X4) eg;«éO}.

. . 1
Note que, de fato, trata-se de um corpo. O inverso de f # 0 € exatamente a fra¢ao ?

Vamos também denotar por 1, ..., @, as raizes do polindmio geral (8) e vamos assumir
n>5. Aexisténciade @, ..., o, é garantida pelo Teorema Fundamental da Algebra [7, Teorema
20, p.368]. Assim

flx) = K+ axX L apx +ag
= (x—(X])(X—(Xz)...(x—OCn)

= s Xt (—1)sy,

onde
s1] = o1 +0+...+ 0y
s = 00 +...+ 0,10,
Sy = 010h...0p

Seja K o corpo de decomposi¢do de f sobre @, isto é, K = Q(y, ..., o). Esse corpo
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€ obtido pela adjuncao sucessiva das raizes, mas também € igual a calcular todas as fracoes de

Q(xl,...,xn) em oy, ..., 0.

Agora, sendo L = Q(sy,...,s,), temos que f(x) € L[x] (basta ver a nota¢do anterior).

Assim, K também € o corpo de decomposi¢do de f sobre L. Portanto, K|L é galoisiana.

Ocorre que todo elemento de S, dd origem a um automorfismo (distinto) de G(K;L).

1 2 ... n
De fato, se

¢ uma permutacdo em S, definimos
Lh L ... I

o(a) =0y

L

sobre as raizes o, ...0y e estendemos para K, fixando os elementos de @, fazendo:

G(f(ocl,...,ocn)> _ floy,....,aq)

glay,..., o) gloy,,....0q)"

1 2
Por exemplo, se K = Q(a,0p) e < - ) ¢ a permutacdo nao trivial de S;, entdo

g, 0q)

G(f(%“ﬁ) ~ flog, o)
g, o)

A verificagdo de que o € realmente um L-automorfismo pode ser vista em [8, Exemplo 2.22,
p.24].

Desta forma, G(K;L) tem ao menos n! = |S,| elementos. Por outro lado, temos que
G(K;L) = H < S,. Note que isto implica G(K; Q) = S,,. Pelo Teorema 2.14, S,, ndo é soltivel
para n > 5. Finalmente, pelo Teorema 3.6, o polindmio geral de grau n > 5 nao € resoluvel por

radicais.
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4 CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho era o de apresentar as féormulas resolutivas para as equacoes

algébricas e compreender a matemdtica que torna possivel a sua existéncia.

Pesquisando a historia da descoberta dessas formulas, verifica-se que, para graus iguais
ou superiores a 5, ndo é possivel obter uma férmula resolutiva. As propriedades das raizes das

equagoes € que definem a possibilidade de se obter tal formula.

No inicio do século XIX, o jovem Evariste Galois identificou a estrutura na qual estao
inseridas as raizes das equacgdes de graus 2, 3 e 4, e que ndo se mantém para as equagdes de

grau 5 e superior, ndo permitindo a sua solu¢do por meio de uma férmula.

Para que uma formula exista € necessario que o polindmio que dé origem a equacdo
seja soluvel por radicais. Isso significa que o corpo no qual o polindmio t€m suas raizes, deve
ser obtido pela adjun¢do de radicais ao corpo onde estdo os coeficientes do polindmio, numa

estrutura chamada de extensao radical.

Tal constru¢c@o nao pode ser feita para o polindmio geral com grau igual ou superior
a 5, portanto, conclui-se pela impossibilidade da existéncia de férmulas resolutivas para esse

polinémio.
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