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Resumo

Apresentamos, neste trabalho, um estudo relacionado & Sequéncia de Fibonacci —
sequéncia gerada como soluc¢ao de um problema apresentado por Leonardo Fibonacci, e
ao Ntmero de Ouro (ou Razdo Aurea). O enfoque principal esta na investigacdo das prin-
cipais propriedades matematicas desses dois conceitos, da conexao existente entre eles, de
suas manifestagoes na Natureza e de suas aplicagoes na Arquitetura e na Arte. Expomos,
também, as defini¢Oes e as principais propriedades do retangulo, do tridngulo e da espiral
aureos, bem como, do pentagono regular e do pentagrama. Mostramos que o tema desse
trabalho se revela como uma 6tima oportunidade de ser trabalhado em sala de aula, pois
a0 mesmo tempo que apresenta um enorme potencial em despertar o interesse do aluno
pela Matematica, ja que o tema mostra a beleza dela, o mesmo se relaciona com diversos
conteudos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Utilizamos a pesquisa bibliografica,
constituida de livros e de publicacoes diversas, para a producao deste trabalho, cuja fun-
damentacao, reside, principalmente, nos autores Livio, Contador e Huntley. A justificativa
central da escolha do tema esta no fato dele, geralmente, nao ser trabalhado na Educa-

¢ao Basica, assim como pelo poder do mesmo em despertar vocagoes matemaéticas latentes.

Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci. Ntumero de Ouro. Retangulo Aureo. Filo-

taxia.






Abstract

We present this work, a study related to the Fibonacci Sequence — sequence generated
as a solution to a problem presented by Leonardo Fibonacci and the Golden Number (or
Golden Reason). The main focus is on the investigation of the main mathematical pro-
perties of these two concepts, the connection between them, its manifestations in nature
and its applications in Architecture and Art. We present also the definitions and the main
properties of the rectangle, triangle and golden spiral, as well, as the regular pentagon and
the pentagram. We show that the theme of this work is revealed as a great opportunity
to be working in the classroom, because at the same time present a massive potential to
arouse student interest in Mathematics, since the topic shows the beauty of it, even if the
associated with various contents of elementary school and medium school. We use litera-
ture, consisting of various books and publications, for the production of this work, whose
foundation lies mainly in the authors Livio, Contador and Huntley. The central justifica-
tion of the choice of the theme is the fact that it is generally not being worked on Basic

Education, as well as the power to arouse vocations of the same underlying mathematical.

Keywords: Fibonacci Sequence. Golden Number. Golden Rectangle. Phyllotaxy.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo principal estudar a Sequéncia de Fibonacci e o Nu-
mero de Ouro (ou Razdo Aurea) investigando suas histérias, suas principais propriedades,
suas aplicagoes na Arquitetura e na Arte, suas manifestagoes na Natureza, bem como, as
relagoes que existem entre ambos.

Mostraremos como a Matemética esta presente em nosso meio através de uma simples
sequéncia e de uma simples razao, as quais apresentam a curiosa caracteristica de apare-
cerem em lugares onde menos se espera. Tal caracteristica se manifesta como uma espécie
de elemento surpresa, o qual é responsével pelo deleite estético e pelo encantamento que
nos sao proporcionados.

Diante desta pretensao, investigaremos de que forma uma concha de molusco, a pro-
criacao de coelhos, a arvore genealogica de um zangao, a disposi¢ao das folhas nos galhos
de uma planta, algumas razoes encontradas no corpo humano, o formato de algumas
galaxias, o famoso quadro “O Sacramento da Ultima Ceia”’, de Salvador Dali, etc., se
relacionam com a Sequéncia de Fibonacci e com o Nimero de Ouro.

Para tanto, exporemos no Capitulo I um pouco da vida e obra de Leonardo de Pisa
(Fibonacci), matematico que descobriu, através de um problema apresentado no seu livro
Liber Abaci, a sequéncia, hoje, batizada com seu nome. Em seguida, apresentaremos a
definicao formal da referida sequéncia e suas principais propriedades, bem como, a elegante
Formula de Binet a qual serve para representar qualquer termo da sequéncia a partir de
sua posigao nela.

No Capitulo II, mostraremos alguns resultados especiais envolvendo os Ntumeros de
Fibonacci (termos da Sequéncia de Fibonacci), os quais dependem de defini¢oes e de
resultados referentes a outros conceitos matematicos onde estes ultimos serao apresentados
na primeira secao. No final do mesmo capitulo, exibiremos algumas curiosidades dos
Nameros de Fibonacci.

Salientamos que a leitura das demonstracoes referentes as Secoes 1.4 e 1.5 podera
ser deixada para um outro momento; o mesmo vale para as Secoes 2.1 e 2.2 0 que nao
ocasionaré prejuizo para o entendimento do restante do texto.

Apresentaremos, no Capitulo III, a definicdo, um pouco da historia e as principais
propriedades do Ntimero de Ouro, bem como, a surpreendente conexao existente entre ele e
os Numeros de Fibonacci. Mostraremos, também, a definicao e as principais propriedades

do retangulo, do triangulo e da espiral aureos. Daremos destaque especial ao pentagono
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regular e ao pentagrama, devido ao fato de que em tais figuras geométricas, a Razao Aurea
esté fortemente presente, assim como, pelo fato dos pitagéricos terem usado o pentagrama
como emblema de sua irmandade.

No Capitulo IV, mostraremos algumas manifestacoes inesperadas da Sequéncia de
Fibonacci, a saber: na arvore genealdgica de um zangao, num comportamento da luz,
no Triangulo de Pascal e na disposigao das folhas e dos galhos de uma planta (filotaxia).
Apresentaremos, também, a tendéncia de algumas razoes entre partes do corpo humano
serem aureas, assim como, mostraremos de que forma foi feito o uso desta razao, ao longo
dos tempos, na Arquitetura e na Arte.

Reservaremos para o Capitulo V, a apresentacao de algumas sugestoes de atividades
para a sala de aula referentes & Sequéncia de Fibonacci e ao Numero de Ouro. Devido as
manifestacoes desses dois conceitos mateméticos nos mais variados contextos, os mesmos
nos oferecem uma oportunidade excelente no que tange ao ensino de Matematica e/ou de
Ciéncias Naturais, pois permitem uma abordagem interdisciplinar que envolve uma vasta
gama de disciplinas cientificas, bem como, a Filosofia, a Historia e a Arte.

A nossa pretensao nao é a de esgotar o tema, ou seja, de apresentar todas as infor-
magoes conhecidas acerca da Sequéncia de Fibonacci e do Nimero de Ouro. O nosso
proposito é de reunir as informagoes que julgamos ser centrais, fundamentadas em pes-
quisa bibliografica, principalmente, dos autores Livio (2011), Contador (2011) e Huntley
(1985).



Capitulo 1

A Sequéncia de Fibonacci

“Arquimedes serd lembrado enquanto Esquilo foi es-
quecido, porque os idiomas morrem mas as ideias
matemdticas permanecem. ‘Imortalidade’ pode ser
uma ideia tola, mas provavelmente um matemdtico

tem a melhor chance que pode existir de obté-la”.

G. H. Hardy

Neste capitulo apresentaremos um pouco da histéria da vida e obra de Fibonacci que
foi o matematico responsavel pela descoberta da sequéncia que leva o seu nome, bem
como, o problema da reprodugao dos coelhos cuja solucao é a geradora dos termos da
referida sequéncia e sua correspondente definicao formal.

Reservamos, também, para este capitulo a apresentacao das principais propriedades
elementares e lineares dos Numeros de Fibonacci, assim como, a elegante Formula de
Binet a qual serve para representar qualquer ntimero de Fibonacci a partir da sua posicao
na sequéncia. Com relagao as propriedades elementares, demonstraremos apenas aquelas
que serao usadas para demonstrar outros resultados que também serao apresentados ao

longo deste trabalho.

1.1 Leonardo de Pisa (Fibonacci)

Leonardo de Pisa foi para muitos, o matematico europeu mais original e capaz do
Periodo Medieva]E]. Nascido, na década de 1170, na cidade de Pisa, na regiao da Toscana
(Italia), era também conhecido como Leonardo Fibonacci (devido ao fato de Fibonacci
ser um diminutivo de “filius Bonacci” que significa “filho de Bonaccio”), Leonardo Pisano
ou Leonardo Bigollo (na Toscana, Bigollo significa “viajante”).

Ficou conhecido pelo seu papel na introdugao dos algarismos indo-arabicos na Europa

e pela famosa sequéncia numérica que leva o seu nome.

!Também chamado de Idade Média — ¢ o periodo histérico compreendido entre o Século V e o Século
X1V que foram marcados, respectivamente, pela Queda do Império Romano e pelo inicio do Renascimento.
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Figura 1.1: Leonardo Fibonacci
Fonte: [8].

No Século XII, Pisa se destacava por ser um dos grandes centros comerciais da Italia,
assim como Génova e Veneza. Possuia varios entrepostos comerciais espalhados pelo
Mediterraneo onde passavam mercadorias importadas do interior e do ultramar, tais como,

as especiarias do Extremo Oriente que circulavam com destino & Europa Ocidental.

Leonardo Fibonacci era filho de Guglielmo dei Bonacci, um destacado mercador pi-
sano e representante dos comerciantes de Pisa que atuava como uma espécie de fiscal
alfandegéario em Bugia (atualmente Bejaia, na Argélia).

Devido as viagens do seu pai por quase todo o Mediterraneo, Fibonacci teve oportu-
nidade de visitar a Sicilia, o Egito, a Espanha mulgumana, a Grécia e, dessa forma, de
conhecer, nestes lugares, as diversas culturas, assim como, de aprender com professores
islamicos a matemética arabe que era mais desenvolvida que a matematica praticada na

Europa Ocidental.

Apo6s concluir que o sistema de numeragao indo-arébicos, o qual inclufa o principio
do valor de lugar, era bem mais pratico que todos os outros sistemas de numeracao,
inclusive, o sistema de algarismos romanos, Fibonacci escreveu o seu primeiro livro, Liber
Abaci (Livro do Abaco), titulo que ndo condiz com o contetido da obra, publicado em 1202,
no qual descreve em seus primeiros capitulos, as nove cifras indianas (nove algarismos), o

zero e as operagoes elementares envolvendo tais algarismos (incluindo o zero).

143

Segundo Livio (2011, p. 111), Fibonacci inicia o Liber Abaci da seguinte forma: “os
nove nameros indianos sao: 9 8 76 54 3 2 1. Com esses nove niameros e com o 0...
qualquer niimero pode ser escrito...” E para Boyer (1974, p. 185), o Liber Abaci “é um
tratado muito completo sobre métodos e problemas algébricos em que o uso dos numerais
indo-arabicos é fortemente recomendado.”

Nos seus problemas sao incluidas questoes tuteis aos mercadores, como conversoes
monetarias, célculo de juros, médias, entre outras. Além desses problemas de ordem
pratica, existem outros tantos, tais como, o problema do resto chinés, a regra da falsa
posicao, e mais outros que sao resolvidos através do uso de equagoes quadraticas. A obra

também apresenta justificativas geométricas de férmulas quadraticas e métodos para se
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obter somas de séries.

Segue um exemplo de um dos problemas que se encontra no Liber Abaci:

Um homem cujo fim se aproximava chamou seus filhos e disse: “Dividam meu
dinheiro do modo como irei descrever.” Para seu filho mais velho, ele disse:
“Voce tera 1 bezant [uma moeda de ouro originalmente cunhada em Bizancio]
e um sétimo do que sobrar.” Ao segundo filho, disse: “Pegue dois bezants e
um sétimo do que sobrar.” Ao terceiro filho, disse: “Vocé pegara 3 bezants e
um sétimo do que sobrar.” Assim, ele deu a cada filho 1 bezant a mais do
que ao filho anterior e um sétimo do que restava e, para o ultimo filho, tudo
o que restava. Apos seguirem cuidadosamente as instrugoes, os filhos viram
que tinham dividido sua heranga igualmente. Quantos filhos havia e qual o
tamanho da heranca (LIVIO, 2011, p. 114, grifo do autor)?

Apos essa obra, Fibonacci gozou de muito sucesso e prestigio a ponto do Imperador
Frederico IIE| té-lo convidado para participar de uma competicao matematica, onde foi
apresentado varios problemas considerados dificeis pelo matematico da Corte, Johannes
Palermo. Fibonacci resolveu todos os problemas os quais a solucao de dois deles apresen-
tou em um livro chamado Flos (Flor), publicado em 1225.

Um dos problemas era o de encontrar z racional tal que 22 — 5 e 2% 45 fossem também
racionais. Fibonacci foi o tinico matematico a apresentar a resposta, r = 41/12.

Para Livio (2011, p. 115):

Hoje temos de ficar impressionados com o fato de que, sem a ajuda de compu-
tadores ou calculadoras de qualquer tipo, simplesmente através de sua manipu-
lagao virtuosa da Teoria dos Numeros, Fibonacci tenha sido capaz de ver que
a solugdo para o problema acima era 41/12. De fato, (41/12)% + 5 = (49/12)?
e (41/12)2 — 5 = (31/12)2.

Além do Liber Abaci e do Flos, Fibonacci escreveu outros dois livros: o Practica
Geometriae, publicado em 1220, onde ele apresentou os conhecimentos de Geometria e
Trigonometria da época e o Liber Quadratorum, publicado em 1225, que é considerado
a sua obra mais avancgada, pois trata da Teoria dos Numeros. No entanto, Fibonacci
ficou conhecido nao exatamente pelos seus livros, mas pelo fato de Edouard Lucasﬂ, na
sua Colecao Récréations mathématiques, ter dado o nome fibonacci a uma sequéncia que

aparece como solugao de um problema do Liber Abaci, que descreveremos a seguir.

1.2 O problema da reproducao de coelhos

O Liber Abaci apresenta em seu Capitulo 12, o seguinte problema:

“Um homem pds um par de filhotes de coelhos num lugar cercado de muro por todos
0s lados. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano se,
supostamente, todo més cada par dd a luz a um novo par, que € fértil a partir do sequndo
més?”

Solugao: Segue abaixo o processo de reprodugao em cada més:

2Conhecido como “Stupor Mundi”, “Maravilha do Mundo”, por patrocinar as ciéncias e a matemética.

3Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891), matematico francés que ficou muito conhecido pelos
seus resultados em Teoria dos Numeros, em particular, na Sequéncia de Fibonacci. Lucas também é
conhecido pela sua invengao da Torre de Hanoi e outras recreagoes matematicas.



6 1. A Sequéncia de Fibonacci

e No 1° més, temos apenas um par de coelhos (ainda filhotes).
e No 2° més, continuamos com um par de coelhos (agora adultos).

e No 3° més, nasce um par de filhotes. Logo, temos dois pares de coelhos (um par de

adultos e um par de filhotes).

e No 4° més, o par inicial gera o seu segundo par de filhotes, ficando um total de trés
pares de coelhos (o par inicial, o primeiro par de filhotes, agora adultos, e o segundo
par de filhotes).

e No 5° més, o par inicial gera o seu terceiro par de filhotes; o segundo par de adultos
gera o seu primeiro par de filhotes e o par de filhotes gerado no més anterior, agora

adulto. Logo, temos cinco pares de coelhos (trés pares de adultos mais dois pares
de filhotes).

e Fitc.

Notamos que num determinado més, o nimero de pares de coelhos sera igual ao nimero
de pares do més anterior mais o nimero de pares do més anterior ao anterior, pois serao

esses tltimos que contribuirao com o acréscimo do niimero de pares de filhotes.

A Figura mostra a reproducao dos coelhos até o sexto meés.

OO Par de coelhos filhotes

@@ Par de coelhos adultos
Pmés () 1 par
ms @@ 1 par
rms @@ GO 2 pares
emes @@ GO [ 1 J 3 pares
somes @@ o0 o0 5 pares
sms @@ OO 00 00 00 0e 0O § pars

Figura 1.2: Crescimento populacional de coelhos.
Figura feita pelo autor usando o software CorelDRAW X6.

Na Tabela [I.T], segue a solugdo resumida até o 12° més, onde havera 144 pares de

coelhos.
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Meés | N° de pares de adultos | N° de pares de filhotes | Total
1° 0 1 1
2° 1 0 1
3° 1 1 2
4° 2 1 3
5° 3 2 5
6° 5 3 8
7° 8 5 13
8° 13 8 21
9° 21 13 34
10° 34 21 55
11° 55 34 89
12° 89 55 144

Tabela 1.1: Solugao resumida do problema da reprodugao de coelhos.

1.3 Definindo a Sequéncia de Fibonacci

Considerando que no problema anterior nao haja morte e nem migragao de coelhos

(nem de dentro pra fora e nem de fora pra dentro), sua generalizagdo é dada por:

1,1,2, 3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ..., fu—o, facts fas -,

onde,
fo=fo 1+ fno, com n>2 e fi=fr=1

Essa relacao define, por recorréncia, uma sequéncia de ntimeros naturais, chamada
Sequéncia de Fibonacci, cujos termos sao chamados de Numeros de Fibonacci.

Os Numeros de Fibonacci apresentam propriedades aritméticas notéveis que sao, até
hoje, objeto de investigacao. Existe até uma revista intitulada The Fibonacci Quarterly,
fundada em 1963, dedicada & pesquisa em torno desses nimeros. Mas o que mais nos
impressiona é o fato de que esses nimeros aparecem na geometria, na Teoria dos Nu-
meros, na genética, assim como surgem, inesperadamente, em fendmenos aparentemente
desconexos, tais como, na distribui¢ao das sementes dentro de um girassol, na arvore ge-
nealdgica de um zangao e na relagao com o Nimero de Ouro, como veremos nos proximos

capitulos.

1.4 Propriedades

Antes de apresentarmos as propriedades referentes aos Numeros de Fibonacci, apre-

sentaremos a seguir o Principio de Inducao Matematica em suas duas formas, os quais
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servem como instrumentos para demonstrar resultados matematicos. Salientamos que

para todo o texto que se segue consideraremos o conjunto dos ntmeros naturais como

sendo N={1, 2, 3,4, 5, ...}.

Teorema 1.1 (Principio de Indugdo Matemética). Seja a € N e suponhamos que a cada

nidmero natural n > a esteja associada uma afirmagdao p(n). Suponhamos ainda que
(i) p(a) € verdadeira, e que
(ii) Para todo n > a, p(n) = p(n+ 1) é verdade

entao, p(n) é verdadeira para todo n > a.

Este principio admite uma variante que se revela muito util e que apresentaremos a

seguir.

Teorema 1.2 (Segundo Principio de Indugdo Matematica). Seja a € N e suponhamos
que a cada nimero natural n > a esteja associada uma afirmacgdo p(n). Suponhamos

ainda que
(i) p(a) € verdadeira, e que

(ii) Para todo r > a, se p(k) é verdadeira sempre que a < k <r, com k € N, entdo p(r)

também € verdadeira,
entio, p(n) € verdadeira para todo n > a.
A seguir, apresentaremos algumas propriedades referentes a Sequéncia de Fibonacci,

as quais algumas serao demonstradas e as demais ficam como atividade para o leitor.

1.4.1 Propriedades Elementares

Propriedade 1.3 (Soma dos n primeiros Numeros de Fibonacci). Para todo n > 1,

fitfot+fas+.. -4+ fun=foia—1.

Demonstragao. Por Indugao sobre n.
A afirmagao é verdadeira paran =1, pois fi=1 e filo—1=f3—1=2—-1=1.
Logo, vale a base da inducao.

Suponhamos que a afirmagao seja verdadeira para n = k, ou seja,
fi+ fo+ ...+ fe = freo — 1, Hipotese de Indugao (HI).

Devemos mostrar que ela é também verdadeira para n = k + 1, ou seja, mostraremos

que
ht+fo+.. .+ fe+ fra= f(k+1)+2 — 1.
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De fato, somando f,; em ambos os membros da HI e levando em consideragao que

frs1 + frr2 = frrs, obtemos

it o+t fot forr = fovo =1+ for1 = foes — 1= fer42 — 1,

estabelecendo o resultado para todo n € N.
[ |

Propriedade 1.4 (Soma dos Numeros de Fibonacci de ordem impar). Para todo n > 1,

Ji+ a3+ .o+ fono1 = fon

Propriedade 1.5 (Soma dos Nameros de Fibonacci de ordem par). Para todo n > 1,

fo+ fa+ . o4 fon = font1 — L.

Propriedade 1.6 (Soma dos quadrados dos n primeiros Numeros de Fibonacci). Para
todon > 1,

i+ I3+ 2= fafarr

Propriedade 1.7 (Soma dos Numeros de Fibonacci com sinais alternados). Para todo
n>2,
fhi=fatfs—fat ()" = (ED)" o + 1

Demonstragao. Por Indugao sobre n.
A afirmagao é obviamente verdadeira para n = 2, pois fi — fo =1 —-1=0 e
(=1)*"f; 1 +1=-1-1+1=0. Logo, vale a base da inducao.

Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para n = k, ou seja,

fimfotfi—fot. o+ (D" fo= (1" fri+1 (HI),

devemos mostrar que ela também vale para n = k + 1, ou seja, que

hi—fot+fs—fat. ..+ (_1)k+1fk + (_1)k+2fk+1 = (—1)k+2fk + L

De fato, somando (—1)¥*2f,,; em ambos os membros da HI e notando que fiyy1 =
fr + fr_1, obtemos

fi—fot+fs—fat+ (D + (D2 fn =

(=D)L f + 14+ (=12 f =

(=D s+ 14+ (=02 (fe + fe1) =
(_1)k+1fk_1 +1+ (_1)k+2fk + (_1)k+2fk—1~

Como (—=1)*'fi_y 4+ (=1)*"2f,_; = 0, o resultado segue.
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Propriedade 1.8. Sem >1 e n > 1, entdao

fn-‘rm = fn—lfm + fnfm+1~

Demonstragao. Pelo Segundo Principio de Indugao sobre m.

A afirmacgao é verdadeira para m = 1, pois foi1 = fo + foo1 € foor-fi + fofiz1 =
foc1 1+ fol = fu1 + fa

Para m = 2, a afirmagao é também verdadeira, pois foi2 = foi1 + fo € foo1- fo+
fofor1=Jfo1 14+ fo-2=(foo1+ fu) + fo = fos1 + fu. Logo, vale a base da indugao.

Suponhamos que a afirmagao seja verdadeira para m inteiro tal que 1 < m < t, com ¢t

inteiro. Sendo assim, escrevemos:

frt@—2) = fn-1fi—2 + fufia

e
frt—1) = facrficr + fufe
Somando as duas igualdades acima, membro a membro, obtemos:
Jor—2) + fare—1 = (facifice + facifior) + (fafior + fuft)
Jntt = Joo1(fima + fio1) + fu(fior + 1)
St = Jn1fe + fafe
Portanto, a propriedade também vale para m = t, sempre que n > 1, o que conclui a
prova.
[ |
Propriedade 1.9. Para todon > 1,
Jon = 3+1 - 571~
Demonstracao. Fazendo m = n na propriedade anterior, temos
fn+n - fn—lfn + fnfn+1
f2n = fn(fn—1+fn+1)'
Como f, = fui1 — fa_1, Obtemos
f2n - (fn+1 - fnfl)<fn+1 + fnfl) = n2+1 - 3—1’
o que conclui a demonstracao.
[ |

Propriedade 1.10 (Identidade de Cassini). Para todo n > 1,

fg - fnflfnJrl = (_1)n+1'
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Demonstragao. Por Indugao sobre n.
A afirmacao ¢ verdadeira para m = 2, pois fZ — fo_1 - foyr = 1—-1-2= -1 e
(—1)**! = —1. Logo, vale a base da indugao.

Supondo a afirmacao verdadeira para n = k, ou seja,

fi = feafon = (D" = foifon = fi = (=DF (HD),
devemos mostrar que ela ¢ também verdadeira para n = k + 1, ou seja, mostraremos que
f13+1 — fiSre = (_1)k+2-
De fato, temos

fii — fufese = Jes1Srr1 — fufuso
= fer1(fe + fe-1) = frfreso
= frferr + fo—1forr — frfrro

e pela HI, obtemos

fin = fufese = Sefrsr + (FF = (1)) = frfago
= (fifrorr + 2) + (D)= = fifiro
= fiolfarr + fo) = fafrga + (1)

= Sifere = frfuso + (—1)FF2
= (_1>k+27

o que completa a demonstragao.

Propriedade 1.11. Para todo n > 1,

Sofnss = fasifose = (=1)"FL
Propriedade 1.12. Para todo n > 1,
fit2fa+3fs+...+nfn=m04+1)frio— fora+2.
Propriedade 1.13. Para todo n > 1, tem-se
i) fife+ fofs+ fafa+ o+ fonoifon = [3,
W) fifo+ fofs+ fafo+ ...+ fonSonsr = fo — 1.

Propriedade 1.14. Para todo n > 1,

ig — 1
f3+f6+f9+.--+f3n=ﬁ%.
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Demonstra¢ao. Por Indugao sobre n.
Ja1r2 — 1 :f5—1 _5-1
2 2 2

=2.

A afirmacao é verdadeira paran = 1, pois f3 =2 e
Logo, vale a base da inducao.
Supondo-a verdadeira para n = k, ou seja

Jake2 — 1 (HT),

fatfet+fot ...+ far= 5

devemos mostrar que ela é também verdadeira para n = k + 1, ou seja, mostraremos que

fakss — 1
—

De fato, adicionando f3;43 em ambos os membros da HI, obtemos

Jast+ fo+ ot oo+ fau+ fars =

fstfo+fot oot far+ fares = %‘i‘f3k+3
J3k+2— 1423543

2
Sakt+2tfantstfanys—1

2
faktratfapys—1
2

farys—1
2 )

o que conclui a demonstracao.

Propriedade 1.15. Para todo n > 1,

nf1+(n_1)f2+(n_2>f3+'--+2fn71+fn:fn+4_(n+3)-

Propriedade 1.16. Para todo n > 1,

2 2
w1 T L2 = fonts.

Demonstragao. Por Indugao sobre n.
A afirmagao é verdadeira para n = 1, pois fi,, + fio =1+4=5 e fa143 =5.
Logo, vale a base da inducao.

Supondo-a verdadeira para n = k, ou seja,

f13+1 + f13+2 = forys (HI),

devemos mostrar que ela é também verdadeira para n = k + 1, ou seja, mostraremos que

2 2
fk+2 + fk+3 = f2k+5-

De fato, basta somar f2,, — [, = for+a, Propriedade membro a membro com a
HI:
o+ o+ (s — fi) = forrs + forsa
fie + fiss = Jok+5,

como queriamos demonstrar.
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Propriedade 1.17. Para todo n > 3,

11 1

fnflfnJrl fnflfn fnfn+1 .
Propriedade 1.18 i _ 1
. . n=2 fn—lfn+1 .

Propriedade 1.19. Para todo n > 1,

11 n: fn+1 fn
1 0 fn fn—l .

1.4.2 Propriedades Lineares

Definicao 1.1. Sequéncias de Fibonacci sao sequéncias que obedecem & lei recursiva
Up = Uyp_1 + Up_o, OU seja, sequéncias onde cada termo, a partir do terceiro, é igual a

soma dos dois termos imediatamente anteriores.
Podemos citar como exemplo as sequéncias (2, 5, 7, 12,19, ...) e (=1,2,1, 3,4, ...).

Observagao 1.20. Quando nos referirmos a Sequéncia de Fibonacci (no singular), esta-
remos falando da sequéncia original (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...), onde o seu n-ésimo termo ¢

denotado por f,.

Propriedade 1.21. Seja 2? = x + 1. Entdo para n > 2 temos que
" = UpT + U1,
onde u, € uma sequéncia de Fibonacct qualquer.

Demonstragao. Por Indugao sobre n.
A afirmacao é trivialmente verdadeira para n = 2. Logo, vale a base da indugao.

k

Suponhamos que a afirmagao seja verdadeira para n = k, ou seja, =" = upx + Up_1

(HI), devemos mostrar que ela é também verdadeira para n = k + 1, ou seja,

k41
"t = Uk+12 + Ug.

De fato,

o — Tk

= z(ugr + up_1)
= ukxz + up_1x
= up(x+1)+up_x
= URT + Up + Up1T
= (ug + up_1)T + ug
= Uk4+1T + Uk,

o que completa a demonstragao. [ |
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Propriedade 1.22 (Soma de sequéncias de Fibonacci). Sejam (uy,,) e (v,) duas sequéncias

de Fibonacci. Se z, = u, + v,, entdo, para todo n > 2, tem-se
Zn = Zp—1 1+ Zn—2,
o que significa que (z,) € uma outra sequéncia de Fibonacci.

Demonstragao. Como (u,) e (vy,) sdo sequéncias de Fibonacci, entao
Up = Up—1 + Up—2 € Up = Up—1 + Up—2.
Somando as duas equagoes acima, membro a membro, obtemos

Uy + VU = (un—l + Un—l) + (un—Q + Un—Z)

Zn = Zpn—1t+ Zn—2,

0 que prova a propriedade.
[ |

Propriedade 1.23 (Produto de uma sequéncia de Fibonacci por um escalar). Seja (v,,)

uma sequéncia de Fibonacci e X um escalar real. Entao a sequéncia (Av,) = A(v,,) satisfaz
Avn = )‘Un—l + /\Un—Qa
0 que significa que a sequéncia (\v,) € uma outra Sequéncia de Fibonacci.

Demonstra¢ao. Como (v,) é uma sequéncia de Fibonacci, entao, para todo n > 2, v, =
Up—1 + Up—2.

Multiplicando ambos os membros da equacao acima por A, obtemos
>\,Un = >\Un—1 + )\Un—Qa

o que mostra que (Av,) é uma sequéncia de Fibonacci.

Definigao 1.2. Duas sequéncias de Fibonacci (u,,) e (v,,) nao nulas, sao ditas linearmente
dependentes (LD) se existe uma constante A # 0 tal que u,, = Av,, para todo n € N, caso

contrario, elas sao ditas linearmente independentes (LI).

No caso de duas sequéncias de Fibonacci serem LD, os seus termos nao nulos sao

ordenadamente proporcionais, ou seja,

u
—~ =\, sempre que v, # 0.
Un,

Lema 1.24. Duas sequéncias de Fibonacci (uy,) e (v,) nao nulas, sio LD se, e somente

se, existem um r € N e um A € R* tais que u, = \v, € Upp1 = A\VUpyq.
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Demonstracao. Por Indugao sobre n = r.
Das hipoteses de que existem um r € N e um A € R* tais que v, = A\v, € Upi1 = AUy,

para n =r + 2, temos
Upyo = Up + Upy1 = /\Ur + A'Ur—‘,-l = )‘(U'I‘ + Ur—i—l) = /\vr+27

logo, vale a base da inducao.

Supondo a afirmacao verdadeira para n =r + k, com k > 1, ou seja,
Upyfp = )\/Ur+k (HI),

devemos mostrar que ela é também verdadeira para n = r+ (k+ 1), ou seja, mostraremos

qUe Uy (k+1) = AVpt(kt1)-
De fato,

Ur4(k4+1) = Ur4k—1 + Uy = /\Ur+l<:—1 + /\Ur+k = )\(Ur—i—k—l + Ur-i-k) = /\UT+(I<:+1)~

Logo,
Up = A\Up, VN > 1.
Resta verificarmos a afirmacao para 1 < n < r. Para isto, basta observar o seguinte:
uT+1 == ur—]_ + ur =
Up—1 = Up41 — Up
= AUy1 — AU,

= /\<Ur+1 - Ur)
= )\Ur—l

e que de maneira analoga, teremos:
Up_g = AUp_9, Up_3 = AVUp_3, ..., Ug = AVa, Uy = 1.

Portanto,
Uy = AU, Vn € N,

ou seja, (u,) e (v,) sdo LD.
A outra implicagao é imediata.
|

Proposicao 1.25. Se (u,) € uma sequéncia de Fibonacci nao nula e existe um r € N

com u, =0, entdo u, # 0 para todon € N — {r}.
Demonstracao. Se r = 1, entao temos a sequéncia
0, ug, us, 2us, 3us, dug, 8us, ...,

isto é, u, = f,_1us para todo n > 1 e, como a sequéncia (u,) é ndo nula, segue que,
uy # 0. Portanto, u,, # 0 para todon € N — {1}.
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Consideremos agora o caso em que r > 1.
Primeiramente, vejamos que u,_; # 0. Para isto, suponhamos, por absurdo, que

u,_1 = 0, sendo assim, teremos

Upr1 = Up_1 + U =0, Upso = Up + U1 =0, ...

Upg =Up —Up—1 =0, Up_3 = U1 — U2 =0, ..., u3 =1uy =u; =0,
onde concluimos que u,, = 0 para todo n € N, o que é um absurdo, pois (u,) ¢ nao nula.

Logo, u,_1 # 0 e, deste modo, a sequéncia (u,) é dada por:

(_1)T_2fr—1ur—1> <_1)T_3f7”—2u7"—17 sy 5U7»_1, _3ur—1a 2ur—17 —Up—1, Up-1,

07 Up—1y Ur—1, 2U'r717 3u7‘717 5’11171,1, 8“/7"717

Observemos que
U = (=) fru,—, para 1<k<r—1,

Upyk = fkur—la Vk> L, upy 7é 0 e wu=0.
Portanto, u, # 0 para todo n € N — {r}.
|

Proposigao 1.26 (Combinacao linear de sequéncias de Fibonacci). Se (u,,) e (vy,) sdo
sequéncias de Fibonacci LI, entdo qualquer sequéncia de Fibonacci (z,) pode ser escrita
como combinagao linear de (u,) e (v,), ou seja, z, = au, + bv,, para todo n € N, onde a

e b sao constantes reais.

Demonstracao. Primeiramente, consideremos o caso em que uq, Us, v1, vo € R*. Como
(un) e (vy,) sdo LI, pelo Lema |1.24] ndo existe A € R* tal que u; = Avy e ug = Avg, logo,

Uy U2
U1 V2 '

Dessa tltima relagao, tiramos que
U1V — UV 75 0.
Consideremos entao a sequéncia de Fibonacci (z,) tal que

z1 = auy + by

Zo = aUy + buy

¢ um sistema de equagoes nas incognitas a e b. Resolvendo-o, encontramos a solugao tnica

21V2 — 2201
@Q=—" e b=

UV — Uy UV — Uy

U1 — Z1U2
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visto que ujvy — ugvy # 0.
Podemos mostrar, através do Segundo Principio de Indugao sobre n, que para todo
n €N, z, =au, + bv,. De fato,

23 = 21 + 22 = (auy + bvy) + (aug + bvg) = a(ug + uz) + b(vy + v2) = aus + bus,

logo, vale a base da indugao.

Supondo, agora, z, = au, + bv,, para todo 3 < n < k, teremos
Zk+1 = Zetie_1 = (auk—i-bvk)—i-(auk_l—i—bvk_l) = a(uk+uk_1)+b(vk+vk_1) = auk+1—|—bvk+1.

Portanto, z, = au,, + bv,, para todo n € N.

Agora, consideremos o caso em que uy, us, v1, v2 € R. Pela Proposicao [I.25] sabemos
que cada uma das sequéncias (u,) e (v,) tém no maximo um termo nulo e, deste modo,
podemos escolher um r € N tal que u,, U, 1, v, v,11 € R* e, do mesmo modo que antes,

encontramos constantes reais a e b, com z, = au,, + bv,, para todo n > r. Além disso,
Bp—1 = Zr41—Rr = (aur-i—l +bvr+1)_(aur+bvr) = a(ur+1_ur)+b(vr+1_vr) = QUr—1 +bvr—1a
e que de modo analogo, teremos

Zp_o = QUp_o + bUp_o, Z,_3 = aU,_3 + bv,_3, ..., 21 = auy + bvy.

Portanto,

Z, = au, + bv,, VYn € N.

1.5 A Foé6rmula de Binet

Seré possivel encontrar uma formula fechada que expresse um termo qualquer da
Sequéncia de Fibonacci apenas conhecendo sua posi¢ao na sequéncia?
A resposta é afirmativa e foi dada em 1718 por De Moivrdﬂ Porém, a féormula ficou

conhecida pelo nome de Binetﬂ que a redescobriu em 1843.

Definigao 1.3. Uma progressao geométrica (q, ¢%, ¢°, ..., ¢", ...) ¢ uma sequéncia de

Fibonacci se para todo n > 3, ¢" = ¢* ! + ¢" 2.

4 Abraham de Moivre (1667-1754), matematico francés que ficou famoso pela Formula de De Moivre,
a qual relaciona os niimeros complexos com a trigonometria, e por seus trabalhos na distribui¢ao normal
e na teoria das probabilidades.

®Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856), matemético francés que foi um dos precursores no estudo
dos fundamentos da teoria matricial.
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Dividindo a equacao acima por ¢"~2 # 0, obtemos a equacao
¢ =q+1,
cujas raizes sao
1-+5 1+
[§] =
2 o 2

Proposicao 1.27. Seja (uq, ug, us, ...) uma sequéncia de Fibonacci qualquer. FEntao,

=

q1 =

existem «, B € R tais que, para todon > 1

o n n
u, = aqy + Bqy,
onde q1 e @9 SGo as raizes encontradas anteriormente.

Demonstragao. Pelo Segundo Principio de Inducao sobre n.

Paran =1 e n =2, formamos o sistema

aqi + g = wy
g + B3 = us,

nas variaveis «a e 3, o qual apresenta a solucao tnica:

Qo — Uz LU — U2
= e = —,
nl(q — q) @@ — q2)
tendo em vista que q; # go.
Supondo que a afirmacao seja verdadeira para todo n tal que 1 < n < k, com k inteiro,
mostraremos que ela é também verdadeira para k + 1.

De fato, basta notar que

Ukl = Up + Up—1
(gt + Bas) + (g™ + S5 ™)
= (agf +agqi ™) + (B + B )
= agy g+ 1)+ B85 (@ + 1)

Como q; e gz sao as raizes de ¢> = ¢+ 1,entao g1 + 1 = ¢ e ¢+ 1 = ¢3. Logo,

U1 = agi '@+ Bgs g3
agi ™ + Bgs

o que conclui a demonstragao por inducao, estabelecendo o resultado para todo n > 1.
[ |

Proposicao 1.28. O numero de Fibonacci f, pode ser obtido pela formula

()]

1
fn:ﬁ

conhecida como Formula de Binet.
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Demonstracao. Basta substituir f; = fo = 1 na proposi¢ao anterior e resolver o sistema

correspondente

1-+/5 1++5
P

o+ BE=1 a(l—\/g>2+ﬁ<1+¢5>2_1

2 2

. . 5 .
nas incégnitas a e . Resolvendo-o, encontramos f = —a = = que substituidos na
proposicao anterior, chega-se & Formula de Binet.

Essa demonstracao também poderia ser feita usando transformagoes lineares, como
pode ser visto em [2§].

Com a Formula de Binet, demonstraremos, a seguir, mais uma propriedade dos Nu-
meros de Fibonacci, o qual ficaria bem mais trabalhoso usando o Principio de Indugao.

Fazendo a = %5 eb= %5, a Formula de Binet fica f, = %.

Propriedade 1.29. Para todo n > 1,

(fnfn+3)2 + (2fn+1fn+2)2 = (f2n+3)2'

Demonstracao. Aplicaremos a Formula de Binet e desenvolveremos o primeiro e o segundo
membros chegando a duas expressoes equivalentes.

1° membro:

(fafnt3)” + 2fni1fara)? _

a™ —bn an+37bn+3 2 + 2 an+1ibn+1 an+2ibn+2 2 o
V5 V5 V5 V5 o
2 2
% (a2n+3 _ anbn+3 _ an+3bn 4 b2n+3) =+ % (a2n+3 _ an+1bn+2 o an+2bn+1 4 b2n+3)

& (a3 — @B + a®) + 62)7 4 A (a2 — an P (b + a) + 62

Deab=—1,b+a=1 e b®+ a® =4, obtemos

(fnfn+3)2 + (2fn+1fn+2)2 =
% (a2n+3 — 4a"b" +- b2n+3>2 4 % (a2n+3 £ a™b + b2n+3>2 —
1 <a4n+6 + 16a2nb2n + b4n+6 _ 8a3n+3bn + 2a2n+3b2n+3 o 8aann+3) +

25
4 (a4n+6 + a2nb2n + b4n+6 + 2a3n+36n + 2a2n+3b2n+3 + 2anb3n+3) —

25
5a4n+6+20a2nb2n+5b4n+6+10a2n+3b2n+3
25 =

a4n+6 + 4a2nb2n + b4n+6 + 2a2n+3b2n+3
5 .

(fafurs)® + 2fasi fare)® = (1.1)

2° membro:
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2n+3 on+3\ 2
9 a b
n = B — =
(f 2 +3) ( \/g )

) a4n+6 _ 2a2n+3b2n+3 + b4n+6

Agora devemos mostrar que (1.1) = (1.2). Para isto, igualemos as referidas expressoes

(1.2)

e manipula-las-emos até chegarmos numa igualdade 6bvia. Sendo assim,

a4n+6+4a2nb2n+b4n+6+2a2n+3b2n+3 o a4n+6_2a2n+3b2n+3+b4n+6
5 - 5
4a2n b2n + 2a2n+3 b2n+3 — _ 2a2n+3 b2n+3
4a2nb2n — _4a2n+3 b2n+3
a2nb2n — _a2n+3 an—i—?)
(ab)*" = —(ab)*" - (ab)’
1 = —(ab)?
1 - —(—1)3
1 - 1,

o que completa a demonstragao.

Da Propriedade [1.16| podemos ainda escrever

(fnfn+3)2 + (2fn+1fn+2>2 = ( 7%+1 + f3+2)27

a qual serve para gerar triplas pitagoricas como sera visto na Subsecao [2.3.3
Seguem abaixo mais duas propriedades cuja demonstragao sera facilitada se for usada

a mesma estratégia que foi usada na demonstracao anterior.

Propriedade 1.30. Para todo n > 4,

F2 = fassfuog = 4(—=1)"1.
Propriedade 1.31. Para n > 3,

fans2 + (=1)" "6 1 +5

RAR+E+ 4 f= 0




Capitulo 2

Resultados especiais e algumas

Curiosidades dos Niumeros de Fibonacci

“O matemdtico nao estuda a Matemdtica pura porque
ela seja wutil; ele a estuda porque deleita-se com ela,

e deleita-se com ela porque ela € bela.”
Henri Poincaré

Apresentaremos, neste capitulo, alguns resultados especiais envolvendo os Nimeros de
Fibonacci, os quais derivam de definigoes e de resultados referentes ao mdc e a divisao
euclidiana entre dois ntmeros inteiros, onde esses ultimos serao abordados na primeira

secao. Ao final, exporemos algumas curiosidades dos Numeros de Fibonacci.

2.1 Preliminares

Definigao 2.1 (Divisibilidade). Sejam a, b € Z. Dizemos que a divide b, denotando a | b,
quando existe um k € Z tal que b = a- k. Neste caso, dizemos também que a é um divisor

ou um fator de b, ou ainda, que b é um mailtiplo de a. Se a nao divide b, escrevemos a t b.
Proposigao 2.1. Sejam a, b € Z* e k € Z. Tem-se que

i) 1]k, ala e alO0.

ii) Sea|b e b|c, entio a|c.

Demonstragao. i) A prova decorre das igualdades k =1k, a=a-1 e 0=a-0.
ii) Sea | b e b| centao existem m, n € Z taisqueb=a-m e ¢=b-n. Substituindo

o valor de b da primeira equacao na segunda equagao, obtemos

c=b-n=(a-m)-n=a-(m-n) = alec

21
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Proposigao 2.2. Sea,c € Z* e b, d € 7Z, entao
alb e cld = a-c|b-d.

Demonstra¢iao. Se a | b e c|d, entdo existem m, n € Z, taisqueb=a-m e d=c-n.
Dai,
b-d=(a-m)(c-n)=(a-c)(m-n) = a-c|b-d.

Em particular, se a | b, entdo a -k | b- k, para todo k € Z*.

Proposicao 2.3. Sea, b, ¢, d € Z, entao
i)aclad e a#0 = c|d.
i) alb, a#0 e b#0 = |a| < b
iii) alb e bla = |a| =|b|.
w)alb e a0 = (b/a)|b.
Demonstragao. i) De ac | ad, temos que existe k € Z tal que

ad =ack = d=ck = c]|d.

i1) Das hipoteses, temos que existe k € Z* tal que b = ak. Como |k| > 1, segue-se
que |a| < |af|k| = [b].

i1i) Por hipotese, existem ki, ko € 7Z tais que b = ak; e a = bky e, portanto,
a = (aky)ky = a(kiks2). Se a = 0 entdo b = 0. Logo, o resultado vale nesse caso.

Se a # 0, entao kiko = 1, 0 que implica k; = ko = +1. Logo, sendo b = +a, entao
segue que |b| = |al.

iv) Por hipotese, existe k € 7Z tal que b = ak e, portanto, b/a é um inteiro. Como
(b/a) - a = b, segue-se que (b/a) | b.

|

Proposicao 2.4. Sejam a, b, ¢ € Z, com a # 0, tais que a | (b+ ¢). Entao
alb < alc

Demonstrag¢ao. De a | (b+ ¢), temos que existe m € Z tal que b+ ¢ = a-m.
Se a | b, entao existe n € Z tal que b = a - n. Substituindo o valor de b da ultima

equacao na primeira, temos
a-n+c=a-m = c=a-m—a-n=a(m—n) = alc

A prova da outra implicacao se faz de maneira anéloga.
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Proposigao 2.5. Sea, b, ¢, p, ¢ € Z, com a # 0, sio tais que a | b e a|c, entdo
a | (pb+ qc).

Demonstragao. De a | b e a| ¢, temos que existem m, n € Z tais que b =am e ¢ = an.
Dai

pb+ qc = p(am) + q(an) = a(pm + qn) = a | (pb+ qc).

Teorema 2.6 (Eudoxius). Dados a, b € Z, com b # 0, entao a € um miltiplo de b ou se
encontra entre dots multiplos consecutivos de b, isto €, a cada par de inteiros a e b, com

b # 0, existe um inteiro q tal que,

bg<a<blg+1l), para b>0

bg<a<blg—1), para b<DO.

Teorema 2.7 (Divisao Euclidiana). Dados a, b € Z, com b > 0, existe um inico par de
inteiros q e r, chamados, respectivamente, de quociente e de resto da divisao de a por b,
tais que
a=bg+r, com 0<r<b (r=0«< b]a)
Demonstracao. Dados os inteiros a e b, temos, pelo Teorema de Eudoxus, que existe um
inteiro ¢ tal que
bg<a<blg+l) = 0<a—bg<b.

Dessa forma, definindo r = a — bg, garantimos a existéncia de ¢q e r.

Quanto a unicidade, suponhamos que existam outros inteiros ¢’ e 1’ tais que
a=bd +1, com 0<r <b.
Disto, segue-se que
O=a—a=bg+r—(bd+7") = blg—¢)=r"—r = b| (' —7).

Mas, de r < b e r’ < bimplicando em |’ —r| < b mais o fato que b | (' —r), devemos
ter ' —r =0, ou seja, r’ =r.

E da ultima igualdade acima, obtemos

r=r = a—-0b =a—bqg = by =bqg = ¢ =q.
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Definigao 2.2 (Maximo divisor comum). O mdzimo divisor comum (mdc) de dois ni-
meros inteiros a e b, ndo simultaneamente nulos, denotado por (a, b), é o maior inteiro d
que divide a e b.

Isto significa que d possui as seguintes propriedades:
i) E um divisor comum de a e b e
ii) E divisivel por todo divisor de a e b.
Se (a, b) = 1, dizemos que a e b sdo primos entre si.
Teorema 2.8. Sea, b, q,r € Z e a=bq+r, entao
(a, b) = (b, 1).

Demonstrag¢iao. De a = bg + r, temos que se ¢ | b e ¢ | r entdo, pela Proposigao ,
¢|a Emais,der =a—10bg sec|a e c|bentdo, novamente pela Proposi¢ao ,
¢ | r. Portanto, o conjunto dos divisores comuns de b e r é igual ao conjunto dos dividores
comuns de a e b. Isto nos garante que (a, b) = (b, r).

[ |

Aplicando sucessivamente a divisao euclidiana a partir de a e b até onde faga sentindo,

ou seja, até onde encontrarmos um resto nulo, teremos a seguinte sequéncia de igualdades:

a:bq1+7“1, O<ri<b
b:T'lCJQ—l—TQ, 0<’I“2<T1
T = Toq3 + T3, 0<ryg<mr
T'n—2 :rn—l%z_'_rna 0< Tn < Th-1

Tn—1 = 'nQn+1-

Segue do Teorema [2.8) que
T'n = (rnfla Tn) = (Tn727 7’”,1) = ... = (b7 7,1) = (aa b)

Disto, concluimos que o mdc de a e b é o tltimo resto nao-nulo da sequéncia de
igualdades acima.

O processo descrito acima chama-se Algoritmo de Euclidesﬂ
Lema 2.9. Sejam a, b, n € Z; entao

(a, b) = (a, b+ na).

!Euclides de Alexandria viveu entre os Séculos III e IT a.C. e é considerado por muitos como o “Pai da
Geometria”, devido ao seu mais famoso trabalho, Os Elementos, que é a obra matemética mais duradoura
de todos os tempos, utilizada até os dias de hoje.
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Demonstragao. Seja d = (a, b+ na). Como d |a e d| (b+ na), entdo, pela Proposicao
2.5, d | b, pois b = (—na) + (b + na). Logo, d ¢ um divisor comum de a e b.
Supondo agora que k seja um divisor comum de a e b; logo, k é um divisor comum de

a e de b+ na e, portanto, k | d. Isso nos garante que d = (a, b).

Apresentaremos, a seguir, mais alguns resultados envolvendo o mdc de ntmeros in-
teiros, onde nao apresentaremos as respectivas demonstragoes por serem faceis e pra nao

deixar este trabalho longo.
Proposigao 2.10. Sea, b € Z ea|b, com a # 0, entao
(a, b) = a.

Corolario 2.11. Sea, b,c € Z, a | bc, com a # 0 e (a, b) =1, entdo
alec.

Corolario 2.12. Se a, b € Z* sao divisores de ¢ # 0 e (a, b) = 1, entdo
ab | c.

Corolario 2.13. Sejaa, b, c € Z e (a, b) = 1; entao,

(a, bc) = (a, c).

2.2 Resultados especiais
Lema 2.14. Dois Numeros de Fibonacci consecutivos, f, e fni1, sGo primos entre si.

Demonstragao. Seja d = (fn, for1). Devemos mostrar que d = 1, para todo n. De fato,

como fr_1 = for1— fn € d| fned| fop1, pela Proposicao 2.5 segue que d | f,—1. Entao
d| fn e d| fuoo1. De fu_2 = fu— fu_1 e usando os mesmos argumentos acima, segue que

d ‘ fn72-

Prosseguindo nesse raciocinio, chegaremos a
d|fo = d]|1.

Portanto, d = 1.

Lema 2.15. Sem,n € N e m|n, entao f,, | fn.
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Demonstra¢ao. De m | n, temos n = mr, para algum r € N. Para cada n, faremos a
demonstracao por inducao sobre 7.

A afirmacao é verdadeira para r = 1, pois teremos m = n e, entao, é imediato que
fm | fn- Logo, vale a base da indugao.

Suponhamos que a afirmagao seja verdadeira para um certo r = k, ou seja, que f,, | fmk
(HI).

Devemos mostrar que ela vale também para r = k + 1, ou seja, que fy, | fingrt1)-

De fato, da Propriedade [1.8] temos

fm(k-i—l) = fmk-‘,—m = fmk—lfm + fmkfm—H

e, como fo | fok—1fm € fm | foukfme1, pois pela HL, f,, | fik, entdo f,, divide a soma
desses dois produtos, ou seja, fm | fin(k+1), © que conclui a demonstragao.
[ |

Lema 2.16. Sem, n,q,r € Ncomm=nqg+r, 0 <r <n, entao

(fm7 fn) = (fm fr)
Demonstragao. Sejad = (fm, fn). Levando em consideragao a Propriedade|l.8/e os Lemas

2.15] e 2.9] temos
d= (fmv fn) = (fnq—l—ra fn) = (fnq—lfr + fanr+17 fn) - (fnq—lfr» fn)

Agora vamos mostrar que (fn,—1, fn) = 1. Seja ¢ um dividor comum de f,,_1 e de
foo Dec | fo e fu| fag implica ¢ | f,,, entdo segue que, pela Proposi¢ao ,

¢ | (fag—1+ fng), ouseja, ¢ | fogr1. Masse ¢ | fog € ¢ | fugs1, entdo o Lema nos
assegura que ¢ = 1 e, entdo, (fn,—1, fn) = 1.

Usando agora o Corolario [2.13] obtemos
d= (.fma fn) = (fnq—lfrv fn) = (fra fn) = (fnv fr)a

o que completa a prova.

Teorema 2.17. Seja d = (m, n). Entao
(fma fn) - fd-

Demonstrac¢ao. Suponhamos que m > n. Aplicando o Algoritmo de Euclides para m e n,

obtemos a sequéncia de igualdades:

m=nqg +r1, O<ri<n
n =1riyqs + o, 0<ry<m
1 = T2q3 + T3, 0<ry <ry
Tn—2 = Tn_1qn + Tn, 0< Tn < Tp-1

Tn-1 = TnQnt1 = ry, = d.
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Pelos Lemas [2.16] e [2.15] obtemos
(frm fn) = (fn7 .fm) = .. = (f'f‘n_17 frn) = frn = fd-

Corolario 2.18. Se f,, | f, e m # 2, entdo
m | n.

Demonstracao. Seja d = (m, n). De f,, | fn segue que (fim, fn) = fm. Mas pelo teorema
acima, temos (fm, fn) = fa.

Entao f,, = f4. Se m > 2, entao f,, > 2, logo f; > 2 e, portanto, d > 2, o que implica
m = d.

Disto, segue que para todo m # 2, m = d, ou seja,

d=(m,n) = m=(m,n) = m|n.

2.3 Algumas Curiosidades

2.3.1 1/89

A Sequéncia de Fibonacci possui um niimero muito curioso: o seu 11° termo, 89. A

representacao decimal do seu inverso é igual a
0,01123595. ..

Organizaremos os Numeros de Fibonacci, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ..., como nime-
ros decimais da seguinte forma:
0,01
0,001
0,0002
0, 00003
0, 000005
0, 0000008
0,00000013
0, 000000021
0, 0000000034

ey
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onde o algarismo das unidades do 1° ntimero de Fibonacci esté na segunda casa decimal;
o algarismo das unidades do 2° nimero de Fibonacci esté na terceira casa decimal e assim
sucessivamente, ou seja, o algarismo das unidades do n-ésimo niimero de Fibonacci esta

na (n + 1)-ésima casa decimal.

Somando todos esses ntimeros decimais, obtemos, curiosamente,
0,01123595... =1/89.

Em [30], é apresentada uma outra curiosidade envolvendo o 89.

2.3.2 Periodicidade

Os Numeros de Fibonacci apresentam uma regularidade quanto a repeticao de seus
ultimos digitos.

O digito das unidades se repete com uma periodicidade de 60, ou seja, a cada 60
numeros. Por exemplo, enquanto o 2° ntimero é 1, o 62° é 4.052.739.537.881 que também
é terminado em 1. O 122° ntamero 14.028.366.653.498.915.298.923.761 também termina
em 1. O mesmo vale para o 182° e 0 242° niimeros e assim por diante.

Esta curiosidade foi descoberta em 1774 pelo matematico franco-italiano Joseph Louis
Lagrange (1736-1813).

A periodicidade nao vale apenas para o digito das unidades. Os tltimos dois digitos se
repetem com uma periodicidade de 300, os trés altimos com uma periodicidade de 1500,
os ultimos quatro digitos com uma periodicidade de 15 mil, os tdltimos cinco digitos a
cada 150 mil vezes e os ultimos seis digitos com uma periodicidade de 1.500.000.

O matematico israelense Dov Jarden mostrou a possibilidade de se provar que para
qualquer nimero de Fibonacci com tultimos digitos acima de trés, a periodicidade é 15 -
101, onde n é o ntimero de digitos que sdo repetidos.

As informagoes apresentadas nesta subsegao foram obtidas em [17].

2.3.3 Ternos pitagoéricos

Quaisquer quatro Numeros de Fibonacci consecutivos geram uma tripla pitagorica —
trés nimeros que podem servir como medidas dos lados de um triangulo retangulo.

Tomemos como exemplo 1, 1, 2 e 3. O produto dos ntmeros das pontas, 1 -3 = 3, o
dobro do produto dos ntimeros de dentro, 2-1-2 = 4, e a soma dos quadrados dos niimeros
de dentro, 12 + 22 = 5, formam a tripla pitagorica mais conhecida, 3, 4 e 5 (3% 442 = 5?).

Podemos observar ainda, neste contexto, que o niimero que serve como hipotenusa sera
sempre um numero de Fibonacci. As Propriedades e combinadas confirmam esse

fato.
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2.3.4 Sofisma geométrico

[lustraremos agora um sofisma geométrico que foi apresentado pela primeira vez
pelo matematico americano Sam Loyd (1841-1911), grande criador de quebra-cabegas
matematicos.

Consideremos um quadrado cujos lados tenham comprimento igual & soma de dois
Ntmeros de Fibonacci consecutivos. O quadrado da Figura[2.1] tem lados iguais a 8 = 345
e area 8% = 64. Este quadrado se apresenta dividido em 4 pedacos e esses 4 pedacos sao

reagrupados dando origem ao retangulo, na mesma figura, de lados 5 e 13 e érea 5-13 = 65.

7
L~ > L~
A
8 =
\ // 5
\ P
\ 1
13

Figura 2.1: Sofisma geométrico.
Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

Verificamos que a drea das duas figuras diferem em uma unidade, sendo a do retangulo
a maior. Se tivéssemos escolhido os ntimeros 5 e 8, terfamos verificado que o quadrado
seria maior que o retangulo em uma unidade. Isso depende da ordem dos Ntimeros de
Fibonacci escolhidos. Esse fato é verificado na Propriedade [I.10]

Entretanto, independentemente da propriedade citada acima, o quadrado e o retan-
gulo da Figura tem de apresentar areas numericamente iguais. A explicacao para o
paradoxo matemaético é que o encaixe ao longo da diagonal do retdngulo nao é exato. A
depender dos Numeros de Fibonacci escolhidos, ficarda uma folga ou uma sobreposicao
(escondida sob a linha grossa que marca a longa diagonal) de uma unidade de area.

Para provarmos esse fato, observamos o retangulo na Figura que é o mesmo da
Figura [2.1

Por visualizagao, DE = 2. Se conseguirmos mostrar que na verdade DFE # 2, ou me-
lhor, que DE < 2, teremos encontrado a justificativa do aparente paradoxo matematico.

De fato, como AABC ~ AADFE, temos:

AD _ AB
DE  BC’
De AD =5, AB=8 e BC = 3, obtemos:

5 8
2 % L DE=1.875<2
DE 3 610 < 24
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ol T

Figura 2.2: Solucao do sofisma.
Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

como queriamos demonstrar.

Na Observagao |3.6| veremos uma série somatoria que proporciona um encaixe perfeito.



Capitulo 3

O Nuamero de Ouro

“A Geometria tem dois grandes tesouros. Um € o
Teorema de Pitdgoras. O outro, a divisdo de uma
linha nas razées extrema e média. O primeiro po-
demos comparar a uma medida de ouro. O sequndo

podemos chamar de wma joia preciosa’”.

Johannes Kepler

Neste capitulo definiremos e apresentaremos as principais propriedades do Numero
de Ouro, do pentagono regular, do pentagrama e do retangulo, do triangulo e da espi-
ral dureos, bem como, a surpreendente conexao existente entre o Numero de Ouro e a

Sequéncia de Fibonacci.

3.1 Definicao e um pouco de histéria

Na historia da humanidade nenhum outro niimero tem intrigado tanto os homens,
seja pelas propriedades matemaéticas que possui como pela beleza e harmonia que sucinta,
como o Numero de Ouro. Venerado desde os tempos de Euclides, esse nimero tem a

caracteristica de aparecer em lugares inesperados.

Menos conhecido que o Pi é um outro nimero, o Fi (®), que, em muitos aspec-
tos, é ainda mais fascinante. Suponha que eu lhe pergunte: o que o encantador
arranjo de pétalas numa rosa vermelha, o famoso quadro “O Sacramento da
Ultima Ceia”, de Salvador Dali, as magnificas conchas espirais de moluscos e a
procriacao de coelhos tém em comum? E dificil de acreditar, mas esses exem-
plos bem dispares tém em comum um certo niimero, ou propor¢ao geométrica,
conhecido desde a Antiguidade, um namero que no século XIX recebeu o ti-
tulo honorifico de “Ntimero Aureo”, “Razao Aurea” e “Seccao Aurea”. Um livro
publicado na Italia no comeco do século XVI chegou a chamar essa razao de
“Proporgao Divina” (LIVIO, 2011, p. 13, grifo do autor).

Além dos nomes citados acima por Livio, esse niimero é também chamado de Propor¢ao
Divina ou Divina Propor¢ao, devido ao seu carater mistico, pois se acreditou (ou se
acredita) ser esse nimero um dos alicerces com o qual deus ou os deuses construiram o

universo.

31
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Em 1899, o matematico americano Mark Barr batizou-o pela letra grega phi (®), 1é-se
fi, em homenagem ao escultor grego Fidias (Phidias) que viveu entre 490 e 430 a.C., por
se acreditar que o mesmo tenha usado esse nimero em algumas de suas obras, a exemplo
do Partenon e da estatua de Zeus.

A ubiquidade desse numero fica evidente nao apenas por ter sido usado por Pitagoras,
Fuclides, Fibonacci, Kepletﬂ e outros matematicos, fisicos e astronomos do passado e do
presente, mas sim por ser estudado e usado por bidlogos, arquitetos, artistas em geral e
profissionais das mais diversas areas que buscam nesse numero a fonte de toda a beleza e

harmonia.
De qualquer forma ele foi descoberto, sua presenca é marcante nao s6 nos
vegetais, mas nos seres vivos em geral, inclusive no homem, nos cristais, na
Natureza e no proprio cosmos. Depois de sua descoberta, de forma brilhante, o
homem, através da Algebra, o equacionou e chegou numa proporcao, a qual deu
o nome de Propor¢io Aurea, e foi através, principalmente, da Geometria que
pode vislumbrar as formas perfeitas que a ele estao relacionadas. Foi através
dele que buscou o entendimento nao s6 da estrutura da Natureza e do Universo

mas, principalmente, do proprio homem (CONTADOR, 2011, p. 18-19, grifo
do autor).

Geometricamente, o Numero de Ouro surge a partir da divisao de um segmento em

razao extrema e média, definido pela primeira vez ha 300 anos a.C. por Euclides, da

seguinte forma:

Definicao 3.1. Uma linha reta é cortada na razao extrema e média quando, assim como

a linha toda esta para a maior parte, a maior parte esta para a menor parte.

Usando a defini¢do dada acima e observando que na Figura 3.1 AB > AC > CB,

temos:

AB AC
AC  CB’

Figura 3.1: Divisao de um segmento na razao extrema e média.
Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

Fazendo AC'=x e CB =1 e, consequentemente, AB = x + 1, obtemos:

1
v =l s 2o —1=0.
x 1
AC ” AC
Notando que —— é a Razao Aurea, ou seja, B = % = x = P, a raiz positiva da

equagao nos fornecera o valor do Nimero de Ouro.

! Johannes Kepler (1571-1630) foi matemético e astronomo alemao e figura central da revolugio cien-

tifica do Século XVII. E mais conhecido por ter formulado as trés leis fundamentais da mecanica celeste,
conhecidas como Leis de Kepler.
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Resolvendo a equacao, encontramos:

/ 1+\/5 " 1_\/3
r = 9 (§ X 9 .

Tomemos a primeira raiz por ser positiva o valor de ® (phi maitusculo). A outra raiz

chamaremos de ¢ (phi mintsculo). Sendo assim:

1++5
2

1-+/5
¢ = 2\/_ = —0,6180339887 . ..

O = =1,6180339887 ...

Sendo assim, ¢ é um nimero irracional da mesma forma que o 7, ou seja, tais nimeros

nao podem ser representados como uma razao de nimeros inteiros.

3.2 Propriedades e Poténcias de ¢

3.2.1 Propriedades

Antes de apresentarmos algumas propriedades de ®, observemos o seguinte:

e P?=1+P = P? =2 6180339887 ...

1 1 21— 2(1 — -
o L1 _ 1-Vs_20-vE) 1=V L e1s0330887 ..
¢ 14+4v5 1+vV51-5 —4 2

2

: 1 .
Disto, concluimos que ®, ®2 e 3 tém exatamente os mesmos digitos apds a virgula.
Isso significa que ® tem as propriedades tnicas de produzir seu quadrado apenas adicio-
nando 1 e seu inverso subtraindo 1.

Além disso, pelas propriedades das raizes de uma equagao quadrética, temos ®+¢ = 1
ed-p=—1.

Propriedade 3.1. A soma de duas poténcias inteiras consecutivas de ® resulta na po-

téncia de ® sequinte, ou seja:
P" 4+ o = "2 n e Z.
Demonstracao. Basta observar que, no caso n > 0:
"+ O™ = (1 + D) = P" - B* = ",

Para n = —r, com 7 > 0, o que implica n < 0, basta dividir 2 = 1 + ® por & 2

2 1 o 1 1 1

(I)r+2 - (I)T+2 + (I)r+2 = (I)r = (I)r+2 + (I)T—i—l

=
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- (I)—r—2 + cb—r—l = P" — (I)n—Z + (I)n—l'

E para n = 0, basta observar que:

1+d=9% = °+ P! = p2

Da propriedade acima podemos concluir que a sequéncia,
(., ..., 03 02 &7 1,0 0% 0 ..., D", )

¢ ao mesmo tempo geométrica e aditiva (é na verdade uma sequéncia de Fibonacci, pois
cada termo é igual & soma dos dois anteriores), por isso que é conhecida como progressao
geométrica durea ou, simplesmente, série durea. Segundo Contador, este é o principal
motivo desta sequéncia desempenhar importancia central no estudo do crescimento e da

vida dos organismos, principalmente na Botanica.
Propriedade 3.2 (Somatorio de poténcias de ® com expoentes inteiros negativos).
P+ 24P P+ L =D,

Demonstrag¢ao. Agrupando as parcelas do primeiro membro de duas em duas e usando a
propriedade anterior, temos:

P L+ P2+ 34+t . = (PTHDPHH(P3+ I H (PP +DO) + ...
= P+ P2+ P+ P04 .
= 14+ 2+ P2+ 1+ 0+ ).

Como a soma entre paréntesis acima é uma soma de termos de uma Progressao Geo-

1
métrica Infinita Convergente (a razio desta PG, ¢ = &2 = FYR esté entre 0 e 1), o seu
valor é:
O 1 b2 o2
P+ O+ PO = = = =—=0.
+ + + + 1_ 1 er-1 P2-1 @
R d2
Dai, obtemos
P +d 24040+ =140+ O+ DD )=
1 d+1 @2
1402 d=14+0'=1l4+—-=—"=—=0
+ + + > > > )

como queriamos demonstrar.



3. O Nuamero de QOuro 35

1-+5
2

1+

Observagao 3.3. De & = e o=
1.28) pode ser reescrita da seguinte forma:

, a Formula de Binet (ver Proposigao

“ls

1 n n
fnzﬁ((b _¢ )

Esta formula ja apresenta uma forte conexao entre os termos da Sequéncia de Fibonacci
e o Numero de Ouro; uma conexao mais do que curiosa, pois ela mostra que é necessario
recorrer-se a uma féormula que envolve niimeros irracionais para representar os termos da

dita sequéncia que sao niimeros naturais.

Proposicao 3.4. Se f,, é um numero de Fibonacci, entdao vale a desigualdade
fo>®"2 VYneN.

Demonstragao. Através do Segundo Principio de Indugao sobre n.
A afirmacao é verdadeira paran = 1, pois f{ =1 e ®172 = 3 <1, ouseja, f; > d°L
Para n = 2, segue que fo = 1 = & = ®272. Logo vale a base da inducao.
Suponhamos que a afirmagao seja verdadeira para todo n tal que 1 < n < k, com k
inteiro, mostraremos que ela é também verdadeira para k + 1.
De fato, basta usarmos a férmula recursiva dos Numeros de Fibonacci combinada com

a Propriedade e com a hipoétese de indugao:

ferr = fo+ foog > @2 4 OF 3 = pF

O que encerra a prova.

Corolario 3.5. Se f,, é um numero de Fibonacci, entao vale a estimativa
P2 < f, < P" VneN.

Demonstracao. Pela proposicao anterior, segue que "2 < f,,.

Entao, para completarmos a demonstragao, basta provarmos que f,, < ®". Para isso,
usaremos o Segundo Principio de Inducgao sobre n.

A afirmagao é trivialmente verdadeira para n = 1 e n = 2. Logo, vale a base da
inducao.

Suponhamos que a afirmacgao seja verdadeira para n inteiro tal que 1 <n <k, com k

inteiro. Sendo assim, escrevemos:

Disto segue que:
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fosr = fr+ fo1 < OF + OF 1 = AL

como queriamos demonstrar.

3.2.2 Poténcias

Vamos mostrar agora uma relagao entre as poténcias de ® e os termos da Sequéncia

de Fibonacci.

Pl =0 + P;

P2 =1+ ®;
P=0-P?=0(1+P)=P+P?* =D+ (1+P) =1+ 2P;

P =D - P =P(1+20) =D +20? =P +2(1+ D) =2+ 3P;
P°P=0 ' =P(2+3P) =20+ 39> =20 +3(1+ D) =3+5P;
PO=P- P> =P(3+5P) =3P+ 5P* =30 +5(1+P)=5+8P;

Etec.

Vamos resumir na Tabela [3.1] os resultados obtidos acima e levando em consideragao
que fo = 0.

P
0+®=fo+ f1P
1+ ®=fi + fo®
1420 = fo+ f3
2430 = f5 + f1®
3+50 = f1+ f5P
5+8D = f5+ feP
8+ 13D = fs + f-®

~N|o|lalbs|lwiNn| R~ 3

Tabela 3.1: Poténcias de .

Lembrando que ® é uma raiz da equacao z? = x + 1, entao pela Propriedade e

considerando fy = 0, podemos escrever:

" = fo_ 1+ fud, Vn>1,

na qual a Tabela [3.T] esta condizente.
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Observagao 3.6. A série aurea
1, o, 14+d,1420,2+3P,3+5P,5+8D, ...

¢ a Unica que proporciona encaixe perfeito com relagao ao sofisma geométrico visto na
Subsecao [2.3.4] Se o quadrado da Figura [2.1] tivesse lados iguais a (1 +2®) + (2 + 3P) =
3+ 5P, o retangulo teria lados iguais a 2 + 3® e 5 + 8P, conforme Figura [3.2

7
3450 —
\ // 2430
\ 7
\ 1
54 8®

3450
Figura 3.2: Encaixe perfeito.

Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

Suas areas seriam:
e Quadrado: (3 + 5<I>)2 =9+ 30D + 2502 =9+ 30P + 25(1 4+ @) = 34 + 55;

e Retangulo: (2+ 3®)(5 + 8P) = 10 + 16® + 15® + 2432 = 10 + 31D + 24(1 + ) =
34 + 559,

portanto, iguais.

Observagao 3.7. Podemos representar ® através de uma expansao infinita simples em
radicais. De ®? = 1 4 ® implicando em ® = /1 + ®, substituiremos nessa tltima
igualdade, ® (o de dentro do radical) por /1 + ®, de maneira indefinida, obtendo

c1>_\/T_\/1+\/1+—c1>_\/1+\/1+\/1+—<1>_\/1+\/1+\/1+\/ﬁ.

Observacgao 3.8. Podemos, também, representar ® através de uma série. De ®2 = & 41

1
implicando em ¢ = ,istoé, =1+ 3 substituiremos, nessa tltima igualdade, ®

1
(o do segundo membro) por 1 + 3 gerando uma fragao continua infinita simples, como

se segue:

1
=1tz =lt—p =lt——7— =1+ =1+
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Para Livio (2011, p. 103), como a fracao continua correspondente & Razido Aurea
) )
Numero de Ouro) é composta somente de uns, ela converge muito lentamente. A Razao
)
Aurea é, neste sentido, mais “dificil” de expressar como uma fracao do que qualquer outro
numero irracional — é o “mais irracional” dos irracionais.

Além disso, olhando para as fragoes continuas parciais, notamos que:

1—1—1 2
[ ] —_ =
1 )
1 1 3
.1+—1:1+ _57
1 _
+1
X IS SN
1—|——1 5
1 —
_'_1
1 1 3 8
¢ 1+ —— =1t =1+=1;
5 O
1+ —
1 —
+1
X 1 SR SRS B )
L4 + 1 i +§— +_—§,
1+—
1 —
+1
e Etc.,

onde todos os resultados sao uma razao entre Numeros de Fibonacci consecutivos. Calcu-
laremos tais razoes com aproximacao de 4 casas decimais e, em seguida, registra-las-emos
na Tabela [3.2]

Isso motiva a conjecturarmos o surpreendente resultado que é o do limite da razao de
termos sucessivos da Sequéncia de Fibonacci ser igual ao Numero de Ouro, como veremos

na proxima secao.

3.3 Uma conexao surpreendente com a Sequéncia de

Fibonacci

Finalmente, apresentaremos um dos resultados centrais deste trabalho, no qual con-

jecturamos na secao anterior.
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Razao | Resultado

1/1 1
2/1 2
3/2 1,5
5/3 1,666
8/5 1,600
13/8 1,625

21/13 | 1,6153
34/21 | 11,6190
55/34 | 1,6176
89/55 | 11,6181
144/89 | 1,6179

Tabela 3.2: Razao entre Numeros de Fibonacci consecutivos.

Teorema 3.9. A razao entre dois termos consecutivos da Sequéncia de Fibonacci tende

para o Numero de Ouro quando n tende a infinito, isto €,

lim fnin = O.

n—oo n

Demonstragao. Pela Formula de Binet, temos:

- 1 1+\/3 n+1 1_\/5 n+1
fn+1—% 9 - 9

1 [(1+vB) [(1-V5
="/ 2 L2
Logo,

1 145 ”“_ 1-V5 ntl L4+ E n+1 - n+l
fn+1 \/5 2 2 ( 2 _( 2 >
o 1B\ (1=vB\" [1+vB\ [1-v5\

NG 2 a 2 2 a 2
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- N1

n+1
(1 + \/5> X 2
- n+1 n+1
2 1— \/g)

2 1+\/5.1_<1+\/5

S

H
_l’_
=

<1+¢5>" 2 1+6

S

H
_l’_
=

1-+5
145

n n+1
lim ﬂ — lim iﬁ i —0

Como —1 <

< 1, temos que

Portanto,
1
lim Jnia V5 .
n—o00 fn 2
[ |
Notamos ainda pela Tabela [3.2] que a sequéncia,
1 2 3 5 8 13 21 34 55
1717235 813" 217 34"

possui as seguintes propriedades:

e Os termos de ordem par sao decrescentes: 2 > 1,666 > 1,625 > 1,6190, ...;
e Os termos de ordem impar sao crescentes: 1 < 1,5 < 1,600 < 1,6153, ...;

e Os termos consecutivos aparecem em ordem alternada.

Segundo Livio (2011, p. 121), esta conexao foi descoberta em 1611 (embora possivel-
mente um anoénimo italiano o tenha feito antes) pelo famoso astrénomo alemao Johannes
Kepler. Porém, mais de cem anos se passaram antes que esta conexao fosse provada (e,
mesmo assim, nao totalmente) pelo matematico escocés Robert Simson (1687-1768). Ke-
pler, alids, ao que tudo indica, topou com a Sequéncia de Fibonacci por conta propria e
nao lendo o Liber Abaci.

Como se nao bastasse a surpresa que esse resultado nos proporciona, ele na verdade
esta presente em qualquer sequéncia de Fibonacci, como bem elucida Huntley (1985, p.
55):
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[...] ofi, em conformidade com sua caracteristica de aparecer inesperadamente
em locais estranhos, esté relacionado com qualquer sequéncia de inteiros for-
mada de acordo com a lei segundo a qual cada termo é soma dos dois termos
anteriores, quaisquer que sejam os dois primeiros termos: ;41 = U, +Up—1. A
razdo de termos sucessivos, u,+1/u,, aproxima-se cada vez mais de fi & medida
que 1 aumenta.

Podemos tomar como exemplo a sequéncia de Fibonacci de termos iniciais 4 e 7:
4,7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, ...,

cujas razoes dos termos consecutivos com aproximacao de 4 casas decimais

74 = 1,75
11/7 = 1,5714
18/11 = 1,6363
29/18 = 1,6111
47/29 = 1,6206
76/47 = 1,6170
123/76 = 1,6184

199/123 = 1,6178,

se aproximam rapidamente de .
Para demonstrar esse resultado geral, basta usar a Proposigao [1.27]
3.4 O Retangulo, o Triangulo e a Espiral Aureos

Definicao 3.2. Chama-se retdngulo dureo a qualquer retangulo no qual as suas medidas

estao na Razao Aurea.

a

mMmp————=== = = = =1\I7
ES
s/

b

Figura 3.3: Retangulo Aureo.

Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

Isto significa que, se no retangulo dureo da Figura[3.3] destacarmos o quadrado ABF'E,

o retangulo restante, C DEF, sera semelhante ao retangulo original.
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De fato, seja AB = AFE =a ¢ DFE =b. Pela definicao acima, temos:

_AD_a+b_1+b:>b_q)_1:>a_ 1 _1_(1)_01)
AB a a a b &®—1 —¢ DE’

o

Isto significa que se o retangulo de lados a + b e a é aureo, entao também sera aureo
o retangulo de lados a e b.

Prosseguindo nessa tarefa, ou seja, destacamos agora um quadrado do retangulo aureo
CDFEF, obtemos outro retangulo interior a este, o qual também obedece as proporgoes au-
reas, e, assim, de maneira infinita, construiremos infinitos retangulos, todos eles guardando

as proporgoes aureas, conforme a Figura[3.4] Esta propriedade se chama auto-propagagao.

Figura 3.4: Sequéncia infinita de retangulos aureos.
Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

Diante disto, dados os nimeros a e b em Proporgao Aurea, formamos a sequéncia:
a1 =a+b, ag=a, a3=b, ag=a—"b, ..., a, = ay,_9—ay_1, ..., cujos termos sao, dois

a dois, lados de um retangulo dureo. A sequéncia fica entao
a+b, a, b, a—b, 2b —a, 2a — 3b, 5b — 3a, ba — 8b, 13b — 8a, ...,

onde tais termos sao decrescentes e incomensuraveis, ja que os mesmos sao oriundos do
processo anterior de retirar quadrados de retangulos aureos, onde a razao entre os lados
de cada um desses retangulos ¢ irracional (igual a ®).

Segundo Livio (2011, p. 104), tal sequéncia de retangulos continuamente decrescentes
converge para um ponto inalcancével que, devido as propriedades “divinas” atribuidas a
Razdo Aurea, o mateméatico Clifford A. Pickover sugeriu que deveriamos nos referir a esse
ponto como “O Olho de Deus”. Tal ponto é chamado, na literatura matematica, de foco.

Muitos estudiosos afirmaram que o retangulo dureo é o retangulo mais esteticamente
agradavel. Tendo exercido, ao longo de séculos, muita influéncia na pintura e na arqui-
tetura, atualmente, o mesmo é muito utilizado, também, no formato de capas de livros e

cadernos, cartoes de crédito, cartas de baralho, carteira de identidade, janelas, etc.
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O fil6sofo e matemético alemao Gustav Theodor Fechner (1801-1887), realizou na
década de 1860 experiéncias cujo objetivo era o de mostrar qual tipo de retangulo era
o preferido pela maioria das pessoas. Tais experiéncias consistiam em mostrar a varios
voluntarios dez retangulos onde o quociente entre comprimento e largura variavam de 1, 00
(no caso de um quadrado) & 2,5 (o que seria um retangulo alongado). Era pedido aos
voluntarios que escolhessem o retangulo mais agradavel, elegante e harmonico. Fechner
constatou que 76% das escolhas se concentraram em trés retangulos que tinham as razoes
1,50, 1,62 e 1,75, com pico no retangulo aureo (1,62). Cada um dos demais retangulos
foi escolhido por menos de 10% dos voluntarios. Para maiores detalhes dessa experiéncia

e de outras que foram realizadas por outros pesquisadores, consultar [17].

Definicao 3.3. Chama-se tridngulo dureo a todo tridngulo isosceles cujos angulos internos
sao 36°, 72° e 72°.

O AABC da Figura|3.5|¢é aureo.

Figura 3.5: Triangulo &ureo.
Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

Isto significa que os seus lados congruentes estdo na Razdo Aurea com a base e, se
tragarmos a bissetriz interna de um dos angulos de 72°, a mesma dividira o lado oposto
na Razdo Aurea.

De fato, notamos, primeiramente, que, pela Figura 3.5 do ABCD isosceles, temos
CD = CB = a e, da mesma forma, do AAC'D isosceles, temos AD = CD = a. E como
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os ANABC e ABCD sao semelhantes, pois possuem angulos internos congruentes, entao

possuem os respectivos lados correspondentes proporcionais. Disto segue,

AB _ BC

BC  BD’
Como BC = CD = AD, entao

AB  AD

AD BD’

o qual significa que o ponto D divide o lado AB na Razdo Aurea.

Ainda, como AD = BC', concluimos que:

AB

— = .
BC

Da mesma forma que num retangulo aureo, podemos continuar o processo descrito
acima de maneira infinita, ou seja, se tragarmos a bissetriz interna de um dos angulos da

base do triangulo BC' D, teremos formado um novo triangulo aureo e, assim por diante,
conforme a Figura [3.6

Figura 3.6: Sequéncia infinita de tridngulos aureos.
Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

A partir da sequéncia infinita de retangulos aureos, Figura [3.4] podemos desenhar a

espiral durea tracando o quarto de circunferéncia de cada um dos quadrados, resultando

na Figura [3.7
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Figura 3.7: Espiral adurea.
Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

Tal curva é também conhecida como spira mirabilz’.sﬂ, espiral de ouro, espiral equian-
gulmﬂ, ou espiral logaritmica.

Esta espiral possui algumas propriedades interessantes. A seguir, descrevemos de
acordo com [I2] e [I5], sem demonstrar, algumas delas:

e As diagonais BD e C'E sao perpendiculares entre si.

e As triplas de pontos BOD, COE, DOG, etc., onde O é o centro (polo) da espiral,

sao colineares.

e Os quatro angulos retos com origem em O tém os segmentos FFK e AH como

bissetrizes.

ocC oD
e As relagoes oC — 0D OB — sao validas, pois os segmentos de cada

uma dessas razoes sao os catetos de triangulos retangulos que sao, cada um deles,

exatamente a metade de um retangulo aureo.

Huntley (1985, p. 101) descreve uma outra propriedade da espiral durea:

A espiral possui outra propriedade interessante digna de nota. Por mais di-
ferentes que dois segmentos da curva possam ser em tamanho, eles nao sao
diferentes em formato. Suponhamos que, com a ajuda de um microscopio,
fosse tirada uma fotografia das convolugoes, proximas ao polo O, pequenas
demais para serem vistas a olho nu. Se fosse adequadamente ampliada, essa
cOpia poderia ser encaixada exatamente em uma espiral do tamanho da Figura
7.6. A espiral ndo possui ponto terminal: ela pode crescer para fora (ou para
dentro) indefinidamente, mas seu formato nao se altera.

Tal propriedade da espiral de nao alterar seu formato a medida que seu tamanho
aumenta é conhecida por autossimilaridade. Esta propriedade é consequéncia do retangulo

que serve de base para a construcio dela ter Proporcao Aurea.

2Este nome foi usado como titulo de um tratado escrito por Jacques Bernoulli (1654-1705) acerca
dessa curva. Jacques Bernoulli era tao impressionado com a beleza dessa curva a ponto de pedir que a
mesma e o lema que se atribui a ela: “Eadem mutato resurgo” (“embora mudado, ressurjo o mesmo”),
fossem gravados em seu tumulo.

3Este nome foi dado pelo matematico e filosofo francés René Descartes (1596-1650), devido ao fato
de que toda linha reta que parte do polo da espiral cortard a mesma em angulos congruentes.
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A espiral de ouro também pode ser tracada a partir da sequéncia infinita de triangulos
aureos. Da Figura [3.0] basta ligar, progressivamente, os vértices dos triangulos aureos,
através de arcos centrados nos pontos que dividem um dos seus lados na Proporcao Aurea,

conforme a Figura (3.8

Figura 3.8: Espiral de ouro.

Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

A espiral de ouro esté intimamente relacionada com a Sequéncia de Fibonacci, pois
se considerarmos o menor quadrado da Figura [3.4] com lado medindo uma unidade de
comprimento, os demais quadrados, de dentro para fora, terao comprimentos 1, 2, 3, 5 e,
assim por diante, no qual formam a referida sequéncia.

Da mesma forma, se considerarmos o menor tridngulo dureo, da Figura [3.6], com base
unitaria, o lado dele valera ®, pois sendo assim a razao entre essas medidas serd ®/1 = @,
portanto, em Razdo Aurea. Dai, como esse altimo lado sera a base do proximo triangulo
aureo, de dentro pra fora, o lado deste tltimo valera 1+ ®, pois (1+®)/® = &?/P = P e,
continuando nesse raciocinio, encontraremos a sequéncia 1, &, 1 + &, 14+ 20, 2+ 3P, 3+
5, ..., que é uma sequéncia de Fibonacci.

Existe um outro tipo de espiral, a espiral retangular, que possui propriedades interes-
santes. O leitor interessado podera consultar [12] e [15].

A Natureza escolheu, caprichosamente, a espiral aurea para dar forma a varias coisas,

tais como: conchas do mar, girassois, redemoinhos, chifres de carneiros, galaxias, etc.,
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como veremos no proximo capitulo.

3.5 O Pentagono regular e o Pentagrama

De todas as figuras geométricas planas a que mais chamou a aten¢ao dos matematicos
e filosofos da Grécia Antiga foi o pentagrama ou estrela de cinco pontas, ou ainda, o
pentégono estrelado (Figura |3.9)).

Figura 3.9: Pentagrama.
Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

Associado ao pentagrama esta o pentagono regular (poligono de cinco lados e cinco an-
gulos congruentes), pois tragando todas as diagonais do pentagono, obtemos o pentagrama
e um outro pentagono no centro. Tracando, agora, as diagonais do novo pentagono, for-
maremos mais um pentagono e um pentagrama, sendo que esse processo, conhecido como
auto-propagagao, pode ser continuado, infinitamente, obtendo pentagonos e pentagramas
cada vez menores, conforme Figura [3.10

Provaremos a seguir que a diagonal e o lado de um pentagono regular estao na Razao
Aurea e, como o ® é um namero irracional, esse seria o motivo do processo descrito acima
nao ter fim.

Seja o pentagono regular, Figura [3.11}a, no qual tracamos as diagonais AD e AC.

Deste pentagono, temos trés triangulos isésceles, AACD, AABC e AADE, além do
que, os dois tltimos sao congruentes.

Da Geometria Plana sabemos que um poligono regular tem os seus angulos internos
congruentes cuja soma ¢ dada por S = (n — 2)180°, onde n representa o nimero de lados
do poligono. Dai, temos que num pentagono regular essa soma vale (5 — 2) - 180° = 540°,
onde cada angulo interno vale entao 540°/5 = 108°.

Usando, ainda, o fato de que a soma dos angulos internos de qualquer triangulo vale
180° e, que os angulos da base de qualquer triangulo isésceles sao congruentes, obtemos
/BAC = /BCA = ZADE = ZDAE = (180° — 108°)/2 = 36°. Além disso, ZCAD =
108° — 36° — 36° = 36° e LZACD = LZADC = 108° — 36° = 72°, conforme a Figura [3.11}b.
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Figura 3.10: Sequéncia infinita de pentagonos regulares e de pentagramas.
Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

(a) (b)

Figura 3.11: Pentagono regular com duas de suas diagonais.

Figuras feitas pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

Diante disto, segue que o triangulo AC'D da Figura b é aureo e, portanto (con-

sultar a Secao ,
AD

DC

ou seja, acabamos de mostrar que a diagonal e o lado de um pentagono regular estao na

)

Y

Razao Aurea.

Vamos mostrar, agora, que o ponto de interseccao de duas diagonais quaisquer de
um pentégono regular divide ambas na Razao Aurea. Seja, entdo, o pentagono regular
da Figura [3.11}a com o acréscimo da diagonal C'E, sendo P o ponto de intersec¢ao das
diagonais AD e C'E, conforme a Figura
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36°

Figura 3.12: Pentagono regular com duas de suas diagonais intersectando-se.
Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

Do ACDE isosceles, temos ZCED = Z/DCE = (180° — 108°)/2 = 36° e, consequen-
temente, C'E é bissetriz do ZACD e, dessa forma, consultando a Segao [3.4] novamente,

concluimos que:

AP

i}
PD

Do AACE éaureo, tiramos também que —— = P e, assim por diante.

Antes de apresentarmos outras relagoes dentro do pentagono regular, vamos calcular
o valor do cos 36° e do cos 72°.

Seja entao o ADEP, Figura[3.13}a, de altura PM relativa ao lado DE. Disto, deter-
minamos um AEM P, reto em M, onde EM = MD = DE/2, pois o ADEP ¢ isosceles

e, consequentemente, sua altura coincide com sua mediana. Entao:

EM DE/2 DE 1

° = /ZMEP = = = - =
cos 36 cos P P 7P 3

. CE C(CF o
e como DE = CP, pois DE-CP ® implica DE = CP, obtemos
36° = ¢r 1 = 36° = (I)
cos = %P 35 cos =3

E pela férmula de multiplicacao de arcos, sabemos que cos 72° = cos? 36° — sen?36°,
que combinada com a Relacao Trigonométrica Fundamental e lembrando das poténcias
de ., obtemos:

cos 72° = cos? 36° — (1 — cos® 36°) = cos? 36° — 1 + cos® 36° = 2cos® 36° — 1 =

1
) g2_1_32_1_<I>2—2_(<I>+1)—2_®—1_—_¢_§_L
2 2 2 2 222 2
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Figura 3.13: Triangulos destacados no pentédgono regular.
Figuras feitas pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

Agora, consideremos o lado do pentagono regular da Figura a de lado medindo
1 unidade de comprimento, ou seja, AB = BC = CD = DE = FA = 1. Iremos obter o
valor de Iy = EP = PD do ADEP iso6sceles, Figura b, aplicando a Lei dos Cossenos:

. . 1 1 1
B=1"4+01—-2-1-1;-c0os36° = 2l1c0os36° =1 = 11=2(:08360=2E = h=3

2

Notando ainda que na Figura bo AEPQ éisosceles, pois ZEPQ = LZEQP = T2°,
tragamos a sua altura relativa ao lado P(Q), obtendo o AET(Q, reto em T

Dai,

1 . rPTr PT PT 1
5200872 :COSZEPT:ﬁ:T:T = PT:@
d
e, portanto,
1 1
ly =PQ=2PT =2 - — = —.
2= FQ 202 Q2

Determinaremos, agora, a medida da diagonal AD. Conforme a Figura[3.13}b, notando
1
que NAEQ ~ ADEP implica AQ = DP =1, = 3 ° usando a Tabela [3.1| temos pela

Figura que

| =
A
)
&=

Figura 3.14: Diagonal do pentagono regular.

Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.
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DA_1+1+1_<I>+1+<I>_1+2<I>_<I>3
b P2 P 2 P2 P2

Observamos ainda que,

= o.

1 1 ®+1 @

DQ=—+—== =—=1
@ (I>+(I>2 o2 o2 ’
e dai,
DA &
DQ 1

0 que mostra novamente que o ponto de interseccao de duas diagonais quaisquer de um
pentagono regular divide ambas na Razao Aurea.

Também podemos escrever

1
QA _ o _ 4
QP 1

@2

A partir desses resultados, podemos conjecturar que ao se montar uma sequéncia
infinita de pentdgonos e pentagramas a partir de um pentagono regular, conforme Figura

B.10] encontramos a sequéncia

1 1 1
SR

onde os termos de ordem impar (termos 1/®", com n =0, 2, 4, ...) formam a subsequén-
cia dos lados da sequéncia de pentédgonos regulares e, a subsequéncia dos termos de ordem
par (termos 1/®™, comn = 1, 3, 5, ...) formam a subsequéncia dos lados dos pentagramas
construidos.

De fato, observando a Figura [3.15}a temos que o APQO é isosceles cujos angulos da
base sao ZQPO = ZOQP = 36°. Encontraremos 3 através da Lei dos Cossenos:

1\° 1 . 1 oy @ 1
E que de forma geral, a cada passo n da iteragao, com n = 0, 2, 4, ..., da construcao dos

pentagonos regulares, onde para n = 0 temos o pentagono incial, obtemos um triangulo

isosceles de angulos da base iguais a 36° e base igual a o conforme Figura [3.1540.

Dessa forma, o lado [,,.1 do referido triangulo vale:

1\? 1 . 2pis o1
li—l-l:(@) +li+1_2’a'ln+l'COS36 = (I): - cos 36 :@ =

on " 1

lpy1 = = i1 = = [ =
9 cos 360 - P2 1 +

| e

2'_.(1)271 (I)n+17
2

1 1 1
767 @7 @7)

mostrando entao que a Figura|3.10| gera a sequéncia (1
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(@) (b)

Figura 3.15: Triangulos destacados num pentagono regular.
Figuras feitas pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

Podemos encontrar outras relagoes envolvendo o Niimero de Ouro no pentagrama e
no pentagono regular. Para uma referéncia, consultar [8] e [12].

Na Antiguidade, o pentagrama era venerado, principalmente, pelos pitagoricos. S6
para se ter uma ideia dessa veneracao, o pentagrama era usado como simbolo dessa
irmandade que o chamava de “Satude”, e que por essa insignia se reconhecia um membro

associado.

Um escritor grego, Iamblicos, conta-nos que um membro da comunidade pi-
tagoérica, distante de sua casa, por motivo de viagem, passou uma noite em
uma estalagem de beira de estrada. Caiu enfermo e a despeito dos cuidados
do simpatico estalajadeiro, que tentou, com consideraveis despesas, restaurar-
lhe a saude, faleceu. Antes de morrer, reconhecendo que a sua situagao era
desesperadora e vendo-se incapaz de recompensar seu anfitriao, ele conseguira
uma tabua e nela inscrevera um pentagrama. Entregando-a ao estalajadeiro,
pediu-lhe que fosse afixada em local onde todos os passantes pudesse vé-la. No
devido tempo, um cavaleiro de passagem avistou o simbolo. Desmontando, fez
perguntas e, ao ouvir a histéria do estalajadeiro, recompensou-o generosamente
(HUNTLEY, 1985, p. 41).

Dos solidos regulares (ou solidos platdnicos) existentes — solidos cujas faces sao poli-
gonos equilateros e idénticos, a saber: o tetraedro (com quatro faces triangulares), o cubo
(com seis faces quadradas), o octaedro (com oito faces triangulares), o dodecaedro (com
doze faces pentagonais) e o icosaedro (com vinte faces triangulares), o dodecaedro era o
mais venerado justamente porque suas faces sao pentagonos regulares.

O fascinio dos pitagoricos com o pentédgono regular e com o pentagrama é um grande
indicio de que eles ja tinham conhecimento da Razao Aurea, ou seja, de que os pitagoricos
tinham conhecimento da incomensurabilidade do lado de um pentagono regular com sua

diagonal, o que implica no conhecimento dos ntimeros irracionais.



Capitulo 4
Manifestacoes e aplicacoes

“Descobri os segredos do mar meditando sobre uma

gota de orvalho”.

Khalil Gibran

A Sequéncia de Fibonacci ficou famosa nao apenas porque esta associada & reprodu-
¢ao de coelhos. Para além de sua conexao com a referida reproducao e com o Nimero de
Ouro, a Sequéncia de Fibonacci esta associada a diversos fenémenos tais como num com-
portamento da luz, na arvore genealdgica de um zangao, na bolsa de valores, no Triangulo

de Pascal, no crescimento das plantas, no formato de diversos seres vivos, etc.

Neste capitulo, além de fazermos uma abordagem de algumas dessas conexoes, faremos
uma descricao da aplicagao da Razao Aurea no campo das artes e da arquitetura, bem
como, buscaremos desmistificar algumas crencas quanto a sua aplicagdo ao longo dos

tempos.

4.1 Comportamento da luz

Consideremos um sistema formado por duas placas de vidro colocadas face a face, com
diferentes indices de refracao. Analisaremos o nimero de caminhos distintos percorridos
por um raio de luz em fun¢ao do numero de reflexées, Figura[d.1] levando em conta que o

ntmero de reflexoes internas de um raio de luz antes de emergir é potencialmente infinito.

Podemos verificar que quando nao ocorre nenhuma reflexdo, teremos um tnico ca-
minho, para uma reflexao, dois caminhos distintos, para duas reflexdes, trés caminhos
distintos e, assim por diante. Notemos, entao, que as quantidades de caminhos descritos
pelo raio de luz formam a Sequéncia de Fibonacci com supressao do primeiro termo, isto
é, chamando o numero de reflexdes de n, o nimero de caminhos correspondentes f(n)

serd um numero de Fibonacci.

23
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Figura 4.1: Reflexoes e refragoes de um raio de luz em placas de vidro.
Figura feita pelo autor usando o software Core]DRAW X6.

4.2 Arvore genealbdgica de um zangao

Os Numeros de Fibonacci também surgem de maneira inusitada na arvore genealogica
de um zangao, o macho da abelha.

Os ovos das abelhas que sao fertilizados geram abelhas, enquanto os ovos nao fertili-
zados geram zangoes. Disto, podemos dizer que uma abelha tem “pai” e “mae” enquanto
um zangao tem apenas “mae”. Sendo assim, um zangao tem uma mae, dois avos (os pais
de sua mae), trés bisavos (os dois pais da avo mais a mae do avo), cinco trisavos (dois pais
para cada bisavo e uma mae para o seu bisavo), etc. Os numeros encontrados nessa arvore

genealogica, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..., formam a Sequéncia de Fibonacci, conforme a Figura[4.2]

4.3 Triangulo de Pascal

O Triangulo de Pascal é um dos padroes numéricos mais notaveis da Matematica. A

sua construcao ¢ muito simples e segue abaixo:

O WO NO RO O
— W DN
N W DN
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Figura 4.2: Arvore genealdgica de um zangao até a sexta geracao.
Figura feita pelo autor usando o software Core]DRAW X6.

|
onde (Z) = (n—n—k)'k" comn € NU{0} e k=0,1,...,n, ¢ chamado de nimero

binomial, pois estes formam os coeficientes do Binémio de Newton (a + b)".

Substituindo os binomiais acima pelos seus respectivos valores, o Triangulo de Pascal

passa a ter a seguinte forma:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Este padrao numérico apresenta propriedades notaveis que sao objeto de investigacao
até os dias de hoje. Entretanto, o que nos interessa aqui, é o surgimento dos Ntuimeros de
Fibonacci no mesmo, conforme Figura [£.3]

Teorema 4.1. A soma dos elementos da n-ésima “diagonal inversa” do Tridngulo de

Pascal é o nimero de Fibonacci fr11.

Demonstrag¢ao. Denotaremos a soma dos elementos da n-ésima diagonal inversa por F,.
Primeiramente, observamos que paran =0, 1, 2, temos Foy =1= f1, 1 =1= fy e
Fy=2=f;.
Se conseguirmos mostrar que F, 1 + F,, = F, 9, para todo n > 2, teremos finalizado

a prova.
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Figura 4.3: Triangulo de Pascal e a Sequéncia de Fibonacci.
Figura feita pelo autor usando o software Core]DRAW X6.

oo [0 C5) HO ()59
(- QR )
s v s, (1) + ()= (247), o (121 -

2
(n + ) = 1, obtemos:

0
n -+ 2 n+1 n n—1
Fn+1+Fn—( ! )+( 1 )+(2)+< } >+_F

como queriamos demonstrar.

4.4 A Sequéncia de Fibonacci e a Geometria da Vida

Em Boténica, usa-se o termo filotazia, do grego phyllotaxis (“arranjo de folhas”), para
se referir ao modo das folhas se distribuirem nos galhos das plantas ou dos talos se dis-
tribuirem ao longo de um ramo. Veremos que tais distribuigoes, surpreendentemente,
tendem a coincidir com os Nameros de Fibonacci (Figura [4.4).

Mas nao é apenas o zodlogo com seus coelhos ou o entomologista com suas
abelhas que tém o prazer de ter contato com o niimero de ouro em seus estudos.
O botéanico também tem este privilégio, pois o encontra em suas diferentes areas
de estudo, no arranjo das folhas, na estrutura das pétalas, na composicao das
florestas e na distribuicao de folhas em torno de um ramo de algumas plantas,
etc. (CONTADOR, 2011, p. 206).
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Figura 4.4: Sequéncia de Fibonacci no mundo vegetal.
Fontes: [8] e [17].

Consideremos uma planta qualquer que cresca verticalmente. Tomando uma folha
qualquer como referéncia e contando as folhas seguintes até chegar a outra folha com a
orientagao mais proxima da folha de referéncia, teremos certamente um ntmero de Fibo-
nacci que chamaremos de ¢q. Da mesma forma, encontraremos um nimero de Fibonacci,
que chamaremos de p, se contarmos o nimero de voltas da espira]El que se percorreu até
chegar a folha desejada. O quociente p/q é chamado pelos boténicos de divergéncia ou
razao filotdtica, a qual serve para descrever a separacao angular das bases de duas folhas
sucessivas ao longo de um galho.

Na Figura [£.4+b, partindo do ramo 1 precisaremos de 3 voltas completas para chegar-
mos no ramo 8§ que estara praticamente na mesma posicao e acima do 1° ramo. Logo, a
razao filotatica dessa planta é 3/8.

Nas tilias americanas, a razao filotatica é 1/2, pois normalmente as folhas nascem em
dois lados opostos, o que corresponde & metade de uma volta em torno dos ramos. Na
amoreira, aveleira e faia, encontraremos, geralmente, 3 folhas dispostas em uma volta,
logo a razao filotatica é 1/3. No carvalho, macieira e damasqueiro, encontraremos, nor-
malmente, 5 folhas dispostas ao longo de 2 voltas (razao filotatica 2/5). No salgueiro
chordo e na pereira, encontraremos, geralmente, 8 folhas distribuidas em 3 voltas (razao
filotatica 3/8). Notemos, nestes exemplos, que de fato os termos das razoes filotaticas
tendem a ser Numeros de Fibonacci.

Destas observagoes, concluimos que as folhas nao crescem diretamente uma sobre a

outra, e sim em pontos com espacamento bem regular de forma a otimizar sua exposicao

IEspiral tracada da rafz da planta para o sentido de crescimento dela. Tal espiral recebe o nome de
espiral generativa.
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a chuva, ao sol e ao ar. E isso que nos diz Contador (2011, p. 213):

E facil entender porque as folhas ao longo de um ramo de uma planta ou os
galhos em torno do caule tendem a crescer de forma espiralada. Acontece que
esta forma propicia um melhor aproveitamento de sua exposi¢ao ao sol, a chuva
e ao ar. Observe o leitor que as folhas nao crescem uma em cima da outra, este
posicionamento certamente prejudicaria as folhas de baixo.

Devido a constante presenca dos Numeros de Fibonacci na filotaxia, a qual permite
uma distribuicao bem regular de folhas e galhos, é de se conjecturar que o espacamento
angular entre folhas sucessivas, medido através da espiral generativa, tenda a ser um
angulo fixo.

Em 1837, os irmaos Bravais descobriram que a separacao angular entre folhas suces-
sivas tendem de fato a ser um angulo fixo, conhecido como dngulo dureo cujo valor, em
geral, ¢ proximo de 137,5° = 360°/®2. E mais uma vez, encontramos o Numero de Ouro
na Natureza. E para nossa maior surpresa, o angulo que divide uma volta completa na
Proporcao Aurea é 360° J® = 2225° e como este angulo é maior do que meia volta,
pegaremos entao o seu replemento que ¢ 360° — 222,5° = 137,5°, justamente o angulo
aureo.

A Figura[d.5|mostra o ramo de uma planta e um corte da mesma no sentido transversal,
onde as folhas sao numeradas de acordo com a ordem em que aparecem. Sendo assim, a
folha de ntimero 1, a mais baixa, é a primeira. Observamos no corte transversal que as

folhas sucessivas formam angulos aproximadamente iguais.

Figura 4.5: Espacamento angular entre as folhas de uma planta.
Fonte: [26].

No mundo vegetal, a Sequéncia de Fibonacci nao esta apenas presente na disposigao
de folhas e galhos. Podemos observar num abacaxi, Figura 4.6, uma manifestacao de rara
beleza de filotaxia, onde a referida sequéncia se faz presente nas espirais formadas pelos
gomos das cascas. Cada gomo tem a forma aproximada de um hexagono e é parte de 3
diferentes espirais que se cruzam. Geralmente, cada uma destas espirais se distribuem em
grupos de 8, 13, 21 ou 34 espirais paralelas em diferentes inclinagoes. Todos eles, Niimeros
de Fibnacci.

De forma semelhante, encontramos o mesmo padrao nas pinhas onde as suas pétalas

estao distribuidas de modo que formam duas espirais, uma para a direita e outra para
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Figura 4.6: Abacaxi e suas espirais.
Fonte: [12].

a esquerda, conforme Figura [4.7] Tais espirais seguem, quase sempre, os Numeros de
Fibonacci, ja que uma pinha possui normalmente 5 e 8 ou 8 e 13 espirais.
Também encontramos padrao parecido na distribuicao das pétalas da alcachofra, onde

normalmente apresenta 5 e 8 linhas paralelas de pétalas, Figura [1.7]

Figura 4.7: A esquerda 2 pinhas e & direita 2 alcachofras.
Fonte: [12].

Podemos encontrar muitas outras situagoes da presenca dos Numeros de Fibonacci
no mundo vegetal. S6 para dar mais exemplos, segue na Figuras [4.8] alguns exemplos de
flores com os seus respectivos nimeros de pétalas. Todos eles Niimeros de Fibonacci.

Nao poderfamos deixar de falar do girassol, cuja beleza nos encanta. Olhando com
atencao o seu nucleo, Figura [£.9] notamos que suas sementes estao distribuidas em vérias
espirais nos sentidos horério e anti-horario. O ntimero dessas espirais depende do tamanho
do girassol e, para nossa nao mais surpresa, tendem a ser Numeros de Fibonacci ou
numeros vizinhos a estes. O mais comum é que existam 34 espirais em um sentido e 54
espirais no outro. Mas, também, encontramos girassois com 21 e 34 espirais, 55 e 89
espirais e, mais raramente, com 89 e 144 espirais.

[gualmente os girassois, as margaridas, Figura também seguem esse padrao, na
qual suas sementes se distribuem, geralmente, em 13, 21 ou 34 espirais.

Analisando, agora, o arranjo de pétalas de uma rosa com sua exuberante beleza,
também encontraremos a Razdo Aurea. Célculos mostram que os angulos que definem
as posicoes das pétalas em fragoes de uma volta completa, sao partes fracionarias de

multiplos simples de ®. Na Figura [£.10, segue uma ilustragdo onde a pétala 1 esta a
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Tasneira com 13 pétalas Margarida com 34 pétalas

Figura 4.8: Exemplo de flores com seus respectivos niimeros de pétalas.
Fonte: [8].

Figura 4.9: Girassol e a representagao esquematica de suas sementes.
Fonte: [18].

1
0,6180 de uma volta completa da pétala 0 (ou 1 - p = 0,6180), a pétala 2 esta a 0,236

1
de uma volta completa da pétala 1 (ou 2 - 3= 1,236), etc.

Uma pergunta que normalmente se faz é: por que na filotaxia as folhas sucessivas
tendem a ser separadas por um angulo de 137,5°, o angulo aureo? Uma resposta é dada
pelas teorias que se concentram na geometria da configuragao.

Livio (2011, p. 134) cita os trabalhos seminais dos mateméticos Harold S. M. Coxeter
e I. Adler e do cristalografo N. Rivier que mostram que botoes de flor sao distribuidos
de forma mais eficiente se forem colocados ao longo de uma espiral generativa separados
pelo angulo &ureo.

Isso é evidente, pois caso contrario, se pensarmos que o angulo divergente fosse, diga-

mos, de 60° (igual a 360°/6), ou qualquer outro multiplo racional de 360°, as folhas iriam
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Figura 4.10: Representagao esquematica das pétalas de uma rosa.
Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

se alinhar radialmente, nesse caso, ao longo de 6 linhas, deixando grandes espacos no
meio. Isso ndo acontece se o angulo divergente for aureo, como bem elucida Livio (2011,
p. 134):

[...] um angulo divergente como o Angulo Aureo (que ¢ um multiplo irracional
de 360 graus) garante que os botdes de flor ndo se alinhem ao longo de qual-
quer direcdo radial especifica e encham o espaco de modo eficiente. O Angulo
Aureo prova que é ainda melhor que outros mltiplos irracionais de 360 graus
porque a Razao Aurea é o mais irracional de todos os niimeros irracionais no se-
guinte sentido. Lembre-se de que a Razdo Aurea é igual a uma fracio continua
composta inteiramente de uns. Essa fracao continua converge mais lentamente
do que qualquer outra fracdo continua. Em outras palavras, a Razdo Aurea
estd mais longe de poder ser expressa como uma fragdo do que qualquer outro
ntmero irracional.

Ainda segundo Livio (2011, p. 134-135), um algoritmo matematico simples foi usado
por um grupo de cientistas da Université de Provence em Marselha (Franga), liderados
por N. Rivier para mostrar que quando o angulo aureo é usado como sendo o angulo de

crescimento, obtém-se estruturas que se parecem com girassois reais (Figura [4.11]).

Figura 4.11: Estrutura parecida com o niicleo de um girassol.
Fonte: [17].

Uma outra teoria que procura dar uma justificativa sobre a tendéncia da presenca do

angulo aureo no mundo vegetal, sugere uma causa verdadeiramente dinamica para ela.
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Para uma referéncia, consultar [11], onde no Capitulo 4 encontra-se uma descri¢do de
experimentos em Fisica feitos por Douady e Couder.

No final do Capitulo 3, vimos que a presenca da Razao Aurea no pentagono regular é
farta. Talvez, entao, esse seja o motivo da Natureza ter escolhido essa forma geométrica
para dar forma a varios seres vivos. S6 para citar alguns exemplos dentre os milhares que
existem, temos a estrela do mar, o jasmim estrela, a flor de cera e a petunia.

Para Contador (2011, p. 204-205), talvez nao seja uma mera coincidéncia a relagao
entre nimeros e as caracteristicas de alguns entes da Natureza:

Todas as plantas que possuem a forma pentagonal estao ligadas diretamente &
Proporcao Aurea ou 4 seccao aurea, pois ela estd em seu interior. Também sem
dificuldades podemos dizer que elas estao ligadas diretamente ao nimero cinco.
A secgao aurea estd presente em todas as flores que possuem cinco pétalas ou
um nimero multiplo de cinco, caracteristica comum das flores das plantas que
dao frutos comestiveis. Talvez seja mera coincidéncia, possuirmos exatamente
cinco dedos em cada uma das maos. Logo o ntimero cinco se caracteriza pelas
estruturas das formas vivas, ja4 os nimeros seis e o oito, sao caracteristicos da
geometria das estruturas minerais. E interessante salientar que as plantas que
possuem uma estrutura ligada ao nimero seis, como a tulipa ou a papoula, sao
em sua maioria venenosas ou servem como fornecedoras de drogas Medicinais
para o homem.

Tudo o que vimos aqui em filotaxia nao nos garante que podemos sair por ai encon-
trando, na maior parte das vezes, esse padrao no mundo vegetal. Para Livio (2011, p.
136), o crescimento da planta também depende de outros fatores além do espagamento
ideal. Consequentemente, as regras de filotaxia que descrevemos nao podem ser vistas
como algo que se aplica a todas as circunstancias como se fosse uma lei da Natureza. Em
vez disso, nas palavras do famoso matematico canadense Coxeter, elas sao “apenas uma
tendéncia fascinantemente predominante”.

Os Numeros de Fibonacci também estao, abundantemente, presentes no reino animal e
na Natureza de um modo geral, onde suas manifestagoes se dao, quase sempre, através da
espiral de ouro. Este tipo de espiral possui um padrao de crescimento conhecido como “lei
da natureza” e se encontra presente, além das sementes dos girassois, em algumas conchas
do mar, em alguns chifres de animais, no formato de algumas galaxias, etc., conforme
Figura [4.12]

Um dos exemplos mais fantasticos dessa manifestagao acontece numa concha marinha
onde mora o molusco Nautilus pompilius. A medida que esse molusco cresce dentro da
concha, ele constroi camaras cada vez maiores, onde as menores sao fechadas por nao
serem mais usadas. Tais cAmaras sucessivas estao relacionadas, aproximadamente, na
Razdo Aurea. Dessa forma, o molusco vé uma “casa’ idéntica durante toda a vida. Isso
acontece devido a propriedade de autossimilaridade presente nas espirais dureas.

Vimos no Capitulo 3 que a espiral aurea é também conhecida como espiral equiangular,
pois se desenharmos uma linha reta a partir do seu polo, esta linha cortard a curva em
angulos congruentes. Esta é justamente a propriedade usada pelos falcoes-peregrinos ao
atacar suas presas. Curiosamente, este predador poderia seguir uma trajetoria retilinea,
a qual é mais curta, e nao espiral, Figura[1.13] j4 que naquela o mesmo atingiria seu alvo

num menor intervalo de tempo.
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Nautilus pompilius Redomoinho

Figura 4.12: Formas espiraladas na Natureza.
Fontes: [6], [8] e [23].

Figura 4.13: Falcao-peregrino perseguindo sua presa.
Fonte: [17].

Intrigado com esta questao é que o bidlogo Vance A. Tucker, da Universidade de Duke,
na Carolina do Norte (EUA), concluiu, depois de muitas observagdes e experiéncias, que
como os olhos dos falcoes-peregrinos ficam nas laterais de suas cabecas, eles precisariam
inclinar a cabeca de 40° de um lado para o outro, o que os deixariam mais lentos, caso
seguissem uma trajetoria retilinea. Devido a propriedade equiangular da espiral aurea,
esses falcoes perseguem suas presas, através de uma trajetoria espiralada, estando as

mesmas no polo da espiral, mantendo a visao fixa a elas.
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Os Numeros de Fibonacci também estao presentes na forma de muitos animais. Dentre
eles podemos citar, de acordo com [12], o corpo do escorpiao o qual consiste de duas partes,
o rabo contendo 5 pares de membros e sua barriga contendo 8 segmentos. Existe uma
espécie de lagosta que possui 5 pares de pés na qual cada pé consiste em 5 porgoes, 5
penas na calda e sua barriga consiste em 5 segmentos.

A carapaca da tartaruga possui 13 placas, nas quais 5 delas estdao no centro e as
outras 8 na periferia, 5 dedos nas patas e a espinha dorsal possui 34 vértebras. O tronco
do crocodilo contém 55 placas. Varios animais possuem, aproximadamente, 13 0ssos no

seu esqueleto e 34 ou 55 vértebras (o cervo gigante tem 34 vértebras e a baleia, 55).

4.5 O Numero de Ouro no Corpo Humano

Para encontrarmos o Numero de Ouro na Natureza nao é preciso irmos muito longe,
pois existe em nosso corpo uma tendéncia incrivel dela se manifestar. Tal tendéncia ocorre
desde o formato espiralado da orelha até o umbigo dividindo todo o comprimento do corpo
nessa razao.

Apesar de haver evidéncias de que na Grécia Antiga ja se conhecia a presenca do
Numero de Ouro no corpo humano, esse fato s6 passou a ser analisado, com maior precisao,
no Renascimento, a partir do conceito do Homem Vitruviano.

O Homem Vitruviano, Figura [4.14] foi desenhado por Leonardo da Vinci’] em 1492
depois dele ter lido o livro De architectumﬂ onde esté escrito: o corpo humano constroi-se
a partir do circulo e do quadrado. Tal conceito representa o corpo humano deitado de
barriga para cima, com as pernas e bragos estendidos podendo ser inscrito num circulo
com centro no umbigo, assim como no quadrado.

Hoje, conhecemos varias razoes em mnosso corpo que tendem a ser aureas. Segue,

abaixo, algumas delas:

e Razao da altura total pela altura do umbigo.

e Razao entre a medida que vai do ombro até a ponta do dedo médio pela medida do

cotovelo até a ponta do dedo médio.
e Razao da altura dos quadris pela altura dos joelhos.
e Razao da medida da cintura até a cabeca pela medida da cintura até o térax.

e Razao do tamanho dos dedos pela medida da dobra central até a ponta.

2Leonardo di Ser Piero da Vinci (1452-1519), foi um génio italiano que se destacou como pintor,

cientista, matemaéatico, misico, engenheiro, anatomista, escultor, arquiteto, botanico, poeta e inventor. E
ainda conhecido como o precursor da balistica e da aviagao e como um dos maiores pintores de todos os
tempos. Para muitos, ele foi a pessoa dotada de talentos mais diversos a ter existido.

3Livro escrito pelo arquiteto e engenheiro romano Marcus Vitruvius Pollio, mais conhecido como
Vitravio, que viveu no Século I a.C..
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Figura 4.14: Homem Vitruviano.
Fonte: [18].

e Razao da medida da dobra central até a ponta pela medida da segunda dobra até a

ponta.
e Etc.

Alguns estudos apontam que existe uma relagao aurea entre a harmonia do sorriso e
a dentigao. A Figura a mostra os dentes frontais na Razdo Aurea, um em relacio ao
outro, ou seja, a largura do incisivo central com a largura do incisivo lateral; a largura do
incisivo lateral com a largura do canino e a largura do canino com a do primeiro pré-molar,
estdo na Razdo Aurea.

Na Figura [4.15}b, temos uma face relaxada na qual a linha dos labios divide a medida
que vai do queixo até a ponta do nariz na Razdo Aurea. Para maiores detalhes da Razdo

Aurea na odontologia, consultar [§] e [19].

Figura 4.15: Proporcio Aurea nos dentes.
Fonte: [g].
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4.6 Aplicagoes do Nimero de Ouro

Apesar do Nimero de Ouro ter sido considerado ao longo dos séculos sindénimo de
harmonia e beleza, nao é verdade, ou ao menos nao se pode afirmar com contundéncia, que
o mesmo foi utilizado em muitas obras, tais como em algumas arquiteturas da Antiguidade
e em algumas pinturas do Renascimento, como querem os aficionados da Razao Aurea
nos fazer cré.

As Piramides de Gizé no Egito, construidas por volta de 2500 a.C., o Partenon, cons-
truido na Acropole de Atenas (Grécia), no Século V a.C. e algumas pinturas feitas durante
o Renascimento, Figura [£.10], estdo entre as obras que mais foram “vitimas” de malaba-
rismos numéricos feitos por numeristas aureos que, ao longo dos tempos, querem nos
convencer de que em tais obras foi feito o uso da Proporcio Aurea e, que até hoje, essa

afirmagao é reproduzida em livros e artigos. Para maiores detalhes, consultar [17].

ST

O Nascimento de Vénus de Sandro Botticelli ‘ A O Partenon

. As Pirdmide;c—ie Gizeé Mona Lisa de Leonardo da Vinci

Figura 4.16: Exemplos de obras com o suposto uso da Razdo Aurea.
Fontes: [6] e [18].

E de consenso, entre os pesquisadores da area, que a partir do livro De arquitectura
(Século 1 a.C.), escrito por Vitrivio, a Razio Aurea deixou de ser apenas um conceito
estudado e explorado na Matematica para fazer parte da Arquitetura e da Arte. Esta
obra aborda a relacao da arquitetura com as proporcoes do corpo humano, que ja sabemos
tenderem a se aproximar do Nimero de Ouro.

No entanto, a Razao Aurea s6 passou a ganhar um status maior dentro da Matematica,
bem como fora dela, a partir de alguns pintores e matemaéticos renascentistas. Neste
contexto, destacaram-se o alemao Albrecht Diirer (1471-1528) e os italianos Leonardo da
Vinci, Piero della Francesca (1415-1492) e o monge franciscano Luca Pacioli (1445-1517).
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Pacioli merece um destaque especial, pois dentre suas obras, o Summa, publicado em
1494, e o Tratado em trés volumes, Divina proportione (A Propor¢ao Divina), publicado
em 1509, merece atencao especial esta tltima por ter sido o primeiro escrito em Matema-
tica dedicado & Razdo Aurea, onde é apresentada, de forma detalhada, as propriedades

da referida razao, a qual ele se refere como a “Divina Proporgao”.

No quinto capitulo do primeiro volume de A Propor¢ao Divina, Pacioli apresenta cinco
razoes pelas quais acredita ser Propor¢do Divina o nome apropriado para a Razao Aurea,
como nos diz Contador (2011, p. 159-160):

e A primeira consiste no fato de que a Proporg¢ao Aurea é tnica e, pelo fato
de ser tnica, de acordo com as doutrinas filoséficas, é uma propriedade
somente atribuida a deus.

e A segunda propriedade é o fato de que sua construgao depende de trés
elementos assim como a da santissima trindade, que é expressa nas trés

pessoas, o Pai, o Filho e o Espirito Santo.

e A terceira propriedade consiste no fato de como deus, que nao pode ser
determinado e esclarecido por nenhuma palavra, nossa proporcao nao

pode ser expressa por um numero racional.

e A quarta propriedade foi associada por Pacioli & onipresenca e a invari-
abilidade de deus a Proporgao Aurea, uma vez que esta tem sempre o
mesmo valor e nao depende do tamanho da linha a ser dividida ou do

tamanho do pentdgono no qual a proporgao é calculada.

e A quinta propriedade vem de que a deus é conferido todo o cosmo através
da quinta esséncia, esta representada pelo dodecaedro, entao & Propor-
¢ao Aurea confere o simbolo do dodecaedro que nao pode ser construido

sem a dita proporgao.

E também importante destacar que o segundo volume de A Propor¢io Divina é um
tratado de arquitetura baseado no trabalho de Vitravio, o qual apresenta regras que devem
ser levadas em consideracao na construcao civil. Toda a obra tem cerca de 60 ilustracoes

genialmente feitas por Leonardo da Vinci.

Mesmo apesar de muitos pintores e matematicos terem tido contado com A Proporcao
Divina de Pacioli, ndo se pode afirmar, com certeza, que eles usaram a Razdo Aurea
em seus trabalhos. Concentrando um pouco na figura de Leonardo da Vinci que teve
o seu primeiro contato com Pacioli em 1497 — existem evidéncias de que Leonardo so
passou a conhecer a Razdo Aurea a partir dessa parceria, alguns autores ainda continuam
insistindo em afirmar que mesmo nas obras concluidas antes dessa data, como a “Virgem
dos Rochedos”, “uma cabecga de anciao”, “Sao Jeronimo” e a “Mona Lisa”, foi feito o uso

dessa razao. A Figura [4.17] apresenta duas dessas obras.

Com relagao & Mona Lisa, sua obra mais famosa, vejamos o que nos diz Livio (2011,
p. 186-187):



68 4. Manifestagoes e aplicagoes

Figura 4.17: A esquerda Sdo Jerénimo e a direita a Virgem dos Rochedos.
Fonte: [§].

[...] Ela foi tema de tantos livros de especulagoes contraditorias de estudio-
sos e populares que é praticamente impossivel se chegar a qualquer conclusao
inequivoca. E supoe-se que a Razdo Aurea deveria ser encontrada nas dimen-
soes de um retangulo em torno do rosto da Mona Lisa. Na falta de qualquer
indicagao clara (e documentada) do lugar exato onde esse retangulo deveria ser
desenhado, essa ideia representa apenas outra oportunidade para malabarismos
numéricos.

Podemos encontrar em [17] uma analise das obras de Leonardo da Vinci que foram
citadas até aqui. Embora existam muitas davidas sobre o uso da Razao Aurea pelo proprio
Leonardo da Vinci que, além de amigo de Pacioli, foi ilustrador de A Propor¢ao Divina,
entdo isso significa que mais nenhum outro artista (das mais diversas areas) a usou?

A resposta é nao. SO pra citar alguns icones das artes visuais, temos o francés Paul
Sérusier (1864-1927), o italiano Gino Severini (1883-1966), o americano Jay Hambidge
(1867-1924), a russa Marie Vorobéva (1892-1984), conhecida como Marevna, o espanhol
Juan Gris (1887-1927), o lituano Jacques Lipchitz (1891-1973), e os brasileiros, Candido
Portinari (1903-1962) e a professora Anita Malfatti (1889-1964), usaram a Razdo Aurea
em suas obras.

Um dos exemplos mais conhecidos do uso da Razao Aurea ocorre no “Sacramento da
Ultima Ceia”, Figura , do artista espanhol Salvador Felipe Jacinto Dali Doménech
(1904-1989), conhecido como Salvador Dali. Esta obra foi pintada num retangulo aureo,
onde as duas pessoas ajoelhadas em frente da mesa sao responsaveis pela divisao aurea do
retdngulo maior. Acima dos personagens pode ser visto parte de um dodecaedro (poliedro
formado por 12 pentagonos regulares) que sabemos ser dotado da Razao Aurea.

Merece destaque especial, aqui, o famoso arquiteto e pintor suico-francés Charles-
Edouard Jeanneret (1887-1965), mais conhecido como Le Corbusier que foi um dos mais
importantes defensores da aplicacdo da Razao Aurea na Arquitetura e na Arte.

Le Corbusier prop6s um sistema de medidas proporcionadas a que deu o nome de Mo-
dulor. Esse sistema de medidas forneceria “uma medida harmonica para a escala humana,

universalmente aplicavel na arquitetura e na mecanica”’, no sentido da famosa frase de
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Figura 4.18: O Sacramento da Ultima Ceia de Salvador Dali.
Fonte: [23].

Protagoras (Século V a.C.): “O homem ¢é a medida de todas as coisas”. Para Contador
(2011, p. 162):

Le Corbusier propds um sistema de medidas para seus projetos arquitetonicos
inteiramente baseado nas proporgoes humanas. Acreditava ele que seu sistema
de medidas iria satisfazer tanto as exigéncias de beleza, por derivar da Propor-
cao Aurea, quanto as exigéncias funcionais, pois também estava relacionado
as medidas do homem, seu sistema recebeu o nome de Modulor, (modulo de
ouro), figura a seguir. Para ele, seria um instrumento universal, pois uma vez
que era baseado nas propor¢oes do ser humano, seria de facil execugao e podia
ser usado no mundo inteiro levando racionalidade e beleza.

O Modulor era baseado na estatura média do ser humano, 1,75m. Mas, devido ao

aumento da estatura média da populagao europeia, Le Corbusier passou a usar a estatura
de 1,83 m, conforme Figura

Na realidade, o Modular é simplesmente uma tabela cuja construcao é baseada no
Nuamero de Ouro, na Sequéncia de Fibonacci e nas proporcoes médias humanas. Ela
foi baseada em trés medidas basicas, 43cm, 7T0cm e 113 e¢m. Percebemos, de imediato,
que 113 = 70 4+ 43 e 113/70 = 1,6142 que, na préatica, é igual ao nimero ®. Verificamos
também que 43 é, na pratica, o ponto dureo de 70, assim como 27 é de 43, e que 27 = 70—43
e, assim por diante.

Segundo Contador (2011, p. 162), foi usando esse raciocinio que Le Corbusier, partindo
de 113, construiu, nos dois sentidos, uma série de secgoes dureas a que chamou de série

vermelha:

4, 6, 10, 16, 27, 43, 70, 113, 183, 296

Segue na Figura[4.20] alguns exemplos de obras onde Le Corbusier fez uso do Modulor.
O grande arquiteto brasileiro Oscar Niemeyer (1907-2012), que era confesso seguidor
de Le Corbusier, criou junto com ele uma parceria de sucesso internacional onde nasceu o
projeto da sede do Ministério da Educagao e Satide chamado palacio Gustavo Capanema,

no Rio de Janeiro.
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Figura 4.19: O Modulor.
Fonte: [11].

Residéncia suburbana em Paris

Chapel de Notre Dame du Haut

Figura 4.20: Obras arquitetonicas cujos projetos foram de Le Corbusier.
Fontes: [11] e [I§].

Embora muitos artistas, principalmente, das artes visuais, dos Séculos XIX e XX,
usaram em algum momento a Razdo Aurea, ndo é verdade que o pontilhista francés Geor-
ges Seurat (1859-1891) e o pintor holandés Piet Mondrian (1872-1944) fizeram uso dessa
razao. Da mesma forma que nao existe base concreta para se afirmar que os composi-
tores, o genial vienense Wolfgang Amadeus Mozart (1756-1791), o htingaro Béla Bartok
(1881-1945) e o francés Claude Debussy (1862-1918) fizeram uso da Divina Proporgao

em suas composigoes musicais. Para uma analise detalhada, consultar [17].



Capitulo 5

Sugestoes de atividades para a sala de

aula

Segue, neste capitulo, algumas sugestoes de atividades para a sala de aula referentes
a alguns dos topicos abordados neste trabalho.

Tais sugestoes se constituem em atividades que buscam promover uma discussao e
reflexao de padroes e conexoes presentes nos temas abordados. Neste sentido, as atividades
devem ser desenvolvidas e discutidas pelos alunos em pequenas equipes para, na sequéncia,
serem apresentadas a todos os colegas.

Neste contexto, cabe ao professor intermediar as discussoes através de questionamentos
dirigidos aos alunos, tanto no acompanhamento das discussoes nas equipes quanto no

momento da apresentacao.

5.1 Deduzindo a Sequéncia de Fibonacci

Puablico

Alunos do 9° Ano do Ensino Fundamental e do 1° Ano do Ensino Médio.

Material

Lépis, borracha e atividade impressa.

Tempo previsto

Trés horas/aulas.

Objetivos

e Deduzir a Sequéncia de Fibonacci.

71
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e Promover trabalhos em equipes e realizar interacao de respostas obtidas por outras

equipes.
e Instigar a busca de relagoes entre as solugoes das atividades propostas.

e Trazer a Matematica para o cotidiano do aluno e mostrar sua presenca em varias

situagoes de uma maneira clara e objetiva.

e Mostrar que a Matematica apresentada nesse topico pode ser trabalhada até mesmo

com alunos que apresentam dificuldades.

e Despertar a atitude positiva em relacao a Matemaética, valorizando sua logica, sua

utilidade e sua beleza.

Pré-requisitos

Nogoes basicas de Numeros Inteiros e Sequéncias Numéricas.

Desenvolvimento da atividade

Inicialmente, o professor devera expor que a solucao das trés atividades propostas
formam a chamada Sequéncia de Fibonacci cuja importancia reside no fato dela aparecer,
além das situagoes referentes nas trés atividades, em situagoes completamente inesperadas,
como na disposicao dos galhos de uma arvore, na arvore genealégica de um zangao e nas
formas espiraladas de redemoinhos, de algumas galaxias e de algumas conchas de moluscos.

Em seguida, o professor devera organizar os alunos em pequenas equipes e, entao,
explicar as atividades propostas. Concluidas as atividades, cada equipe apresentara aos
demais colegas os seus resultados.

Apos as apresentacoes das resolucoes das atividades, o professor fara a defini¢ao formal
da Sequéncia de Fibonacci, destacando o seu aspecto recursivo (sua lei de formagao é a
de que qualquer termo, a partir do terceiro, é igual & soma dos dois termos anteriores,
cujos termos iniciais sdo iguais a 1), e ressaltando que mesmo apesar do nimero 1 nao ser
o segundo termo da sequéncia obtida nos problemas das Atividades 1 e 2, tal sequéncia

pode ser considerada a Sequéncia de Fibonacci com supressao do primeiro termo.

ATIVIDADE 1

Uma pessoa estd subindo uma escada. Supondo que ela consiga subir de uma s vez
dois degraus, no mdrimo, ou seja, ela pode subir um ou dois degraus de cada vez, de

quantas maneiras diferentes essa pessoa pode subir uma escada de 6 degraus?

Vamos representar por M,, o nimero de maneiras que a pessoa tem para subir uma

escada de n degraus. Se existe somente um degrau, certamente, s6 ha uma maneira de
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subir a escada, M; = 1. Se a escada possui dois degraus, a pessoa pode subir os dois
degraus de uma s6 vez ou subir um de cada vez, isto é, My = 2. Se existem trés degraus,
existem 3 maneiras de subir a escada: 1+ 1+ 1, ou 1+ 2, ou 2+ 1, ou seja, M3 = 3, e
assim por diante.

A partir desse raciocinio, preencha o restante da Tabela [5.1]

N° de degraus | Maneiras possiveis Total
1 1 1
2 1+1, ou 2 2
3 1+141, ou 142, ou 2+1 3
4
5
6

Tabela 5.1: Solucao resumida do problema de subir uma escada.

ATIVIDADE 2

Consideremos um sistema formado por duas placas de vidro colocadas face a face com
diferentes indices de refracao. Qual € o numero de caminhos distintos percorridos por um

raio de luz se ao incidir no sistema sofrerd 6 reflexoes?

Podemos verificar na Figura [4.1] que quando nao ocorre nenhuma reflexao, teremos 1
caminho; para uma reflexao, teremos 2 caminhos distintos; para duas reflexoes, teremos
3 caminhos distintos; para 3 reflexoes, teremos 5 caminhos distintos e, assim por diante.

Use o mesmo raciocinio para encontrar o que esta sendo pedido.

ATIVIDADE 3

Um homem pds um par de filhotes de coelhos num lugar cercado de muro por todos
0s lados. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano se,
supostamente, todo més cada par dd a luz a um novo par, que € fértil a partir do sequndo

meés?

Deve-se considerar que neste problema nao haja morte e nem migracao de coelhos
(nem de dentro pra fora e nem de fora pra dentro).

Para os cinco primeiros meses temos o seguinte:
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No 1° més, temos apenas um par de coelhos (ainda filhotes).
No 2° més, continuamos com um par de coelhos (agora adultos).

No 3° més, nasce um par de filhotes. Logo, temos dois pares de coelhos (um par de

adultos e um par de filhotes).

No 4° més, o par inicial gera o seu segundo par de filhotes, ficando um total de trés
pares de coelhos (o par inicial, o primeiro par de filhotes, agora adultos, e o segundo
par de filhotes).

No 5° més, o par inicial gera o seu terceiro par de filhotes; o segundo par de adultos
gera o seu primeiro par de filhotes e o par de filhotes gerado no més anterior, agora
adulto. Logo, temos cinco pares de coelhos (trés pares de adultos mais dois pares

de filhotes).

Etc.

A Figura mostra a reproducao dos coelhos até o sexto més.

Com base nesse raciocinio, preencha o restante da Tabela e encontre o que esta

sendo pedido.

Meés | N° de pares de adultos | N° de pares de filhotes | Total
1° 0 1 1
90
30
40
50
6o
70
g0
90
10°
11°
12°

WD | ==
N |—= =] O
G|l W I |+~

Tabela 5.2: Solucao do problema da reproducao de coelhos.

5.2 Divisao de um segmento na Razao Aurea

Publico

Alunos do 9° Ano do Ensino Fundamental e do 1° Ano do Ensino Médio.
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Material

Lapis, borracha, régua, esquadro, compasso e atividade impressa.

Tempo previsto

Duas horas/aulas.

Objetivos

e Trabalhar um tépico que geralmente nao é abordado no Ambito da Educacgao Basica.

e Promover trabalhos em equipes e realizar interacao de respostas obtidas por outras

equipes.
e Desenvolver a coordenagao motora dos alunos.

e Mostrar que a Matematica apresentada nesse topico pode ser trabalhada até mesmo

com alunos que apresentam dificuldades.

e Despertar a atitude positiva em relagao a Matematica, valorizando sua logica, sua

utilidade e sua beleza.

Pré-requisitos

Nogoes basicas de Numeros Racionais e Numeros Irracionais, Razao e Proporcao,
Geometria Plana (quadrado e retangulo), Teorema de Pitagoras e Resolugao de Equagoes

Quadraticas.

Desenvolvimento da atividade

O professor dever4, inicialmente, expor que a Razdo Aurea, ou o Numero de Ouro, ou
a Proporcao Aurea, ou a Divina Proporcao, ou ainda, a Proporcao Divina é a proporcio
que, ao longo dos séculos, mais despertou a atencao de matemaéticos e de artistas. Para
isso, o professor poderé tomar como referéncia a Secgao 3.1}

Em seguida, o professor deverd organizar os alunos em pequenas equipes para que
os mesmos discutam as atividades, porém, no caso da Atividade 2, cada aluno devera
desenvolver a sua.

O professor devera destacar que a equacao quadratica que aparecera na Atividade 1,
produzira duas raizes irracionais, uma positiva e outra negativa. O aluno devera considerar
a raiz positiva chamando-a de ® (fi maitsculo). Esse sera o chamado Numero de Ouro ou
Razio Aurea.

Concluida a Atividade 1, cada equipe apresentara as demais equipes o seu resultado.
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Quanto a Atividade 2, apés a localizacao do “ponto aureo” do segmento AB, o aluno
deveré, com auxilio do professor, proceder & justificativa dos passos, provando que de fato

o ponto localizado é &ureo.

ATIVIDADE 1

Na Grécia Antiga, a Razdo Aurea era chamada de ‘razao extrema e média” e foi
definida pela primeira vez por Euclides de Alexandria, por volta de 300 a.C., da seguinte
forma:

43 : : 2. ~ , . .

Dizemos que uma linha reta é cortada na razao extrema e média quando, assim como
a linha toda est& para a maior parte, a maior parte esta para a menor parte”.

Desta defini¢ao e da Figura [5.1], podemos escrever:

Figura 5.1: Segmento AB dividido na Razdo Aurea.

Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

AB AP
AP~ PB’
Encontre o valor desta razao considerando AP = x e PB =1 e, consequentemente,
AB=uxz+1.

ATIVIDADE 2

O aluno deverd, a partir do segmento AB, Figura[5.2, sequir os passos abairo para

localizar o “ponto dureo”, ou seja, o ponto que dividird AB na Razdo Aurea.

Figura 5.2: Segmento AB.

Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

1. Marque o ponto médio M do segmento AB. (Pressupoe-se que os alunos jd saibam

como encontrar tal ponto.)

2. Pelo ponto B, trace o segmento BC' perpendicular a AB, com BC' = M B, formando
o tridngulo retingulo ABC'.

3. Com o centro do compasso em C' e raio CB, trace o arco de circunferéncia para
obter o ponto D sobre a hipotenusa AC. O ponto D € tal que CD = CB.
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4. Com o centro do compasso em A e raio AD, trace o arco de circunferéncia para
obter o ponto P sobre AB. O ponto P ¢ tal que AP = AD.

O ponto P obtido, é o ponto que divide AB na Razao Aurea.

5.3 Desenhando um Retangulo Aureo e uma Espiral

Aurea

Publico

Alunos do 9° Ano do Ensino Fundamental e do 1° Ano do Ensino Médio.

Material

Lapis, borracha, régua, esquadro, compasso e atividade impressa.

Tempo previsto

Duas horas/aulas.

Objetivos

e Trabalhar um tépico que geralmente nao é abordado no ambito da Educagao Basica.

e Promover trabalhos em equipes e realizar interacao de respostas obtidas por outras

equipes.
e Desenvolver a coordenagao motora dos alunos.

e Expor que o Retangulo Aureo é considerado, segundo as experiéncias de Gustav
Theodor Fechner (1801-1887), o retangulo esteticamente preferido pela maioria das

pessoas.

e Mostrar que na Natureza existem intimeros seres vivos e outros entes que apresentam

forma espiralada.
e Encorajar os alunos a apreciar a beleza da Matematica na Natureza e na Biologia.

e Mostrar que a Matemaética apresentada nesse topico pode ser trabalhada até mesmo

com alunos que apresentam dificuldades.

e Despertar a atitude positiva em relacao a Matemaética, valorizando sua logica, sua

utilidade e sua beleza.
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Pré-requisitos

Nogoes basicas de Numeros Racionais e Numeros Irracionais, Razao e Proporcao,

Geometria Plana (quadrado e retangulo) e Teorema de Pitégoras.

Desenvolvimento da atividade

Inicialmente, o professor devera definir Retangulo Aureo como sendo um retangulo
cujas medidas estdo na Razdo Aurea, ou seja, um retangulo cuja razio entre o lado
maior e o lado menor é igual a ®. Também devera mostrar que esta definicao implica na
propriedade de que se tracarmos um quadrado interno a um Retangulo Aureo, a partir do
seu menor lado, o retangulo restante também serd aureo, sendo que esse processo pode
ser repetido, indefinidamente, formando infinitos retangulos aureos, cada vez menores.
Esta propriedade é chamada de auto-propagacao. Além disso, o professor devera destacar
que esse tipo de retangulo é considerado por artistas e matematicos, desde muito tempo,
como o mais harmonico.

Da mesma forma, o professor devera mostrar que a Espiral Aurea, ou Espiral Logarit-
mica, além de sua beleza, esta presente na Natureza como nos chifres de alguns animais,
nas conchas de alguns moluscos, na orelha humana e em algumas galaxias.

Para tanto, o professor podera tomar como referéncia as Segoes [3.4] e [£.4]

Em seguida, o professor devera organizar os alunos em pequenas equipes para que oS
mesmos discutam a atividade, porém no caso da construcdo do Retangulo Aureo e da
Espiral Aurea, cada aluno devera fazer a sua.

Apos a construcdo do Retangulo Aureo, Atividade 1, cada aluno devera, com auxilio
do professor, proceder a justificativa dos passos para provar que de fato o retangulo
construido é aureo.

Com relacao a Atividade 2, cada aluno poderéa aproveitar o Retangulo Aureo tracado

na Atividade 1, caso o professor ache conveniente.

ATIVIDADE 1

O aluno deverd a partir do quadrado ABCD de lado a, Figura SEqUAT 0S Passos

abaizo para construir um Retdangulo Aureo.

1. Marque o ponto médio M do lado AD.

2. Com o centro do compasso em M e raio MC, trace o arco de circunferéncia C'F

onde F' € o ponto de intersec¢cio do arco com a reta suporte de AD.

3. Prolongue BC' e pelo ponto F trace o segmento F'E perpendicular a AD com E na
reta suporte de BC'.

4. Trace o retdngulo ABEF.
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Figura 5.3: Quadrado ABCD.

Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

O retangulo ABEF obtido é aureo.

ATIVIDADE 2

O aluno deverd a partir do Retangulo Aureo da Figura sequir oS passos abairo

para construir a Espiral Aurea.

B C

Figura 5.4: Retangulo Aureo.

Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.

1. Com o centro do compasso em A e raio AB marque o ponto E em AD, com AE =
AB, e trace EF perpendicular a AE, com F em BC' e obtenha o quadrado ABEF .

2. De forma andloga, construa um novo quadrado a partir de FC, lado menor do
retangulo dureo CDEF' e, assim, construa ao todo um total de uns 5 quadrados.

3. Com o centro do compasso em E e raio EA, trace o quarto de circunferéncia interno
ao quadrado ABEF. De modo andlogo, trace o quarto de circunferéncia de cada
um dos quadrados construidos, de forma que a curva apresente o aspecto de uma

espiral.

A curva obtida é uma Espiral Aurea.
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5.4 Relacao entre as medidas de objetos que tém a

forma retangular

Puablico

Alunos do 9° Ano do Ensino Fundamental e do 1° Ano do Ensino Médio.

Material

Lapis, borracha, régua, calculadora, atividade impressa e objetos do cotidiano que

possuem forma retangular.

Tempo previsto

Duas horas/aulas

Objetivos

Trabalhar um topico que geralmente nao é abordado no ambito da Educagao Basica.

Promover trabalhos em equipes e realizar interagao de respostas obtidas por outras

equipes.

Estudar Razoes e Proporcoes, utilizando-as para obter razoes entre as medidas de

objetos retangulares.

Identificar objetos do cotidiano que tém a forma retangular cuja razao entre suas

medidas seja aurea ou que se aproxime dela.

Trazer a Matematica para o cotidiano do aluno e mostrar sua presenca em varias

situacoes de uma maneira clara e objetiva.

Expor que o Retangulo Aureo é considerado, segundo as experiéncias de Gustav
Theodor Fechner (1801-1887), o retangulo esteticamente preferido pela maioria das

pessoas.

Mostrar que a Matemaética apresentada nesse topico pode ser trabalhada até mesmo

com alunos que apresentam dificuldades.

Despertar a atitude positiva em relacao a Matemética, valorizando sua logica, sua

utilidade e sua beleza.

Pré-requisitos

Nocoes basicas de Numeros Racionais e Nuimeros Irracionais, Razao e Proporgao e

Geometria Plana (retangulo).
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Desenvolvimento da atividade

Essa atividade seréd aplicada apos a aplicagao da atividade Desenhando um Retdingulo
Aureo e uma Espiral Aurea, pois nesta ultima o professor tera falado da importancia
estética que a presenca da Razao Aurea proporciona nos objetos.

Em seguida, o professor devera organizar os alunos em pequenas equipes para que os
mesmos discutam e realizem a atividade proposta.

Utilizando a régua, cada equipe medird o comprimento e a largura dos objetos que
apresentam forma retangular e, em seguida, registra-los na atividade impressa, onde apa-
recerao algumas sugestoes de tais objetos, porém as equipes estarao livres para fazerem
outras escolhas.

Apos as medigoes, as equipes deverao calcular a razao entre as medidas de cada objeto,
do lado maior para o lado menor, que também serao registradas, ao mesmo tempo que
verificara qual objeto possui a razdo entre suas medidas mais proxima da Razdo Aurea.

Em seguida, cada equipe apresentara para o restante da turma os seus resultados.

ATIVIDADE

Segue na Tabela [5.3] algumas sugestoes de objetos que tém a forma retangular, po-
rém outros objetos poderao ser incluidos pelo professor ou pelos alunos, onde as equipes

deverao preencher o que se pede.

Objetos Comprimento | Largura | Razao entre as medidas
Cartao de CPF

Carteira de Estudante

Carteira de Identidade

Capa do livro de Matematica

Capa de um caderno

Tela da TV

Janela da sala

Porta da sala

Tabela 5.3: Razao das medidas de objetos retangulares.

5.5 Elegendo o Casal Mister Aureo

Puablico

Alunos do 9° Ano do Ensino Fundamental e do 1° Ano do Ensino Médio.
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Material

Lapis, borracha, fita métrica, calculadora e atividade impressa.

Tempo previsto

Duas horas/aulas.

Objetivos
e Trabalhar um tépico que geralmente nao ¢ abordado no ambito da Educacao Basica.

e Promover trabalhos em equipes e realizar interagao de respostas obtidas por outras

equipes.

e Estudar Razoes e Proporcgoes, utilizando-as para obter razoes entre algumas partes

do corpo humano.

e Mostrar que algumas razoes entre partes do corpo humano tendem a se aproximar

da Razao Aurea.

e Trazer a Matematica para o cotidiano do aluno e mostrar sua presenca em vérias

situagoes de uma maneira clara e objetiva.

e Mostrar que a Matematica apresentada nesse topico pode ser trabalhada até mesmo

com alunos que apresentam dificuldades.

e Despertar a atitude positiva em relacao a Matemética, valorizando sua logica, sua

utilidade e sua beleza.

Pré-requisitos

Nogoes bésicas de Numeros Racionais, Razao e Proporgao e Média Aritmética.

Desenvolvimento da atividade

Inicialmente, o professor devera comentar o fato de que desde a Grécia Antiga ja se
sabia que a razao entre algumas medidas do corpo humano tendem a ser o nimero ®,
bem como, abordar o conceito do homem vitruviano. Para isso, o professor podera tomar
como referéncia a Segao [4.5]

Em seguida, o professor devera organizar os alunos em equipes para que oS mesmos
discutam e realizem a atividade proposta.

Apos a formacao das equipes (as equipes deverao conter alunos e alunas em quanti-
dades equilibradas), cada uma recebera do professor a atividade impressa onde constara

uma tabela onde serao registradas as medidas ali pedidas de cada componente da equipe.
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Em seguida, serao efetuados os calculos das razoes pedidas e da média aritmética
dessas razoes, referente a cada componente da equipe. Concluido os calculos das mé-
dias, as equipes deverao verificar quais alunos (um homem e uma mulher) componentes
apresentam a média mais proxima da Razdo Aurea.

Dando sequéncia a atividade, o professor juntamente com os alunos verificarao qual o
aluno e a aluna da turma apresenta a média aritmética de suas razoes mais préoxima da

Razao Aurea e, assim, eleger o Casal Mister Aureo.

ATIVIDADE

Cada equipe preencherd a Tabela e, em sequida, verificard quais componentes (um
aluno e uma aluna) apresentam a média aritmética de suas razoes mais proxima da Razao

Aurea.

Alunos(as)

Medidas

Da altura - a

Do umbigo até o chao - b

Do ombro até a ponta do dedo médio - ¢

Do cotovelo até a ponta do dedo médio - d

Da perna - e

Do joelho até o chao - f

Do queixo ao alto da testa - g

Do queixo até a altura dos olhos - h

Razoes Resultados

a/b

c/d

e/f

g/h

Média aritmética das 4 razoes

Tabela 5.4: Razao entre algumas medidas do corpo humano.

5.6 Construindo um Pentigono Regular e um Penta-

grama

Publico

Alunos do 9° Ano do Ensino Fundamental e do 1° Ano do Ensino Médio.
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Material

Lapis, borracha, régua, compasso, transferidor e atividade impressa.

Tempo previsto

Duas horas/aulas.

Objetivos

e Tratar das relagoes dureas no Pentagono Regular e no Pentagrama, assunto que

geralmente nao é abordado no ambito da Educagao Bésica.

Promover trabalhos em equipes e realizar interacao de respostas obtidas por outras

equipes.
Desenvolver a coordenacao motora dos alunos.

Mostrar que ao tragarmos as diagonais de um Pentagono Regular obtemos um Pen-

tagrama, figura geométrica que foi o simbolo da irmandade pitagorica.

Mostrar que o ponto de interseccao de duas diagonais quaisquer de um Pentadgono
Regular divide as mesmas na Razao Aurea.

Encorajar os alunos a apreciar a beleza da Matematica através das razoes aureas

no Pentagono Regular.

Mostrar que a Matematica apresentada nesse topico pode ser trabalhada até mesmo

com alunos que apresentam dificuldades.

Despertar a atitude positiva em relacao a Matemética, valorizando sua logica, sua

utilidade e sua beleza.

Pré-requisitos

Nogoes béasicas de Numeros Racionais e Numeros Irracionais e Geometria Plana.

Desenvolvimento da atividade

Inicialmente, o professor devera falar da importancia que o Pentagono Regular e o Pen-

tagrama representam para o estudo da Razao Aurea, visto que tal razao esta fortemente

presente em tais figuras geométricas. O professor devera falar também que o Pentagrama

era usado como simbolo da irmandade pitagorica, cujo significado era “satude”.

Em seguida, o professor devera organizar os alunos em equipes para que oS mesmos

discutam a atividade, porém cada aluno devera fazer a sua.
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Concluidas as construcgoes e calculadas as razoes pedidas, as equipes deverao escrever

se chegaram ou nao a alguma conclusio acerca das relagdes (razoes) entre as medidas do

Pentagono Regular construido.

Certamente, a maioria das equipes deveré chegar a conclusao de que as razoes calcula-

das sao de fato a Razao Aurea e, se o professor achar conveniente, o que vai depender do

nivel de conhecimento de seus alunos em Geometria Plana, devera auxilid-los a demonstrar

formalmente as conclusoes obtidas.

O professor poderé tomar como referéncia a Sec¢ao [3.5]

ATIVIDADE

O aluno deverd sequir os passos abaizo para construir o Pentdgono Regular e o Pen-

tagrama.

1.

Trace uma circunferéncia de raio qualquer (de preferéncia que o raio nao seja muito

pequeno).
Com o transferidor, divida o dngulo central em 5 dngulos iguais a 72°, cada um.

FEstes dangulos determinam 5 pontos, A, B, C, D e E, sobre a circunferéncia. Una

estes pontos e obtenha o Pentdgono Regular.

Trace as diagonais do Pentdgono e obtenha um Pentagrama. O aluno deverd chegar

a uma figura como a da Figura 5.5

Utilize a régua para medir a diagonal AD, o lado DC' e os segmentos DF, AF e FG
e, em sequida, calcule as razoes AD/DF, DF/AF, AD/DC e AF/FG, registrando-
as na Tabela[5.3.

w

Figura 5.5: Pentdgono Regular e o Pentagrama.
Figura feita pelo autor usando o software GeoGebra 4.0.
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Medidas Valores
AD
DC
DF
AF
FG

Razoes | Resultados
AD/DF
DF/AF
AD/DC
AF/FG

Tabela 5.5: Razao entre algumas medidas do Pentagono Regular.

5.7 Conexao do Nimero de Ouro com uma sequéncia

de Fibonacci qualquer

Publico

Alunos do 9° Ano do Ensino Fundamental e do 1° Ano do Ensino Médio.

Material

Léapis, borracha, calculadora e atividade impressa.

Tempo previsto

Duas horas/aulas.

Objetivos

e Promover trabalhos em equipes e realizar interacao de respostas obtidas por outras

equipes.

e Calcular as razoes entre os termos consecutivos de uma sequéncia de Fibonacci

qualquer.

e Conjecturar a conexao entre o Numero de Ouro e uma sequéncia de Fibonacci

qualquer.

e Encorajar os alunos a apreciar a beleza da Matematica através da surpreendente

conexao existente entre o Nimero de Ouro e uma sequéncia de Fibonacci qualquer.
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e Mostrar que a Matemaética apresentada nesse topico pode ser trabalhada até mesmo

com alunos que apresentam dificuldades.

e Despertar a atitude positiva em relacao a Matemética, valorizando sua logica, sua
utilidade e sua beleza.

Pré-requisitos

Nogoes basicas de Ntimeros Racionais e Nimeros Irracionais e Sequéncias Numéricas.

Desenvolvimento da atividade

Inicialmente, o professor deverd dar uma definicao geral para Sequéncia de Fibonacci
como sendo qualquer sequéncia numérica, nao nula, em que cada termo, a partir do
terceiro, € igual a soma dos dois termos anteriores, quaisquer que sejam os dois primei-
ros termos: u, = U,_1 + Unp—2, com n > 3. E quando for feita referéncia a Sequén-
cia de Fibonacci (no singular), deve-se considerar a Sequéncia de Fibonacci original
(1,1,2,3,5,8,13, ...).

O professor também podera adiantar, caso ache conveniente, que a razao de termos
Sucessivos, Uy, t1/uy,, tende a apresentar uma certa conexao com o Numero de Ouro. Em
seguida, o professor deveréd organizar os alunos em equipes para que os mesmos discutam
a atividade, porém cada aluno devera fazer a sua.

Concluidas as atividades, cada equipe apresentara aos demais colegas sua conclusao
quanto aos resultados encontrados nas razoes pedidas.

Ao final, o professor devera explorar o fato de que a razao de termos sucessivos de uma
sequéncia de Fibonacci qualquer aproxima-se cada vez mais do Nimero de Ouro, pois tal
conexao ¢ dotada de uma beleza capaz de surpreender e encantar a todos e, dessa forma,
despertar vocagoes latentes para a Matematica.

O professor podera tomar como referéncia a Segao [3.3]

ATIVIDADE

As equipes deverao preencher as células vazias na Tabelal5.6, onde A formard a Sequén-
cia de Fibonacci e B, C, D, E e F formarao sequéncias de Fibonacci quaisquer.
As equipes chegaram a alguma conclusao a respeito das razoes dos termos sucessivos,

Ups1/Un, das sequéncias de Fibonacci e o Numero de Ouro?
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Conclusao

O presente trabalho mostrou como uma simples definicao de “razao extrema e média”
dada por Euclides (interessado em usé-la na construgao do pentagono regular e do penta-
grama) e o problema, aparentemente inocente, da “procriagao de coelhos”, apresentado por
Leonardo Fibonacci, puderam gerar tantos desdobramentos e indagacoes na comunidade
académica, tanto dentro da Matematica como fora dela.

Vimos que o Ntmero de Ouro (ou Razdo Aurea) é o ntimero que desde a Antiguidade
mais intrigou matematicos, cientistas e filosofos, devido as propriedades matematicas que
possui, pela beleza e harmonia que sucinta e pela caracteristica de aparecer em lugares
inesperados.

Constatamos, também, que a Sequéncia de Fibonacci se manifesta como um processo
de auto-organizacao em sistemas naturais e é igualmente dotada de tal caracteristica,
além de apresentar propriedades matematicas curiosas e interessantes que sao estudadas
em Teoria dos Ntumeros. Vérios sao os exemplos vistos em situacoes onde os Ntimeros de
Fibonacci, inesperadamente, surgem: comportamento da luz ao incidir em duas placas de
vidro com diferentes indices de refracao, arvore genealdgica de um zangao, Triangulo de
Pascal e Filotaxia.

Mas, eis que, naturalmente, surge uma pergunta: existe alguma relagao entre o Niimero
de Ouro e a Sequéncia de Fibonacci, ja que os mesmos apresentam caracteristicas comuns?
A resposta é positiva. Existe uma conexao surpreendente entre estes dois conceitos: o
limite de razoes sucessivas dos termos da Sequéncia de Fibonacci é o Numero de Ouro.
E o que ainda mais nos fascina é o fato deste resultado valer para uma sequéncia de
Fibonacci qualquer.

Vimos que os pitagoricos tinham uma veneragao especial pelo pentagrama, pois os
mesmos sabiam que dentro do pentagrama e do pentagono regular, a Razdo Aurea esta
fortemente presente, conforme mostramos neste trabalho.

Exibimos, algumas das principais propriedades de uma das mais belas curvas, a espiral
aurea ou espiral maravilhosa, a qual é construida através da justaposicao de retangulos
ou de triangulos aureos.

Vimos que apesar do Ntumero de Ouro ser considerado sinénimo de beleza e harmonia,
foi desmistificado a ideia de que é possivel mostrar que o mesmo foi utilizado no projeto
das imponentes Piramides de Gizé, no Partenon de Atenas e, principalmente, nas pinturas

feitas no Renascimento, particularmente, as de Leonardo da Vinci.
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90 Conclusao

No tltimo capitulo, mostramos, através de algumas sugestoes de atividades para a
sala de aula, como os conceitos de Razdo Aurea e de Sequéncia de Fibonacci podem ser
utilizados no desenvolvimento de diversos contetidos do Ensino Fundamental e do En-
sino Médio como o de Razoes e Proporgoes, Numeros Irracionais, Equagoes Quadraticas,
Sequéncias Numeéricas, nocao de Limites e Geometria Plana.

Diante destas consideragoes, pensamos que o desenvolvimento deste trabalho foi muito
importante para nés enquanto professores, pois dentre outras contribuigoes trazidas pelo
mesmo, destaca-se o fato dele mostrar a beleza da Matematica e a utilidade dela, a qual
serve como principal modelo para descrever fenomenos e objetos da Natureza.

Como nao tinhamos a pretensao de escrever um trabalho que contemplasse toda a
literatura referente ao Numero de Ouro e a Sequéncia de Fibonacci, o leitor interessado
podera consultar [§] e [I7] onde se encontra uma abordagem do Numero de Ouro na Mu-
sica, bem como, pode ser encontrado, ainda, em [I7], uma abordagem da Ladrilharia de
Penrose, dos quase cristais, da Geometria Fractal e do Principio das Ondas de Elliott (as-
censao e queda das Bolsas de Valores) e em [30], encontrar a forma de como se relacionam

a Sequéncia de Fibonacci com o ntimero 7 e o niimero ¢ com a unidade imaginaria.
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