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Resumo

Neste trabalho sdo apresentadas estratégias de ensino diferentes do tradicional sobre drea de
poligonos, no qual se apresentam apenas férmulas, sem demonstrar, e em seguida resolvem-
se alguns exemplos. Buscamos trabalhar, além das demonstra¢des, alguns conceitos basi-
cos da Geometria, citando alguns matematicos que contribuiram significativamente com 0s
avangos da Matemdtica. Baseados em livros da colecio PROFMAT e do ensino médio, bus-
camos desenvolver uma metodologia que venha contribuir com a aprendizagem, através de
algumas atividades dirigidas, duas destas envolvendo o software GeoGebra, haja vista que o
uso de recursos computacionais favorece experiéncias concretas, pesquisas, levantamento de
hipdteses e generalizacdes de propriedades matemaéticas, em um tempo consideravelmente
reduzido. Destacamos também a importancia do professor em levar para sala de aula curi-
osidades e aplicacdes, casos especiais de dreas de tridngulos e ainda trabalhamos a férmula
de Pick que por sua vez permite o calculo de dreas de poligonos convexos € ndo-convexos,

estimulando, assim, o interesse dos alunos pela matéria, tornando as aulas mais interessantes.

Palavras Chaves: Tridngulos. Area de Poligonos. Férmula de Pick.
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Abstract

In this work presents nontraditional teaching strategies on area of polygons, without any for-
mula presentation or demonstration, finalizing by solving examples. We extrapolate beyond
demonstrations, the basic concepts of the subject by citing mathematicians who significantly
contributed to the progress of Mathematics. Based on the books from PROFMAT collection
and from high school, we seek to develop a methodology to contribute to students learning,
through some directed activities, involving the GeoGebra software, since computational re-
sources provides concrete experiences, a research environment, hypotheses considerations
and generalizations of mathematical properties, in a considerably shorter time . We also
highlight the importance of the teacher brings curiosities and applications to the classroom,
as the special cases of triangles area calculation and we also work the formula for Pick for-
mula permits to calculate the area convex and non-convex polygons, simulating the student

interest by the subject, then turning classes more interesting.

Keywords: Triangles. Area of Polygons. Pick’s formula.
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Capitulo 1

Introducao

Tradicionalmente, a Matematica tem sido vista como a disciplina que, além de ter o
maior indice de reprovagdo, desperta ansiedade e medo em criangas, jovens e adultos. Isso
se deve ao mecanicismo, bastante difundido nas escolas, em que o aluno decora regras e
féormulas com o objetivo de resolver certos problemas que, as vezes, fogem do seu cotidi-
ano. Além disso, a disciplina Matemdtica vem sendo utilizada, ha muito tempo, como um
instrumento de selecdo, passando a ser vista como um “‘selecionador de grandes mentes”.
Cabe destacar que, a disciplina Matemdtica tem como objetivo principal desenvolver habi-
lidades para resolver problemas, o que favorece a compreensao do mundo e a formagao do
pensamento critico do aluno, assegurando o seu desenvolvimento individual e a sua insercao
na sociedade, assim como a capacidade de tomar decisdes que venham garantir uma melhor
qualidade de vida.

Atualmente o ato de ensinar tem sido visto como uma tarefa dificil e, em particular,
ensinar Matemadtica tem sido um desafio, pois a maioria dos alunos ndo visa o aprendizado
e a descoberta, mas, apenas a aprovacdo no fim do ano. Os altos niveis de insucesso escolar
constituiram o que se convencionou denominar de “crise do ensino da Matematica”. Uma
discussdo sobre o tema pode ser encontrado em Lara [11].

Ao se estudar Geometria o caso se agrava pois os alunos, além de terem que fazer
contas, devem saber também observar figuras e dominar conceitos e defini¢des caracteristicas
da Geometria. Ainda, o livro didédtico ndo contribui, pois a Geometria sempre é abordada
nos udltimos capitulos. Acreditamos que, quando o professor faz uso de outros recursos
didéticos, seus alunos ttm um melhor desempenho. Mas a maioria dos professores usa
apenas o livro adotado pela escola como tnico recurso didético, ora por falta de tempo devido
a sua carga hordria excessiva, ora por falta de motivacdo para pesquisar em outras fontes
novas estratégias que venham facilitar o processo ensino-aprendizagem da Matematica.

Segundo as orientacdes dos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) [4], os alunos

“«

ao concluirem o ensino basico devem adquirir as habilidades de calcular a drea de
figuras planas pela decomposicdo e/ ou composicdo de figuras de dreas conhecidas, ou por

meio de estimativas”. Diante dessa realidade, pensando nessas questdes € que este trabalho



estd sendo proposto, para contribuir no processo de ensino-aprendizagem da Matemaética, em
especial da Geometria.

Abordaremos temas que venham valorizar a reconstru¢do de conceitos matematicos,
a curiosidade e a descoberta de propriedades caracteristicas de certas figuras planas. Pri-
meiramente, os conceitos bdsicos da Geometria, tais como axiomas e defini¢des, alguns
fatos histdricos que contribuiram para o desenvolvimento desse ramo da Matemdtica, al-
guns teoremas notaveis, dos quais o Teorema de Pitdgoras se destaca, pois € considerado
pela maioria dos matematicos, o teorema mais importante da Geometria. Aprofundaremos
o estudo da drea de poligonos, principalmente do tridngulo, para o qual ha vérias formas
de se calcular sua drea. Veremos ainda como a Geometria Analitica pode ajudar no cdlculo
da area de regides triangulares. Por fim, completa-se esse estudo com uma férmula muito
curiosa, chamada de Férmula de Pick que permite calcular dreas de poligonos convexos e
nao-convexos.

Esta pesquisa apresenta um conjunto de resultados da Geometria que poderd auxiliar
no desenvolvimento de um trabalho diferenciado em sala de aula, principalmente nas turmas
de ensino médio, pois contém estratégias de introducao de conteudos, breves biografias de
matematicos, assim como atividades que podem ser desenvolvidas em sala de aula, enrique-

cendo o desenvolvimento da aprendizagem da Geometria.

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo geral contribuir para uma aprendizagem mais signifi-
cativa em relacd@o ao cdlculo de drea de poligonos, em especial a drea de regides triangulares,
desde a maneira mais bdsica ensinada no ensino fundamental até formas mais complexas. E

como objetivos especificos:

e (lassificar tridngulos;
e Identificar quando um poligono € regular;

e Apresentar diferentes féormulas que possibilitem o cdlculo da drea de regides triangu-

lares;
e Reconhecer a importancia da unidade de medida em Geometria;
e Demonstrar teoremas a partir de conhecimentos basicos da Geometria Plana;

e Propor atividades que estimulem professores e alunos a usarem o laboratério de infor-

matica para estudar Geometria Plana;

e Estimular a curiosidade e a propria descoberta de propriedades pelos alunos.



1.2 Organizacao

Este TCC estd organizado da seguinte forma: além desta Introducdo (Capitulo 1), no
Capitulo 2 apresentamos um pouco da histéria do surgimento da Geometria, suas aplicagdes
no passado e na atualidade, curiosidades e um resumo da histéria de dois grandes matema-
ticos que contribuiram nos estudos dessa parte da Matematica. No Capitulo 3 sdo trazidos
resultados importantes da Geometria Plana, além de defini¢cdes e simbolos que serdo usados
nos capitulos posteriores, tornando assim, a leitura mais compreensivel. Além de uma curi-
osidade sobre drea e perimetro. No Capitulo 4 sdo mostradas algumas formas diferentes de
calcular a drea de uma regido triangular, casos particulares, demonstracdes e aplicagdes. No
Capitulo 5 apresentamos mais dois casos de como calcular a drea de um tridngulo, desta vez
usando resultados da Geometria Analitica, mais especificamente, através do determinante e
de vetores. No Capitulo 6, apresentamos como calcular a drea de poligonos, tanto regulares,
CcOmo convexos € nao-convexos, trabalhando com a curiosa Formula de Pick. No Capitulo 7
apresentamos algumas atividades propostas, visando uma aprendizagem dos conteudos abor-
dados através de recursos computacionais e papel milimetrado. No Capitulo 8 apresentamos

as consideragdes finais do trabalho. Por fim, as Referéncias Bibliograficas e os Apéndices.



Capitulo 2

Um breve historico sobre Geometria

2.1 Introducao.

Apresentaremos neste capitulo alguns fatos histéricos que nortearam o estudo da Geo-
metria como ciéncia, mostrando como ela ajudou no desenvolvimento das civilizagdes mais
antigas e sua importancia na atualidade. Faremos também uma breve biografia de dois ma-

tematicos mais influentes nos estudos da Geometria: Euclides e Pitdgoras.

2.2 Geometria

A palavra Geometria deriva do grego “geometrein” que significa “medicao de terras”,
“geo” significa “terra” e “metria” significa “medida” (Ver Morais Filho [6]).

As primeiras nogdes geométricas surgiram quando o homem viu-se com a necessidade
de medir, ou seja, comparar distancias e determinar as dimensdes. Egipcios, Assirios e Ba-
bilonios ja conheciam as principais figuras geométricas e as nogdes de angulo que usavam
nas medidas de drea e na Astronomia. No Egito Antigo, os conhecimentos de Geometria
eram utilizados de forma prética, principalmente para medir terrenos e realizar construcdes.
As construcdes egipcias mais conhecidas s@o as piramides, famosas pela beleza e engenho-
sidade de suas edificacdes. Mais detalhes em Boyer [3].

A necessidade de se determinar a medida da drea de uma regido veio do fato de que os
agricultores das margens do Rio Nilo pagavam ao fara6 um imposto pelo uso da terra, que
era proporcional a regido de terra cultivada. Hoje, paga-se um imposto territorial urbano ou
rural, cujo valor € proporcional, dentre outros critérios, a area do terreno adquirido.

Outra informagdo relevante é a de como € possivel calcular as dreas de cada regido
do pais, por meio do software GeoMedia usando a Projecdo Conica de Albers, na qual a
superficie terrestre é projetada sobre um cone, que € longitudinalmente cortado e desenvol-

vido em um plano. Os sistemas de projecdes constituem-se de uma férmula matemética que



transforma as coordenadas geograficas, a partir de uma superficie esférica (elipsoidal), em
coordenadas planas, mantendo correspondéncia entre elas.

Norte 3853327,229 km? | 45,25 %
Nordeste 1554257,004 km? | 18,87 %
Centro-Oeste | 1606371,505 km? | 18,25 %
Sudeste 924511,292 km?* | 10,86 %
Sul 576409,569 km* | 6,77 %
Total 4946 876,599 km?

Tabela 2.1: Area de cada regido brasileira. (Fonte: IBGE 2009.)

Também na astronomia, os mateméticos eram fascinados em procurar entender a har-
monia do universo, como exemplos podemos citar o cdlculo de distancias inascessiveis com
uma aproximacao bastante razodvel, como a distancia entre a Terra e a Lua e a descoberta
que os planetas desenham orbitas elipticas no seu movimento em torno do Sol, sempre na
tentativa de explicar racionalmente regularidades da natureza. Na Figura 2.1 € ilustrado um
exemplo de uma das descobertas que contribuiram nos estudos da Fisica, conhecida como
a 22 Lei de Kepler' ou Lei das Areas: O raio vetor que liga um planeta ao Sol varre dreas

iguais em intervalos de tempo iguais (Eves [7)).

Quando a Terra vai de Quando a Terra vai de
A == B teremos: C= D teremos:

A= k. At, Az=k. At

k constante de proporcionalidade

Figura 2.1: Lei das Areas

Mais fatos histéricos sobre as outras leis de Kepler podem ser vistos em Eves [7].

'As leis de Kepler sdo as trés leis do movimento planetario definidas por Johannes Kepler (1571 — 1630),
um matematico e astronomo alemao. Essas leis foram a principal contribui¢do de Kepler a astronomia e astro-
fisica.



2.3 Dois grandes nomes da Geometria

Euclides (século III a.C.)

Muito antes de Euclides, a Geometria ja era assunto corrente no Egito. Agrimensores
usavam-na para medir terrenos, construtores recorriam a ela para projetar suas piramides.
Tao famosa era a geometria egipcia que matematicos gregos de renome, como Tales de
Mileto e Pitdgoras, se deslocavam de sua terra para ir ao Egito ver o que havia de novo
em matéria de angulos e linhas. Foi com Euclides, entretanto, que a geometria do Egito se
tornou realmente formidavel, fazendo de Alexandria o grande centro mundial do compasso
e do esquadro, por volta do século III a.C. Euclides foi o primeiro matemdtico a usar um

modelo axiomatico.

Figura 2.2: Desenho representando Euclides.

Tudo comegou com Os Elementos®, um livro de 13 volumes, no qual Euclides reuniu
tudo que se sabia sobre matemadtica em seu tempo - aritmética, geometria plana, teoria das
propor¢cdes e geometria solida. Sistematizando a grande massa de conhecimentos que os
egipcios haviam adquirido desordenadamente através do tempo, o matematico grego deu or-
dem légica e esmiucou a fundo as propriedades das figuras geométricas, das dreas e volumes,
e estabeleceu o conceito de lugar geométrico.

Para Euclides, a geometria era uma ciéncia dedutiva que operava a partir de certas
hipdteses bésicas - os axiomas. Estes eram considerados 6bvios e, portanto, de explicacdo
desnecessaria.

20 texto completo de Os Elementos encontra-se atualmente disponivel gratuitamente no site
www.dominiopublico.gov.br. Recentemente, Irineu Bicudo publicou uma edi¢do completa dos Elementos tra-
duzida diretamente do grego em Bicudo [2], ver também Roque [16].
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Pitagoras (569 - 480 a.C.)

Pitdgoras foi um homem que mistificava a matemadtica e sua biografia € uma mistura
de lenda e histdria real. Nasceu na ilha de Samos, perto de Mileto, ele ndo deixou obras
escritas. Viajou bastante e esteve no Egito e na Babilonia, onde absorveu os conhecimentos
matematicos e as ideias religiosas de cada regido. Voltando ao mundo grego, fundou sua
escola em Crotona (hoje, sudeste da Itdlia), a qual era uma sociedade secreta, onde se estu-
dava aritmética, geometria, musica e astronomia. Também tinha aulas de religido e moral.
Mais que uma escola, Pitdgoras conseguira criar uma comunidade religiosa, filoséfica e poli-
tica. Os alunos que formava saiam para ocupar altos cargos do governo local; cientes de sua
sabedoria torciam o nariz ante as massas ignorantes e apoiavam o partido aristocratico. Re-
sultado: as massas retrucaram pela violéncia e - segundo dizem uns - incendiaram a escola,
prenderam o professor e 0 mataram. Outros sdo mais otimistas: contam que Pitdgoras foi s6
exilado para Metaponto, mais ao norte, na Lucania, onde teria morrido, esquecido mas em

paz com mais de 80 anos de idade.

Figura 2.3: Busto de Pitdgoras.

Mas, como todos os documentos daquela época se perderam, todas as informagdes que
se tem sdo a partir de referéncias de outros autores que viveram séculos depois. Por isso,
Pitdgoras é uma figura obscura na histéria da Matemadtica® e, para dificultar mais as coisas,
a sua escola, além de secreta, era comunitdria, ou seja, todo o conhecimento e todas as
descobertas eram comuns, pertenciam a todos. Assim, ndo sabemos sequer se foi o proprio
Pitdgoras que descobriu o teorema que leva o seu nome, pois era comum naquela época dar
todo crédito de uma descoberta ao mestre. O Teorema de Pitdgoras é o mais belo e mais
importante teorema da Geometria, desde o século V a.C. até hoje inimeras demonstragdes

deste Teorema foram publicados.

3Além desses dois grandes nomes citados neste trabalho, podem ser encontrados descobertas notdveis nas

biografias de outros matematicos em Sé Matemadtica [24].
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Capitulo 3

Resultados da Geometria Plana

3.1 Introducao.

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos e definicdes necessdrios para a obtengao
de férmulas e propriedades que podem ser vistas nos préximos capitulos. Como também as

notagdes usadas para representar objetos matematicos.

3.2 Definicoes e conceitos geométricos basicos

—
Definicao 3.1 Dadas no mesmo plano duas semirretas OA e 0? um angulo (ou regido an-
—.
gular) de vértice O e lados OA e 53 é uma das duas regioes do plano limitadas pelas
—
semirretas OA e 0?

Um angulo pode ser concavo ou convexo, observa-se na Figura 3.1, o angulo em (a) é
convexo e o angulo em (b) € concavo. O contexto deixard claro se estamos nos referindo ao

angulo convexo ou ao dngulo concavo. Denotaremos o angulo por ZAOB.

Figura 3.1: Regides angulares no plano.

Em relagcdo a medida da regido do plano que um dado dngulo ocupa, vamos considerar
um circulo X de centro O dividido em 360 arcos iguais, tome pontos X e Y extremos de um
desses 360 arcos iguais. Dizemos que a medida desse angulo € de 1 grau, denotado por 1°.
O circulo estd ilustrado na Figura 3.2. Nesta defini¢do de grau, podemos afirmar que ela nao

11



depende do circulo escolhido, uma dircussdo bastante interessante sobre esse fato, pode ser
encontrada em Muniz Neto [15].

De acordo com o Sistema Internacional de Medidas (SI), a unidade usual de medida
de angulo € o grau, e seus submiiltiplos sdo o minuto, representado por’ € o segundo, repre-

sentado por ”. Consequentemente, 1° = 60" e 1/ = 60".

Figura 3.2: Grau como unidade de medida de angulos.

Geralmente, usamos por economia de notagao, letras gregas mintsculas para represen-
tar medidas de angulos, com excecdo da letra & (1€-se pi), pois reservamos outro uso para
tal letra. Mas, também escrevemos por exemplo, AOB = 0 para significar que a medida do
angulo ZAOB é 0 graus.

Quando escrevemos ZAOB, estaremos nos referindo, a menos que se diga o contrario,
ao angulo convexo ZAOB, isto é, ao angulo ZAOB tal que 0° < ZAOB < 180°. Diremos
que um angulo ZAOB ¢é agudo quando 0° < ZAOB < 90°, reto quando ZAOB = 90°, obtuso
quando 90° < ZAOB < 180° e raso quando ZAOB = 180°. A Figura 3.3 ilustra esses angulos
citados.

&
(d)

B B
L L— |
\ & = 180°
g < 90 g = 90 & = 50"
y Y .
& fi) G iy yay El-- d
(a) (k] (c)

Figura 3.3: Tipos de Angulos: (a) Agudo, (b) Reto, (c) Obtuso e (d) Raso.

Muitas vezes, € ttil ter um nome especial associado a dois angulos cuja soma das me-
didas seja igual a 90°, diremos que dois angulos com tal propriedade sdo complementares.
Assim, se o e 3 sdo as medidas de dois &ngulos complementares, entdo o + 8 = 90°. Dize-
mos que & é o complemento de 3 e vice-versa. Por exemplo, dois angulos medindo 30° e

60° sao complementares, uma vez que 30° 4+ 60° = 90°.

Definicao 3.2 Dois dngulos ZAOB e ZCOD (de mesmo vértice O) sdo opostos pelo vértice

(abreviamos OPV) se seus lados forem semirretas opostas.
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Figura 3.4: Angulos opostos pelo Vértice.

__>
Os angulos ZAOB e ZCOD da Figura 3.4 sao OPV, uma vez que as semirretas OA e

0?‘ , bem como as semirretas O? e O?, sdo respectivamente opostas.
Proposicao 3.1 Dois dangulos OPV sdo iguais.

Demonstracao:
Considerando a Figura 3.4 acima. Como 0_1>3 e 0? sd0 semirretas opostas, segue que
o+ 7y =180°. Analogamente, 8 + Y= 180°.
Portanto,
a=180°—y=p = o=2p.

Observacao: Diremos que dois angulos sdo iguais se suas medidas forem iguais.

3.2.1 Poligonos

Definicao 3.3 Um poligono é a regido do plano limitada (de drea finita) por uma poligonal

fechada, que constitui seus lados.

29 <6

A palavra Poligono € de origem grega “polygon’ que significa “vdarios angulos”, “poly”
significa “muitos” e “gon” significa “angulos” (Ver Morais Filho [6]).

Neste trabalho, representaremos o segmento de reta que tem os pontos A € B como
extremos por AB e a medida desse segmento por AB. Observa-se o exemplo da Figura 3.5:
os pontos Ay, As, ..., Ag sd0 os vértices do poligono; os segmentos AjAr, ArAsz, ..., AgAq
sdo os lados do poligono e as medidas dos comprimentos dos lados representaremos por
A1Ay, AsAs, ..., AgAL.

Figura 3.5: Elementos de um poligono.
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Definicao 3.4 Um poligono é regular se tiver todos os seus lados iguais e dngulos também

iguais, sejam eles internos ou externos.

Uma observagdo importante € o fato de que todo poligono regular pode ser inscrito em

uma circunferéncia. A Figura 3.6, ilustra alguns poligonos regulares sobrepostos.

Figura 3.6: Poligonos regulares.

Um poligono que ndo € regular é chamado de poligono irregular.

Definicao 3.5 Um poligono é convexo quando qualquer segmento que une dois de seus pon-

tos estd inteiramente contido nele.

A~ &

Figura 3.7: Poligonos convexos.

Definicao 3.6 Um poligono é ndo-convexo quando houver algum segmento com extremida-

des nele, mas com pelo menos um ponto do segmento fora dele.

.

Figura 3.8: Poligonos nio-convexos.
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Alguns poligonos recebem nomes especiais, observe a tabela seguinte:

Nimero de lados Nome
3 Triangulo
4 Quadrilatero
5 Pentdgono
6 Hexagono
7 Heptégono
8 Octdgono
9 Eneédgono
10 Decédgono
11 Undecédgono
12 Dodecédgono
15 Pentadecdgono
20 Icosagono

Tabela 3.1: Nomes especiais de poligonos.

3.2.2 Triangulos

Definimos por tridngulo a regido do plano delimitada por trés pontos nao-colineares.
Sendo A,B e C tais pontos, diremos que A,B e C s@o os vértices do tridngulo ABC, cujas
medidas sio BC = a ,AC = b e AB = c. Observe a Figura 3.9 seguinte.

C

i B

Figura 3.9: Elementos de um triangulo.
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Os tridngulos sdo classificados de duas maneiras diferentes:

Em relaciao as medidas dos lados

e Triangulo Equilédtero: quando possui as trés medidas dos lados iguais.
e Tridngulo Isdsceles: quando possui pelo menos duas medidas dos lados iguais.

e Tridngulo Escaleno: quando possui as trés medidas dos lados diferentes.

(2] (k) (c)

Figura 3.10: Classificacdo de tridngulos quanto as medidas dos lados: (a) Equilatero, (b)
isosceles e (c) Escaleno.

Em relacio as medidas dos angulos

e Triangulo Acutangulo: quando possui os trés angulos agudos.
e Triangulo Retangulo: quando possui um angulo reto.

e Triangulo Obtusangulo: quando possui um angulo obtuso.

A | %C
iy I\
(a) B8 (b} & ©

Figura 3.11: Classificacdo de tridngulos quanto as medidas dos angulos: (a) Acutangulo, (b)
Reto e (c¢) Obtusangulo.
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3.2.3 Desigualdade triangular

Proposicao 3.2 Em todo tridngulo, cada lado tem comprimento menor que a soma dos com-

primentos dos outros dois lados.

Também conhecida como condicao de existéncia de um tridngulo, a desigualdade tri-
angular consiste em uma relagdo importante entre as medidas dos lados de um tridngulo.
Seja ABC um tridngulo tal que BC = a, AC = b e AB = c. Vamos mostrar que

a<b+c.

Demonstracao:
Conforme a Figura 3.12, prolongando a semirreta CA, marquemos o ponto D € CA,
tal que AB = AD = ¢. Assim, o tridngulo ABD é is6sceles, logo, os dngulos ADB e ABD sio

congruentes.

Figura 3.12: Desigualdade triangular.
Agora note que, no triangulo BCD, temos
CBD > ABD = ADB.

E, como um maior angulo estd oposto ao maior lado desse triangulo, podemos concluir

que CD > BC, ou seja, b+ ¢ > a. Analogamente, podemos concluir ainda que
b<a+c e c<a+b.
Portanto, um tridngulo de lados medindo a, b e c satisfaz as seguintes relagoes:

a<b+c
b<a+c
c<a+b.
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3.2.4 A circunferéncia e o circulo

Alguns livros ndo fazem distin¢do entre circunferéncia e circulo, alegando que nao
ha tal diferencia¢do no caso de poligonos (fala-se tanto no perimetro como na 4rea de um
poligono). Ja outros livros fazem a distingdo: circunferéncia é a linha, circulo € a regidao
limitada pela circunferéncia. Segundo Lima [13]: “Para livrar-se da ambiquidade, quando
isso € necessdrio, costuma-se usar a palavra disco para significar a regido do plano limitada
por uma circunferéncia. Af ndo resta divida.”

Circunferéncia: é uma linha fechada cujos pontos estdo a mesma distancia R de um
ponto O do plano, chamado de centro.

Circulo: € a unido da circunferéncia com os pontos interiores a ela, também conhecido
como disco. O centro do circulo € o centro da circunferéncia que o determina.

Raio: € todo segmento que une o centro a qualquer ponto da circunferéncia.

Corda: ¢é todo segmento com extremidades em dois pontos quaisquer da circunferén-
cia.

Diametro: ¢ toda corda que passa pelo centro da circunferéncia. A medida do didmetro
corresponde ao dobro da medida do raio.

Na Figua 3.13 sdo ilustradas as definicdes mencionadas.

Figura 3.13: (a) Circunferéncia, (b) Circulo, (c) Raio OE, (d) Diametro AB e Corda CD.

3.2.5 Perimetro e semiperimetro

A palavra perimetro é de origem grega, “Peri” significa “ao redor” e “metrein” significa
“medida”(Ver Morais Filho [6]).

O Perimetro de um poligono qualquer é a soma das medidas de todos os seus lados,
representado por 2p. O Semiperimetro de um poligono corresponde a metade do perimetro,
ou seja, p. Usando as notacOes da Figura 3.9, o perimetro e o semiperimetro do tridngulo
ABC s@o dados por

a+b+c

2p=a+b+c e p= 5
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3.2.6 Area das figuras planas

Segundo Lima [14] et al (2006), medir uma grandeza significa compard-la com uma
outra de mesma espécie tomada como unidade. Area é a medida da por¢do do plano ocupada
por uma figura.

Entdo, para encontrar a drea de uma determinada regido do plano, devemos comparar
sua superficie com a de outra tomada como padrao. O resultado dessa comparacdo serd um
ndmero que representa quantas vezes maior ou menor, a drea da figura serd dada em relagao
a unidade tomada como padrao.

Dependendo da unidade de medida escolhida, os resultados obtidos serdo diferentes.
Para facilitar o entendimento e a comunicacdo entre as pessoas, foi estabelecida também
uma unidade de medida padrdo: o metro quadrado (representando por m?), que corresponde
a drea da regido do plano ocupada por um quadrado, cuja medida do lado € 1 m. Outras

unidades de medida muito utilizadas sdo:

e O centimetro quadrado (representado por cm?), corresponde a uma drea ocupada por
um quadrado, cuja medida do lado é 1 cm , usado para medir regides menores que o

metro;

e O quildmetro quadrado (representado por km?), corresponde a uma area ocupada por
um quadrado, cuja medida do lado € 1 km , usado para medir superficies terrestres bem

maiores que o metro, como por exemplo, superficies de cidades ou paises;

e O hectare (representado por ha), corresponde a uma drea ocupada por um quadrado,
cuja medida do lado € 100 m , usado para medir superficies terrestres ocupadas por
fazendas, dreas de desmatamento, dreas de reflorestamento etc. Note que 1 ha corres-

ponde a 1 hectometro quadrado.

e O are (representado por a), corresponde a uma drea ocupada por um quadrado, cuja

medida do lado € 10 m, usado também em medidas agrarias.

Buscando uma definicdo mais geral, podemos dizer que drea é um niimero que atri-
buimos a extensao de uma superficie qualquer, plana ou curvada, de modo que consiga saber
qual superficie € maior e qual é menor, de acordo com a unidade de medida que adotamos
para expressar a area.

Se obtemos 16 quildmetros quadrados de area, entdo estamos lidando com uma ex-
tensdo equivalente, mas nao necessariamente igual, a um quadrado com 4 quildmetros de
lado.

Para figuras mais complicadas, cheias de curvas, se faz necessario, usar a técnica da

Soma de Riemann ou o Cdlculo Integral. Leitores interessados podem consultar Paliga [23].
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3.2.7 Curiosidade: Area e perimetro iguais

A seguinte proposi¢cdo encontra-se em Hellmeister et al [9], cuja demonstragdo reapre-
sentamos aqui com mais detalhes.

Proposicao 3.3 So existem cinco tridngulos que tenham perimetro numericamente igual a
drea, quando fixamos a unidade e exigimos que os lados do tridngulo tenham medidas intei-
ras.

Sendo a, b e c as dimensdes dos lados do tridngulo, podemos provar que a drea e o

perimetro deles possuem o mesmo valor numérico, de acordo com a tabela 3.2.

a | b | ¢ | Perimetro = Area
29 25| 6 60
20 | 15 | 7 42

17 {10 |9 36
131125 30

10 8 |6 24

Tabela 3.2: Area e Perimetro iguais.

Estes lados definem os dnicos cinco tridngulos que satisfazem as condi¢des exigidas.

Demonstracao: Sejama, b e c as medidas dos lados de um tridngulo na unidade fixada, 2p o
perimetro e p o semiperimetro. Entdo, sendo a drea e o perimetro do tridngulo representado
pelo mesmo nimero (perimetro na unidade e drea na unidade ao quadrado), temos pela
férmula de Heron:

2s=/s(s—a)(s—b)(s—c).
Elevando ambos os membros da equacio ao quadrado, obtemos:
45 =s(s—a)(s—b)(s—c) = 4ds=(s—a)(s—b)(s—c).
Sejamx=s—a,y=s—bez=s—c.Comos—a+s—b+s—c=3s—(a+b+c) =

3s —2s = s, segue que s = x +y+ z e podemos escrever

4(x+y+z)=xyz. (1)

De s = x4+ y+ z, conclui-se que

a=y+z
b=x+z (%)
c=x+)Yy.
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Vamos mostrar que o perfmetro tem que ser par.

Observe que

p=1/s(s—a)(s=b)(s—c)

() (57 (57 ()

Via+b+c)(b+c—a)(at+c—b)(a+b—c)

p = 4 :

ou seja,

Suponha que p seja impar:
e Ou um dos lados é impar e os outros dois lados sao pares;

e Ou os trés lados sdao impares.

Em nenhum dos dois casos, a raiz quadrada do numerador € impar e p ndo podera ser
inteiro. Logo, o perimetro € sempre par, e s sendo inteiro, consequentemente, x, y € z também
serdo inteiros.

O tridngulo ndo pode ser equildtero, pois se x =y = z pela equagdo (1), obtemos
¥ =12,

0 que ndo produz nimero inteiro para x.

O triangulo ndo pode ser isdsceles, pois se y = z por exemplo, teremos por (1):
xy? —8y—4x =0,

donde y para ser inteiro, vai depender de que 4 + x? seja um quadrado perfeito, o que ndo
acontece para nenhum x > 0, inteiro.
De fato, suponha que 4 4 x> = a?, isto é, seja um quadrado perfeito. Assim, temos

4=a>—x* = 4=(a—x) (a+x).

Como os tinicos possiveis valores para a +x e a — x sio 1, 4 e 2, concluimos que 4 4 x?
nao pode ser um quadrado perfeito.

Entao, o tridngulo s6 pode ser escaleno. Sem perda de generalidade, considerando-se
z >y > x. O valor de x ndo pode ser zero, pois teriamos a = s € ndo existiria triangulo.
Isolando z na equag@o (1), obtemos

4(x+y)
7= —"". (2)
xy—4
Assim, atribuindo valores inteiros para x e y, encontramos Z.
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y=35, temos z=24
Para x=1 e y=6, temos z=14
y=38, temos z=9

y=3; temos z=10
Para x=2 e
y=4; temos z=06

Outros valores de y ou ndao produzem z inteiros, ou produzem z < y. Assim como qual-

quer outro valor para x terd y < x para z ser inteiro.

Vamos analisar os seguintes casos: (x=1ley>4),(x=2ey>3)e (x > 3).

e Casol: x=1ey>4

Por hipétese z > y e pela equagéo (2) temos

I=—"=2>Yy = y2—8y—4<0.

Resolvendo o sistema formado pelas inequagdes y*> — 8y —4 < 0 e y > 4, chegamos a

conclusdo que os tnicos valores inteiros para y sao 5, 6 e 8.

e Caso2: x=2ey>3

Anélogo ao caso anterior, por hipdtese z > y e pela equagio (2) temos

402
Z:M>y = VY —dy—4<0.
2y—4

Resolvendo o sistema formado pelas inequacdes y> — 4y —4 < 0 e y > 3, chegamos a

conclusdo que os Unicos valores inteiros para y sdo 3 e 4.

e Caso3:x>3
Vamos mostrar que nio existe outro valor para x, exceto 1 e 2.

Da equacdo (2) e pela hipétese z > y temos

4
z:%>y = Aty >o’-dy = ' -8y—4x<0.

Obtendo o conjunto solucdo desta inequagdo do 2° grau acima na incégnita y, temos

4424+ 2
y=—

X

Como y > x, podemos escrever:

22



4£2VA 2

X

o que € uma contradi¢do, pois se x > 3, deveriamos ter x2 >0,

Portanto, os dnicos valores inteiros para x sdo 1 e 2. Logo, substituindo os valores
inteiros encontrados para x, y e z em () obtemos a tabela 3.2.

Estes lados definem os dnicos cinco tridangulos que satisfazem as condi¢des exigidas.

Com efeito, um tridngulo que tenha lados medindo 10, 8 e 6 unidades, terd perimetro
numericamente igual a drea nessa unidade. Construindo, entdo, um tridngulo com 10, 8 e 6
cm de lados e tornando a medir seus lados em milimetro, ele terd, agora, um perimetro de
240 mm e 4rea de 2400 mm?. O fendmeno da igualdade desaparece.

De fato, na equacao

2s =/s(s—a)(s—b)(s—c),
pensamos como medidas, o primeiro membro tem valor apresentado em unidades e o se-
gundo membro tem valor apresentando em unidades ao quadrado. Ha uma diferenca na
dimensao.

Nao somente essa propriedade de coincidéncia numérica da drea e perimetro nao resiste
a mudanca de unidades como também ela ndo € privilégio de certos tridngulos.

De fato, dado um tridngulo qualquer, existe sempre uma unidade de comprimento em
que o perimetro seja 0 mesmo que a area: basta tomar o perimetro p’ numa unidade ' qual-
quer e a drea A’ na unidade (w')? e tomar a nova unidade u = (A’/p’)u’ . Podemos verificar
abaixo que, na unidade u, o perimetro e a darea do tridngulo dado se medem pelo mesmo
nimero. Acontece, entretanto, que nem sempre as medidas dos lados, nessa unidade u, serdo

nameros inteiros.

I, /p/ (P,)z (p’)z

Perimetro P=pu = p'“qu=—4 u = tu,onde r = YU
N\ 2 N2 N2
AreaA:A/(”/)zzA/ (%) uz:(i/) uzztuz,Ondet:(il) :

Essa Proposi¢do prova que essas medidas s6 serdo, as trés, dadas por nimeros inteiros
se o tridngulo de partida for semelhante a um dos cinco triangulos da tabela 3.2. Neste

contexto, eles sdo especiais.
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3.3 O Teorema de Pitagoras

Teorema 3.4 Em qualquer tridngulo retangulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma

dos quadrados dos catetos.

Sejam a, b e ¢ conforme a Figura 3.14, entdo

a* =b>+c?.

Figura 3.14: O Teorema de Pitagoras.

Observagoes:

1. A reciproca do Teorema de Pitdgoras é verdadeira: Se a, b e c sdo reais positivos com
a* = b? + ¢, entdo o tridngulo de hipotenusa a e catetos b e ¢ é retangulo.

2. Um outro enunciado do Teorema de Pitdgoras: Em qualquer tridngulo retangulo, a 4rea
do quadrado cujo lado € a hipotenusa € igual a soma das dreas dos quadrados que t€ém como
lados cada um dos catetos.

Historicamente esse Teorema fascinou muitas pessoas. Dentre elas destacam-se: Le-
onardo da Vinci, James A. Garfield (presidente dos EUA), Euclides, Euler etc. O professor
Scott Loomis reuniu 370 demonstra¢des em seu livro “The Pythagorean Proposition™.

Existem dois tipos de demonstragdes: Geométricas (baseadas em comparagdes de
areas) e Algébricas (baseadas nas relacdes métricas dos tridngulos retangulos).

Apresentamos apenas duas demonstracdes, sendo a primeira Geométrica e a segunda
Algébrica.
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Comparando areas
Considerando o tridngulo retangulo da Figura 3.15, em que a € a medida da hipote-

nusa, b e ¢ sao as medidas dos catetos.

C

Figura 3.15: O triangulo retangulo.

Observando, agora, na Figura 3.16, os quadrados MNPQ e DEF G, que tém a mesma
area, visto que o lado de cada quadrado tem medida b+ c.

Q & B p G e R -
: r3 o = r3
f C £
(&
. \ > b b 2 b
M~ e N D c B E

Figura 3.16: Demonstragdo geométrica.

No quadrado MNPQ retiramos os quatro tridngulos congruentes ao triangulo ABC que
estamos considerando, visto que na Figura 3.16, restando apenas um quadrado de lado a. Em
seguida, no quadrado DEGF retiramos os quatro triangulos iguais ao tridngulo que estamos
considerando, restando, um quadrado de lado b e outro quadrado de lado c. Logo, a 4rea do
quadrado de lado a € igual a soma das dreas dos quadrados cujos lados medem b e c.

Esta demonstracao cldssica encontra-se, sem nenhum comentério, em tratados indianos
dos Sulbasutras (em torno do século VII) e na China, nos comentarios de Liu-Hui sobre o
cldssico da matemadtica chinesa os Nove Capitulos. Trata-se do que chamamos hoje de uma
“prova sem palavras”.

Existem sites que disponibilizam aplicativos gratuitos para se trabalhar Geometria Di-
ndmica, em que o aluno pode manipular objetos matematicos e descobrir propriedades da

Geometria. Recomendamos o site cujo endereco eletronico é:

<http://dmentrard.free.fr/GEOGEBR A/Maths/accueilmath.htm>
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Nele o aluno pode encontrar mais de 400 formas diferentes de se demonstrar geo-
metricamente o Teorema de Pitdgoras, assim como outros resultados da Geometria Plana e

Espacial.

Usando semelhanca de tridngulos.
Dado o tridngulo retangulo ABC da Figura 3.17.

s

W

Figura 3.17: Demonstracao algébrica.

Da semelhanca entre os tridngulos AHB e CAB, temos ¢

= am e da semelhanca entre
os tridngulos AHC e BAC, temos b*> = an. Adicionando essas duas igualdades membro a
membro, segue que

P+t =a(m+n)=a-a=d.

Atualmente, esta demonstracdo € mais frequente nas aulas de matematica, pois permite
encontrar as outras relagdes importantes do tridngulo retingulo. Além das relagdes ¢? = am
e b? = an, que deram origem a demonstra¢io do teorema, obtemos facilmente, bc = ah, que
também se interpreta com o conceito de drea, e > = mn, que revela o importante fato de que
a altura € a média geométrica entre as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa.

Mais algumas demonstragdes, curiosidades, exemplos, aplicacdes e exercicios a res-
peito do Teorema de Pitdgoras podem ser encontrados em Lima [14].

Neste trabalho, o Teorema de Pitdgoras serd necessdrio para auxiliar na demonstragao
da Proposi¢do 3.5 que € uma generalizagdo do Teorema de Pitagoras no plano, na Proposi¢ao
4.3 (Férmula de Heron), na Proposi¢ao 4.11, que é uma das generaliza¢des do Teorema de
Pitdgoras no espaco, e na demonstracao da Proposi¢ao 4.12 para obter a drea de um tridngulo

equilatero.

26



3.4 Leidos Senos

Proposicao 3.5 Em qualquer tridngulo, o quociente entre cada lado e o seno do dngulo
oposto a esse lado é igual ao dobro da medida do raio R da circunferéncia circunscrita a
esse triangulo.

Figura 3.18: Lei dos Senos.

De acordo com a Figura 3.18, temos

a b c
— = — = — =2R.
sen (A) sen (B) sen (C )

Demonstracao:

Seja ABC um triangulo de lados a, b e ¢ inscrito em uma circunferéncia de raio R,
centro O e diametro AD de acordo com a Figura 3.18. Observa-se que o tridngulo ABD €
retingulo em B, uma vez que o angulo B corresponde ao dngulo inscrito na circunferéncia e,
portanto, tem medida igual a metade do arco correspondente, que € uma semicircunferéncia,
logo B =90. Por outro lado, temos D = C, pois sdo angulos inscritos correspondentes ao

N .
mesmo arco AB. Assim,
c c

sen (C) = ﬁ = m =2R.
Analogamente, segue que
a b
sen (A) © sen (B)

Logo,

a B b B c R
sen (A) " sen (B) " sen (é) -

A Lei dos Senos € usada, principalmente, para obter outros elementos de um tridngulo

em que os angulos sdo conhecidos e apenas um lado é conhecido. Geralmente, conhecendo
dois angulos internos e um dos lados, usando o fato que a soma dos trés angulos internos de
um tridngulo € igual a 180°, descobrimos o terceiro angulo, em seguida, usando a Lei dos
Senos descobrimos os outros dois lados. Além disso, a Lei dos Senos nos fornece uma forte

relacdo entre as medidas do tridngulo e o raio da circunferéncia circunscrita a esse triangulo.
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3.5 Leidos Cossenos

Proposicao 3.6 Em qualquer triangulo, o quadrado da medida de um lado é igual a soma
dos quadrados das medidas dos outros dois lados, menos o dobro do produto desses dois

lados pelo cosseno do dngulo formado por eles.

Figura 3.19: Lei dos Cossenos.

De acordo com a Figura 3.19, temos
a* =b*+c* —2bc cos (A), b* = a* +c* —2ac cos (B), ¢? = a*+b*—2ab cos (C)

Demonstracao:

Caso 1: ABC é um triangulo acutdngulo.

Considerando o ponto D como sendo o pé da perpendicular baixada do ponto C sobre
o lado AB, conforme a Figura 3.20. Tem-se AB=c,AC=b,BC=a,CD=heAD = x.

Figura 3.20: Triangulo Acutangulo.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras nos triangulos ACD e BCD, obtemos as seguintes
relacoes:
h =b* —x* e d=h+(c—x).

Substituindo a primeira na segunda e simplificando, obtemos:
a> = b* +c* —2cx. (3)

Por outro lado, usando razdes trigonométricas, nota-se que x = b cos (A) . Substituindo

esse valor de x em (3), segue que
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A

a’> = b>+c* —2bc cos (A).

Caso 2: ABC ¢ um tridngulo obtusdngulo.

Considere o ponto D como sendo o pé da perpendicular baixada do ponto C sobre a
reta AB. Neste caso, D estd na semirreta oposta a semirreta AB, com a mesma origem A.
Sejam AB=c,AC=b,BC=a,CD = he AD = x, conforme a Figura 3.21.

C

i
i
i
A
i
:
i
i

Figura 3.21: Triangulo obtusangulo.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras nos tridngulos ACD e BCD, obtemos as relagdes:

h? =b* —x* e a> =h+ (c+x)*.
Substituindo a primeira na segunda e simplificando, obtemos:

a* = b* +c* + 2cx. (4)

Por outro lado, note que 8 = 180° — A, assim, cos (6) = — cos ( A), em que 0 é o angulo
externo ao vértice A.

Usando razdes trigonométricas, temos

COS(Q):% = x:bcos(G):—bcos(A).

Dai, substituindo esse valor de x em (4), segue que

a* = b* + ¢* —2bc cos (A) .

Analogamente, podemos obter as outras igualdades.

b* = a* + c* — 2ac cos (B) e 2 = a*+b*—2ab cos (C‘) .

Observe que a Lei dos Cossenos generaliza o Teorema de Pitdgoras, no sentido de que

se o tridngulo ABC for retangulo em A, entao cos (A) =0, logo a? = b+ 2.
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Capitulo 4

Diferentes formas de calcular a area de
uma regiao triangular

4.1 Introducao.

Neste capitulo, apresentamos diversas formas de obter a drea de um triangulo, figura
esta sobre a qual Holanda [10] escreveu seu trabalho de conclusdo de curso cujo titulo foi
bastante original: “Os mistérios da mais bela forma geométrica: O Triangulo.” No seu tra-
balho, o autor apresenta os elementos do tridngulo, relagdes entre as medidas dos lados e dos
angulos, propriedades importantes, assim como aplicacdes dessa figura na construcgao civil.
Em nosso trabalho, centralizamos a atencdo no que se refere ao cdlculo da drea de regides
triangulares. O que chama atencdo nesta figura geométrica tdo especial é que dependendo
dos elementos conhecidos, sua drea pode ser determinada de vdrias formas, onde a demons-
tracdo de todas elas sempre se baseia na férmula mais basica, em que a drea de um tridngulo
¢ igual a metade do produto da base pela altura relativa a esta base.

Neste capitulo, encontram-se as formulas mais gerais e algumas mais especificas,
desde a formula de Heron até a Generalizacdo do Teorema de Pitdgoras que podem ser
trabalhadas no ensino médio, enriquecendo o estudo sobre dreas, fornecendo um material
de pesquisa para que alunos e professores possam conhecer, por exemplo, relacdes entre ele-
mentos do tridngulo e suas principais circunferéncias, além disso, apreciar demonstracoes
baseadas em relacdes elementares. Mostramos ainda alguns casos particulares envolvendo
o triangulo equildtero, o tridngulo isésceles, o tridngulo escaleno e o tridngulo retangulo.
Acreditamos que isto possa despertar o interesse de alguns estudantes pelo assunto.

Doravante, denotaremos a drea de um tridngulo de vértices A, B e C por (ABC).
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4.2 Conhecendo um dos lados e a altura relativa a este lado.

Proposicao 4.1 A drea de um triangulo ABC qualquer é igual a metade do produto do com-

primento de qualquer um de seus lados pela altura relativa a este lado.

Seja ABC um tridngulo de medidas BC = a, AC = b, AB = c e alturas hy, hy, € h,, relativas

aos lados a, b e c, respectivamente, conforme a Figura 4.1. Entdo a area do triangulo ABC é

dada por
a-h, b-h, c-h
ABC) = = =
( ) 2 2 2
Figura 4.1: Tridngulo e suas alturas.
Demonstracao:

Vamos provar apenas a primeira igualdade, pois as outras sao analogas. Tracando pelo
vértice C, uma reta paralela ao lado AB, e pelo vértice B uma reta paralela ao lado AC,
conforme ilustrado na Figura 4.2, entdo as duas retas se interceptam em um ponto D. O
poligono ABDC ¢é um paralelogramo, e os dois tridngulos ABC e CDB s@o congruentes.

C D

Figura 4.2: Paralelogramo.

Observacao:

Por definicdo a drea de um paralelogramo € igual ao produto do comprimento de um
de seus lados pelo comprimento da altura relativa a este lado.

Como (ABDC) = (ABC) + (CDB) e (ABC) = (CDB), entdo

(ABC) = %(ABDC)-

Para completar a demonstragdo, observa-se que a altura relativa ao vértice C do trian-

gulo ABC é exatamente a altura do paralelogramo ABDC relativa ao lado AB.
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4.3 Conhecendo apenas os lados: Formula de Heron.

Proposicao 4.2 Se um triangulo possui os lados medindo a, b e c e o seu perimetro é repre-
sentado por 2p = a+ b+ c, conforme a Figura 4.3, entdo, a drea do triangulo ABC é dada

por

(ABC)=+/p(p—a)(p—b)(p—c).

Figura 4.3: Férmula de Heron para a drea de um triangulo.

Demonstracao:

Aplicando o Teorema de Pitdgoras nos tridngulos retangulos da Figura 4.3, temos:
pP=n+n* (I
=h+m? (II)
Fazendo (1) — (I), obtemos

2 —b?
- =m?—n*=(m+n)(m—n)=a(m—n) . m—n= :

Como m+ n = a, temos o seguinte sistema de equacdes

Resolvendo o sistema, segue que

a? — b2+ 2 a?+b*—c?
m=———— ¢ n=—————- (%)
2a 2a

De 2p = a+ b+ ¢, podemos escrever:
a+b—c=a+b+c—2c=2p—2c=2(p—c);
(ia+c—b=a+b+c—2b=2p—-2b=2(p—>b);
(i) b+c—a=a+b+c—2a=2p—-2a=2(p—a).
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Agora, usando o fato de que

h 1 1 1
(ABC) = % = (ABC)* = A—tazh2 = Zaz (b2 —n2) = Zaz (b+n)(b—n).

Substituindo (*) na dltima igualdade temos

2a 2a
B laz <2ab—|—a2—i—b2—c2) (2ab—a2 —b2+cz)
4 2a 2a
1 allat b)* — [ — (a—b)*]
4a?
1

= jellatb—c)a+b+o)ll(c—a+b)(c+a=b).

1 2 b2_ 2 2 b2_ 2
(aBCP = & (b+a+_0> (b_H_C)

Substituindo (i), (ii) e (iii), na dltima igualdade, obtemos

(ABCP = - (p—c)20]2(p—@)2(p—b)

_ %-16p(p—a>(l’_b)(p_c)'

=  (ABC)’ = p(p—a)(p—b)(p—c).

Logo,

(ABC)=+/p(p—a)(p—b)(p—c).
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4.4 Conhecendo dois lados e o angulo formado por esses

dois lados.

Proposicao 4.3 A drea de um triangulo ABC qualquer é igual ao semi-produto das medidas
de dois lados pelo seno do dngulo que eles formam entre si. Ou seja,
ab sen(C) acsen(B)  bc sen(A)

ABC) = = =
( ) 2 2 2

Figura 4.4: Tridngulo com dois lados e um angulo.

Demonstracio:
Considerando a altura A, relativa ao lado BC, cujo pé da perpendicular é o ponto M,
conforme a Figura 4.4. Usando razdes trigonométricas no triangulo BMA, temos

sen (B) =

oS

= h=csen(B). (111)

Por outro lado, a area do tridangulo ABC € dado por:

(ABC) = % (1v)

Substituindo (/I7) em (IV), obtemos:

ac sen (B)
(ABC) = ==

Como as provas das outras duas igualdades sdo andlogas, concluimos a demonstragao.
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4.5 Conhecendo os trés lados e o raio da circunferéncia cir-

cunscrita.

Proposicao 4.4 A drea de um triangulo ABC qualquer ¢é igual ao quociente do produto dos

lados do tridngulo pelo quddruplo do raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

Seja ABC um triangulo de lados BC = a, AC = b, AB = ¢ e R o raio da circunferéncia

circunscrita ao triangulo, conforme a Figura 4.5. Entao

abc
ABC) = —-
(ABC) = &

A\L/ B
Figura 4.5: Triangulo e a circunferéncia circunscrita.

Demonstracao:
Sabemos que pela Lei dos Senos:

a B b B c R
sen(A) "~ sen (B) " sen (C’) -
Assim,
A c
sen (C) = R (V)

Por outro lado, pela Proposi¢ao 4.3:

(ABC) = %ab sen(€) (V1)

Substituindo (V') em (VI), obtemos

1 c abc
ABC) = —ab- — = —
(ABC) = 5ab 5% = IR
Logo,
abc
ABC) = —
( ) 4R

Outra aplicacdo desta férmula € determinar a medida do raio da circunferéncia circuns-
crita a um triangulo dado, conhecendo suas medidas e sua area.
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4.6 Conhecendo os trés lados e o raio da circunferéncia ins-

crita.

Proposicao 4.5 A drea de um tridngulo ABC qualquer é igual ao produto do seu semi-

perimetro pelo raio da circunferéncia inscrita no triangulo.

Seja ABC um tridngulo de medidas BC = a, AC = b, AB = c, semiperimetro p e raio
r da circunferéncia inscrita no tridngulo, conforme a Figura 4.6. Entdo a drea do tridngulo
ABC ¢ dada por

(ABC)=p-r.

Figura 4.6: Tridngulo e a circunferéncia inscrita.

Demonstracao:

Seja I o incentro (encontro das medianas) conforme pode ser visto na Figura 4.6. As-

sim a area do triangulo ABC corresponde a soma das areas dos tridngulos A/B, AIC e BIC.

Sabendo que o raio da circunferéncia é perpendicular ao lado do tridangulo ABC no ponto de
tangéncia, temos

ar br cr (a+b+c)r 2pr

(ABC) = (AIB) + (AIC) + (BIC) = -+ — + > =~ ’

p-r.

Logo,
(ABC)=p-r.
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4.7 Conhecendo os trés lados e o raio da circunferéncia ex-

inscrita.

Proposicao 4.6 A drea de um tridngulo ABC qualquer ¢é igual ao produto da diferenca entre
seu semiperimetro e um dos lados, pelo raio da circunferéncia ex-inscrita, correspondente a

este lado do triangulo.

Seja ABC um triangulo de lados BC = a, AC = b, AB = ¢, semiperimetro p e r, é o raio
da circunferéncia ex-inscrita a BC, conforme a Figura 4.7. Entdo a drea do tridngulo ABC é
dada por

(ABC) = (p—a) - rq4.

Figura 4.7: Triangulo e a circunferéncia ex-inscrita.

Demonstracao:

Seja I, o ex-incentro relativo ao lado BC conforme a Figura 4.7. Assim a area do
triangulo corresponde a soma das areas dos triangulos Al,B, AI,C menos a drea do triangulo
BI,C.

Logo,
(ABC) = (AlB)+ (ALC)— (BLC) = % * % N %
— (CJFb;a)'ra _ 2(1’_2‘1)"’“ =(p—a)-ra.
Portanto,

(ABC) = (p—a)-ry.

Analogamente, mostra-se que

(ABC) = (p—b)-ry=(p—c)-re.
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4.8 Multiplicando as medidas dos raios.

Proposicao 4.7 A drea de um tridngulo ABC qualquer é igual a raiz quadrada do produto
do raio da circunferéncia inscrita pelos raios das trés circunferéncias ex-inscritas referentes

aos lados do triangulo.

Seja ABC um triangulo de medidas BC = a, AC = b e AB = c¢. Sendo r o raio da
circunferéncia inscrita no tridngulo dado e r,, rp, € r. 0s raios das circunferéncias ex-inscritas

relativas aos lados BC, AC e AB, respectivamente, como ilustrado na Figura 4.8. Entdo a

area do triangulo ABC € dada por

(ABC) = \/r-rq 7y Te.

Figura 4.8: Tridngulo e as circunferéncias ex-inscritas.

Demonstracao:
Pela Proposicdo 4.5, temos

(ABC)=p-r  (®)

e, pela Proposicao 4.6, temos

(ABC)=(p—a)-ra (&)
(ABC)=(p—b)-r,  (®)
(@)

(

Multiplicando membro a membro as igualdades (&), (©), (®) e (@), obtemos

(ABC) = (p—c)-rc

(ABC)* =r-rq-1y-re-p-(p—a)-(p—b)-(p—c).
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Mas, pela Proposi¢ao 4.2 (Férmula de Heron)

(ABC)*=p-(p—a)-(p—b)-(p—c).

Assim,
(ABC)4 =rergrp-te- (ABC)Z.
Logo,
(ABC)2 =rrgrp-re.
Portanto,

(ABC) = \/r-rq-rp-rec.

4.9 Dividindo o triangulo em paralelogramos e triangulos

menores.

Proposicao 4.8 Sendo ABC um triangulo e P um ponto no seu interior. Paralelas aos lados
contendo P dividem o tridngulo em 6 partes das quais 3 sdo tridngulos de drea Sy, S e S3,

conforme a Figura 4.9. A drea do triangulo ABC é dada por

(A4BC) = (VS + /5 + 53)2-

A,

Figura 4.9: Triangulos e paralelogramos.

Demonstracao:
Como DG//AC ,IF//AB e EH//BC, temos as semelhangas dos tridngulos:
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ADEP ~ APFG ~ AIPH ~ AABC.

Sabendo que a razao entre as areas € igual ao quadrado da razao de semelhanca, temos

(Aleo B (%)2 <ASBZC> B (%)2 (Aif@ B <%)2

Escrevendo de outra maneira:

S| _EP S, PH Sy FG
(ABC) BC’ (ABC) BC’ (ABC) BC’

Adicionando as ultimas igualdades acima, obtemos:

VSi+VS:++/Ss EP+PH+FG BF+GC+FG BC _
(ABC) BC BC BC

Assim,

V81 + /82 +1/S3 = /(ABC).

Logo, concluimos que

(ABC) = (V/S1+ /S + S3>2.

Exemplo:

Por um ponto P no interior de um tridangulo ABC tragamos retas paralelas aos seus

lados. Tais retas particionam ABC em trés tridngulos e trés paralelogramos, conforme as

configuracdes da Figura 4.9. Se as dreas dos tridngulos sdo iguais a S| = 1 cm?, S» = 4 cm?

e S3 =9 cm?. Calcule a 4rea do triangulo ABC.
Solucao:

Sendo (ABC) a drea do tridngulo ABC, pela proposi¢do anterior, temos que

(ABC) = (ﬁ+\/1+\/§>2: (14+2+3)* =36

Logo,

(ABC) = 36 cm?.
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4.10 Dividindo para depois somar.

U concorrendo em

Proposicao 4.9 Dado um triagngulo ABC qualquer e suas trés cevianas
um ponto P no seu interior, entdo a drea do tridngulo é dada pela soma dos seis triangulos

formados. Observa-se a figura 4.10.

Figura 4.10: Triangulo e suas cevianas.

(ABC) = (APE) + (APF) + (BPD) + (BPF) + (CPD) + (CPE).

Demonstracao:

De acordo com a Figura 4.10, basta observar que o tridngulo ABC foi particionado
pelas suas cevianas e ABC corresponde a unido de um nuimero finito de outros tridngulos,
0s quais ndo possuem pontos interiores comuns, ou seja, possuem apenas seus lados em
comum. Entdo a drea de ABC ¢ igual a soma das dreas dos tridngulos menores, sdo eles
APE, APF, BPD, BPF,CPD, CPE.

Logo,

(ABC) = (APE) + (APF) + (BPD) + (BPF) + (CPD) + (CPE).

ICeviana é um segmento de reta que liga um vértice do tridngulo ao lado oposto correspondente ou ao do
seu prolongamento. Sao exemplos de cevianas a Mediana, a Altura, a Bissetriz.
O nome vem do matematico italiano Giovanni Ceva, que formulou o Teorema de Ceva, que d4 condi¢des para

que trés cevianas sejam concorrentes.
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Aplicacao:

Sejam ABC um triangulo e D, E e F pontos respectivamente sobre os lados BC, CA e
AB, tais que os segmentos AD, BE e CF sdo concorrentes em P. Sabe-se que (BDP) = 40,
(CDP) =30, (CEP) =35¢ (AFP) = 84. Calcule a drea de ABC. Observe a Figura 4.11.

A

Figura 4.11: Triangulo particionado.

Solucao: Considere o seguinte Lema 4.10.

Lema 4.10 Se dois triangulos tém a mesma altura, entdo a razdo entre suas dreas é igual a
razdo entre suas bases.

Sejam as dreas (FBP) = x e (AEP) =y, aplicando o Lema acima, segue que:

i) Nos triangulos BDP e CDP, temos o
40 BD
30 DC
Por outro lado, nos triangulos ABD e ADC, temos
x+40+84 BD
y+30+35 DC

Assim,
x+124 4
== = 3x—4y=-112. A
y1+65 3 R (8)
ii) Nos tridngulos CEP e AEP, temos o
35 CE
y EA
Por outro lado, nos tridngulos CBE e ABE, temos
105 B CE
x+y+84 EA
Assim,
105 35
———=— = 35x-70y=84-35 = x=2y—84.
Xty+8  y Y Y (V)
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De (A) e (v7), temos o sistema de equacdes

3x—4y=—112
x=2y—84 .

Resolvendo o sistema, obtemos

x=56 e y=70.

Logo, a area do tridngulo ABC ¢é dada pela soma

(ABC) =40+30+35+70+84+56 =315.
Observacao:

As trés medianas de um triangulo o dividem em seis tridngulos menores de dreas iguais

Demonstracao do Lema 4.10.

Sejam os tridngulos ABC e DEF, cujas bases sdo AB e DE, respectivamente, € de
mesma altura &, conforme a Figura 4.12.

S ;
kD

Figura 4.12: Triangulos de mesma altura.

Temos

AB-h DE -h

2
A razdo entre as areas dos tridngulos é dada por

(ABC) AB-
(DEF) ~ DE-

|
SIS

AB
DE
Logo,




4.11 Uma Generalizacao do Teorema de Pitagoras

Proposicao 4.11 Considere o triedro trirretdngulo de vértice O, cortado por um plano qual-
quer, formando o tetraedro ABCO com OA = a, OB = b e OC = ¢, como ilustra a Figura
4.13. Sejam as dreas (ABC), (AOB), (BOC), (AOC). Entdo

(ABC)* = (AOB)* + (BOC)* + (AOC)*.

Figura 4.13: Tetraedro.

Demonstracao:
Considerando o plano que contém OC e € perpendicular a AB. Esse plano corta AB em

H e, consequentemente, tanto OH quanto CH sio perpendiculares a AB. Facamos OH = x e

CH = h.
Pelo cdlculo da area do tridangulo OAB, temos

AB-x =ab.
Por outro lado, observa-se que
AB-h ab bc ac
ABC) = —— AOB) = — BOC) = — AOC) = —-
Portanto,
2,2 2.2 202
b- b
(A0B)? +(BOC)* + (AOC) = -+ 75 4 5
1/, — 1/, — _
= (@B) ¥+ (a®+07)) = ’ ((@B)* ¢+ (AB)*)

= L (4B (* +¢2).
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No triangulo OHC, pelo Teorema de Pitdgoras, temos:

X+ =h.
Assim,
— 2
(AOB)* 4 (BOC)* 4 (AOC)* = % (AB)* W = (ABT'h) — (ABC)*.
Logo,
(ABC)* = (AOB)* + (BOC)* + (AOC)*.
Exemplo:

Os segmentos OA, OB e OC sio perpendiculares dois a dois. Se OA =2 cm, OB =3 cm
e OC = 6 cm, calcule a 4rea do triangulo ABC.

Solucio:

Pela Proposicdo 4.11, temos

(ABC)*> = (AOB)*+(BOC)*+ (AOC)*

2-3\% /3.6\% [2-6\°
ABC)? = (22 R i
- et = ()4 (5) +(5)
= (ABC)* = 9+81+36 = 126
= (ABC) = V126 =3V14cm*
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4.12 Area de um tridngulo equilatero

Proposicao 4.12 A drea de um triangulo ABC equildtero de lado a é dada por

a’\/3

(ABC) =

4

Figura 4.14: Triangulo equilatero.

Demonstracao:

Seja h a altura relativa a base BC do triangulo ABC, conforme a Figura 4.14. Como
o triangulo é equildtero, entdo o ponto M € ponto médio do lado BC, assim, aplicando o
Teorema de Pitdgoras no tridngulo retangulo AMC, retangulo em M, temos a altura s, em
func¢do do lado a:

2 342 3
el () = e

Por outro lado, como a area do triangulo ABC € dada por:
BC-h ah
AB = —= —
(BC) === ()
Substituindo (*) em (%), obtemos

h .ﬂ 2
(Agc):%:a 2 :a\/§.

Logo,
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4.13 Area de um tridngulo isésceles

Proposicao 4.13 Em um triangulo ABC isosceles de base BC, considere conhecidos os lados
que possuem a mesma medida l e os angulos da base de medida 0, como ilustrado na Figura

4.15 (a). A drea do triangulo ABC em fungdo de l e 0 é dada por

(ABC) = I sen(0) cos(0).

Figura 4.15: Triangulo isésceles.

Demonstracao:

Sejam h a altura relativa ao lado BC e BM = x, em que M é o ponto médio de BC, como
observa-se na Figura 4.15 (b).

Pelas razdes trigonométricas do tridngulo AMC, temos

sen(e):? = h=Isen(0). (0)

cos(@):%c = x=Ilcos(0). (M)

Por outro lado, a area do tridangulo ABC € dada por

BC-h  2xh

Substituindo ([J) ¢ (M) em (), obtemos:
(ABC) =1Isen(0)lcos(6) =1*sen(6)cos(0). (¢)
Obsevacao: Como sen (20) =2sen(6)cos (0), podemos escrever (#) da seguinte forma:

12
(ABC) = Esen(Z@).
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4.14 Area de um tridngulo escaleno

Proposicio 4.14 Em um tridngulo ABC, conhecidos os dngulos B e C e dado BC = d, como
ilustrado na Figura 4.16. A drea do tridngulo ABC em funcdo de B, C e d é dada por

dZ
2 (cotg (B) +cotg (€)) .

(ABC) =

Figura 4.16: Triangulo escaleno.

Demonstracao:
Observando-se a Figura 4.17. Seja M o pé da perpendicular do ponto A sobre a base

BC. Como BC = d, considerando BM = m e MC = d — m.

I=

o

m
=
]

Figura 4.17: Demonstragdo: triangulo escaleno.

Aplicando as razdes trigonométricas nos triangulos BMA e CMA, obtemos, respectiva-
mente, as relacdes
m:LA e h=(d—m)tg(C).
tg (B)

Substituindo a primeira na segunda, obtemos

. A h
h— (d—m>tg(c) 7 e B e
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1 d

= d=h =h(cotg (B) +cotg (C)) = h=

7 (cotg (B) +cotg (C))

©(C)

Por outro lado, a area do tridngulo ABC € dada por

BC-h d d
ABC) == =3 (cotg (B) <ot (€))
Logo,
gy
(ABC) = 2 (cotg (B) +cotg (€)) |

4.15 Area de um tridngulo retingulo

Proposicao 4.15 A drea de um triangulo ABC retdangulo é igual a metade do produto de

seus catetos.

Seja ABC um triangulo retangulo de lados BC = a, AC = b, AB=c, em que a é a
hipotenusa, b e ¢ sdo os catetos. Conforme a Figura 4.18. Entdo a drea do tridngulo ABC ¢é
dada por

b-c
ABC) = —-
(4BC) =~

Figura 4.18: Triangulo retangulo.

Demonstracao:
Sabendo-se que o tridngulo retingulo ABC possui o 4ngulo reto em A, como visto na
Figura 4.18. A altura relativa ao lado AB, € o proprio lado AC, assim, pela Proposicido 4.1,

segue que

AB-AC  b-c
ABC) = =
(ABC) = — 5
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Capitulo 5

Geometria Analitica

5.1 Introducao.

A Geometria analitica tem entre suas caracteristicas a realizacdo de conexdes entre a
Geometria e a Algebra, pois, por exemplo, permite compreender as solugdes de um sistema
linear de duas incégnitas por meio da interse¢do de retas em um plano, ou entdo, representar
por meio de uma equagdo uma figura bidimensional ou tridimensional, (Souza [17]).

Neste capitulo, abordaremos o célculo de area de regides triangulares, desta vez usando
o método analitico de duas formas. Primeiramente, através do determinante e, em seguida,

por meio de vetores, obtidos a partir das coordenadas dos vértices de um tridngulo dado.

5.2 O Plano Cartesiano

Um sistema de coordenadas cartesianas no plano consiste de um par de eixos perpen-
diculares OX (horizontal) e OY (vertical) contidos nesse plano, com a mesma origem O, que
dividem o plano em quatro regides chamadas quadrantes. Observe a Figura 5.1. Chamamos
OX de eixo das abscissas e OY de eixo das ordenadas. O sistema € indicado com a nota¢ao
XOY. Cada ponto P do plano possui uma Unica representacdo, indicado pelo par ordenado
(x,y) de nimeros reais, onde x é a abscissa e y é a ordenada do ponto P, segundo o Sistema
Ortogonal XOY . Representa-se por P (x, y).

Observacao:

Os eixos OX e OY sdo retas orientadas, isto €, quando sobre elas escolhe-se um sen-
tido de percurso, chamado positivo. O sentido oposto sobre o eixo é denominado negativo.
Geralmente, para o eixo OX o sentido positivo escolhido € a direita da origem e sentido ne-
gativo a esquerda da origem. Para o eixo OY o sentido positivo € acima da origem e sentido

negativo abaixo da origem.
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Figura 5.1: Plano cartesiano.

Figura 5.2: René Descartes.

René Descartes (1596 — 1650), matematico e fildsofo francés é considerado o criador
da Geometria Analitica, por ter sido quem primeiro utilizou o sistema de coordenadas que
hoje leva seu nome em problemas de Geometria. Em filosofia, sua obra se destacou princi-
palmente pelo tratado Discurso sobre o Método.

5.3 O Determinante

Indicamos o determinante de uma matriz A, por det(A).

Denomina-se o determinante como sendo um nimero real que se associa a uma matriz
quadrada. Este nimero permite saber se a matriz tem ou nao inversa, pois as que nao tém sao
precisamente aquelas cujo determinante é igual a 0. E importante observar que ndo existe

determinante de matrizes que nao sejam quadradas.
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Definimos o determinante de uma matriz da seguinte forma:

(i) Determinante de uma matriz de ordem 1
AZ(CIH) = det(A):an.

(i1) Determinante de uma matriz de ordem 2

a a2
A= = det (A) =ajjaxy —appazy.
az) a2

(ii1) Determinante de uma matriz de ordem 3

aiy; app as
A=| ax axn ax

asy dzz ass

= det(A) = ar1axas3 +a12a23a31 + a13a21a32 — a13a22a31 — A11423032 — A12G21433.

Observacao:

A regra mais conhecida para obter o determinante de uma matriz quadrada de ordem
maior que 3 é o Teorema de Laplace que consiste em escolher uma das filas (linha ou coluna)
da matriz e somar os produtos dos elementos dessa fila pelos seus respectivos cofatores.
Aqui ndo nos prolongamos no tema, para podermos manter o foco nas diferentes formas de

calcular 4reas de triangulos.

5.4 A area de um triangulo usando determinante

Proposicdo 5.1 Dadas as coordenadas de trés pontos ndo colineares, digamos A = (xa,y4),
B = (xp,yB) e C = (x¢,yc), € possivel calcular a drea do tridngulo ABC, cujos vértices sdo

esses pontos, usando a formula

! xa ya 1
(ABC) = 3 |D|, emque D=|xp yg 1
xc yc 1

Demonstracao:

Observando a Figura 5.3 note que a drea do triangulo ABC € igual a soma das dreas dos
triangulos ACD e BCD. Inicialmente, determinaremos a abscissa xp do ponto D em fun¢do
das coordenadas de A, Be C.

Como os tridngulos ABG e ADF sdo semelhantes, temos:

BG _AG g —xal _ |y —yal
DF  AF lxp —xal  |yc —ya
Sem perda de generalidade, consideremos x4 < xp < xp < Xc € Y4 < yc < VB.
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Assim, podemos escrever

(xB —x4) (Yc —ya)

Xp = XA+ :
YB — YA

¥a

¥e

¥

Figura 5.3: Area usando determinante.

Agora, vamos determinar a medida CD:

CD = |xc—xp|= xC_xA_(xB—xA)(yC_)’A)
YB— YA
_ | Gre —xa) (B —ya) — (k8 —x4) (Y — ya) (%)
YB—YA

Calcula-se a area do triangulo ABC:

1 — — 1 — — 1 — — 1 —
(ABC):(ACD)+(BCD):5-CD~AF+§~CD-FG:5-CD(AF+FG):§~C
Como AG = yg — ya e CD corresponde a expressdo (x), obtemos
XC —XA)\YB—YA) —\(XB —XA)\YC — YA
(apcy = . [Bemmlbn a0 Z b be o]y,

YB — YA

| (xc —xa) (B —ya) — (xB —x4) (yc —ya) |

| = (xayB + Xcya +xBYCc — XCYB — XBYA — XAYC) |

N =N~ N =

- | (xaYB +Xcya +XBYC — XCYB — XBYA — XAYC) |.

Note que (xoyp + Xcya +XBYc — XcyB — XBYA — XaYc) corresponde ao determinante:

xa ya 1
D=|xg yp 1

xc yc 1
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Portanto, a drea do tridangulo ABC ¢ dada por

1
(ABC) = 3" |D|.
Exemplo 1: Vamos determinar a drea do tridngulo ABC, de vértices A (2, 3), B(4, 5), C(2, —3).
Solucao: Temos que

2 3 1
D=4 5 1
2 =31

Logo,
1 1 12
ABC)=--|D|==.|—12| = — =6.
(ABC) = 5+ ID] = 5|~ 12 ==
Outra forma de calcular o valor do determinante da matriz de ordem 3 da Proposi-
¢do 5.1, é usando a ideia da Revista RPM [18]. Faremos aqui uma reapresentagdo mostrando
mais detalhes. Primeiramente, escrevemos da seguinte maneira as coordenadas dos vértices

do triangulo dado:

XA XB XC XA
=l XX
YA YB yc YA
Vamos obter o niimero H que tem o mesmo valor do determinante visto anteriormente,
mas definido diferentemente. Para calcular H devemos somar os produtos dos ndimeros ao
longo de cada uma das diagonais inclinadas para a direita e subtrair a soma dos produtos dos
nimeros ao longo de cada uma das diagonais inclinadas para a esquerda.
O sinal de H dependera da ordem em que os pontos forem escolhidos, H serd positivo
se os pontos forem escolhidos no sentido anti-hordrio e serd negativo se a escolha for feita

no sentido hordrio, escolha que fizemos na Figura 5.3 e também no exemplo 1.

Por exemplo, se trocarmos as posi¢des dos pontos B = (xp,yp) e C = (xc,yc), teremos

XA XC XB XA
-H= X
YA yc VB YA
Em qualquer caso, temos

(ABC) = % -|H].

Podemos generalizar essa ideia para um poligono de vértices consecutivos Ay, Ay ... A,
ordenados no sentido anti-horério, como ilustrado na Figura 5.4 e seja K = (xo,yp) um ponto
qualquer no interior do poligono.

Dividimos o poligono em # triangulos, cada um deles tendo K como um de seus vér-
tices. Podemos aplicar a férmula vista anteriormente para obter a seguinte expressao para o

dobro da drea do poligono, denotada por A (P).
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Agog (g 1% 1)
Ag(xs,
R i HESR]

A (Imyn)'/,

Ag(xg, )

Al o 3
glrgg

Aglxyyal

Figura 5.4: Dispositivo para calcular a drea poligonos.

X0 X1 X2 X0

Yo Yr Y2 Yo

X0 X2 X3 X0

Yo Y2 Y3 Yo

X0 X3 X4 X0

Yo Y3 Y4 Yo

X0 Xn X1 X0

Yo Yn Y1 YO

+ ...+ .

24 (P) =

Expandindo e cancelando os termos semelhantes, obtemos
2A(P) = (x1y2+22y3+ -+ Xn—1¥n T Xuy1) — (%21 +X3Y2+ - XnYp—1 +X1Yn)
0 que pode ser escrito como

X1 X2 X3 0 Xp YO

yr y2 y3 - Yn YO

A(P) =

| =

Observe que essa expressao independe do ponto K escolhido como vértice comum de
todos os tridngulos.
Exemplo 2: Calcule a drea do poligono ABCDE de vértices

A(l,1),B(2,4),C(3,6),D(—1,8),E(—4,5).
Solucdo: A drea é dada por

1 23 -1 41

1
ABCDE) = —-
( )21468 5 1

1
=5 (4412424 -5-4)— (2+12-6-32+5)|=25.

Pode-se mostrar, de modo semelhante, que, com uma escolha criteriosa dos tridngulos,
a férmula acima também pode ser usada para calcular a drea de poligonos ndo-convexos.
Exemplo 3: Considere os pontos A (0, 0), B(4, 2), C(0, 8), D(6, 12), E(10, 0).
(a) A drea do poligono nao-convexo AEDBC ¢é

0 10 6 4 00

(AEDBC) =
00 12280

=38.

1
2
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(b) A drea do poligono nao-convexo AEDCB é

1 10 10 6 0 4 1
(AEDCB) = — - = 68.
210 0 12 8 21
C D C D
B B
iy E Fis E

Figura 5.5: Dispositivo para calcular a drea poligonos ndo-convexos.

5.5 Vetores no plano cartesiano

Seguindo as ideias de Frensel [22], apresentaremos algumas noc¢des sobre vetores no

plano. Para entendermos o significado de vetor € importante conhecermos o seguinte lema.

Lema 5.2 Se A (x4, ya), B(xg, yB), C(xc, yc) e D (xp, yp) sdo pontos de um dado sistema
Cartesiano, entdo:

— — XA =Xp —
Rb=Ch o | M-
YB—YA =YD —YcC-

Sejam A e B dois pontos do plano. O vetor V= z@ € o conjunto de todos os segmentos
orientados equipolentes a AB, ou seja, possuem mesmo comprimento, dire¢cdo e sentido.
Cada segmento equipolente a AB € um representante do vetor E Na Figura 5.6 vé-se um
conjunto de vetores equipolentes no plano. Isto é, qualquer ponto do plano € origem de um
unico segmento orientado representante do vetor V.

N S
NN N

Figura 5.6: Vetores no plano.

Dados os pontos A (x4, ya) € B(xp, yp), 08 nimeros xg — x4 € yp — y4 sdo as coorde-
nadas do vetor V = AB e escrevemos 7 = (XxB — XA, YB—YA)-
Um estudo bem mais detalhado sobre vetores no plano pode ser encontrado em [22].
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5.6 A area de um tridngulo usando vetores

Usando o cdlculo da drea do paralelogramo, calcula-se a drea do tridangulo ABC. O tri-
angulo ABC pode ser visto na Figura 5.7. Como o paralelogramo ABDC de lados adjacentes
AB e AC é composto dos tridngulos congruentes ABC e DCB, temos

(2)

A L ~ :
em que @ > representa a matriz cujas filas sdo as coordenadas de zﬁ e ﬁ, respectiva-

(ABDC) =2 (ABC) =

mente.

Figura 5.7: Triangulo ABC.

Portanto, podemos enunciar a seguinte proposicao:

Proposicao 5.3 Dados os vetores zﬁ e R que representam dois lados adjacentes de um

triangulo, é possivel calcular a drea do triangulo ABC, usando a férmula

“(2)

De fato, vemos na tltima demonstragdo que

(ABC) =

(ABC) = 5 |(xc —x4)- (8 —3a) — (s~ ) (v )]

Exemplo 4: Vamos determinar a drea do tridngulo ABC, cujas coordenadas sdo A (2, 3),
B(4,5)eC(2, -3).

Solucio: Temos quezﬁ =(2,2) e AC = (0, —6), assim,

det<2 2 )':%-](—12—0)\:%:6.

(ABC) = o

1
2
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Capitulo 6

Area de poligonos regulares, convexos e
Nnao-convexos

6.1 Introducao.

Neste capitulo fazemos uma ligacdo entre o que vimos nos capitulos anteriores, bus-
cando completar um estudo sobre areas de figuras geométricas planas, usando resultados
acessiveis aos alunos do ensino médio, sem entrar no campo do cdlculo diferencial e in-
tegral e buscando justificar propriedades, mostrar casos especiais de poligonos regulares e
algumas aplicacdes interessantes, como também apresentar e demonstrar a formula de Pick,
que serve para calcular a drea de um poligono qualquer, desde que este poligono nao te-
nha ponto de auto-intersecdo, ou seja, um poligono cujo bordo € uma poligonal fechada que
pode ser percorrida inteiramente sem passar duas vezes pelo mesmo vértice. No Apéndice B
apresentamos uma outra demonstragdo desta férmula, usando o Principio de Indugio.

Segundo Lima [14]: “A 4rea de uma regiao no plano é um nimero positivo que asso-
ciamos a mesma e que serve para quantificar o espaco por ela ocupado.” Ainda, de acordo
com Barbosa [1]: “A toda regido poligonal corresponde um niimero maior do que zero.”

Para calcular a drea de um poligono convexo, basta usar o principio de que as diagonais
do triangulo tracadas a partir de um de seus vértices o particionam em triangulos, e em
seguida, calcular a drea de cada um desses tridngulos.

Seguindo as ideias de Muniz Neto [15], devemos considerar as seguintes propriedades
como postulados, a fim de que o conceito de drea para poligonos faca sentido e promova
chegar aos resultados mais importantes de forma mais répida.

6.2 Propriedades

(i) Poligonos congruentes tém dreas iguais.

(i1) Se um poligono convexo € particionado em um ndmero finito de outros poligonos
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convexos, entdo a drea do poligono maior € a soma das dreas dos poligonos menores.

(iii) Se um poligono (maior) contém outro (menor) em seu interior, entdo a area do
poligono maior € maior que a area do poligono menor.

(iv) A édrea de um quadrado de lado 1 ¢m é igual a 1 cm?.

(v) Todo poligono regular € inscritivel e circunscritivel, e os circulos inscrito e circuns-

crito tém o mesmo centro.

6.3 Elementos de um poligono regular inscrito

1) Raio de um poligono regular.

Na Figura 6.1, o raio de comprimento r da circunferéncia em que estd inscrito o

poligono regular é também chamado de raio do poligono regular.

/N
\__/

R

Figura 6.1: Raio de um poligono regular.

2) Apdtema de um poligono regular.

O Apotema de um poligono € o segmento que liga o centro O do poligono ao ponto
médio M de qualquer um dos lados, representado por a, como ilustrado na Figura 6.2.

Figura 6.2: Ap6tema de um poligono regular.

3) Angulo central.

O Angulo central o de um poligono inscrito de n lados, é o angulo cujo vértice estd

no centro da circunferéncia e cujos lados passam por dois vértices consecutivos do
(¢}

poligono. Sua medida é dada por o = . Na Figura 6.3 vé-se o angulo central o

de um hexdagono regular.
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Figura 6.3: Angulo central de um poligono regular.

4) Angulos internos.

Em um poligono regular inscrito em uma circunferéncia, todos os dngulos internos i

s@o congruentes e, se o poligono tem n lados, a medida de cada um dos angulos é dada
(n—2)-180°

n

pori= , como ilustrado na Figura 6.4.

Figura 6.4: Angulos internos de um poligono regular.

5) Diagonais de um poligono regular.

Diagonal é todo segmento que une dois vértices ndo consecutivos. Observa-se na
Figura 6.5 as diagonais de um poligono. O nimero d de diagonais de um poligono de

n lados € dado por:

(b}

Figura 6.5: Diagonais de Poligonos (a) 27 diagonais e (b) 9 diagonais.
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6.4 A area de poligonos regulares em funcao da medida do
lado

Considere um hexagono regular ABCDEF de centro O e lado /, como ilustrado na
Figura 6.6. Podemos dividi-lo em seis tridngulos congruentes. A édrea do hexdgono serd
igual a soma das dreas dos seis tridngulos em que foi decomposto.

E D

Figura 6.6: Hexdgono regular.

Em cada um dos tridngulos, temos:
e A base do tridngulo, que corresponde ao lado do poligono e cuja medida € /.

e A altura relativa a base do tridngulo, que corresponde ao apétema do poligono e deno-
tada por ag.

Logo,

1 ——
(ABCDEF) =6-(AOB) = 6- 5 -AB-OP =31 as.

Mas, 3 - I corresponde ao semiperimetro do poligono. Como representa-se o perimetro
de um poligono por 2p, entdo o semiperimetro representaremos por p.
Dai,

(ABCDEF) = p-ag

Usando este mesmo raciocinio, e denotando a drea do poligono de n lados por A,.
Podemos enunciar a seguinte Proposi¢ao.

Proposicao 6.1 Para qualquer poligono regular de n lados, semiperimetro p e apotema ay,
sua drea ¢ dada por

An:p'an

Usando essa ideia, podemos determinar a drea dos primeiros poligonos regulares, es-

crevendo a apétema em fun¢do da medida do lado.
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1) Considere o tridngulo ABC equilétero de lado [ e altura & de acordo com a Figura 6.7.

Figura 6.7: Triangulo equilétero inscrito.

o

e Angulo central: o = =120°. e Semiperimetro: p = 7
1 V3 1V3 ) 31 W3 1PV3
Apétema: a3 = -h=- - — = —- Area: (ABC)=p-az3=— - —= ——
* ApStema: a3 = - 373 < e Area: (ABC) = p-as > 6 )
2) Considere o quadrado ABCD de lado / de acordo com a Figura 6.8.
Y. W
|1
2y
& B
Figura 6.8: Quadrado inscrito.
N 360° 41
e Angulo central: o = =90° e Semiperimetro: p = 5= 21
[ . )
e Apétema: a4 = > e Area: (ABCD) =p-aq =2I- 5= I
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3) Considere o pentdgono regular de lado / da Figura 6.9.

Figura 6.9: Pentdgono inscrito.

" 360°
e Angulo central: o = =72°
[
Apot a5 = —————
e Apétema: as > 1236%)

eArea: (ABCDE)

4) Considere o hexdgono regular ABCDEF de lado [ da Figura 6.10.

Figura 6.10: Hexagono inscrito.

N 360°
e Angulo central: o =

V3
2

= 60°

e Apdtema: ag =

63

Sl
e Semiperimetro: p = 7

p-as
5 !
2 2-1g(36°)
52 125,

4.1g(36%) — 72

6/
e Semiperimetro: p = 5= 3l

eArea: (ABCDEF)

P-de

5 V3 _3PV3
22




6.5 A area de poligonos regulares em funcao do raio da cir-

cunferéncia circunscrita

Proposicao 6.2 A drea A,, de um poligono regular de n lados, inscrito em uma circunferén-
cia de raio R é dada por:

1 o
A, = EnR2 sen <360 ) .

n

Figura 6.11: Poligono regular inscrito.

Demonstracao:

Observando a Figura 6.11, seja O o centro da circunferéncia. Ligando-se cada um
dos vértices do poligono ao ponto O, formam-se n tridngulos isOsceles, cujas bases sdo 0s
lados do poh’gono,ocujos lados iguais t€ém a mesma medida R e cujo angulo do topo (angulo

central) mede ——. Seja AOB um desses triangulos. Traca-se a altura 4 do vértice A. Essa

altura mede R - sen e o lado OB mede R.

n
Dai, a 4rea deste triangulo é

1 o
(A0B) = 5 “R?-sen (360 ) :

n

Logo, a 4rea total do poligono é

Anzl.Rz.n.sen(36oo). (&)

2 n
Usando o fato de que sen (20) =2-sen (6)-cos (0), podemos escrever a igualdade (&)

An:nRZ-sen(180 )-cos(lgo )
n n

da seguinte forma:
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6.6 Uma formula curiosa: A Formula de Pick

Trata-se de uma forma simples para calcular a drea de um poligono qualquer, convexo
ou ndo-convexo. E uma férmula bastante interessante, pois transforma um problema, em

geral dificil, do célculo de areas, em uma mera contagem direta de pontos.

Figura 6.12: Georg A. Pick.

Georg Alexander Pick nasceu em Viena em 1859 e morreu no campo de concentracdo
de Theresienstadt em 1941. Escreveu 67 artigos nas mais diversas dreas da Matematica. Esta
férmula, que ficou conhecida como o teorema de Pick, apareceu em um artigo publicado em
Praga, em 1899.

Pick foi reitor da Faculdade Alema de Praga em 1901, 14 ele orientou cerca de 20
alunos para os seus doutoramentos, sendo o mais famoso Charles Loewner, cujo doutorado
sobre teoria de fungdes geométricas foi premiado em 1917. Ha outro aspecto da vida de
Pick que merece atencdo. Em 1910, ele estava em uma comissdo criada pela Universidade
de Praga para nomear Albert Einstein para a cadeira de Fisica. Pick foi o principal moti-
vador por trds da nomeacdo e Einstein foi nomeado em 1911, ocupou este cargo até 1913
e durante estes anos, os dois se tornaram amigos intimos. Nao s6 compartilhavam interes-
ses cientificos, como também o interesse pela musica. Pick tocou em um quarteto musical,
apresentando Einstein para as sociedades cientifica e musical de Praga. Na verdade o grupo
musical de Pick era constituido de quatro professores da universidade, incluindo Camillo
Korner, professor de engenharia mecénica.

Apresentamos uma demonstragdo da férmula de Pick seguindo a ideia de Lima [13]
que escreveu: “O matematico tcheco Georg A. Pick publicou, em 1899, uma férmula simples

e bonita para a drea de um poligono cujos vértices sao pontos de uma rede.”
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6.7 Definicoes e notacoes

Definicao 6.1 Uma rede no plano é um conjunto infinito de pontos dispostos regularmente
ao longo de retas paralelas horizontais e retas paralelas verticais, de modo que a distancia

de cada um deles aos pontos mais proximos na horizontal ou na vertical é igual a 1.

Segundo a Férmula de Pick: A area de um poligono denotado por A (P) cujos vértices

sdo pontos de uma rede é dada por
A(P)= B +1-1,
2

em que / e B denotam, respectivamente, o nimero de pontos da rede situados sobre os lados
do poligono e o niimero de pontos da rede existentes no interior do poligono.

A Figura 6.13 mostra sete poligonos, cujas dreas podem ser calculadas facilmente com
a férmula de Pick, exceto a sétima figura. Todavia, essa férmula s6 se aplica a um poligono
simples (isto €, cujo bordo € uma poligonal fechada que pode ser percorrida inteiramente sem
passar duas vezes pelo mesmo vértice). Logo, a sétima figura, localizada no canto inferior
direito, conforme a Figura 6.13, formada por dois tridngulos de um vértice em comum nao
¢ considerado um poligono simples, pois possui um ponto de auto-interse¢do. Doravante,

vamos considerar uma rede no plano.

- - - - - - -
//f 2 - 4 g - /"'I"-
- 7 - \
% - o - - /./ . ) “
w2/ y \
i 42\
-lf/ - i - <\ q\\ - "-," .
il L]
4 - e \
- - _,.-""I "l;-r - [ \n “w -
A
fo
- "l';:/ L] /} - i\ -
a B /
s £ \‘\ o
- - o - 3 - - /"/ -
1 N i
pt P 4
- - - \'ll - '/ - -

Figura 6.13: Poligonos em uma rede.

Definicao 6.2 Chama-se de triangulo fundamental quando seus trés vértices e mais ne-

nhum outro ponto (do bordo ou do interior) estdo sobre a rede.

Como pode ser visto na Figura 6.14.
Observacao:
Analogamente, um paralelogramo ¢ dito fundamental, quando os quatro vértices sao

os Unicos dos seus pontos que pertencem a rede.
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Figura 6.14: Triangulos fundamentais.

Proposicao 6.3 Se ABC ¢é um triangulo fundamental, entdo ABCD é um paralelogramo fun-
damental.

Demonstracao:

Considerando os pontos A (0, 0), B(m, n) e C(s, t) em um sistema de coordenadas
cartesianas no plano, em que todas as coordenadas sao inteiras. Tragando pelo ponto C uma
paralela ao lado AB e pelo ponto B uma paralela ao lado AC, obtém-se o ponto de interse¢ao

D e vamos mostrar que ele terd coordenadas D (m + s, n+t). Como pode ser visto na Figura
6.15.

g : i " S bimesney

C(s.t)y"/

- - - _,I' - - - L
A/
_.fr
) . : /ymm.n'}
. . g 4 -

- |ALD,D)

- " ¥ - - - - -

F(-s.1)
Figura 6.15: Triangulos e paralelogramo fundamentais.

Seja o tridngulo AEF, cujos vértices sao
A(0,0) E(—m,—n) F(—s, —t)

Note que AEF nao contém outro ponto da rede, apenas seus vértices que sao simétricos
a ABC em relacdo a origem. Como todas as coordenadas sao inteiras, concluimos que AEF

€ um triangulo fundamental.
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Sendo o ponto D (o, B), pela simetria dos tridngulos ABC e AEF, temos

CD=AB .. (a—s,B—1t)=(m, n) Z:mj:
= n .

Dai,

D(m+s, n+t).

Logo, BCD s6 possui coordenadas inteiras, assim, BCD é um triangulo fundamental.

E, consequentemente, ABCD € um paralelogramo fundamental.
Proposicao 6.4 A drea de um tridngulo fundamental é igual a 1/2.

Demonstracao:

Considerando os dois vértices A (0, 0) e B(m, n) de um tridngulo fundamental ABC,
em um sistema de coordenadas cartesianas no plano, em que todas as coordenadas sdo in-
teiras. Mostremos inicialmente que, m e n s@o primos entre si. Se d > 1 fosse um divisor
comum de m e n, o ponto P (g, Z) teria coordenadas inteiras, logo estaria na rede e no
interior do segmento de reta AB, como estd ilustrado na Figura 6.16 (a), o que € uma contra-
dicao.

(a) A

Figura 6.16: Retas paralelas a AB.

Considerando m # 0. A equagdo da reta que passa pelo ponto C e € paralela a AB é

= (2o

onde b é a ordenada do ponto D (0, b) no qual a reta corta o eixo vertical. Todos os tridngulos

que t€ém AB como base e cujo terceiro vértice estd sobre essa reta tém a mesma area que ABC.

Em particular, temos
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(ABC) = (ABD) = 2 '2|’"|,

bl =1/ (|ml).

onde |b| é a medida da base e |m| a medida da altura de ABC. Basta provar que,

Considere um caso mais geral, a equacao da reta paralela a AB,

n
y= <_) X+ ﬁv
m
onde f3 é a ordenada do ponto de interse¢do da reta com o eixo vertical, de acordo com a

Figura 6.16 (b). Se a reta passa por algum ponto da rede com coordenadas (s, ), teremos
n tm—sn

= (Z)srp o p=mo

m m

De todas essas retas, apenas uma estd mais proxima do segmento AB e ndo o contém,

¢ aquela que passa por C, para a qual temos 3 = b. Logo, |b| é o menor valor positivo que
|B| pode assumir.
Por outro lado, como m e n sdo primos entre si, pelo Lema B.1 seguinte, existem s e ¢

inteiros, tais que

tm—sn=1

Portanto, 1/ (|m|) é o menor valor positivo de |B|, donde |b| = 1/ (|m|).
Agora, se m = 0, teremos n = 1 e ABC € um triangulo retangulo, metade de um dos
quadrados da rede, logo sua drea é 1/2.

Lema 6.5 Se os inteiros m, n sdo primos entre si, entdo existem inteiros s e t tais que
tm—sn=1.

Demonstracao:

Considerando que existam os nimeros inteiros s e ¢ tais que p = tm — sn seja positivo.
Vamos mostrar que se p > 1, entdo podemos modificar os inteiros s e t+ de modo que a
expressao tm — sn assuma um valor positivo menor do que p. Sendo, m e n primos entre si,
pelo menos um deles, digamos m, nao € divisivel por p, isto é, m = pg+r, com 0 < r < p.
O inteiro ¥ = p — r também cumpre a condi¢do 0 < ¥/ < p.

Além disso, r = p — 1/, logo,

m=pq+r=pg+p—r =plg+1)—7.

Assim,

t(g+1)m—s(g+1)n=p(qg+1)=m+7,

ou seja,
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/

(tg+t—1)m—(sqg+s)n=r, com 0<7 <p.

Repetindo o processo tantas vezes quantas sejam necessarias, chegamos a inteiros s e
t tais que

tm—sn=1.

Observacao:
Podemos decompor um poligono convexo de n lados em uma reunido de n — 2 tridngu-
los justapostos. Observando-se a Figura 6.17, basta selecionarmos um vértice do poligono

e, a partir dele, tracar as n — 3 diagonais que o ligam aos vértices ndo-adjacentes.

Figura 6.17: Pentdgono decomposto em 3 triangulos por 2 diagonais.

Proposicao 6.6 Todo poligono de n lados pode ser decomposto como reunido de n — 2 tri-

angulos justapostos, cujos vértices sdo vértices do poligono dado.

Demonstracao:
Suponha por absurdo que existam poligonos para os quais a Proposicdo 6.6 nao é
verdadeira, seja n o menor nimero natural tal que existe um poligono P, com n lados, o qual

nao pode ser decomposto. Ha dois casos a analisar:

Primeiro caso: ABC nio contém outros vértices de P, além de A, B e C, como se vé na
Figura 6.18. Neste caso, o poligono P’ obtido de P quando se substituem os lados
AB e AC por BC, tem n — 1 lados. Mas n é o menor nimero de lados para o qual
a Proposi¢io € falsa, P’ pode ser decomposto em n — 3 tridngulos, dai, P pode ser
decomposto em (n— 3) + 1 = n — 2 tridngulos, o que é uma contradiggo.
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Figura 6.18: Poligono ndo-convexo sem ponto no interior.

Segundo caso: ABC contém algum outro ponto de P, além de A, B e C. Como se v€ na
Figura 6.19. Seja D o ponto mais distante do lado BC. Entdo, o segmento de reta AD
decompde P em dois poligonos P’ e P”. Sejam n’ e n” o niimero de lados de P’ e P”,
respectivamente, assim, n’ +n” =n+2. Como n’ >3 e n” > 3 e vemos que n’ e n”
s30 ambos menores do que 7, entdo a Proposicdo vale para P’ e P”, ou seja, podem ser
decompostos em n’ —2 e n” — 2 tridngulos. Justapondo essas decomposi¢des ao longo

de AD, obtemos a seguinte decomposi¢ao em tridngulos para P:

(n' — 2) + (n” — 2) =n—2 tridngulos,

o que é uma contradi¢do.

Portanto, a Proposi¢do 6.6 é verdadeira para poligonos convexos ou ndo-convexos.

Figura 6.19: Poligono ndo-convexo com ponto no interior.

Corolario 6.7 A soma dos dngulos internos de um poligono de n lados é igual a

(n—2)m.
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Proposicao 6.8 Todo poligono cujos vértices pertencem a uma rede pode ser decomposto

numa reunido de triangulos fundamentais.

Demonstracao:

Pela Proposi¢do 6.6, basta considerar o caso em que o poligono dado é um tridngulo
ABC que contém n pontos da rede (no interior ou no bordo).

Se existir algum ponto P da rede no interior do tridngulo, tracamos segmentos de reta
ligando esse ponto aos vértices A, B e C, como visto na Figura 6.20 (a).

Se existir pontos sobre os lados de ABC, escolhemos um deles, digamos P sobre AB, e
o ligamos ao vértice C, como na Figura 6.20 (b).

Prosseguindo desta maneira, com um nimero finito de etapas chega-se a uma decom-

posicdo de ABC em triangulos fundamentais.

c

Figura 6.20: Decompondo poligonos em tridngulos fundamentais.

6.8 Uma demonstraciao da formula de Pick.

Seja P um poligono cujos vértices pertencem a uma rede. Sejam B o nimero de pontos
situados sobre os lados de P e I o nimero de pontos situados no interior de P.

Para provar que a drea de P é dada por g + 1 — 1, considerando a Proposicdo 6.8,
basta mostrar que o nimero 7 de tridngulos fundamentais da decomposicao de P € igual a
B+ 21 — 2, pois pela Proposi¢do 6.4, a drea de P éigual a T /2.

Vamos calcular a soma dos angulos internos dos 7T tridngulos fundamentais que com-
pdem o poligono P de duas formas diferentes.

Primeiramente, se hd T tridngulos, a soma S dos angulos internos € dada por

S=mn-T. ()
A segunda maneira € calcular separadamente a soma Sj; dos angulos que t€m vértice

no bordo e a soma S; dos angulos cujos vértices estdo no interior de P.
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Sejam B’ o nimero de vértices de P e B” o nimero de pontos da rede que estdo sobre o
bordo de P, mas ndo sdo vértices. Como pode ser visto na Figura 6.21. Entdo, B =B’ + B’.

- - - -
™ T =10
| '\‘ "'\-\.\_\_\_

: e MH-“'M.
| s R B'=5
| .8 ™

e ¥ R e

H‘“iqh N : A - E'"=1
™ LY | r i .-'.—’
‘M_\_\Hx o "\-H : : - i 5 _,l"
= s "-\'\-. I__,{ 1 }'.{ J,I'I' B == E'
- - \\\H ‘i-\ ----- -+ _I,-" -
1
™ \x i J
x\\x\ i J,I'r I - 3
\'\'\.k i -..
xﬂw '/
- - [ ‘dllr -

Figura 6.21: A soma dos angulos de um poligono.

Assim,

Sy=(B'-2)-n+B"-n=n-(B+B"-2)=m-(B-2).

Por outro lado, em cada ponto da rede interior a P, os angulos que o t€ém como vértice
somam 2 - 7.
Logo,

S,’ZZ-E-I.

Portanto,

S=8S,+Si=n-(B+2[-2). (Q)

Comparando () e (©), completamos a demonstragao da formula:

n-T=n-(B+2[-2) . T=B+2-2.

Como a drea de P é igual a T /2, obtemos

B
A(P)= 2 +1-1.
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Capitulo 7

Atividades Propostas

7.1 Introducao.

Neste capitulo, apresentaremos algumas atividades envolvendo os resultados aborda-
dos nos capitulos 4, 5 e 6. Para desenvolver as habilidades e competéncias sobre esses con-
teidos que foram estudados, se faz necessario que os alunos adquiram certas experiéncias
com atividades direcionadas e bem planejadas nas quais se trabalha a ideia de calcular dreas
de triangulos, identificando a férmula mais adequada que envolva os dados do problema e
ainda a 4rea de poligonos, trabalhando com o software GeoGebra que por sua vez permite
investigar, obter resultados e levantar hip6teses sobre o contetddo trabalhado. No Apéndice A

encontram-se a constru¢ao do Aplicativo para a Atividade 1 e uma apresentacdo do software
GeoGebra.

7.2 Aspectos das atividades

Justificativa

Para que a aprendizagem seja mais significativa, se faz necessario que os alunos vi-
venciem as atividades direcionadas, de tal maneira que ao conclui-las o aluno perceba que
aprendeu alguma coisa diferente e que isso pode lhe ajudar nos seus estudos posteriores.
Pensando nisso, propomos uma série de atividades que podem ser facilmente adaptadas a
turma. Sdo atividades que auxiliam no aprendizado de dreas de figuras planas, envolvendo
o software GeoGebra, outras envolvendo papel milimetrado e por fim atividades que visam
verificar a aprendizagem.

Objetivos

e Calcular a drea de poligonos tanto convexos como nao-convexos;

e Obter medidas por estimativas e aproximacoes;
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e Aplicar as férmulas de Pick e de Heron;
e Incentivar o uso do computador como instrumento de ensino;

e Utilizar féormulas para calcular areas de superficies planas e aplicd-las na resolucao de

problemas.

Metodologia

Recomenda-se que, para aplicar estas atividades os alunos tenham os conhecimentos
prévios sobre dreas de figuras planas, unidades de medidas, férmula de Pick, também sobre
as diferentes formas de calcular areas de tridngulos e sobre o uso do GeoGebra, por isso deve
ser aplicada a partir do 9° ano, adaptando se necessario.

Atividades com o0 GeoGebra: A Atividade 1 tem carater introdutério e visa a fami-
liarizac@o com os recursos disponiveis no GeoGebra, no roteiro dessa atividade os alunos
conhecem alguns comandos basicos, como construir poligonos e calcular sua drea. Consiste
de um exercicio de verificacdo da aprendizagem envolvendo a férmula de Pick. Na Ati-
vidade 2, o aluno tem a oportunidade de conhecer as ferramentas do GeoGebra e também
investigar casos em que a férmula de Pick ndo € védlida, comparando resultados e observando
construcoes feitas pelo software.

Atividades com papel milimetrado: As Atividades 1, 2, 3 e 4 t&ém por objetivos
aplicar os conhecimentos do Capitulo 7, usando um material alternativo e barato que € o
papel milimetrado. Em particular, a atividade 4 traz uma aplicacdo muito interessante que
¢ a de obter um valor aproximado para a drea de uma regido, no caso o Estado da Paraiba,
podendo generalizar a ideia para outros casos.

Atividades complementares: As 6 atividades propostas nesta se¢cdo sdo situagdes-
problema e desafios para que os alunos aprimorem seus conhecimentos para vestibulares e

concursos, os principais conteidos abordados sao os vistos nos Capitulos 4 e 5.

Dificuldades previstas

Esperamos que os alunos desenvolvam bem todas as atividades propostas, mas podem
surgir dificuldades no desenvolvimento delas. Em relacdo as atividades propostas com o Ge-
0oGebra, se o0 aluno seguir os comandos que estao no roteiro, chegardo ao resultado esperado,
porém uma das dificuldades que podem surgir € a falta de computador para cada aluno, o
que pode causar formacgdo de duplas. Em relacdo as atividades propostas com o papel mili-
metrado, a dificuldade que pode surgir € a de trabalhar com escalas, mas o professor pode
auxilar na conversdo dos resultados para o tamanho real. J4 em relacdo as atividades com-
plementares, as dificuldades que podem surgir na resolucao desse tipo de exercicio pode ser

eliminada com a releitura dos Capitulos 4, 5 € 6.
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7.3 Atividades com o0 GeoGebra

(1) Obtenha a drea de cada poligono ligando os pontos da Figura através do GeoGebra.
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Figura 7.1: Ligando pontos até formar um poligono.

Roteiro:

a) Abra o aplicativo Area.ggb (Construgao do Aplicativo em anexo A.l);

b) Usando a ferramenta Poligono, ligue os pontos azuis da Figura 7.1 na sequéncia
A—B—-C—-D-A;

c¢) Proceda da mesma forma do item b) com as Figuras 2, 3, 4 e 5. Lembre-se: na
ordem alfabética;

d) Identifique as varidveis B (pontos azuis) e I (pontos vermelhos) da formula de Pick

em cada figura, anotando-os na seguinte tabela e calculando sua drea;

Figura | B 1 Calculos Area
1

2
3
4
5

Tabela 7.1: Atividade sobre Area.

e) Usando a ferramenta Area, selecione com o mouse cada poligono, obtendo sua area;
f) Verifique se os resultados obtidos em d) sdo os mesmos.
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(2) Usando o GeoGebra, construa poligonos e calcule sua area.

Roteiro:

a) Abra o GeoGebra ¢ escolha a disposi¢do Algebra e Grificos;

b) Na janela de visualizag@o, escolha esconder os eixos e exibir malha;

c¢) Usando a ferramenta Poligono, marque os vértices na janela de visualizag¢do, em in-
terse¢des da malha de modo que ao concluir o poligono ndo tenha pontos de auto-intersecao;

d) Usando a ferramenta Novo Ponto, escolha a cor dos pontos e localize todos os
pontos internos de seu poligono;

e) Marque também os pontos que estdo sobre os lados do poligono, mas nao sdo vérti-
ces;

f) Usando a férmula de Pick, calcule a drea desse poligono;

g) Para finalizar, usando a ferramenta Area, selecione com o mouse o poligono, ob-
tendo a sua drea e verifique se foi o mesmo resultado encontrado em f);

h) Agora, usando a ferramenta Poligono Regular, marque dois pontos na janela de
visualizagdo. Em interse¢des da malha, abrird uma janela, entdao indique quantos lados (di-
ferente de 4) terd seu poligono e dé um OK;

1) Proceda como nos itens d), ), f) e g) e responda o que vocé observa ao comparar os

resultados. Descubra o motivo da diferenca.

7.4 Atividades com papel milimetrado

(1) (Adaptado de [14]) Na Figura 7.2 a seguir, cada quadricula representa uma unidade de
area. Qual € a 4rea do poligono que aparece no interior do quadriculado?

Figura 7.2: Poligonol no papel milimetrado.
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(2) (Adaptado de [8]) Feito um levantamento de um terreno, foi construida a Figura 7.3 a
seguir. Sabendo que cada quadradinho representa 1m?. Qual é a drea desse terreno?

Figura 7.3: Poligono2 no papel milimetrado.

(3) (Fuvest-SP) Considere o triangulo representado na malha quadriculada. A area do trian-

gulo, em cm?, é:

Figura 7.4: Poligono3 no papel milimetrado.
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(4) (Adaptado de [17]) Considere a rede construida sobre o mapa do estado da Paraiba, cuja
menor distancia entre dois pontos seja 1 ¢m e considere a escala indicada na figura seguinte.
Usando a férmula de Pick, calcule a drea aproximada da Paraiba. Em seguida, compare sua

resposta com a 4rea da Paraiba estimada pelo IBGE: 56.439 km?.

L ]

| B |
Escala:1 - 38 km

. L ] .

Figura 7.5: Mapa da Paraiba.

7.5 Atividades complementares

(1) Marina tem um terreno para vender, esse terreno tem um formato triangular e suas di-
mensdes sao 13 m, 13 m e 10 m. Sabendo que cada metro quadrado custa R$ 1.400,00,

obtenha o valor de venda desse terreno.

(2) Paulo possui um terreno triangular em que foi feito um levantamento de algumas medidas
de acordo com a Figura seguinte. Quanto ele pagard de imposto territorial, sabendo que por
cada m? devem ser pagos R$ 20,00 ?

12m

60°

lam

Figura 7.6: Area do terreno triangular.
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(3) (ENEM 2008 - Questdo 21) O Tangram é um jogo oriental antigo, uma espécie de
quebra-cabeca, constituido de 7 pecas: 5 tridngulos retangulos isésceles, 1 paralelogramo
e 1 quadrado. Essas pecas sdo obtidas, recortando-se um quadrado de acordo com a Figura
1. Utilizando-se todas as sete pegas, € possivel representar uma grande diversidade de for-
mas, como as exemplificadas nas Figuras 2 e 3. Se o lado maior do hexdgono, mostrado na
Figura 2 mede 2 cm, entdo a drea da Figura 3, que representa uma ‘““casinha”, € igual a:

A
NEEN

4

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Figura 7.7: Tangram.

(a)4 cm? (b)8 cm? (¢)12 cm? (d) 14 cm? ()16 cm?

(4) (Adaptado de [17]) Vimos no Capitulo 4 a férmula para calcular a drea de um tridngulo
qualquer deduzida por Heron em sua obra A Métrica. Ocorre que essa férmula € valida pelo
fato de que qualquer tridngulo pode ser inscrito em uma circunferéncia, o que ndo ocorre, por
exemplo, para todos os quadrilateros. Em trabalhos posteriores, creditados a matematicos
hindus, foi deduzida uma extensdo da férmula de Heron, vdlida para quadrilateros que podem

ser inscritos em uma circunferéncia. Essa férmula pode ser escrita como:

A=+(p—a)(p—b)(p—c)(p—d),
em que a, b, ¢, d sdo as medidas dos lados do quadrilatero, p € o semiperimetro e A € a

area. Utilizando a férmula acima, calcule a drea aproximada da cada quadrilatero inscrito na

circunferéncia.

a

Figura 7.8: Quadrilateros inscritos em uma circunferéncia.
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(5) (Banco de Questdes da OBMEP-2010) A figura dada representa um trapézio ABCD, em
que AB ¢ paralelo a CD e as diagonais AC e BD cortam-se no ponto P. Se as areas dos
triangulos APB e CPD medem 4 ¢ 9 cm?, respectivamente, qual € a drea do tridangulo PCB?

2 B

Figura 7.9: Trapézio.

(6) (Adaptado de [17]) O senhor Roberto comprou um terreno que custou R$ 78.000,00.
Ele gostaria de saber quanto pagou por cada metro quadrado. Para isso ele empregou seus
conhecimentos da Geometria Analitica, efetuando algumas medidas e desenhando o terreno
quadrangular ABCD em um plano cartesiano, de acordo com a Figura 7.10. Calcule a 4rea

desse terreno, em seguida, diga quanto custou cada metro quadrado.

jl,rﬂ.

¥

Figura 7.10: Area do terreno quadrangular.
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7.6 Respostas das Atividades Propostas

Atividades com o GeoGebra:
1. (u.a. = unidade de area)

e Figura 1: 9u.a;

e Figura2: 7,5u.a;
e Figura3: 15u.a;
e Figura4: 12 uv.a;
e Figura 5: 30 u.a.

2. Resposta pessoal. (item i): o motivo da diferenca € porque nem todos os vértices do
poligono pertencem a malha quadriculada).

Atividades com papel milimetrado:
1. 59,5 u.a.
2. 32,5 m?.
3. (a) 2 cm?.
4. 54.872 km?.
Atividades complementares:
1. R$ 84.000,00.
2. Aproximadamente R$ 1.662,77.
3. (b) 8 cm?.
4. (a) 196,5 m? e (b) 160,7 m>.
5. 6 cm?.

6. 13 m? e cada metro quadrado custou R$ 6.000, 00.
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Capitulo 8
Consideracoes Finais

Aprimorar a prética pedagdgica € um dos fatores fundamentais para melhorar o pro-
cesso de ensino-aprendizagem em nosso pais. Pensando nisso, buscamos com este trabalho
contribuir para esse desafio, desenvolvendo uma metodologia, em que usamos além das aulas
expositivas, o uso de recursos computacionais.

Primeiramente, mostramos um pouco da histéria da Geometria, como ela se desen-
volveu desde os tempos antigos até os dias atuais. Em seguida, apresentamos um conjunto
de defini¢des e proposi¢des para que os alunos tenham no¢do do que aprenderam no ensino
fundamental, servindo assim de uma revisao para que depois fosse apresentada uma nova
abordagem do tema Area de Tridngulos, em que alguns dos resultados ja sdo conhecidos
e outros acreditamos que sejam novidades, principalmente os que envolvem relagdes entre
triangulos e suas principais circunferéncias. Aproveitando o estudo sobre areas, trabalhamos
como calcular a 4rea de poligonos regulares, convexos e ndo-convexos, completando assim
um estudo sobre areas, finalizando com alguns exercicios de fixagdo do conteudo contex-
tualizados de forma que os alunos consigam se preparar para aplicar esses conhecimentos
no cotidiano, pois a Geometria estd presente em toda parte. Destacamos ainda, o fato de
esses contetdos serem abordados em vestibulares, diversos processos seletivos e concursos
publicos.

Devido ao impacto tecnoldgico, a aprendizagem dos contetidos matemadticos exigirad
do ensino de Matemdtica, um redirecionamento sob uma perspectiva curricular que favo-
reca o desenvolvimento de habilidades e procedimentos com os quais o individuo possa se
reconhecer e se orientar nesse mundo do conhecimento em constante avango.

E importante ressaltar que o uso do computador como recurso de ensino favorece uma
experiéncia concreta, auxiliando na aprendizagem e trazendo beneficios como, por exemplo,
o de analisar propriedades matematicas buscando generalizacdes, porém ndo devemos colo-
car o uso do computador como uma simples ferramenta que facilita e automatiza calculos,
usando-o apenas para verificar resultados, pois como qualquer outro instrumento possui suas
limitagdes.

Na educacdo sempre que desenvolvemos alguma pesquisa, os frutos desse trabalho sé
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serdo obtidos a médio e longo prazo, nosso objetivo foi de reunir aplicagdes e curiosidades
sobre o tema, mostrando como pode ser interessante o estudo da Geometria. Pretendemos
também, com este trabalho, contribuir como fonte de pesquisas para as novas geragoes.

Para finalizar, este trabalho pode ser utilizado por professores de Matemaética do En-
sino Fundamental e Médio, fazendo as devidas modificacdes e ajustes de acordo com suas
necessidades e publico alvo. A fim de atingir integralmente ou em parte o objetivo principal
do programa PROFMAT, que € melhorar a qualidade de ensino publico.
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Apéndice A

GeoGebra

Para a Atividade 1 o professor deve construir um aplicativo no GeoGebra para auxiliar

na sua realizacdo. Este apéndice traz os passos para sua constru¢do, chamaremos o aplicativo

de Area.ggh, construido no GeoGebra 4.2. Apresentamos também o software GeoGebra,

suas principais ferramentas e um exemplo de construgdo de figuras.

A.1 Aplicativo da Atividade 1

1.

2.

3.

Abra o GeoGebra e escolha a disposi¢ao Algebra e Grificos;
Na janela de visualizacdo, escolha esconder os eixos e exibir malha;

No Campo de Entrada, digite as coordenadas dos vértices dos poligonos: A = (1,8),
B=(4,8),C= (4,5 D=(1,5), E=(6,5), F=(10,6), G=(11,10), H = (13,6),
I=(18,6), J =(20,9), K = (15,9), L= (1,0), M = (7,0), N = (5,3), O = (3,3),
P=(13,—-1),0=(19,0),R=(16,4), S = (13,3), T = (10,4) e U = (10, 1);

Usando a ferramenta Poligono, ligue os pontos de cada poligono nas sequéncias se-
guintes: A-B-C-D-A, E-F-G-E, H-1-J-K-H, L-M-N-O-L e P-Q-R-S-T-U-P;

. Usando a ferramenta Novo Ponto, marque os pontos que estdo sobre os lados do poli-

gono, mas nao sdo vértices;

Ainda usando a ferramenta Novo Ponto, escolha a cor vermelha na janela de visuali-

zacdo e marque todos os pontos internos de cada poligono;

. Na janela de Algebra procure as figuras Tridngulo, Quadrildtero e Hexdgono, seleci-

one com o botdo direito do mouse e escolha a opcao Exibir objeto;

. Na barra de ferramentas escolha Inserir Texto e numere as 5 figuras;

. Salve o arquivo com o nome Area.ggb.
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A.2 O software GeoGebra

O GeoGebra é um software livre de matematica dinamica idealizado para professores
e alunos de todos os niveis educacionais. Disponibilizado gratuitamente na internet, o Geo-
Gebra retne recursos de geometria dindmica, dlgebra e calculo em um mesmo programa, e
com 0 mesmo grau de importancia.

Do ponto de vista da Geometria, icones em uma barra de ferramentas localizada na
parte superior do aplicativo permitem a constru¢do dindmica de diversos objetivos geométri-
cos por meio da manipulagdo do mouse do computador.

Do ponto de vista da Algebra, um campo de entrada localizado na parte inferior do
aplicativo permite a digitacdo de equagdes e coordenadas para a constru¢iao desses mesmos
objetos geométricos. No GeoGebra, uma expressao na janela de dlgebra a esquerda do apli-
cativo corresponde a um objeto na janela de visualizacdo geométrica a direita do aplicativo,

e vice-versa.
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Figura A.1: Aplicativo GeoGebra
Por exemplo, na Figura A.1 vemos um tridngulo e sua circunferéncia circunscrita. Para

fazer essa construg@o via barra de ferramentas geométricas, na parte superior do aplicativo,

basta realizar a seguinte sequéncia de acdes:
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. Habilitar a op¢ao Poligono:

YR =l EANTED
¥ Janela de Algebra Pdiﬂﬂﬂu

Selecone 1003 03 vErloes &, entdo, dique novamente no vérlice inical

Clicar em trés locais distintos na janela de visualizagdo geométrica para definir os vér-
tices do triangulo; clicar novamente no primeiro vértice para fechar o ciclo de vértices
do triangulo.

. Habilitar a opcao Mediatriz:

oA 9. .-’_‘ .r’h 30 "
/./J el (O)l|[%) -‘i., AN 1 b
¢+ Janela de Algehra Mediatriz

Seledons dois pontes oU segmEnts 6{

Selecionar um lado ou dois vértces para construir uma primeira mediatriz; selecionar

outro lado ou outros dois vértices para construir uma segunda mediatriz.

. Habilitar a opcao Intersecao de Dois Objetos:

[ LRy / /' ‘.-; C'/[w\\am_'i +"

gt =

b odan Inmrsaw;.&o de Dois Objetos
Selecion dois objetos ou clique diretaments na interseclo | :[

Selecionar as mediatrizes construidas para construir o ponto onde elas se cruzam.

. Habilitar a op¢ao Circulo definido pelo centro e um de seus pontos:

¥ | Circulo dados Centro @ Um de seus Pontos
Selecions o cenlro &, depois, um ponto do circulo
T

(= A

» Janela de Algebra

Selecionar o encontro das mediatrizes e um vértice do tridngulo para construir a cir-

cunferéncia circunscrita.

. Habilitar a opcao Mover:

X}/{;:\ __‘ -’-.“.‘? \ Aac _ﬂ.z_
¥, il af| L= ol L, Pl

o

Mover Uisualrza-;au
Amrasie ou selecione um gu mals objetos (Esc) 61

Usar o mouse para movimentar qualquer um dos vértices do tridngulo; vocé ird viven-

ciar o poder da Geometria Dinamica
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Para fazer essa mesma construc¢do via campo de entradas algébricas, na parte inferior

do aplicativo, basta digitar no Campo de Entrada a seguinte sequéncia de comandos:

1. A=(1,1) 5. Mediatriz[A,B]
2. A=(6,2) 6. Mediatriz[B,C]
3. A=(2.5,5) 7. Intersacao(d,e]
4. Poligono[A,B,C] 8. Circulo[D,A]

Além das construgdes via campo de entrada ou barra de ferramentas, o GeoGebra
permite a manipulacdo e formatacdo dos objetos construidos. A seguir listamos algumas
dicas que podem ser tteis durante uma construcdo geométrica no GeoGebra. Com esse
software voce pode:

e Usar os icones Desfazer e Refazer no lado direito da barra de ferramentas para desfa-

zer ou refazer a(s) ultima(s) construg@o(des);

e Esconder objetos clicando sobre eles com o botdo direito do mouse e escolhendo Exi-

bir objeto para desativar ou reativar a exibicao;

e Alterar a aparéncia dos objetos (nome, cores, espessura, etc.), clicando sobre eles com
o botao direito do mouse e escolhendo Propriedades para habilitar a caixa de didlogo

especifica para esse fim;

e Arrastar a janela de visualizagdo com o mouse habilitando o icone Deslocar Eixos na

barra de ferramentas;
e Escolher letras gregas e comandos algébricos diversos ao lado do campo de entrada;

e Ativar ou desativar a exibicdo de muitos objetos e elementos graficos na op¢ao de

menu Exibir;

e Alterar muitas coisas na op¢ao de menu Opcoes.

Para saber mais sobre o GeoGebra, basta acessar o endereco eletronico <www.geogebra.org>,
onde encontram-se o link para download da versao 4.4 do software, tutorial, comunidade, f6-

rum de perguntas e sugestoes.
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Apéndice B
Outra demonstracao da Formula de Pick

Neste Apéndice apresentaremos uma outra demonstracao da Férmula de Pick, baseada
no Principio de Inducdo em um contexto um pouco diferente do usual.
Consideremos um poligono P no plano cartesiano. Se os vértices de P t€m todos

coordenadas inteiras, entdo a Formula de Pick para sua drea é

na qual i e f representam o nimero de pontos com coordenadas inteiras no interior € nas
arestas do poligono, respectivamente.

Primeiramente, mostramos que a férmula (v ) tem um caréter aditivo, isto é, se o
poligono P for a unido de dois outros poligonos, P; e P> que se intersectam em uma aresta
comum, entdo a férmula para P € também vélida para P, e P». A ideia central, entdo, é
dividir o poligono dado em dois outros com um niimero menor de lados. Prosseguindo
desta forma, podemos decompor o poligono em triangulos para os quais o teorema pode ser
demonstrado diretamente (esta é a estratégia escolhida, por exemplo, em Lima [13]). De
fato, esta decomposi¢do ndo € perseguida até o final aqui. Em vez disso, usamos o Principio
de Indugdo. Mostramos que o resultado vale para triangulos (o que da o passo inicial para o
processo de inducdo) e entdo usamos a aditividade mencionada para completar o argumento

de inducao.

B.1 Linhas poligonais e poligonos no plano

Dados dois pontos A e B no plano, denotamos por AB o segmento de reta que tem A e B
como extremos. Chamamos de interior de AB o conjunto dos pontos de AB que sdo distintos
de A e de B. Dado um numero finito de pontos distintos do plano, Vi, V;,..., V,, chamamos

de linha poligonal com extremos em V| e V,, a unido dos segmentos (chamados de arestas)

ViVa, Vi, ..., V,—1V,. Supondo que trés vértices consecutivos nunca sdo colineares. Cha-

mamos de linha poligonal fechada, ou simplesmente poligono, com vértices Vi, Va,..., V,,

a unido dos segmentos V Vo, VLoV3,...,V,_1V,, V,Vi. Também supomos que trés vértices
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consecutivos de um poligono ndo sdo colineares, entendendo agora que {V,_1, V,,, Vi} e
{Vi, V1, Vo } também sdo conjuntos de vértices consecutivos.

Diremos que o poligono € simples se a interse¢dao de um par de arestas ndo consecutivas
¢ sempre vazia (um par de arestas consecutivas é determinado por cada conjunto de trés
vértices consecutivos). Um poligono simples P divide o plano em duas regides: o interior
I, e o exterior E, de P. Essas regides sdo caracterizadas pelas seguintes propriedades. Dois
pontos do plano fora de P sdo extremos de alguma linha poligonal que nao intersecta P se
e somente se, ou os dois pertencem a /, ou os dois pertencem a E. Além disso, / é limitada
e E ¢ ilimitada e P € fronteira comum de ambas (P ser fronteira de / e de E significa que

qualquer pequeno disco centrado em qualquer ponto de P contém pontos de / e de E).

Lema B.1 Seja P um poligono com interior 1. Entdo qualquer ponto A de P pode ser ligado
a qualquer ponto B de I por uma linha poligonal cujos pontos, exceto A, estdo todos contidos

eml.

B.2 Poligonos com vértices de coordenadas inteiras

Como € usual em Geometria Analitica, introduzindo coordenadas cartesians ortogo-
nais, podemos identificar os pontos do plano com R?. Os pontos com coordenadas inteiras

estdo, dessa forma, identificados com Z2.

B.2.1 Propriedade aditiva da formula

Sejam P e Q poligonos simples no plano cuja intersecdo € igual a uma aresta comum.
Fazendo permutacdes dos vértices de P e de O, podemos sem perda de generalidade supor
que os vértices de P sdo Vi, Vo,...,V, e osde Q sao Vy, V,, Uy, Uy, Us,...,U,. Denotemos
por PiQ o poligono de vértices

V27 V37 BERE) Vn7 Vl; UWH l]ln—la'~'7U37 U27 Ul-

Suponhamos que todos os vértices de P, assim como os de Q, pertencem a Z2. Nesta
subse¢do, nosso objetivo é provar que, a férmula (¥ ) vale para P e Q, entdo ela vale também
para P§Q. Denotemos por ij, iy € i o nimero de pontos de Z? contidos no interior de P, Q
e P1Q, respectivamente. E por fi, f> e f o niimero de pontos de Z? contidos nas poligonais
fechadas de P, Q e P{Q, respectivamente.

Denotemos por Q' o complementar da aresta V;V; em Q. Como Q' € a unido crescente
de linhas poligonais com extremos pertencentes ao complementar de P, entdo ou Q' estd
inteiramente contido no interior de P ou esta inteiramente contido no exterior de P, como se

observa na Figura B.1.
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Figura B.1: Q’ pode estar contido no exterior ou no interior de P.

Consideremos primeiramente o caso em que Q' estd contido no exterior de P. Neste
caso, os interiores Ip € Ip de P e de Q ndo se intersectam e o interior de P§Q € igual a unido
Ip\J1,Ulp, em que I, denota o interior da aresta ViV,. Estas afirmacgdes, intuitivamente
6bvias, podem ser demonstradas detalhadamente usando as propriedades do interior e do
exterior de um poligono. Limitamo-nos entretanto a mencionar que, pelo Lema B.1, um
ponto qualquer A € Ip pode ser ligado a um ponto C € I, (exceto pelo ponto C), e um ponto
qualquer B € Ip pode ser ligado a C por uma linha poligonal contida em Iy (exceto pelo
ponto C). A unido das duas poligonais €, portanto, uma linha poligonal que ndo intersecta
P#Q ligando A e B.

Temos entdo que a drea do poligono PfQ € igual a drea do poligono P somada a drea
do poligono Q.

Queremos mostrar portanto que

e :(i1+§_1)+(i2+§— ) (W)

Como o interior de P§Q € igual a unido disjunta de Ip, I, € Ip, temos que i = i1 +ir + f3,
em que f3 denota o niimero de pontos de Z? contidos em I,. A linha poligonal P#Q & igual &
unido de P com Q subtraida de I,. Como P Q = V;V,, o niimero de pontos de Z> contidos
em P Q é igual a f3+2 (lembrando que, por hipétese, V| e V> pertencem a Z?). Assim,
f=h+f—(f+2)—f=fi+f3—2(fs+1). Dai vem que

fi+f—=2(fs+1)
2

i+J—C—1:(i1+i2+f3)+

—1,
2

0 que demonstra ().
Consideremos agora o segundo caso em que Q' estd contido no interior de P. Queremos

entdo provar que

i+§—1: <i1+%—1)—(i2+%—1>- (X)
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O interior de P € igual a unido disjunta do interior de P{Q com o interior de Q com
o complementar de ViV, em Q. Com o mesmo f3 que usamos no primeiro caso, obtemos
ih=i+i+fr— (f3 —|—2), logo

i=i1—b—H+(f3+2).

Tal como no caso anterior, vale também agora que f = f] + f3 —2(f3+1). Dai vem

que

fi+h=2(/H+1)
2

i+§—1:(i1—i2—f2+f3+2)+

o que demonstra (*X).

_17

B.2.2 O caso de tridngulos

Seja T um tridngulo retangulo com vértices em Z? e catetos paralelos aos eixos coor-
denados e seja R o retingulo que tem os catetos de T como dois de seus lados. Sejam m e n
os comprimentos dos catetos de 7', i o niimero de pontos de Z no interior de T e fj, o niimero
de pontos de Z? no interior da hipotenusa de 7. O niimero de pontos de Z? no interior de R

é (m—1)(n—1). Dai vem que

(m=1)(n=1)—fi
5 :

O niimero f de pontos de Z? em T é igual a m+n+ f, + 1. Assim

1=

i—|—j—£—1= (m—l)(n—l)—fh+m+n+fh+l _1:@7
2 2 2 2

e segue que a féormula (9 ) vale para tridngulos retdngulos com catetos paralelos aos eixos

coordenados.

Todo retangulo R pode ser escrito como R = T147>, em que 77 e T, sdo tridngulos
retingulos. Segue entdo, do que provamos na Subse¢do B.2.1, que a férmula (%) vale para
todo retangulo com vértices em Z e lados paralelos aos eixos coordenados.

Convidamos agora o leitor a reler a se¢do anterior para se convercer de que 0 mesmo
argumento que 14 usamos mostra também que, se a formula (¥ ) vale para P fP; e para Py,
entdo vale também para P».

Seja agora T um tridngulo qualquer com vértices em Z>. Podemos encontrar tridngulos
retangulos 71, T; e T3 com vértices em 7?2 e catetos paralelos aos eixos coordenados tais que
R =THT1#T>1T5 é um retangulo com lados paralelos aos eixos coordenados (em alguns casos
especiais, menos de trés tridngulos serdo necessarios, mas o argumento serd igual - ver Figura

B.2). Como a fémula (%) vale para R, T}, T» e T3, ela vale também para 7.
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Figura B.2: Teorema de Pick para tridngulos.

B.2.3 O caso geral

A demonstragdo de (¥ ) ¢é feita por indugdo sobre o nimero de vértices de P. Na
subsecao B.2.2, vimos que a férmula é valida se P tiver trés vértices. Suponhamos que a
formula j4 foi provada se o nimero de vértices for menor que n. Provemos entdo que ela é
vélida para a linha poligonal P de vértices V1, V,,...,V,. Pelo Lema B.2, P possui um par
de vértices que sdo extremos de um segmento cujo interior ndo intersecta P. Sem perda de
generalidade, podemos supor que um desses vértices € V;. Seja V), o outro vértice. Seja Py
o poligono de vértice Vi, V,,...,V), e seja P, o poligono de vértices Vi, Vy,, Viq,..., Vo A
formula (¥ ) vale para P e para P>, pois ambas tém menos de n vértices. Pelo resultado da

Subsecdo B.2.1, ela vale também para P = P, {P>.

Lema B.2 Num poligono simples P com mais de trés vértices, existe um par de vértices que

sdo extremos de um segmento cujo interior ndo intersecta o poligono.

As demonstracdes dos dois Lemas citados neste Apéndice podem ser encontradas em
Pereira [21].
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