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RESUMO

A Matemética é uma das disciplinas que os alunos do ensino basico encontram maior
dificuldade de aprendizagem. Relacionar a Matematica ensinada na escola com a Matematica
do cotidiano do aluno tem fundamental importancia no processo de formagao e escolarizagao
do educando como também dar significado ao contedo que esta sendo estudado. No entanto,
é necessario o entendimento dos contetdos a serem estudados para serem eficazes nas suas
aplicacbes. Como alternativa para atingir esse fim, este trabalho propde a utilizagdo do
software winplot para auxiliar no entendimento da funcao exponencial e tambem das funcdes
trigonométricas (seno e cosseno) por meio da utilizacdo de seus recursos para a construcao e
visualizacdo dos mais diversos graficos relativos a essas fungfes, como também na solugéo de
alguns problemas do cotidiano como: juros compostos, crescimento populacional e
decaimento radiativo. Ainda neste trabalho sdo evidenciadas as caracteristicas dos
movimentos circular uniforme (MCU), harmdnico simples (MHS) e lancamento obliquo que
estardo presentes e interligados em uma aplicacdo das fun¢des seno e cosseno que apesar de
ter uma modelagem matematica de equacGes complexas terd, com auxilio do winplot,
solugdes rapidas. Desta forma, com a utilizacdo do software winplot, propde-se ao professor e
ao aluno uma forma agil e interativa para a compreensdo do comportamento dessas fungdes.

Palavras-chave: seno, cosseno, exponencial e winplot.



ABSTRACT

The Mathematics is one of the disciplines that students of basic education encounter greater
difficulty in learning. Relate the mathematics taught in school with math everyday student has
a fundamental importance in the training and education of the student process but also gives
meaning to the content being studied. However, the understanding of the contents to be
studied to be effective in its applications is needed. As an alternative to that end, this paper
proposes the use of winplot software to assist in the understanding of exponential functions
and also the trigonometric functions (sine and cosine) using of its resources for the
construction and visualization of various graphs for these functions, but also in solving some
real-world problems, such as compound interest, population growth and radioactive decay.
Also in this work are evidenced characteristics of movements: uniform circular (MCU),
simple harmonic (MHS) and oblique release that will be present and connected in an
application of the sine and cosine functions that despite having a mathematical modeling of
complex equations will, with the aid the winplot, quick solutions. Thus, using the winplot
software, it is proposed to the teacher and the student with an agile and interactive way to
understanding the behavior of these functions.

Keywords: sine, cosine, exponential, winplot.
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1. INTRODUCAO

O processo de ensino e aprendizagem da disciplina matematica sempre foi motivo de
questionamento, visto que, a maioria dos alunos do ensino basico possui dificuldade em
aprender tal disciplina. Por conta disso, pesquisas sdo realizadas para que novas
metodologias, dentre elas utilizacdo de softwares, sejam utilizadas para amenizar as
dificuldades em entender os contetidos relativos & matematica.

O winplot é um software livre que permite a construcdo de graficos de funcgdes
matematicas em duas dimensbes (2D) e em trés dimensdes (3D) e foi desenvolvido por
Richard Parris da Phillips Exeter Academy. Seu download pode ser feito através do link http:
math.exeter.edu/rparris/winplot.ntml, com op¢do em portugués e permitido na plataforma
Windows (95/98/ME/2K/XP/Vista/7).

Por meio dos recursos disponiveis no winplot, o professor possui uma alternativa para

construcdo de gréaficos, dentre eles, as funcdes exponencial e trigonométrica permitindo
assim, mais rapidez e precisdo em relacdo aos métodos tradicionais. Além disso, esse software
permite a interseccdo de graficos, trazendo com isso, outra possibilidade para resolucdo de
equacdes. Outra vantagem do Winplot € que, por meio dele, pode-se verificar o
comportamento do grafico de uma funcdo quando seus parametros variam. Desta forma,
pode-se interpretar visualmente o efeito da variagdo dos parametros nos graficos das funcoes.

Neste trabalho utilizam-se os recursos do programa winplot para o estudo das funcdes
exponencial, seno e cosseno, verificando suas propriedades por meio da construcdo de seus
gréficos, assim como também, na solucdo de equacgdes que envolvem essas funcdes e que
seriam dificeis de serem resolvidas analiticamente. Isto € realizado por meio de 8 atividades
em forma de situacdo problema, destacando sua modelagem em situacdes préaticas do dia a
dia.

Este trabalho € desenvolvido em mais cinco capitulos. No segundo capitulo estdo as
definicBes necessarias para o estudo da funcdo exponencial se destacando o exemplo 1 onde
estdo os passos para construir um grafico no winplot. No terceiro capitulo, estdo as atividades
para o ensino da funcdo exponencial destacando a influéncia da variacdo dos seus parametros
no comportamento dos graficos dessas funcdes. Ainda no terceiro capitulo, aparecem as
aplicacbes da funcdo exponencial nos juros compostos, crescimento populacional e
decaimento radiativo. Nessas aplicacbes o winplot é usado para resolucdo de equacGes

exponenciais e, para tanto, se utiliza o recurso “Intersecoes” para determinar a solucdo de tais
, tanto, se util “Int » det 1 de t
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equacdes. No quarto capitulo estdo as definicdes relativas as funcdes seno e cosseno. No
quinto capitulo estdo as atividades para o ensino das fungdes seno e cosseno destacando a
influéncia da variacdo dos seus parametros no comportamento dos gréficos dessas funcdes.
Ainda nesse capitulo, estdo as caracteristicas dos movimentos: circular uniforme (MCU),
harmonico simples (MHS) e langamento obliquo que estardo presentes e interligados em uma
aplicacdo das fungdes seno e cosseno considerando uma roda gigante em movimento de onde
é solta uma bola para acertar um alvo fixo e um alvo movel. No sexto capitulo séo feitas as

considerac0es finais.
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2. DEFINICOES PRELIMINARES RELATIVAS A FUNCAO EXPONENCIAL

2.1. FUNCAO

Segundo Lima:

“Dados os conjuntos X e Y, uma funcdo f : X —Y (Ié-se “uma funcdo de X em Y”)
é uma regra (ou conjunto de instrugBes) que diz como associar a cada elemento
Xe X um elementoy=f(x)eY . O conjunto X chama-se o dominio e Y é o contra-
dominio da funcdo f. Para cadax e X , o elemento f (x) €Y chama-se a imagem de x

pela funcdo f, ou o valor assumido pela funcdo f no pontoxe X . Escreve-se
x — f (x)paraindicar que f transforma (ou leva) x em f(x)”.

(LIMA, 2006, p. 38).

Exemplo de funcgdes:

f:R — R tal que f(x) =2xque associa a cada x real um unico y real igual ao dobro
de x.

e f:R — R tal que f(x)=40que associa a cada x real um unico y real igual a 40.

e f:R— R tal que f(x)=4"que associa a cada x real um Unico y real igual a 4

elevado a x.

e f:R— R tal que f(x)=cosxque associa a cada x real um unico y real igual ao

cosseno de x.

2.2. FUNCAO CRESCENTE

Uma fungdo f : A— R, Ac R € dita crescente quando x, < x, — f(x) < f(x,) para

X1, X, € A,

2.3. FUNCAO DECRESCENTE

Uma fungdo f : A—> R,Ac R é dita decrescente quandox, <X, — f(x)> f(x,)

para X, X, € A.
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2.4. SINAL DE UMA FUNCAO

Estudar o sinal de uma fungéo f : A— Bsignifica encontrar para quais valores de
x € Aa funcdo f se torna positiva f (x) > 0 ;se torna negativa f (x) <Oe se torna nula f (x)=0.

Quando f (x) =0, dizemos que x € um zero da funcéo f.

2.5. IMAGEM DE UMA FUNCAO

Da definicdo de funcdo tem-se que, para cadaxe X, o0 elemento f (x) Y chama-se a

imagem de x pela funcéo f, ou o valor assumido pela funcdo f no pontoxe X. O conjunto

todos os Y assim obtidos para cada x € X é chamado imagem da func&o f.

2.6. FUNCAO EXPONENCIAL
Segundo Lima:

“Seja a um numero real positivo e diferente de 1.

Chama-se funcdo exponencial, a funcdo f :R — R+ de base a, definida por f (x) =a*
Propriedades:  Paratodox, y eR, teremos:

1) a*a¥y=a*"y

2)al=a

I x < y=a* <a?(crescente) quandoa>1 e x <y =>a* >a” (decrescente)

quando0<a<1”. (LIMA, 2006, p. 178).

Exemplo de Fun¢bes Exponenciais:
e f:R—R+talque f(x)=3" combase a=3.

o f:R—R+talque f(x):[%j com base a=%.
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2.7. PROPOSICAO 1
O gréfico cartesiano da fungdo exponencial intersecta o eixo dos y no ponto de

ordenada 1.
Demonstracgéo:

Deve-se mostrar que o par ordenado (0,1) pertence a funcéo f (x) =a*, para todo a
(0<a=1).0u seja, que f(0)=a’ =1.

De fato,

A funcéo f (x) = a* satisfaz a propriedade a* -a¥ =a**Yparatodox,y eR.

Tomando x=0ey =1 tem-se que a’-a' =a’*.

Dai, a°-a' =a’.

Como, a® = a segue que a® = 2 =1 pois, a # 0 (por definicéo).
a

Logo, f(0)=a’=1 o que garante que o par ordenado (0,1) pertence a funcdo

f(x)=a".
2.8. PROPOSICAO 2

A funcéo exponencial f (x) =a* (0 <a=1)é positiva para qualquer x real.

Demonstracéo:

Inicialmente a funcdo exponencial ndo assume o valor O (zero) pois, se existir um

x, eR tal que f(x;) =0, entdo paratodo x € R.
f(x)= (% +(x—x))=f(x)f(x—x%)=0.f(x—x)=0
Dai, f seria identicamente nula e isto ndo acontece pois, f(0)=1=0.
Como a fungdo exponencial f (x) =a” (0<a=1) admite a propriedade a*-a¥ =a**”

paratodo x, y e R, entdo parax e R, tem — se que:

2
f(x)= f(§+§): f(fj.f(ij :{f(gﬂ >0 e como ndo assume o valor O (zero),

2 2 2 2

entdo a funcdo exponencial f (x) =a*é tal que f (x) >0, Vx eR.
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2.9. GRAFICO DA FUNCAO EXPONENCIAL

Pela propriedade 3 da definicdo da funcéo exponencial f (x) =a*, o seu grafico pode
assumir dois aspectos a depender da base a.

Se a>1, o gréfico da funcdo exponencial f (x) =a*é uma curva crescente;

Se (0<a<1), o gréafico da fungdo exponencial f (x) =a*é uma curva decrescente.

Verifica-se isto por meio de um exemplo.
Exemplo 1:

Construir, usando o software winplot, o grafico das fungdes f : R — R+ definida por

f(x) =3* e g : R— R+ definida por g(x) =(%) .

Uso do winplot para construcéo dos graficos

Para construir os graficos das funcdes f e g utilizando o software winplot, seguem-se
0S seguintes passos:

1°) Abre-se a tela do software winplot, clicando no icone
2°) Clica-se em Janela e em seguida 2 — dim.

Este passo é observado na Figura 1, a seguir:

Figura 1: Tela do winplot - Opgdes: Janela e 2 —dim
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3% Clicando em 2 — dim aparecerd uma janela onde deve-se clicar em Equacéo e em
seguida Explicita.

Este passo é observado na Figura 2, a seguir:

Figura 2: Tela do winplot - Opcoes: Equagdo e Explicita
=}

Winplot

Janela  Ajuda

Arquivo | Equagdo | Ver Mouse Um Dois Anim Outros
[ 1.Explicita .. il
2. Paramétrica ... F2
3. Implicita ... (=]
4. Polar ... F4

Ponto »
Segmento »
Reta ...

Recursiva ...

Diferencial »

}
=4 Intrinseca .. 2 3 4

Desigualdades explicitas ..
Desigualdades implicitas ...

Inventario ... Ctrl+|
Tamanho do inventario ...

Biblioteca ...

Definir fungio ..

Ocultar/mostrar tudo »

4°) Clicando em Explicita aparecera uma janela onde deve-se digitar f (x) =3"x.

Este passo é observado na Figura 3, a seguir:

Figura 3: Tela do winplot - Digitagdo da funcéo f (x) = 3"

B Winplot o x |
Janels &
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5°) Clicando ok aparecera o grafico de f (x) =3*.

Este passo é observado na Figura 4 a seguir:

Figura 4: Gréfico da funcéo f (x) = 3*

B Winplot - o EH
Janels Ajuds

Arquivo Equalo Ver Mouse Um Do Anim Outros
y

y=3% erescente

6°) Clicando novamente em Equacdo e em seguida Explicita, aparecerd a janela
onde deve-se digitar g(x)=(1/ 3)"x e apos clicar ok aparecera o gréfico de g(x) =Gj

juntamente com o gréfico de f (x) = 3.

Este passo é observado na Figura 5, a seguir:

X
1
Figura 5: Gréfico das fungdes exponenciais f (x) =3* e g(x) = (5)

Aruive Equagio Ver Mouse Um Dos Anim  Outios
¥
FENEYEIE

F=(13)"x (decrescente ) ¥ =3"x (crescente)
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3. PROPOSTA DE ATIVIDADES PARA O ENSINO DE FUNCOES
EXPONENCIAIS

3.1. RELACAO ENTRE A VARIACAO DO PARAMETRO a E O
COMPORTAMENTO DO GRAFICO DA FUNCAO EXPONENCIAL

3.1.1. VARIACAO DO PARAMETRO a DA FUNCAO f(x)=a* (0<a=1)

Atividade 1 Considere a funcdo f :R — R+ dada por f(x)=a* (0<a=1). Utilize o winplot

para construir o grafico da funcdo f (x) =a* (0 <a=1)identificando um grafico crescente e

outro decrescente segundo os valores de a.
Objetivos da Atividade 1
1) Verificar o comportamento do grafico da funcdo quando o pardmetro a varia;

2) ldentificar fungdes exponenciais crescentes e decrescentes;

3) Verificar geometricamente a ndo existéncia de zeros na funcdo exponencial.

Uso do winplot para construcdo do grafico
Para tragar o grafico da fungdo exponencial f (x) =a* com variagcdo do parametro a por meio

do winplot, utiliza-se 0s seguintes passos:

1°) Abre-se a tela do software winplot, clicando no icone "ll‘[ ]I"
2°) Clica-se em Janela, selecionar “usar padrdo” e em seguida 2 — dim;

3% Clicando em 2 — dim aparecera uma janela onde deve-se clicar em Equacao e
em seguida Explicita;

4% Clicando em Explicita aparecerd uma janela onde deve-se digitar f(x) =a”xe
clicar ok;

5°) Em seguida clica-se na sequéncia: ‘Anim”~, “Individuais” e “A..".

Esta sequéncia € observada na Figura 6, a seguir:
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Figura 6: Visualiza¢io no winplot da sequéncia: "Anim” , “Individuais” e “A ...”

P OFP PR YRR

6°) Logo apo6s clicar em “A ...” aparecera uma janela “ valor corrente de A” que
permitird a variacdo do pardmetro a. Para visualizar a mudanga no comportamento
do gréfico da funcédo f (x) =a* a partir da variacdo do parametro a, basta mover a

barra de rolagem para esquerda ou para direita, diminuindo ou aumentando o valor
do parametro a. Desta forma, esta janela permite, a medida que variamos o
parametro a, acompanhar a variagdo do comportamento do gréafico

(simultaneamente).
A Figura 7 a seguir ilustra a janela citada acima.

Figura 7: Janela do winplot que permite a variacdo do parametro

|1.80000

-

def L | ALt revl ALt n:in:ll def R

[T automostrar IEE zlides fechar

7°) E por fim, para visualizar o grafico da funcdo f (x) =a* para um determinado
valor do parametro a, basta fixa-lo na janela.

A Figura 8 a seguir, ilustra a funcéo f (x) =a* para dois valores fixados de a

1
a==ea=5).
( c )
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1
Figura 8: Grafico da funcéo exponencial f (x) =a* para os valores do parametroa = E ea=5

Arquvo Equagio Wer Moute Um Dois Anim Ouros
¥ = (8%

¥ &%

Para verificar, usando o winplot, se a funcdo exponencial admite zeros, deve-se clicar
em “Um” e em seguida em “Zeros”.Veja isto na Figura 9. Na janela “zeros” Figura 10,
verifica-se a inexisténcia de zeros na funcdo exponencial. Com isso, constata-se
geometricamente que a funcdo exponencial ndo admite zeros.

Figura 9: Sequéncia de comandos “Um” e “Zeros”

Arquivoe  Equagio Ver Mouse | Um | Dois  Anim  Outros

Trago...

Zeros ...

Extremos ...
Medidas 3

Problermas de Valor Inicial 3

Trasladar ...
Refletir ...
| + + + Girar ...

Cicléides ...
Evoluta ...
Superficie de revolugdo ..

Plotar lista ...

Ajuda

il
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Figura 10: lustra a inexisténcia de zeros na fungéo f (x) =a"

B semnome3 - ol
Arquivo Equagie Ver Mouse Um Dois Amim  Outros
¥

L inventario [semnome3]
~ 3 2 a 1 2 3 4
14
2+ < >
ediar | epagar | el | copis | tebela | famiia |
3+ odfico | equagdo | nome | deivar | wed | fechar |

r

Ainda com o auxilio da janela “valor corrente de A” é possivel perceber que quando
movemos o cursor para valores de A > 1, os graficos sdo crescentes (Figura 11), ao passo que

quando movemos o cursor para valores de 0 < A < 1, os graficos sdo decrescentes (Figura 12).

Figura 11: Funcdo crescente, f(x)=a*paraa=>5

H semnome3 - oEl
Arquive  Equagdo Ver Mouse Um  Dois  Anim  Outros IA ;HS.UEIUUU
¥
Al 2l e

def L I autolevl aulocicll def R |

7 ¥ automostar [5 sies

)/1_ inventario [semnome3]
X

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
1+
2+ <« >
editar | apagar I dupl | copiar I tabela | familia I
-3 gréfico | equan;éol home | derivar I web | fechar I

Figura 12: Func&o decrescente, f (x)=a*para a=0,8

I semnome3 - o IEN
Arquivo  Equagdo Ver Mouse Um  Dois Anim  Outros IA ;”D.SUUUD
¥
sl o o o

def L | autarevl autocw'cll def R |

T 7 autornostrar |23 slides

1‘\ inventario [semnome3]
-

2+ <« >

editar | apagall dupl | cuplarl tabelal famillal

-3 gréflcul Equa;éul numel dewall web | fechar |
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3.2. FUNCAO EXPONENCIAL DE BASE e

Segundo Lima
1 n
“Usualmente o nuimero real e € apresentado como limite da expresséo(uj
n

quando n tende ao infinito”. (LIMA, 2006, p 200).

Assim, quanto maior for o nimero n, n natural, melhor serd a aproximacdo desses

, . )" .
numeros racionais (1+—j do ndmero e.
n

Um valor aproximado dessa importante constante é e=2,71828182. Os valores

abaixo mostram que quanto maior o valor considerado para n (natural), mais proximo o valor
de e se aproxima de 2, 71828182.

1
n=1, (1+}j =2
1

1 100
n=100, |1+-— = 2,70481382
100

1 100000
n=100000, |1+ — 2,71826823
100000
1 1000000
n=1000000, |1+ —- — 2,71828046
( 1000000)

Note que a funcdo exponencial de base e, f(x)=¢e*é uma funcdo exponencial
crescente pois, e =2, 71828182 > 1. Em seguida, na Figura 13, observe o grafico da funcéo
f(x)=¢".

Figura 13: Grafico da funcéo exponencial de base e, ou seja, f(x) =e*

s FONCAD DERASER Sy x|
Srmne

sibe Ver Mows Um Des Anem Oures
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3.3. FUNCAO TIPO EXPONENCIAL

Segundo Lima:

“Dizemos que uma fungdo g: R—> R é tipo exponencial quando se tem g(x)=h-a"

para todox eR, onde a e b s3o constantes positivas”. (LIMA, p. 184).

Exemplos de Func¢es do tipo Exponencial:
x x 2Y
f(x)=45%, g(x)=2.10%, h(x)= (0,3).(§J .
Gréfico das funcdes do tipo exponencial f (x) =b.a*

Atividade 2 Seja a fungdo f : R — R dada por f (x) =b.a*,(0<a=1)eb>0.

Utilizando o winplot, construa o grafico da fungéo do tipo exponencial f (x) =b.a*comb e Z,

O<b<4e0<a=l1.

Objetivos da Atividade 2

1) Verificar o comportamento do grafico da funcdo quando o parametro b varia;

2) Identificar o significado de b no gréfico da funcéo f (x) =h.a*;

3) Verificar se o parametro b influencia na funcdo f(x)=b.a*para que seja
crescente ou decrescente;

4) Verificar a influéncia do parametro b no sinal da funcéo f (x) =h.a*.

Uso do winplot para construcdo do grafico

Para tracar o grafico da funcdo do tipo exponencial f(x)=b.a*com variacdo do
parametro a e do pardmetro b utilizando o winplot, utiliza-se 0s mesmos passos descritos para
tracar o grafico da funcdo exponencial f(x)=a*“Atividade 17 até digitar a fungdo
(f(x)=b*a”x).Ou seja, Janela —> 2 —dim —> Equacio — Explicita. Em seguida,
clica-se na sequéncia: “Anim” , “Parametros A-W...” onde ird aparecer uma janela que
permitira fixar um dos pardmetros “a” ou “b” da fungdo f (x) =b.a* e variar o outro. Assim,

pode-se visualizar a mudanca no comportamento do grafico da funcdo em consequéncia dessa
variacao.

A Figura 14 ilustra essa janela.
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Figura 14: Janela do winplot que permite variar os parametros a e b de f (x) =b.a"

|4 =] [r00000 [~ 1-60000
[] _I -l _I Lol

def L | autu:urevl autu:uu:iu:ll def A | def L | autu:urevl autu:n:l'-:ll def A |

[T automostar IES glides fechar I [T automostrar |23 slides fechar I

Para construir os graficos no winplot das funcgdes tipo exponencial f (x) =b.a*, b ez,

O<b<4 e O<a=#1 no mesmo sistema cartesiano, clica-se na sequéncia de comandos
“Equacdo” e “Explicita” que ira aparecer a janela “y = f(x)” onde se deve digitar a funcéo
(f(x) =b*a~x) parab =1 e a = 2 e fazer uma escolha de uma cor para o gréfico.

A Figura 15 ilustra esses passos.

Figura 15: Comandos do winplot
] semnome4 c &= M

Arquivo  Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

¥y
44

34

24

intervalo

00000
smax [5.00000

1 Iil espessura da finha [1 densidade de plotagem [1

4T o | e | ok | cancela |
B |

Depois de clicar ok repita a sequéncia anterior duas vezes para b = 2 e b = 3 para obter
os graficos simultaneamente no mesmo sistema de eixos. Para visualizar as equacdes desses
gréficos dirija-se ao inventario e ao selecionar cada funcao clique na opg¢édo equacao.

A figura 16, ilustra as trés funcbes parab=1,b=2eb = 3.



Figura 16: Graficos de f(x)=ha*para a=2 e beZ, 0<bh<4

Arquiva Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros
v = 1%2°x
v = 2#2°x
¥y = 3*2"°x

semnome4

- ol inventério [semnome4]

<| >
ecttar | apager || dupl | copiar | tebela | tamils |

uidficn | equagdo | nome | derivar | web || fechar |
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Observando os gréaficos da figura 16, percebe-se que o valor de b coincide onde a

curva da fungdo exponencial intersecta o eixo y. De fato, para x = 0 a fungdo f (x) =h.a* tem

como resultado f (0) =b.a"

=b.1l=Db.

Por outro lado, o pardmetro b ndo influencia na fungdo f (x) =b.a* para ser crescente

ou decrescente. Para verificar isso no winplot, consideraremos a = 2. Inicialmente, digita-se a

funcdo (f (x) =b*27x)na janela “y = f(x)” e fixamos um valor para b na janela “valor

corrente de B” por exemplo, b = 0,4 e, em seguida, por meio da janela do inventario, clica-se

na opcao tabela onde ira aparecer uma janela com os pontos da curva constatando que a

fungdo é crescente mesmo com 0<b<1. Essa tabela é vista na Figura 17, a seguir.

Figura 17: Grafico da funcéo crescente f(x) =h.2*para b =0,4

B

semnome1

4

3

2

Arquive  Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

7

- o

-2

-3

inventario [semnome1]

o

spagen | dupl | copiar | tabels | fomika
ardico | equagdo | nome | deivar | web | fechar

tabela [y = b*2*x]

Arquive Ed\gao Parimetros Segio Ajuda  Fechar

v ~
0. 00000 0.40000
0.02000 0.40558
0.04000 0.41125

0.06000 0,41699
©0.08000 0.42281
0.10000 0.42871 m' llul]]ll—
0.12000  0.43463 B
0.14000  0.44076 | =1
0.16000 0.44651
defL | autorev | autooicl| deffR

0.18000 0.485318

0.20000  0.45948
0.22000 0.46589 © ™ automosta [23 slides

De modo analogo, quando 0 <a <1, afuncéo f (x) =h.a* é decrescente para todo b.
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3.4. APLICACAO DAS FUNCOES EXPONENCIAIS

Atividade 3 - FUNCAO EXPONENCIAL E JUROS COMPOSTOS
Se um capital inicial C é aplicado a juros fixos e capitalizados (taxa fixa de i%ao més)
continuamente apds um tempo t, o capital existente é dado por C(t)=C(1+i) .
De fato:
t=0 capital inicial : C

t = 1 capital apos 1 més : C, =C(1+i)
t = 2 capital ap6s 2 meses : C, =C,(1+i)=C({1+i)1+i)=C(1+i)’
t = 3 capital apos 3 meses : C, =C,(1+i)=C{A+if(1+i)=C@+i)’

t = 4 capital apos 4 meses : C, = C;(1+i)=C(@+i)@+i)=Cc@+i)*

t =t capital apos t meses : C, =C, ,(1+i)=C(1+i) " (1+i)=C@+i)

Dai,C, =C(1+i)".

Considerando um capital de R$2000,00 aplicado a juros fixos e capitalizado
continuamente segundo uma taxa fixa del% ao més, entdo apdés um tempo t, o capital
existente é dado por C(t)=2000.(1+0,01) =2000.(1,01) . Ou seja, C(t)=2000.(1,01) .

Usando o winplot, determine o tempo necessario para o capital inicial duplicar.
Solucéo:

Para determinar o tempo necessario para o capital inicial duplicar deve-se determinar

um tempo t tal que o capital C(t)seja igual a 2.2000. Ou seja, C(t)=4000.Substituindo

C(t)= 4000 na relagdo C(t)=2000.(1,01) tem-se a equagéo, 4000 =2000.(1,01) .

Para resolver essa equacdo, o programa winplot possui 0 recurso “Intersegcoes” que
permite localizar pontos de intersec¢do de duas curvas, ou seja, 0s pontos onde as duas curvas
sdo iguais. Inicialmente use a sequéncia de comandos “Equacdo” e “Explicita” duas vezes
para digitar as fungdes (f (x) =4000) e (f (x) =2000* (1.01)"x).

Para obter a interseccdo das fungdes, clicamos no menu do winplot em “Dois” e em
seguida em “Intersegdes...”. A Figura 18, ilustra essa sequéncia de comandos.

2

Ao clicar em “Intersegdes...” aparece uma janela com o nome intersecdo com as
coordenadas x e y do ponto de interseccdo das fungdes, caso a interse¢do dos graficos esteja
visivel na tela do winplot. Caso a intersecgdo ndo apareca, usa-se a opgao “Ver” no menu do

winplot onde aparecera uma janela (Figura 19) que permite ajustar a tela do winplot para
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localizar a intersecgdo dos gréficos a partir dos campos “esquerdo”, “direito”, “inferior « e
“superior” obtendo-se 0 intervalo no eixo X e y respectivamente, permitindo assim, a
visualizagdo da intersec¢do dos graficos. Para tanto, nos campos “esquerdo”, “direito”,
“inferior” e “superior” deve-se incrementar os valores até visualizar a interseccdo. Ao se
tornar visivel o ponto de interseccdo das fungdes na tela do winplot, por meio da janela
intersecdo, o valor de x é a solucdo da equacéo, ou seja, x = 69,66072 é o tempo t em meses
necessario para o capital inicial duplicar.

A Figura 20 a seguir mostra essas funcdes e a intersecgdo entre elas (o tempo t em
meses necessario para o capital inicial duplicar).

Figura 18: Sequéncia de comandos “Dois” e “Intersecdes”

Arquive Equagdo Ver Mouse Um | Dois | Anim  Outros

Intersegdes ...

Combinagdes ...
Integrar (F()-g) di ..
Volume de revolugio ...
Secgdes .

Integral de Linha ...

Distancias ...

Ajuda

Figura 19: Janela “Ver”

cantos
esquerdo |-500.00000
direito 500.00000
inferior 1000.56E53
supeniar | 4500, 56653

centra
hariz 0.00000

wert 2750 55E53

espessura 1000.00000

aplicar l fechar
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Figura 20: Gréficos das funges y=4000e y=2000.(1,01)* e alocalizacdo do ponto de

interseccéo das duas funcgdes

semnome2 - a
Arquivo  Equagie Ver Mouse Um Dois Anim Outros

¥y = 4000 Sgﬂg v
490
¥ = 2000%(1.01)"x 4300
700
4600
500
00
4300
4200
4100
000
1500
3800 15630
3700
3500
3500 v = 4000 -
;g% y = 2000%(1.01)"x -
3200 =
1100 pro nterseg o
39 w-sm0
2500 y=4000.00000
2700
2600 z-15458
2500
2200
2100
2000 como [A <] fechar
1900, =
1800 3nguko de interses o em graus
1700 gl g o
1600
1500
1200
1300
1200
109

Atividade 4 - FUNCAO EXPONENCIAL E CRESCIMENTO DE UMA
POPULACAO

Para prever a populacdo de uma dada cidade numa data futura, muitas vezes € usado
um modelo de crescimento exponencial. Para isso, observa-se o valor da populagdo em
intervalos de tempos iguais, por um certo periodo. Calcula-se, a seguir, a razdo entre a
populacdo observada em periodos consecutivos. Se a razdo for aproximadamente constante,
em cada observacdo, a populacdo é dada pela populacéo anterior multiplicada por esta razéo,
chamada de fator de crescimento. (FLEMMING, Calculo A, p. 46).

Considerando uma cidade com populacéo atual de 200000 habitantes que possui uma

taxa de crescimento anual de1,5%, utilize o winplot para estimar o tempo necessario para que

essa populacdo alcance os 300000 habitantes.
Solucéo:

Inicialmente iremos encontrar uma expressdo que represente o crescimento dessa
populacdo em funcdo do tempo.

Como a taxa de crescimento anual é de 1,5% = 0,015, entdo a populacdo P(t) em um
instante t é acrescida de 0,015de P(t), ou seja, a populagdo em um instante t+1 é dada por
P(t+1)= P(t) +0,015.P(t) =1.P(t) + 0,015.P(t) = (1+0,015)P(t) = 1,015.P(t) .

Dai, o fator de crescimento dessa populacgdo é igual a1,015.
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Temos para o instante inicial t = 0 a populagdo P(0) = 200000
Parat =1 (1 ano apds) apopulacdo éiguala P(1) =200000.1,015;
Parat =2 (2 anos ap6s) a populagdo ¢ igual a P(2) =200000.1,015.1,015 = 200000.1,015%;

Parat =3 (3 anos apds) a populagio é igual a P(3) = 200000.1,015%1,015 = 200000.1,015°

Parat =t (t anos apds) a populagdo é igual a P(t) =200000.1,015".

Fazendo P(t) = 300000, temos a seguinte equacdo: 300000 = 200000.1,015' .

Como foi feito na Atividade 3, traca-se no winplot os gréaficos das funcdes
(f(x) =300000) e (f(x)=200000*(1.015)"x) e determina-se a interseccdo dessas funcdes
através do recurso “Interse¢cdes” do winplot. A coordenada x da intersec¢do é o tempo t

necessario para que a populacéo atinja 300000 habitantes.

A Figura 21 ilustra essas funcdes e ponto de intersec¢éo.

Figura 21: Graficos das fung@es f(x) = 300000 e f(x) = 200000. 1,015*e a localizagéo

do ponto de intersec¢do das duas funcdes

B INTERSECAODEFUNGOES{populagzio)
Arquivo  Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros
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250000+ I &ngo de interseBo em graus
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220000+

210000

/

De acordo com o winplot, o tempo t necessario para que essa populacdo alcance 0s
300000 habitantes € igual a t = 27,23324 anos.



31

Atividade 5 FUN(;AO EXPONENCIAL E O DECAIMENTO RADIOATIVO
A massa de materiais radioativos se desintegra com o passar do tempo. Pode-se citar
como exemplo de materiais radioativos: o uranio, o radio e o carbono — 14. Para representar a

taxa de decaimento da massa desses materiais usa-se 0 conceito de meia — vida.

Segundo Flemming

“A meia — vida é definida como o tempo para que a massa do material se reduza a
metade”. (FLEMMING, Calculo A, p. 47).

Denotando por M, a massa inicial (para o instante t = 0) e por M a massa presente

num instante t qualquer, pode-se determinar M pela funcdo exponencial: M = Mo.e‘k't sendo

k > 0 uma constante. Essa equacdo é conhecida como modelo de decaimento exponencial. A
constante k depende do material radioativo e esta relacionada com a meia — vida dele.
A meia — vida do rédio — 226 é de 1620 anos. Utilizando o winplot, determinar:

a) A constante k e 0 modelo de decaimento exponencial para esta substancia;
b) Apos 700 anos, o percentual da quantidade inicial de radio que ainda resta;
c) A idade estimada de um organismo morto, sabendo que a presenca do radio — 226

neste é 60% da quantidade original.
SOLUCAO:

a) A meia — vida do radio — 226 é de 1620 anos.

Dai, supondo a massa inicial M, devemos determinar o valor de k tal que a massa M do

radio seja apOs 1620 anos a metade da inicial, ou seja, N;’ . Segundo o modelo de decaimento

exponencial temos que M = Mo_e—k-l620_

. ~ . M _ . .1
Dai, vem a equagio: 70 =M,.e " que equivale a equagéo: >=e k1620

Para resolver essa equacao usa-se 0 mesmo procedimento da Atividade 3 . Ou seja,
faz-se (f (x) =1/2)e(f (x) =e* (—x*1620)) e ap6s construir 0s seus graficos com o auxilio do
winplot, usa-se o recurso “interse¢Ges” para determinar a intersec¢do dessas duas fungdes e

por fim, tem-se o valor da coordenada x que é o valor da constante k.
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Para visualizacdo da interseccdo clica-se no menu do winplot em “Ver” fazendo
aparecer uma janela onde pode-se ajustar os eixos x e y para uma melhor visualizagdo do
grafico em determinados intervalos nos dois eixos. Para ajustar o eixo x para visualizacdo em
determinado intervalo tem-se as opgdes campos “esquerdo” e “direito” e para o €ixo y tem-Se
as opcgdes campos “inferior” e “superior”. A Figura 22 a seguir ilustra esse ajuste nos dois
eixos para a visualizacdo da intersec¢do dos graficos ¢ a janela “Ver” onde mostra os valores

que foram utilizados para limitar a visualizacdo dos graficos segundo os dois eixos x e y.

Figura 22: Visualizacdo dos gréaficos para o intervalode —0.005a0.005 noeixoxede-0,5 a

1 no eixo y com o auxilio da janela Ver

H semnome3
Arquive Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

¥ = et (-x*1620) v
v =1/2

cantos
B
dreito 0 00500
e

centio

hoiz 200000
vel  [025000
espessura 001000

fechar

aplcar

-0.002 0.002

Identificada a interseccdo dos graficos, basta clicar no menu do winplot em “Dois” e
em seguida em “Interse¢des...” para aparecer a janela com as coordenadas dessa intersecgdo e
determinar a constante k que equivale ao valor da coordenada x. A Figura 23 mostra a janela
com o ponto de interseccdo das funcdes e o valor de k € igual a 0,00043. Logo, o modelo de
decaimento exponencial para o radio — 226 é dado por M =1000.e %0004,

Figura 23: Visualizagdo do ponto de interseccdo das fungGes y :% ey=e e

determinagéo da constante k do modelo de decaimento exponencial

H semnome3
Arquive Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

¥ = en(-x*1620) Ry

v =12

pessso T
(000043505) _pereg | [ e |

-0.002



33

b) Utilizando o winplot, inicialmente, traca-se o gréafico da fungio M =1000.e %43

Para determinar o valor da quantidade M de massa de r&dio que ainda resta para t = 700 anos
traca-se o gréfico da reta vertical x = 700.

Para determinar essa reta vertical no winplot, clica-se no menu em “Equacédo” e em
seguida em “reta” onde ird aparecer uma janela para a escolha dos valores dos coeficientes

“a”, “b” e “c” da equagdo da reta ax +by =c. Para determinar a equacdo da reta vertical

X = 700 atribui-se aos coeficientes o0s seguintes valores: a=1, b=0 e c=700. Para visualizar a
reta vertical basta clicar em ok.
A Figura 24 a seguir ilustra essa janela no winplot e a reta vertical x = 700.

Figura 24: Visualizacdo do gréafico da reta vertical x=700 e da janela do winplot

para sua determinacgéo

1% RETAVERTICAL X = 700 ° G

retaax + by =c ﬂl
be [
T —
espasuws dalinhs [T o
 stida € puidy © bacnads

(S Jowmenr] WspesT]

—0,00043.t

Apos tracados os dois graficos de M =1000.e e X = 700 utiliza-se 0 mesmo

procedimento da Atividade 3.0u seja, fazendo ( f (x) =1000*e” (-0.00043* x) Je ( f (x) = 700),
utiliza o winplot para a construcdo dos dois graficos e com 0 recurso “intersec¢ées”,
determina-se o ponto (700 ; 740, 007777) da interseccdo das duas funcdes.

O valor 740, 007777 representa o valor da massa em gramas existente apos 700 anos
do radio — 226. O percentual da quantidade inicial de radio que ainda resta € de
(740,007777.100)/1000 = 74,007777% , ou seja, aproximadamente 74%.

A Figura 25 a seguir mostra as funcdes e esse ponto de interseccao.
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-0,00042
e

Figura 25: Visualizagdo dos graficos das fungdes M =1000.e
x =700 e o ponto ( 700 ; 740, 07777 ) de intersecgéo
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c) Inicialmente tem-se que 60% da quantidade original equivale a 60% de 1000 = 600 g.

Usando o modelo de decaimento exponencial M =1000.e%%'tem-se a equacdo

600 =1000. %%t Como no caso anterior, apés construir os graficos das fungdes
(f(x)=600)e(f(x)=1000*e"(-0.00043*x))com o auxilio do winplot, determina-se a
intersec¢do desses graficos através do recurso “intersecdes” e com o conhecimento do ponto
de intersecgdo, o0 tempo necessario para que reste 600 g de massa de radio — 226 que equivale

a idade estimada do organismo morto € igual a primeira coordenada desse ponto. A Figura 26
a sequir, ilustra a interseccao das fungdes identificando a idade estimada do organismo morto.
Figura 26: Visualizagdo dos gréficos das fungées y =1000.e720°%4%*¢

y =600 e o ponto ( 1187,96657 ; 600 ) de intersecéo

B INTERSEGAOEXPONENCIAL eRETAHORIZONTALY = 600
Mrquvo Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Ouror

(1187,96657 ; 600)

1010 1020 1030 1040 1030 1050 1070 1030 1090 1100 1119 1120 1130 1140 1150 1160 1170 31sp 190 1200 1219 3220 130 1240 1250 1260 1270 1280 1290

Dai, a idade estimada de um organismo morto, sabendo que a presenca do radio — 226 neste é

60% da quantidade original € igual a 1187,96657 anos = 1188 anos.
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4. DEFINICOES PRELIMINARES RELATIVAS AS FUNCOES SENO E
COSSENO

4.1. DEFINICOES DO SENO E DO COSSENO

Segundo Lima

“Num tridngulo retdngulo de hipotenusa a e angulos agudos B e C, opostos

respectivamente aos catetos b e c, tém-se as definigGes:
cosB = L= (cateto adjacente) + (hipotenusa)
a

senB = 9 = (cateto oposto) + (hipotenusa)”. (LIMA, 2006, p. 72)
a

Figura 27: Triangulo Retangulo

C

4.2. MEDIDA DE UM ANGULO EM RADIANOS

Segundo Carmo:

“A medida de um angulo em radianos ¢ a razdo entre o comprimento do arco
determinado pelo angulo em um circulo cujo centro é o vértice do angulo e o
comprimento do raio do circulo”. (CARMO, 2005, p. 33).

Sendo & 0 &ngulo, s o comprimento do arco determinado por esse angulo e r o raio do

. . S
circulo, entdo == .
r

Quando s for igual ao comprimento de um circulo de raio r, ou seja, s=2zr, 0 angulo

6 em radianos sera igual a: 8 = 2 _ 27 . O que equivale a um angulo de 360°.
r

Logo, =27 =360°.
Em particular, o angulo 6 sera igual a lrad quando seu arco s tem 0 mesmo
comprimento do raio r.
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4.3. DEFINICAO DAS FUNCOES SENO E COSSENO

Segundo Lima:

“As fungdes COS:R—R e sen:R— R, chamadas funcdo cosseno e seno
respectivamente, sdo definidas pondo-se para cada t e R: E(t) = (cost, sent)”.

(LIMA, 2006, p. 82).

A funcdo E é a funcgéo de Euler E: R— C, que faz corresponder a cada nimero real t o
ponto E(t) =(x, y) da circunferéncia unitaria. A Figura 28 a seguir, ilustra a circunferéncia
unitaria e o ponto E(t). Ou seja,x =costey =sentsdo, respectivamente a abscissa e a
ordenada do ponto E(t)da circunferéncia unitaria ( raio 1 ) e t o comprimento do arco de

extremidades no ponto O e no ponto E(t).

Figura 28: Circunferéncia Unitaria e o Ponto E(t) = (cost, sent)

sent E(t) t>0
1 \
cost O X‘/ t<0

4.4. FUNCAO PERIODICA

Segundo Lima:

“Uma fungdo f : R — R chama-se periddica quando existe um ntimero T # 0 tal que

f(t+T)=f(t) paratodo t e R. O menor nimero T >0 tal que f(t+T) = f(t)
paratodo t e R chama-se periodo da fun¢do f . (LIMA, 2006, p 224).
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4.5. PERIODO DAS FUNCOES SENO E COSSENO

As funcGes seno e cosseno sdo periddicas com periodo 27z .
De fato,

Considerando k um niimero inteiro e x real, E(x+ 2kz) e E(x) representam 0 mesmo
ponto na circunferéncia unitaria. Dai,

sen(x+2kz)=senx e cos(x+ 2kxz)=cosx
Como o periodo € o menor numero T >0 tal que f(t+T) = f(t) paratodot eR, entdo

o menor T =2kz >0 é dado quando k =1, pois k é inteiro. Tem —se queT =2ze que :
sen(X + 2x) = senx

e

CoS(X + 27) = COS X

Conclui-se que as fun¢des seno e cosseno sdo periodicas e com periodo 27 . Ou seja,

os valores dessas duas fungdes repetem-se de 2z em 27 .

4.6. IMAGEM DAS FUNCOES SENO E COSSENO

Sejam t um namero real e E(t) o ponto que o representa na circunferéncia unitaria. O
ponto E(t) tem como abscissa e ordenada, respectivamente, X = cost e y =sent .
Como —1<x<1 e —-1<y<1, tem-se que:
—1<cost<l e —1<sent<1

Portanto, as imagens das fungfes seno e cosseno sao iguais a [— 1,1].

4.7. INTERSECCAO COM OEIXO Y

Uma funcao intersecta o eixo y em um ponto P(0, y).

Fazendo x = 0 na funcdo cosseno f: R—R dada por f(x)=cosx, tem-se que
f (0) =cos(0) =1 que é a abscissa do ponto E(0) no circulo unitario.

Logo, a funcdo f: R— R dada por f (x) =cos x intersecta o eixo y em no ponto P(0,1) .

Por outro lado, fazendo x = 0 na fungdo seno f:R— R dada por f (x) = senx, tem — se
que f (0) =sen(0) =1 que é a ordenada do ponto E(0).

Logo, a funcdo f: R— R dada por f (x) = senx intersecta o eixo y no ponto P(0,0) .
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4.8. SINAIS DAS FUNCOES SENO E COSSENO

Sinal da funcgéo cosseno

Como o cosseno de um angulo x € dado pela abscissa do ponto E(x) no circulo unitario,
entdo:
(Iquadrante) Quando O<x<z/2 tem-se que O<cosx<1.

Logo, cosx >0 ( fungéo positiva )

(Il quadrante)  Quando 7/2<x< 7 tem-se que —1<cosx<0.

Logo, cosx <0 (fungéo negativa )

(I quadrante)  Quando 7 <Xx<37z/2 tem-se que —1<cosx<0.

Logo, cosx <0 ( fungéo negativa )

(IV quadrante) Quando3z/2<x <2z tem-se que 0<cosx<1.

Logo, cosx >0 ( fungéo positiva )

Sinal da funcgéo seno

Como o seno de um angulo x € dado pela ordenada do ponto E(x) no circulo unitéario,
entéo:
(I quadrante) QuandoO< x< /2 tem-se que 0 <senx <1.

Logo, senx >0 ( funcdo positiva )

(Il quadrante) Quando /2 < x< 7 tem-se que 0 <senx <1.

Logo, senx >0 ( fungdo positiva )

(I quadrante) Quando 7 < x <37 /2 tem-se que —1<senx<0.

Logo, senx <0 ( fungdo negativa )

(IV quadrante) Quando37z/2< x <27 tem-se que —1<senx<0.

Logo, senx <0 ( funcdo negativa )



4.9. GRAFICO DA FUNCAO SENO

Com o auxilio do winplot pode-se construir o gréfico da funcdo f (x) = senx.

Para construir tal gréafico serdo utilizados os procedimentos do Exemplo 1.
A Figura 29 a seguir ilustra esse grafico:

Figura 29: Gréfico da fungdo f (x) = senx

1
Amuive Equaglo Ver Mouse Um Dois Anim Outros
¥ = smix) v

4.10. GRAFICO DA FUNCAO COSSENO

Com o auxilio do winplot pode-se tragar o grafico da func¢éo f (x) =cosx.

Para construir tal grafico serdo utilizados os procedimentos do Exemplo 1.

A Figura 30 a seguir, ilustra esse grafico:

Figura 30: Grafico da fungéo f (x) = cos x

i
Aruivo. Equaglo Ver Mouse Um Dais Anim Outros
¥ = coatx)

39
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5. PROPOSTAS DE ATIVIDADES PARA O ENSINO DAS FUNCOES SENO E
COSSENO

5.1. RELACAO ENTRE A VARIACAO DOS COEFICIENTES E O
COMPORTAMENTO DO GRAFICO DAS FUNCOES SENO E COSSENO

Gréfico de fungdes f :R— R da forma f (x) = sen(a.x), comaeR .
Atividade 6 Seja a funcdo f :R— R dada por f(x) =sen(a.x), acR.
Utilizando o winplot construa o grafico da funcdo f paraaeZ,-3<a<3.

Objetivos da Atividade 6

Identificar geometricamente o periodo, imagem, os zeros e sinais da funcdo
verificando a influéncia do parametro a.

Procedimento no winplot

Para construir o gréafico da funcdo f(x) = sen(a.x) para aeZ,—3<a<3por meio do
winplot utiliza-se 0s mesmos passos descritos para tracar o grafico da funcdo exponencial
f (x) =b.a* "Atividade 2". Ou seja, usa-se a sequéncia de comandos “Equacdo” e em seguida
“Explicita” digitando a funcio f(x)=sin(a*x) para a = -2 e repete-se o procedimento para
a=-1,a=0,a=1e a= 2 paraobtencdo dos graficos em um mesmo sistema cartesiano.

A Figura 31 ilustra essas funcgdes.

Figura 31: Gréaficos da fungdo f (x) = sen(a.x)paraacZ, -3<a<3

Considerando-se para analise a fungéof(x)zsen(Z.x), 0S Seus zeros serao

identificados pelo winplot ao clicar em “Um” e em seguida “Zeros” onde aparecera uma
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janela com o nome “zeros” mostrando os zeros da funcdo no intervalo visivel na tela do

winplot. A Figura 32 mostra essa janela.

Figura 32: Janela “zeros” do winplot

Iy = zin (2¥%x) ;I

0.00000 prasinmo

galvar » como ||m TI marcar ponto

fechar

Clicando na opcédo préximo da janela “zeros” irdo sendo identificados no gréafico os zeros
da funcdo e caso deseje marcar algum desses pontos cliqgue em marcar ponto. A Figura 33 a
seguir, mostra os trés primeiros zeros da fungédo a partir da origem do sistema, ou seja, 0S
valores 0, 1.57080 e 3.14159 que sdo os valores aproximados de 0, x/2 e r,

respectivamente.

Figura 33: Localizagdo dos zeros 0, /2 e 7 da fungao f (x) = sen(2.x)

4quivo Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

¥ = =in(2*x) >

314159 prrimo

De modo geral para a funcéo f(x):sen(a.x)com a+0, 0s zeros sdo determinados a

partir da igualdade:
sen(ax)=0.

De onde a.x s&o numeros da forma ...—47z,-37,—27,—x,0,7,27,37,47 ... , OU Seja, kzcom

. . . kz L x
k inteiro. Dai, a.x=Kkz. Ou seja, Xx=— comKk inteiro sdo os zeros da funcéo.
a
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Observando o gréfico, tem-se a sensacéo que o periodo é igual ao valor do terceiro zero
ilustrado no gréfico, isto é, 3.14159 que é o valor aproximado de T j& que, a partir desse valor,
o gréfico da funcéo se repete. Para verificar isso no winplot, digita-se mais uma vez a funcéo
f (x) =sin(2* x)na janela “y=f(x)” depois de clicar nos comandos “Equagdo” e “Explicita”.

A Figura 34 ilustra essa janela.

Figura 34: Janela para digitacdo da funcéo no winplot

ffx) = [sin(2]
[ travar intervalo tormar periddica [
xmin [-5.00000
xmés [5.00000

espezsura da linha |1 denzidade de platagem |1

cor | ajuda | ok, I cancelall

Clicando em * travar intervalo” aparecera dois campos “x min” e “x max” para colocar os
limites do intervalo que se quer destacar no grafico. Nesse caso, vamos considerar x min =0 e

X max = pi. Essa janela, com esses campos, € ilustrada na Figura 35 a seguir.

Figura 35: Digitagdo da fun¢io com travamento de intervalo

flx) = Jsin(Z=)

¥ travar intervalo tornar periddica [

W it |EI

 MN&x Ipi
min. nenhuma & ciculo ©© geta tamanhu:ul sélida [
m&< penhuma % ciculo € seta tamanhnl zdlida [~

ezpessura da linha I'I denzidade de plotagem |1
cor | ajuda | ok, I canhcelar |

Escolhendo uma cor diferente do grafico inicial e clicando ok o gréafico inicial fica
destacado no intervalo determinado pelos limites “x min” e “x max” . A Figura 36 ilustra esse

destaque.
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Figura 36: Destaque do gréafico em um intervalo

Arquive Equaglo Ver Mouse Um Dois Anim Outres
¥

Repita o procedimento de realce do grafico para o intervalo x min = pi e X max = 2x pi

escolhendo outra cor para esse intervalo. A Figura 37 ilustra esse segundo realce.

Figura 37: Destaque de dois intervalos do Gréafico

Arquive Equagio Ver Mouse Um Deis Anim Outros

E por fim, compara-se as coordenadas dos pontos dos dois intervalos. Para isso, dirija-
se ao inventario e selecione cada uma das func¢des clicando na opcao tabela onde ira aparecer
as coordenadas dos pontos dos graficos dessas funcdes nos respectivos intervalos. E ao clicar
nas duas tabelas perceberd que os resultados sdo praticamente iguais, 0 que se verifica o

periodo ser igual a 7. A Figura 38 ilustra as tabelas dos dois intervalos.
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Figura 38: Tabelas da func&o f (x) = sen(2.x) em dois intervalos de mesmo tamanho

Arquive Edigio  Pardmetros  Secdo  Ajuda  Fechar Arquivo  Edigdo  Pardmetros  Secdo  Ajuda  Fechar

® y x ¥
0.00000 . 00000 3.14159 0.00000
0.31416 . 58778 3.45575 0.58779
0.62832 .8951086 3.76991 0.395106
0.94248 .95106 4.08407 0.9510¢6
1.25664 .DB779 4.359823 0.58779
1.57080 . 00000 4.71239 0.00000
1.88455 . 58778 5.02655 -0.58779
2.19911 .95106 5.34071 -0.95106
2.51327 .85106 5.65487 -0.95106
2.82743 .58779 5.96903 -0.58779
5.1415%9 00001 6.28319 0.00000

De modo geral para a fungéo f(x) = sen(a.x) com a0, o periodo é o menor nimero
real T >0 talque f(t+T)= f(t) paratodo treal.

Tem-se entdo a equagdo: sen(alt + T))=sen(at) =sen(at +aT )= sen(at).

Dai, sen(at).cos(aT) + sen(aT).cos(at) = sen(at) .

Para essa igualdade ser satisfeita, tem-se que: cos(aT)=1esen(aT)=0.

De onde a.T s&o ndmeros da forma ...—47,—27,0,27,47 ..., 0ou seja, 2kz com k inteiro.

Logo, aT =2kr.

, , .. . , , . 27
Como T é 0 menor nimero positivo, tomamos k =1 entdo o periodo é igual a: T = ——.
a

Para identificar a imagem da funcdo f (x) = sen(2.x) no winplot, clica-se na sequéncia

de comandos “Um” e “Extremos” identificando assim o maior e menor valores da fungao e

com isso definindo a sua imagem. A Figura 39 ilustra essa sequéncia de comandos.

Figura 39: Ilustra os comandos “Um” ¢ “Extremos”

Arquivo  Equagdo Ver Mouse | Um | Dois Anim Outros

Trago ...

Zeros ...

Extremos ...
Medidas 3

Problemas de Valor Inicial 3

Trasladar ...
Refletir ...

Girar ...

Cicldides ...
Evoluta ..
Superficie de revolugdo ...

Plotar lista ...

Ajuda

t
-2 -1 1
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Ao clicar em “Extremos” aparecerd uma janela identificando as coordenadas dos
extremos (valor méximo ou valor minimo) no intervalo que o gréfico esta sendo visualizado
na tela do winplot. Na Figura 40, observa-se essa janela.

Figura 40: Janela de valores extremos de uma funcéo

vy = sin(2¥x) ;l

proximo extremo de | I‘f vl

w= 2356119
w =-1.00000

zalvar IIH - I
como IA - I

Clicando em “proximo extremo de” identifica-se no gréafico os valores minimo e
maximo da funcdo que neste caso sao valor minimo: —1 e valor maximo: 1. Logo, verifica-se
que a imagem da funcdo é o intervalo fechado de extremos -1 e 1. Tracando-se duas retas
verticais y = -1 e y = 1 por meio do winplot percebe-se que todos os valores da fungéo estdo
entre — 1 e 1. Para tracar essas retas no winplot usa-se a sequéncia de comandos “ Equagdo” e

“Explicita” duas vezes digitando na janela “y = f(x)” os valores -1 e 1. A Figura 41, a seguir
ilustra essas retas verticais, a funcdo e a imagem.

Figura 41: llustra a Imagem da func&o f (x) = sen(2.x)

Arquivo Equagic Ver Mouse Um Dois Anim Outros

¥ = sin(2*x) Y
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De modo geral, a imagem da funco f (x) = sen(a.x), a = 0é igual ao intervalo fechado
de extremos -1 e 1. Sabe-se, pela definigdo do circulo trigonométrico, que para todo x real
—1<sen(x)<1. Mas, sendo a um namero real,a=0e x um numero real, entdoa.xé um
ndmero real. Portanto, —1< sen(a.x) <1. Assim, a imagem da fungéo f (x) = sen(a.x) é igual
ao intervalo [—1,1]. E dai, conclui-se que a imagem da funcéo f (x) = sen(a.x) independe do
valor de a(a = 0).

E por fim, para verificar os sinais da funco f (x) = sen(2.x)por meio do winplot,
consideremos inicialmente os zeros da fungdo em um periodo que sdo 0, 7/2 e = que sdo
o0s pontos do gréafico e se encontram no eixo X. Para identificar os intervalos em que a funcéo
¢ negativa e positiva, constroi-se inicialmente o grafico da fungdo f(x)=sen(2.x)
identificando os seus zeros. A Figura 42, mostra o grafico dessa funcéo e os seus zeros em um

periodo.

Figura 42: Grafico da funcéo f (x) = sen(2.x) com os zeros 0,7t/2 e Tt

= Semnone
Arquive Equagio Ver Mouss Um Dois Anim Outros
¥y

4 4 ' ' 4 4 4 4
+ + t t + + + + t
- =5 v -3 -2 -1 1 2 Bf 4
a4

Em seguida, constroi-se a reta horizontal y = 0 pois, a funcdo sera positiva (y > 0) no
intervalo em que seu grafico estiver “acima” dessa reta e negativa (y < 0) no intervalo em que

seu grafico estiver “abaixo” dessa reta horizontal. A Figura 43, mostra essa reta com o

gréfico da funcéo f (x) = sen(2.x).
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Figura 43: Graficos da reta horizontal (y = 0) e a func&o f (x) = sen(2.x)

Arquivo  Equagdo Ver Mouse Um Dois Anim  Outros
¥ = sin(2*x) ¥

v=0 RS

Selecionando a fungéo no inventario e clicando em editar, aparecera a janela “y = f(x)”
onde permitira travar o intervalo da fung&o. Tomando para x min = 0 e x max = pi e clicando
ok o gréfico ficara reduzido a esse intervalo. A Figura 44, ilustra o grafico da fungdo nesse
intervalo.

Figura 44: Grafico da funcdo em um intervalo definido

Arquive Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

31

Para destacar o intervalo onde a funcdo é positiva (y > 0) e onde é negativa (y < 0)
usa-se a sequéncia de comandos “Equacdo” e “Desigualdades explicitas”. Ao clicar em
“Desigualdades explicitas” ir4 aparecer uma janela que possui campos para definir o intervalo
que se quer identificar a desigualdade e as opc¢des acima, abaixo ou entre para destacar no
grafico os pontos acima, abaixo de uma funcdo ou entre duas fungdes. Clicando em entre,
definindo o intervalo usando os campos esquerdo 0 e direito pi/2 e apds clicar em sombrear,

ficard destacado a parte do grafico que se encontra acima do eixo dos X, ou seja, onde a
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funcéo positiva. A Figura 45 mostra essa janela e o intervalo entre 0 ez /2em que o gréfico

se encontra acima do eixo do x, ou seja, onde a fungdo positiva.

Figura 45: llustra o intervalo em que a fungao é positiva e a janela regides explicitas

1 acima " abaivo

[v = sin(z=x); 0.0 <= 3~
& entre
= 5

¥ wintervalo def abaixo

ezquerdo |0
direito |pi2

O [~ intersegfio | sombrear

Jentre {w=gin[Z%L 0.0 <=x<=pi:y =ﬂ

deletar um ] deletar bodos ]

fechar

Dai, conclui-se que a funcédo f (x) = sen(2.x)é positiva no intervalo aberto de Oax/2.

De maneira anéloga, identifica-se no grafico o intervalo em que a fungéo é negativa. A
Figura 46, mostra o intervalo z/2 a zem o grafico se encontra abaixo do eixo do X, ou seja,

onde a funcéo € negativa.

Figura 46: llustra o intervalo em que a fungo é negativa e a janela regides explicitas

regides explicitas

" acima " abaixo

]y = gin(2*x); 0.0 <= xj
@ entre

EE ]
¥ swirterealn def abaivo

ezquerdo ]pl.-"2—’
dirgito ]Dl—’

SOl [~ intersegio  sombrear

—_ ]entre{y:sin[?‘x]; 00<=u<= pi;y=_L] t t t
-3 1 2 3/
deletar um ] deletar todos ]

fechar
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Gréfico de fungBes f :R — R da forma f (x) = cos(ax+b), comacRebeR.
Atividade 7 Seja a fungdo f :R — R dada por f (x) =cos(x+b), beR.
Utilizando o winplot, construa o grafico da funcdo f parabeZ,—3<b<3.

Objetivos da Atividade 7

Identificar geometricamente o periodo, imagem, 0s zeros e sinais da funcdo

verificando a influéncia do parametro b.
Procedimento no winplot

Para construir o grafico da funcdo f (x) = cos(x + b) para beZ,—3<b<3através do
winplot utiliza-se a sequéncia de comandos “ Equagdo” e em seguida “Explicita” digitando a
fungdo (f (x) =cos(x +b)) para b=-2 e repete-se o procedimento parab=-1, b=1 ,b=0c¢
b =2 para obtencao dos graficos em um mesmo sistema cartesiano. A Figura 47 ilustra essas

funcoes.

Figura 47: Gréficos da fungdo f (x) = cos(x+b) parabeZ ,-3<bh<3

Arquive Equagdo Ver Mouse Um  Dois Anim Outros
v =coz( x - 2} ¥

v = cos(x - 1)

= cos(x+1)

= cos(x+2)

]

Considerando-se para analise a funcdo f(X) :cos(x+2), 0S Seus zeros serdo
identificadas pelo winplot ao clicar em “Um” e em seguida “Zeros” onde aparecerd uma
janela com o nome “zeros” mostrando 0S zeros da funcéo f(x):cos(x+2) no intervalo

visivel da funcéo, na tela do winplot.
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Clicando na opgdo proximo da janela “zeros” irdo sendo identificados no grafico os
zeros e caso deseje marcar algum desses pontos clique em marcar ponto. A Figura 48 a
seguir, mostra os trés primeiros zeros da fungéo f(x):cos(x+2) a partir da origem do

sistema.

Figura 48: Localizagdo de trés zeros da fungéo f (x) = cos(x + 2)

Arquive Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

v = cos(x42) Fy

De modo geral para a fungéo f (x) = cos(a.x +b), com a =0, os zeros sdo determinados
a partir da igualdade:
cos(ax+hb)=0.

Assim, a.x+bsdo nimerosdaforma ... =37/2,—x/2,71237/2 ...

(2k +1)ﬂ. Ist (2k +1)
2 2a

. , b .
Ou seja, ax+b= 06 X= 7 —— comk inteiro.
a

Observando o grafico (Figura 48), tem-se a sensacdo que o periodo € igual a distancia
do primeiro zero da funcéo positivo até o terceiro zero da funcdo positivo. Ou seja, o periodo
é dado por 8.99 — 2.71 = 6.28 que € o valor aproximado de 27 .

Vejamos:

O periodo é 0 menor numero real T >0 tal que f(t+T)= f(t) paratodo t real.

Dai, vem a equacédo: cos(a(t+T)-+b)=cos(at+b).

Ou seja, cos(at +b).cos(aT)—sen(at +b).sen(aT) = cos(at +b) que € satisfeita quando
cos(aT) =1esen(aT)=0.De ondea.T sdo numeros da forma ... —4x,—27,0,27,47 ..., OU Seja,

2kz com k inteiro. Logo, aT =2kz. Como T é o0 menor nimero positivo, tomamosk =1
x o 2
entdo o periodo € igual a: T = iy
a

Para a funcdo f (x) = cos(x + 2), tem-se que a=1, logo o periodo é igual a2 .
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Para identificar a imagem da fungédo f (x) = cos(x + 2) no winplot clica-se na sequéncia

de comandos “Um” e “Extremos” identificando assim o maior ¢ menor valores da fungéo e
com isso definindo a sua imagem. Ao clicar em “Extremos” aparecera uma janela
identificando as coordenadas dos extremos no intervalo que o grafico esta sendo visualizado
na tela do winplot. Clicando em “proximo extremo de” verifica-se os valores minimo e
maximo da fungdo que neste caso sdo valor minimo: —1 e valor maximo: 1. Logo a imagem
da funcdo é o intervalo fechado de extremos -1 e 1. Tragando-se duas retas verticais y = -1 e
y = 1 através do winplot percebe-se que todos os valores da funcdo estdo entre — 1 e 1. Para
tracar essa retas no winplot usa-se a sequéncia de comandos “ Equacdo” ¢ “Explicita” duas
vezes digitando na janela “y = f(x)” os valores -1 e 1. A Figura 49, a seguir ilustra essas retas

verticais, a fungéo e a imagem.

Figura 49: llustra a imagem da fungdo f (x) = cos(x +2)

Arquive Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

v=-1

v = cos(x+2)

. .
=5 4 3 -2 -1 1 / 3 4

De modo geral, a imagem da fungéo f (x)=cos(ax+b)é igual ao intervalo fechado de
extremos -1 e 1. De fato, sabe-se que para todo x real —1< cos(x)<1.

Mas, sendo a e b nimeros reaisa = 0e x um numero real, entdo a.x+bé um nimero
real. Portanto,—1<cos(x)<1.0u seja, a imagem da fungéo f(x) =cos(a.x+b) & igual ao
intervalo [—1,1]. E dai, conclui-se que a imagem da fungdo f (x) = cos(a.x +b) independe dos

valoresde aeb.

Para verificar os sinais da funcédo f (x) = cos(x+2)por meio do winplot, inicialmente
constrdi-se o grafico da funcdo f considerando os zeros da funcdo em um periodo que sao
aproximadamente 2.71, 5.85 e 8.99. Esses pontos indicam onde o gréafico intersecta o eixo X.
Em seguida constrdi-se a reta horizontal y = 0. Selecionando a funcdo no inventario e

clicando em editar, aparecera a janela “y = f(x)” onde permitira travar o intervalo da funcao.
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Tomando para x min = 2.71 e x max = 8.99 e clicando ok o gréfico ficara reduzido a esse

intervalo. A Figura 50, ilustra o gréafico da funcdo nesse intervalo.

Figura 50: Gréfico da funcéo com intervalo definido

Arquive Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

v
44

¥ = cos(x#2); 2.71 <= x <= 8.99

3L

) i ) | 2 3 4 5 6\7/
L

Para destacar o intervalo onde a funcéo é positiva (y > 0) e é negativa (y < 0) usa-se a
sequéncia de comandos “Equacdo” e “Desigualdades explicitas” como na atividade 6. A
Figura 51 mostra o intervalo entre 2.71 e 5.85(valores aproximados dos zeros da funcéo) em

que o grafico se encontra acima do eixo do X, ou seja, onde a funcao é positiva.

Figura 51: llustra o intervalo em que a funcgéo € positiva

Arquivo Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

v
a4

. | . : t | | | +
i i i 1 Z 3 ' 5 6\?/
it

De maneira analoga, identifica-se no grafico o intervalo em que a funcéo € negativa. A
Figura 52, mostra o intervalo 5.85 e 8.99 em que o grafico se encontra abaixo do eixo do x, ou

seja, onde a funcdo € negativa.
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Figura 52: llustra o intervalo em que a fungao é negativa

Arquive  Equagio Ver Mouse Um Deis Anim  Qutros

v
s

5.2. PROPOSTA DE APLICACAO DAS FUNCOES SENO E COSSENO

Como proposta de aplicacdo das funcBes seno e cosseno, iremos utilizar o Movimento
Circular Uniforme (MCU), Movimento Harmonico Simples (MHS) e o Movimento de
Projéteis. Esses movimentos seréo descritos a seguir:

5.2.1. CINEMATICA

Segundo Ramalho:

“E a parte da Mecanica que descreve os movimentos, procurando determinar a
posi¢do, a velocidade e a aceleragdo de um corpo em cada instante”. (RAMALHO,
p.14).

5.2.2. POSICAO

A posicdo S de uma particula sobre um eixo x localiza a particula em relacdo a origem do
eixo. Adotando o sentido positivo do eixo x como o lado direito da origem O, a posicdo S da
particula pode ser positiva ou negativa a depender se a particula esta a direita ou a esquerda,
respectivamente, em relacédo a origem do eixo.

SENTIDO NEGATIVO

S<0 S=0 S>0

@) X

SENTIDO POSITIVO
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5.2.3. DESLOCAMENTO

Uma mudanca de uma posicao S, para uma posi¢do S,é chamada de deslocamento AS.

S,
WS> me 55 m
) P(ty) P(t2)
AS =S, S,

5.2.4. VELOCIDADE MEDIA (V,,)

A velocidade média é a razdo entre o deslocamento AS e o intervalo de tempo At, decorrido
nesse deslocamento.
Ou seja,

s

Vo = Onde: At=t, —
méd At 2 tl

5.2.5. VELOCIDADE INSTANTANEA (v)

Segundo Halliday:

“A velocidade instantanea ou velocidade yem qualquer instante de tempo t é obtida
a partir da velocidade média reduzindo-se o intervalo de tempo At , fazendo-o
tender a zero”. (HALLIDAY, VOL 1, p.19).

Assim, quanto menor o intervalo de tempo At considerado, cada vez mais a velocidade mediav,

se aproxima da velocidade instantanea v.

5.2.6. ACELERAGAO MEDIA (a,,)

A aceleracdo media é a razdo entre a variagdo da velocidade Av e intervalo de tempo At,

decorrido nessa variagdo.

AV
a‘méd
At
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5.2.7. ACELERACAO INSTANTANEA (a)

A aceleracdo instantanea ou aceleracdo a em qualquer instante de tempo t € obtida a partir da

aceleracdo média reduzindo-se o intervalo de tempo At, fazendo-o tender a zero.

5.2.8. MOVIMENTO UNIFORME (MU)

Segundo Ramalho:

“Movimentos que possuem velocidade escalar instantanea constante (ndo-nula) séo
chamados movimentos uniformes”. (RAMALHO, 2007, p. 32).

Portanto, se a velocidade escalar instantanea é a mesma em todos os instantes, ela coincide
com a velocidade média.

AS

V= Vi _It

Tomando a posi¢édo S, no tempot, =0e a posicdo S, em qualquer instante posterior t, tem — se

que:
V= S, =S
t-0
Dai,
S,=5, +v-t

Fazendo S, =S (posigéo final) e S, =S, (posicdo inicial), podemos escrever:

S=S5,+v-t

5.2.9. MOVIMENTO UNIFORMEMENTE VARIADO (MUV)

Segundo Ramalho:

“Movimentos que possuem aceleracdo escalar instantanea constante (ndo-nula) séo
chamados movimentos uniformemente variados”. (RAMALHO, 2007, p. 53).
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Portanto, se a aceleracdo escalar instantanea ¢ a mesma em todos o0s instantes, ela coincide
com a aceleracdo media.
Ay = av_ a
méd At
Tomando a velocidade v,no tempo t, =0e a velocidade v, no tempo em qualquer instante

posterior t, tem — se que:

V, =V

a=-2 1
t-0

vV,=V,+a-t

Fazendo v, = v (velocidade final) e v, = v, (velocidade inicial), podemos escrever:
v=y,+a-t

Por outro lado, a velocidade médiav,,, € a média da velocidade v, e a velocidadev .

V, +V
Vined = 2
Dai, temos que:
V., =V +a_-t
méd 0 2
Mas,
Vined = 52~ 5
t-0
- . at’
Conclui-se que : S, =S, +V,t+ -

Fazendo S, =SeS, =S,, podemos escrever:

2
S :SO+v0t+%
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5.2.10. MOVIMENTO PERIODICO

Segundo Ramalho:

“Um fendmeno é periddico quando se repete identicamente em intervalos de tempos

iguais” . (RAMALHO, 2003, p. 329).

Um exemplo é o movimento eliptico de translacdo do planeta Terra em relagdo ao Sol
(Figura 53) onde a cada volta que o planeta completa a partir da posicéo indicada na figura,

sua posicéo, sua velocidade e sua aceleracao se repetem.

Figura 53: Movimento de Translacédo do planeta Terra em torno do SOL

Terra

-

5.2.11. MOVIMENTO CIRCULAR UNIFORME (MCU)

Segundo Bonjorno:

“Dizemos que um moével realiza um movimento circular uniforme quando sua

trajetéria é circular e o modulo do vetor velocidade permanece constante e

diferente de zero”. (BONJORNO, 1993, p. 74).

1. Angulo horario (@)

Consideremos um movel percorrendo no sentido anti-horéario a trajetéria circular de
raio R mostrada na Figura 54 e sejam P a posi¢do do mdvel no instante t e S 0 comprimento

do arco OP. Denominamos angulo horario ou fase, o &ngulo ¢ que corresponde ao arco da

trajetéria OP.
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1 rad é o angulo formado quando seu arco S tem 0 mesmo comprimento do raio R .

Ou seja, quando ¢ igual a 1rad entdo, S =R.
x ) S
A relagdo entre R,Seq é dada por: ¢ = R

2. Deslocamento angular (Ag)

O deslocamento angular é dado pela diferenca entre a posi¢ao angular final e a posicao

o A
angular inicial: Ap = ¢ — ¢, Sendo:Ago:?S

Ag >0 (positivo) no sentido anti-horério;
A@ <0 (negativo) no sentido horario.
3. Velocidade Angular Média (,,)
A velocidade angular média é definido como a razdo entre o deslocamento angular

. . . A
pelo intervalo de tempo do movimento, decorrido nesse deslocamento : @,, = qu

3.1. Relacéo entre a velocidade escalar (v) e a velocidade angular (®)

Sabe-se que: Ap= % ou AS =Ap.R
Dividindo os dois lados da igualdade por At , vem:

AS _Ap o

At At

Mas, v = % (velocidade escalar no MU) e @, =%ﬂ (velocidade angular).

Substituindo na equagdo tem-se: v=w-R
4. Periodo: Denominamos periodo T, o tempo gasto pelo mdvel para realizar uma volta
completa.

A unidade do periodo é a unidade de tempo (segundo, minuto, hora...).

O periodo T é dado por: T :2—7[.
w
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5. Frequéncia: Denomina-se frequéncia f do movimento, o nimero de voltas efetuadas na

unidade de tempo.

A unidade no Sistema Internacional é Hertz (Hz) (le = 3 oulHz =1s).

Podemos indicar também a frequéncia em rota¢es por minuto (rpm), ou seja, 60 rpm =1Hz

Relacéo entre o Periodo e a Frequéncia:

Utilizando as definic6es de Periodo e Frequéncia pode-se montar a seguinte regra de trés:

Tempo n° de voltas
T 1
1 f
. 1

8. Funcao horéaria angular

Consideremos um movel realizando um movimento circular uniforme na trajetéria indicada

na Figura 55.
Figura 55: Médvel em MCU

ﬂk

v

Da Func&o horéria das Posi¢Oes tem-se que: S =S, +V -t
Sabe-se que: S =¢@.R eS, = ¢,.R. Logo:

p.R=¢p,R+V
Dividindo a equagdo por R=0, e comov=w.R, vem:

Q=@+l
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onde: ¢ é a fase ou posigédo angular;
@, € afase inicial ou posicéo angular inicial;

@ € a velocidade angular.

5.2.12. MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES (MHS)

Sdo movimentos que se repetem a intervalos regulares (periddico) e repetidamente para
um lado e para outro da origem de um eixo x (oscilatorio). Esses movimentos sdo descritos
por funcGes horarias harménicas (fungdes seno ou cosseno).

O estudo Movimento Harmonico Simples pode ser analisado como uma projecdo de
um Movimento Circular Uniforme sobre um eixo. Tomemos uma particula se deslocando
sobre um circunferéncia de raio A.

Observe este fato na Figura 56.

Figura 56: Movimento da projecdo do MCU no eixo X (MHS)

'\MCU Mc?\

WHS

-
X

]
i
|
]
i
i
'
i
i
'
i
'
i
i
'
i
i
'
i
1

o e o

DESLOCAMENTO NO MHS

No MHS, a abscissa x ¢ medida a partir do ponto médio da trajetoria e denomina-se
deslocamento (elongacdo). O raio A da circunferéncia denomina-se amplitude do MHS.
No ponto médio da trajetéria o deslocamento € nulo (x = 0), e nos pontos extremos da

trajetériatemos x = - Ae x = A.
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Considerando uma particula em MCU e projetando o deslocamento angular no eixo Ox pode-

se deduzir a funcdo horéria do deslocamento no Movimento Harmdnico Simples.

A Figura 57 abaixo, mostra uma particula em MCU ocupando uma posicdo num

instante t com velocidade angular o e sua projecdo sobre o eixo Ox. O angulo ¢ indicado

nessa figura medido a partir do eixo x no sentido do MCU em cada instante t, € denominado

fase do movimento nesse instante.

Figura 57: Deslocamento x de uma particula em MHS num instante t

Usando do cosseno do angulo para obter o valor de x:
Cosp = X
A

ou X=A.cosp
Do MCU, o angulo ¢ varia com o tempo t, e é dado por:
Q=q@,+wl
Fazendo a substituicdo, teremos a posicdo x da particula em um determinado instante t.
X = A.cos(wt + ¢,)

VELOCIDADE NO MHS

A velocidade no MHS é também determinada pela projecdo da velocidade no MCU
sobre a trajetoria em que se da o MHS. No MCU, a velocidade é descrita como um vetor

tangente a trajetéria (Figura 58).
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Figura 58: Particulaem MCU com velocidade v;
Decompondo o vetor velocidade tangencial:

/“ ______ y
NI

Sejam v 0 modulo do vetor v e v; 0 médulo do vetor v

v
senp = ——
Vt

ou
V=-V,.Seng
O sinal de v € negativo pois, 0 MHS tem sentido contrario ao do eixo Ox(retrogrado).

Do MCU,tem—se: v, =w.A e p=¢, + ot.

Substituindo, teremos a funcdo horaria da velocidade no MHS:

v =—w.Asen(ot + ¢,)
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5.2.13. MOVIMENTO DE PROJETEIS

Segundo Halliday:

“Movimento em que uma particula se move em um plano vertical com alguma
velocidade inicial Vo, mas a sua aceleragdo é sempre igual a aceleracdo de queda
livre g, direcionada para baixo”. (HALLIDAY, VOL 1, p. 70).

Tal particula é chamada de projétil pois, pode ser projetada ou lancada.

O Movimento de Projéteis possui movimento horizontal e movimento vertical
(Movimento Bidimensional) que sdo independentes um do outro.

A Figura 59 ilustra a trajetdria seguida por um projétil quando o efeito do ar ndo é
considerado.

Figura 59: Trajetéria descrita por um projétil quando lancado
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/’/ . Vo Vy y
.
/,’, e
// Yo
//,
,I VOX
/
/
4
14
<& —
X X xo
Da Figura 59 tem-se que:
Vo, =Vo.cosé

Voy =Vo.send

Horizontalmente, o movimento do projétil ndo possui aceleracdo (aceleracdo nula)

obedecendo assim ao “MU”.

Assim, a componente horizontal da velocidadeV, é constante e igual a Vo, .
Sabe-se que no (MU): S=S,+v-t
ou S-§,=v-t

Mudando S por X , S, por X,, V por Vo, tem-se que o deslocamento horizontal do projétil
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X — X, com relacéo a posigdo inicial X, é dado por:
X —X,=Vo,1
ou ainda, a posi¢do X em um tempo t é igual a:
X =X, +Vo,t

Verticalmente, o movimento do projétil esta em queda livre, ou seja, o projétil é
submetido a forca gravitacional. A aceleracdo da gravidade é “ g “ (aceleragdo de queda
livre). Como essa aceleracdo é constante e dirigida para baixo sobre o eixo y, podemos
substituir a por —g nas equagdes para 0 movimento com aceleracdo constante (MUV).

Sabe-se que no (MUV):

S:SO+v0t+i
2
ou
at?
S-S, =Vt+—
0 0 2

Mudando S pory, S, por y,,Vv,por Vo e a por — g, tem — se que o deslocamento vertical do
projétil y — y, com relacéo a posicéo inicial y, é dado por:

gt’
y—Yo=Vo,t -y

ou ainda, a posicdo y em um tempo t ¢ igual a:

2
y=Y,+Vo,t —%
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Atividade 8 — Fungdes Seno e Cosseno no MCU, MHS e Langcamento de Projéteis

Considere em um Parque de Diversdes uma roda gigante em que uma pessoa para
ganhar um brinde, devera deixar cair uma bola de borracha apos, alguns segundos, a roda
gigante comecar a girar, para acertar um alvo fixo. A roda gigante tem 4m de raio, esta
suspensa a 1m do solo e quando estd em movimento tem velocidade angular 2 rad/s e a
cadeira, onde se localiza a pessoa, comega se movimentar a partir do ponto A (Figura 60) no
sentido anti horéario.

a) De acordo com esses dados e observando a figura 60 a seguir, determinar, com o
auxilio do winplot, a posi¢do angular da cadeira no instante em que a bola deve ser

solta, na primeira volta da roda gigante, para acertar o alvo fixo, distante 8m a

esquerda do eixo vertical dessa roda.

Figura 60: Trajetéria de uma bola solta de uma roda gigante

I/I/
YMmHs
/
b
¥ .
ﬂvo fixo) im
V - 7

X 8m Xo X

7

XMHs

Inicialmente vamos deduzir uma férmula que calcule a posicdo X (alcance da bola) em

funcdo da posicdo angular ¢ da cadeira na roda gigante.
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Observando a Figura 60, tem- se que:
MHS HORIZONTAL (Eixo x)

Xyms = RCOS@ = X, (1)
Vx =Vo, = —awRseng (2)
MHS VERTICAL (Eixo y)

Yuns = Rseng (3)
Vy =Vo, = wRcos g (4)

No LANCAMENTO OBLIQUO, tem — se que:

X =X,+Vo, t (5)
1)

y=yo+V0y-t—(§jgt (6)

Y, = Yuus + 0 =Rsenp+b (7)

Fazendo y =0, tem-se uma equacéo do 2° grau cuja solucdo (completando quadrados) ¢ dada
por:
. ~Vo, Vo, +2gy,

= (tempo de queda do objeto ao se soltar da roda gigante)

Vo, +,Vo,* +2gy,

g

Como t >0, tem-se t =

Tomando g =10m/s?, vem:

Vo, +./Vo 24 20.
t=—" : % (8)

10

Substituindo (8)em (5 ), vem:

Vo, +,/Vo ? 4 20.
X =X, +Vo,| —~ J Yo (9)

10
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Substituindo (1),(2),(4)e(7)em(9) vem:

(10)

2p2 2
X — Rcos(p_szen(D{a)Rcowﬂ/a) R“cos“ ¢ + 20(Rsengp+b)J

10

Essa equacdo ( 10 ), determina o alcance X da bola na horizontal quando é solta no ins
tante em que tem posigdo angular ¢ na roda gigante.
No caso da Atividade, temos que:
R=4m, b=R+1=5m e w=2rad/s

Temos entdo a equacao:

X =4cosp— 85engo.(

8C0S ¢ ++/64c0s? p + 20(4seng + S)J
10

ou

2
X = 4cos¢)—85enqo.(4cos¢ + \/16C055‘P +20sengp + 25}

Como o alvo esté a esquerda do eixo da roda gigante, tem-se X =—8

Teremos a equacao:

2
4005(/)—83en(p.[4cos¢+ \/16cos @+ 20seng + 25} __g

5

Procedimento no winplot

Utiliza-se 0 mesmo procedimento da APLICACAO 1 FUNCAO EXPONENCIAL E
JUROS COMPOSTOS por meio do comando “Interse¢des”.

Para usar o winplot, fagcamos ¢ = x e tracamos os graficos das funcdes:

( f (X) = 4*cos(x) —8*sin(x) *(4*cos(x) +sqrt(16*cos(x)"2 + 20*sin(x) + 25))]

5

e

(f(x)=-8)
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A Figura 61 a seguir, ilustra no winplot a posicdo angular ¢ da cadeira para que a bola

deva ser solta, na primeira volta da roda gigante, para atingir o alvo fixo, distante 8m a

esquerda do eixo vertical da roda gigante.

Figura 61: Posi¢des angulares ¢ da cadeira para que a bola deva ser solta para atingir o alvo fixo

= =
Arquive  Equagse

sc Ver Mousze Um Doiz Anim Outros

v = d4Tces(x) - 2= =in(x)+ (47Ses(x) + =gET ( L€vSe=(x) 2 + 2

T
4TAVATATAYATA

Do winplot (figura 61), tem-se as posi¢des angulares:
] . o 0,77
@=0,77rad que equivalea ¢=44° no instante t=-" = = 0,385s .
w

2,23

@ =2,23rad que equivalea ¢ =127° no instante t= - = > =1115s.

SERS

Assim, a cadeira devera ter percorrido aproximadamente 44° no sentido anti-horario a
partir do ponto A (¢ =0°) ou o equivalente a 0.385 segundos para soltar a bola e atingir o
alvo ou, aproximadamente 127° também a partir do ponto A ou o equivalente a 1.115
segundos para ter a segunda chance de acertar o alvo na primeira volta admitindo claro, que a

roda gigante ja tenha atingido a velocidade constante.
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b) Considerando o alvo mdvel inicialmente no ponto B, se deslocando do ponto B ao
ponto C em MHS (Figura 62), determinar com o auxilio do winplot, a posi¢do angular
da cadeira no instante em que a bola deve ser solta, na primeira volta da roda gigante,

para acertar esse alvo movel.

Figura 62: Alvo mdvel em MHS
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O alcance X da bola na horizontal quando é solta no instante em que tem posicao angular ¢ na

roda gigante € dado por:

2p2 2
X — Rcos(p_a)Rsenq){a)RCOS¢+\/a) R* cos ¢)+20(Rsengo+b)J

10
Por outro lado, a posicdo do alvo mdvel é dada por:

X = R.cos(w.(t, +t,)), onde t; é o tempo decorrido pelo deslocamento da cadeira, a

ALVOMOVEL
partir do ponto A, ate atingir a posigdo angular g et, é o tempo de queda da bola ao se soltar

da roda gigante. Assim:

Vo, +Vo,* +20.y, _ @R c0S g+ w?R? cos? g+ 20(Rseng +b)

10 5

otl=p e wt,=2

] @R C0S @ + /@’ R? cos® ¢+ 20(Rseng + b
Dal, X vomover = RCos(p + 5 ( ))

Para a bola atingir o alvo mdvel é necessario que: x X.

ALVOMOVEL —
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Tem-se entdo, a equacado (11) a sequir:

a)Rcos¢>+\/w2R2 cos 2

5

Reos(p + @+ 20(Rseng +b)

)= Rcos(prsen(p.[chosw+ \/a)ZR2 Cfgz @+ 20(Rseng + b)} (11)
Para essa atividade temos que: R=4m ,b=5m ew=2rad/s

Substituindo esses valores na equacédo ( 11 ) e simplificando, tem-se a equacéo:

8C0s @+ 24/16¢0s? @+ 20seng + 25

4cos(p+
(¢ =

4cos 16cos? ¢ + 20seng + 25
)=4COS(0—85en(p.[ ¢+\/ il il ]

5
Procedimento no winplot

Para usar o winplot, fagamos ¢ = x e tragamos os gréficos das fungdes:

( f(x) = 4% cos(x + 8* cos(x) + 2* sqrt(16* cos(x)"2 + 20 *sin(x) + 25))

5

e

( £ () = 4% cos(x) - 8*sin(x) *(4*cos(x) + sqrt(16*cosé(x)’\2 +20*sin(x) + ZS)D

A Figura 63 a seguir, ilustra no winplot a posi¢do angular ¢ para atingir o alvo movel.

Figura 63: PosicOes angulares ¢ da cadeira para que a bola deva ser solta para atingir o alvo movel

= ALVOMOVEL
Arquivo Equagio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

1
ST . :
v = 4¥cos (x+(8%cos (x)+ ¥
8 T intersegEn marcar ponto
¥ = 4*cos(x+(8%cos [x) +2*sqrt (16%cas [x) “2+20%3in (x) +25) ) /5)
% =4.49530
& y=1E8643
2=0.02327
3
v = 4¥cos (x)-B*3in (x) * [¢%Cos (x) +8qrT (L6*Cos (x) ~2+20%sin (x) 2
¥ (=) ()" ( (=) +=gre( (=) (=) \ sl &
(4.495 ,1.686) come |4 v techar
27 I &ngulo de intersegio em graus

N
MU AT

No winplot (Figura 63), tem-se as posicOes angulares: ¢ =0.279rad =16° para

t

1k

0.279
L. — = 0.14s e p = 4.495rad = 258° para t = L %95 =2.25s.
w

]
Assim, para atingir o alvo movel, a bola devera ser solta quando a cadeira estiver em

uma das duas posicoes angulares 16° ou 258°.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Acredita-se que com essa proposta de ensino das fungdes exponencial, seno e
cosseno, com o auxilio do software winplot, possibilite ao professor e ao aluno uma
alternativa de visualizacdo de gréficos e propriedades de tais fungdes, de forma rapida, precisa
e dindmica, como também, na resolucdo de equacdes exponenciais e trigonométricas por meio
da intersecgdo dos graficos de duas fungdes usando o recurso “Interse¢des”, disponivel nesse
software.

O software winplot, por permitir a variacgdo dos parametros das fungdes
exponenciais, Seno e cosseno e a0 mesmo tempo a visualiza¢do dos graficos correspondentes,
se torna um recurso didatico Gtil na medida que se quer estudar a influéncia dessa variagdo no
comportamento de tais graficos. Além disso, com essa possibilidade de poder variar os
parametros de uma funcdo, na tela do winplot é possivel perceber de forma geométrica, a
inexisténcia do seu grafico quando esses parametros assumem valores que nao definem essa
funcdo. Um exemplo desse fato, é a funcdo exponencial cujo grafico inexiste quando o seu
parametro (base) € um nimero menor que zero. Por outro lado, esse software permite a
construcdo e visualizacdo de varios graficos de fungbes num mesmo sistema de eixo
coordenados o que favorece a comparacdo entre eles, facilitando assim, a anélise de varias
caracteristicas dessas funcbes. Alem do mais, o winplot é gratuito e facil de manusear e
possibilita construir graficos de funcGes seno e cosseno, como também, € importante na
solucéo de problemas do cotidiano que levam a modelagem de equacdes complexas que sao
dificilmente resolvidas de maneira analitica. Assim, esse software garante mais agilidade e
precisdo na construcdo e analise de graficos de funcdes e na solucédo desses problemas.

Desta forma, essa proposta de ensino pretende, com a ajuda do software winplot,
proporcionar ao professor uma alternativa de ensino agil, precisa e dindmica e ao aluno, uma
possibilidade de facilitar o entendimento das caracteristicas das funcdes exponencial, seno e
cosseno por meio da utilizacdo dos recursos disponiveis neste software para construcdo dos

gréaficos dessas funcdes e solucdo de problemas do cotidiano.
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