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Resumo

A matematica é parte fundamental no processo de ensino permitindo ao estudante
o desenvolvimento das capacidades de observacao, raciocinio critico e resolucdo de
problemas em diversas atividades humanas. Entretanto, propor atividades que per-
mitam ao estudante no nivel bédsico o desenvolvimento das competéncias citadas
acima é um grande desafio ao professor. O uso de ferramentas tecnolégicas e com-
putacionais tem sido visto como uma alternativa para confrontar este problema.
Neste trabalho, é apresentada uma proposta de atividade complementar ao ensino
de Fungoes Afim e Quadratica no ensino bésico por meio da andlise matematica e
computacional de lancamentos obliquos filmados pelos préprios estudantes. Foram
utilizados dois softwares livres: o software Tracker, utilizado para a obtencio de
dados relativos as coordenadas horizontal e vertical em funcdo do tempo a partir
da filmagem de um experimento de langamento obliquo de uma esfera e o software
Scilab, usado para determinar equagbes de posicao horizontal em fun¢do do tempo
e posicao vertical em fungdo do tempo e para a construgdo dos respectivos grafi-
cos. As atividades desenvolvidas permitem ao professor de matematica discutir as
propriedades da Fun¢do Afim e da Fungdo Quadratica e possibilitam ao estudante
compreender a definicdo e significado das fungbes envolvidas, desenvolva o senso
de investigacao cientifica, a capacidade de se expressar corretamente em linguagem
matematica e propor modelos mateméaticos para explicar fenémenos.

Palavras-chaves: funcao afim, funcdo quadrética, tracker, scilab, ajuste de curvas.



Abstract

Mathematics is fundamental part in the teaching process allowing the student to
develop the skills of observation, critical thinking and problem solving in various
human activities. However, proposing activities that allow the high school student
developing the skills mentioned above is a great challenge to the teacher. The use of
technological and computational tools has been seen as an alternative to confront
this problem. In this work, a proposal for a complementary activity to teaching
of Affine and Quadratic Functions in basic education through mathematical and
computational analysis of oblique launches filmed by the students is presented. Two
free softwares were used: Tracker, used to obtain data on the horizontal and vertical
coordinates as a function of time from the filming of an experiment oblique launch of
a sphere and Scilab, used to determine equations for horizontal position in relation
to time and vertical position in relation to time and to construct the respective
graphs. The activities allow the teacher to discuss the mathematical properties of
Affine Function and Quadratic Functions and enable the student to understand
the definition and meaning of the functions involved, develop a sense of scientific
research, the ability to express themselves properly in mathematical language and
propose models mathematicians to explain phenomena.

Key-words: affine function, quadratic function, tracker, scilab, curve fitting.
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1 Introducao

As transformacgoes econdmicas, sociais e culturais pelas quais o Brasil e o mundo
vem passando sugerem novas formas de se encarar o processo educativo, em particular no
Ensino Bésico. No Brasil, percebe-se uma tentativa de reformular as praticas de ensino
por meio, por exemplo, da Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB) de 1996
e dos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN). A LDB define, em sua Secao IV, Art.
35°, o ensino médio como etapa final da educagao basica (BRASIL, 1996). Pretende-se
com isso alterar antigas concepgoes segundo as quais o ensino médio seria apenas “uma

preparagao para outra etapa escolar ou para o exercicio profissional” (BRASIL, 2007).

A fim de atingir tal objetivo, o ensino médio ¢ estruturado em trés areas: Ciéncias
da Natureza e Matematica, Ciéncias Humanas, Linguagens e Cédigos as quais
organizam e interligam as disciplinas, sem eliminéa-las ou dilui-las. O objetivo é, portanto,
promover acoes que permitam ao aluno o desenvolvimento de competéncias gerais! numa
perspectiva solidaria e interdisciplinar (BRASIL, 2007). Em especial, a area das Ciéncias
da Natureza e Matemaética tem por objetivo contribuir para a compreensao do significado
da ciéncia e da tecnologia para a vida humana e social, bem como permitir que o aluno,
em seu papel de cidadao, participe ativa e solidariamente de questoes politicas e sociais

relacionados a esta drea (BRASIL, 2000).

Uma das principais dificuldades enfrentadas por professores de matemética da
educacao basica, em especial do ensino médio, é propor atividades que proporcionem as
competéncias gerais citadas acima e que permitam refletir e questionar o vinculo entre a
teoria e a experiéncia, bem como a realidade fisica na qual o aluno esta inserido. Avaliagoes
nacionais de rendimento escolar (BRASIL, 2012) mostram que os estudantes nao estao

desenvolvendo adequadamente as competéncias e habilidades esperadas para o seu nivel
escolar (BRASIL, 2011).

Dentre as diversas ferramentas educacionais utilizadas pelos professores para su-
perar tal dificuldade destaca-se o uso de videos, mais geralmente filmes de cinema, docu-
mentérios e video-aulas (LEITAO; TEIXEIRA; ROCHA, 2011).

Atualmente, o video pode ser considerado um recurso didatico basico dada sua
ampla utilizacdo nos diversos ambientes educacionais, desde o ensino béasico ao universi-

tario, passando pelo ensino profissionalizante, nas modalidades presencial e a distancia.

I Os PCN apresentam trés conjuntos de competéncias: comunicar e representar; investigar e

compreender; contextualizar social ou historicamente os conhecimentos enquanto o Exame
Nacional do Ensino Médio (Enem) cita cinco competéncias gerais: dominar diferentes linguagens;
compreender processos; diagnosticar e enfrentar problemas reais; construir argumenta-
¢Oes; e elaborar proposicoes solidarias(BRASIL, 2007)
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Entretanto, seu uso ainda pode ser considerado passivo no sentido de que caracteriza-se

principalmente por “ensinar, ilustrar, informar, divertir, treinar, etc.” sem a possibilidade

de interacdo ou manipulacdo pelo aluno (LEITAO; TEIXEIRA; ROCHA, 2011).

Com a popularizagdo de cameras de video e o surgimento de softwares de edigdo
de videos de facil aquisicdo? e uso, abre-se a possibilidade de mudanca do papel do aluno
em relacao ao video. De mero espectador, o aluno passa a ser um pesquisador ja que
pode interagir de forma dinadmica e criativa com o evento apresentado no video. Assim,
ainda segundo Leitao, Teixeira e Rocha (2011), o uso pedagégico do video passa a ser
ativo e participativo ja que fornece ao aluno um poder de investigacao daquela parcela de

realidade que lhe interessa.

Diante desse novo contexto pedagogico, socio-cultural e tecnoldgico, o presente tra-
balho poe em debate a possibilidade de desenvolvimento de um projeto interdisciplinar
(descrito resumidamente nos paragrafos abaixo), entre as disciplinas Fisica e Matema-
tica, de ensino de fungoes elementares a partir da analise mateméatica e computacional
de dados adquiridos através da filmagem de um experimento fisico classico: o lancamento

obliquo.

Supondo um lan¢camento obliquo ocorrendo nas proximidades da superficie da Terra
e sem influéncia da resisténcia do ar atmosférico, a modelagem matematica deste problema
fisico conduz a duas importantes fungoes elementares: a Func¢ao Afim e a Fungdo Quadra-

tica que caracterizam as componentes horizontal e vertical do movimento, respectivamente

(ALONSO; FINN, 2000; NUSSENZVEIG, 2002).

O estudo deste movimento cldssico, bem como das fungoes que o caracterizam, foi
dividido em duas etapas: Aquisi¢ao de dados experimentais com o auxilio de uma camera
digital e do software livre Tracker. Este software é uma ferramenta grafica destinada a
andlise de videos e modelagem matematica e computacional de fendmenos fisicos. Tracker
pode ser descarregado gratuitamente pelo site http://www.cabrillo.edu/ dbrown /tracker/,
onde é possivel encontrar também exemplos de aplicagao do programa e manuais de
uso. Em seguida, realizou-se a andlise matematica e computacional dos dados por meio
de mini-aplicativos desenvolvidos com o uso do software livre Scilab. Este software é
destinado a computagdo numérica em aplicacoes matematicas e cientificas. Scilab pode

ser descarregado gratuitamente bastando para isso acessar o site http://www.scilab.org.

Para a primeira etapa, utilizou-se uma camera digital de baixo custo para a fil-
magem do experimento a ser analisado. O video obtido foi editado e importado para o
software livre Tracker para a aquisicao dos dados experimentais relativos as coordenadas
horizontal e vertical do movimento da particula como func¢ao do tempo. Estes dados foram

exportados para arquivo de texto.

2 Alguns desses softwares podem ser adquiridos gratuitamente


http://www.cabrillo.edu/~dbrown/tracker/
http://www.scilab.org
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Os dados obtidos na etapa inicial foram analisados em dois mini-aplicativos de-
senvolvidos pelo autor utilizando para isso um editor de pequenos programas chamado

SciNotes presente no software livre Scilab.

Os mini-aplicativos citados acima sao baseados em conceitos matematicos fun-
damentais, a saber: caracterizacao das Fungoes Afim e Quadratica de acordo com as
definigoes encontradas em Lima et al. (2006a), matrizes e resolucao de sistemas lineares
utilizando conceitos de Algebra Linear tal como encontrados em Lang (1986), somatérios

e média aritmética fundamentados em Lima et al. (2006b).

O primeiro mini-aplicativo tem como funcao a visualizacao dos dados experimentais
em forma de gréaficos, permitindo ao professor e ao aluno discussao acerca de que funcao,
afim ou quadratica, melhor descreve o conjunto de pontos obtidos. Conforme o tipo de
funcao escolhida na etapa anterior, o aluno fara uso do segundo mini-aplicativo, que
fornecera os coeficientes de uma reta média ou parabola média de acordo com um modelo

alternativo de ajuste de dados.

As duas etapas acima foram condensadas em uma proposta de atividade interdis-
ciplinar a ser desenvolvida pelo professor de matemaética no ensino médio para ensino das

fungoes afim e quadratica.

Em Brasil (2007), o educador é orientado a perceber que a aprendizagem nao ocorre
com o individuo isolado mas sim em um contexto no qual o aluno possa interagir com
seus colegas e com o professor. Refletindo sobre essa afirmagao, pode-se acrescentar que a
aprendizagem nao ocorre sem interacao com o objeto de estudo. Nesse sentido, pretende-
se, com as atividades propostas acima, fornecer ao estudante de ensino médio uma visao da
importancia da matematica para a construgao de modelos cientificos, neste caso em fisica.
Pretende-se ainda desenvolver nos estudantes o senso de investigagao, questionamento e
a capacidade de se expressar em linguagem matematica de forma autéonoma, encarando

estes como um pré-requisitos para uma postura critica diante da sociedade e da politica.

A apresentacao dos capitulos desta dissertacao é como segue. O capitulo 2 é de-
dicado ao estudo da Funcao Afim e da Funcao Quadratica. O capitulo 3 destina-se a
modelagem fisica e matematica do langamento obliquo. Estes capitulos constituem o re-
ferencial tedrico necessario para o entendimento dos capitulos subsequentes. Os capitulos
4 a 7 apresentam os métodos utilizados e os materiais necessarios ao desenvolvimento da
proposta de ensino. O capitulo 4 apresenta um método de ajuste de curvas polinomiais de
primeiro e segundo graus baseada nos conceitos de sistemas lineares e média aritmética.
No capitulo 5 sdo apresentados os softwares (Tracker e Scilab). O capitulo 6 descreve
as etapas da atividade proposta utilizando andlise de video e os softwares acima cita-
dos. O capitulo 7 relata um exemplo de uso da atividade proposta no capitulo anterior.

Finalmente, o capitulo 8 é destinado as consideragoes finais.
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2 Duas funcoes elementares

2.1 A Funcao Afim

Uma fungao f:R — R é dita uma Fun¢dao Afim quando existem parametros a € R
e b € R tais que f pode ser escrita na forma f(x) = az+b para todo = € R (LIMA et al.,
2006a).

A seguir, mostra-se que o grafico G de uma Fun¢ao Afim é uma reta e utiliza-se
o fato (BARBOSA, 2004) de que dois pontos determinam uma reta para demonstrar que
basta conhecer os valores f(z1) e f(x2), que a Fun¢do Afim assume em dois nimeros
x1 # w2 (escolhidos arbitrariamente) para que os pardmetros a e b (bem como a prépria

fungao f) fiquem inteiramente determinados.

Considere-se trés pontos pertencentes ao grafico de uma Fungao Afim f(x) = az +b,
onde a,b € R

Py = (21, f(z1)) = (21,021 +D),
Py = (x9, f(x2)) = (x2,ax2+b) e
Py = (Ig,f(l’g)) = (xg,axg +b).

Sem perda de generalidade, supoe-se que x1 < x9 < x3. Para verificar que G ¢é
uma linha reta, ou seja, que os pontos pertencentes a uma Funcdo Afim sao colineares, é

necessario e suficiente (LIMA et al., 2006a) mostrar que
d(Py,Ps) =d (P, P2)+d (P, Ps) (2.1)

onde d(P;, Pj) é a distancia entre os pontos P; e P;.

Aplicando a férmula de distancia entre dois pontos (LIMA, 2002), tem-se:

d(P1,P) = \/(962 —21)* 4 [f(x2) — f(21)]?
= \/(:Ug —x1)?2+a?(xg —11)?
= (22 —21)\/1+a?,

APy, Py) =\ (w3 —w2)2 + [f () — f (w2)]?
= \/(ZBg —x9)% +a?(x3 —1x2)?

= (z3—12)\ 1+ a?
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d(Py, Py) = /(w3 — 22)2 + [f (w3) — f(w2)]?
= /(w3 —21)2 + a2 (23— 71)?
= (23 —a1)y/1+a?
= (2 —x1) 1+a2—|—(x3—x2)\/1—|—7a2

= d(Pl,P2)+d(P2,P3).

A dltima igualdade satizfaz a equagao (2.1), mostrando que trés quaisquer pontos
de uma Fungao Afim sdo sempre colineares e que o grafico G desta funcao é uma reta, ou
seja, todos os pontos do grafico G da Funcao Afim pertencem a uma tnica reta. Em um
contexto mais geral, a equacao (2.1) pode ser entendida como um teste de colinearidade.
Dados dois pontos P; e P» no plano, sabe-se da geometria euclidiana no plano que existe
uma e somente uma reta que passa por P; e P». Tomando um terceiro ponto Ps, verificar

a igualdade em (2.1) significa dizer que o ponto P3 pertence a reta definida pelos pontos

P1 (§ PQ.

Figura 1 — Fungdo Afim.

Portanto, sabendo que f é afim e dados =1 # x2, tais que f(z1) =y e f(x2) = y2,

os parametros a e b podem ser determinados a partir da solucao do sistema linear abaixo:

ar1+b =1
aro+b =1yo

Isolando o parametro b = y; — ax1 na primeira equacao e substituindo-o na segunda,
tem-se:

ar2+y1 —ary =y2

que permite obter o pardmetro a a partir da relacao:

Y2—y1
a =
T2 — X1

(2.2)
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Substituindo este valor em b = y; —axq, obtém-se:

b:y1—<y2_y1>x

T2 —1T

p— T2Y1— T1y2 (2.3)
I2—I

Em complemento, o sistema de equacoes acima pode ser escrito em forma de uma

Unica equacao matricial:

Au= B

) ) )

Multiplicando a direita pela inversa da matriz A, obtém-se:

onde

u=A"'B (2.4)

que permite obter os mesmos valores de a e de b encontrados em (2.2) e (2.3), respectiva-

mente.

Dada a Func¢ao Afim f:R — R definida por f(x) =az+b onde a e b sdo ntimeros

reais, destacam-se algumas propriedades que a caracterizam.

O coeficiente b corresponde a ordenada onde o grafico da funcao ¢ intersecta o
eixo vertical. Por sua vez, o coeficiente a é denominado coeficiente angular e caracteriza a
inclinagao da reta em relacao ao eixo horizontal (LIMA et al., 2006a). Conforme é possivel
visualizar na figura abaixo, o coeficiente angular a é numericamente igual a tangente do
angulo a que o grafico da funcao f faz com o eixo horizontal, sendo este &ngulo medido no

sentido anti-horario, ou seja, contrario ao sentido de movimento dos ponteiros do relogio.

Figura 2 — Coeficientes da Funcdo Afim.
VA

Y2

Vi
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Definindo Ay =y —y1 e Ax = z9 — x1, tem-se:

Lo 2oy Ay
ro—11 Az

ou ainda
a= tga (2.5)

2.2 A Funcao Quadratica

Uma funcao f:R — R é dita uma Funcio Quadrdtica quando existem parametros
a€R,bcR e ceR tais que f pode ser escrita na forma f(x) = az? + bx + ¢ para todo
z € R (LIMA et al., 2006a).

Figura 3 — Funcao Quadratica.

Considere-se trés niimeros reais distintos x1, x2 e x3 e trés niimeros reais quaisquer
Y1, Y2 € y3. Entao, existe um, e somente um, terno de ntimeros reais a, b e ¢ tais que a
funcao

f(z) = az®+br+c

satisfaz as condigoes f(z1) =1, f(x2) =y2 e f(x3) =y3 (LIMA et al., 2006a). A Figura
3 ilustra a Funcao Quadratica que satisfaz as condi¢oes dadas.

A afirmacao acima sugere um algoritmo capaz de determinar os parametros a, b e
¢ de uma Funcao Quadratica quando é conhecido que o grafico desta funcao passa pelos

pontos (a:l,yl), (932,242) € (1537?43)-

De fato, basta resolver o sistema linear de trés incégnitas

ar? +bri+c=1y
ar3 +bro+c=1yp

aa:%—i—bxg—i-c:yg.
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Um forma simples de resolver o sistema acima é “transformé-lo” em um sistema

de duas equagdes. Para isso, basta isolar a incognita ¢ na primeira equacao:
_ 2
c=1y1 —axr] —bry

e substitui-la na segunda e terceira equagao, obtendo:

2

{am%—i—bxg%—yl—ax%—bxl :ygé{a(x%—x%)—kb(xz—xl) =1y — 1
a(r3—2}) +b(rs—71) =y3—m

aw% +brs+y — ax% —br; =3

{@(3?2 +x1) (w2 — 1) +b(r2 —21) =Y2—1
a(zg+x1)(r3—21) +b(v3—21) =Y3—n

Tomando z1,x9 e x3 distintos dois a dois, é possivel reescrever o sistema acima da

seguinte forma:

a(l‘2+l’1)+b — Y2 —9
Tro — I
a(l‘g‘f‘xl)—f—b — Y3 —y1
r3 — I

cuja estrutura é semelhante ao sistema de suas equagoes obtido na secao anterior sobre

Funcao Afim. Utilizando o procedimento descrito naquela ocasiao, tem-se:

1 (yg—y1 B y2—y1>
T3 — T2 \T3— X1 Tro — I

a =

1
T3 — T2

b:

(y2—y1> (w34 21) — <y3_y1>(a:2+x1)]

Tro — I r3 — I

substituindo estes resultados em ¢ = 3 — ax? — bx1, tem-se:
(y3—y1> (yz—?ﬂ) }
Tg— | ——— |3
r3 —I] Tro — I

Utilizando notagao de matrizes, o sistema

T

c=1y1+

T3 — T2

am%%—bxl—l—c:yl
a:cg+bx2+c:y2

ax%—l—b:cg—i-c: Y3.

pode ser escrito como uma tnica equagao matricial

Ev=F
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onde
r1 1 a 0
E:x%xgl,v:b e IF'=|1y
x% r3 1 c Y3
Multiplicando a esquerda pela inversa da matriz F, tem-se;
v=FE"'F (2.6)
confirmando as relacoes apresentadas acima para os parametros a, b e c.
O gréfico de uma Funcao Quadratica é denominado pardbola.

Do ponto de vista geométrico, dada a funcio f: R — R definida por f(z) = ax?+
bx + ¢, o coeficiente ¢ é a ordenada onde a parabola intersecta o eixo vertical. Os pontos,
caso existam, onde a parabola intersecta o eixo horizontal sao denominados raizes ou zeros
da Fungao Quadratica (LIMA et al., 2006a). Estes pontos sao obtidos fazendo f(z) =0,

ou seja, resolvendo a equagao do segundo grau:
ax’ +br+c=0

cuja solucao da equagao acima é dada pela formula:

_ —b=x Vb2 —4ac

2a

T

A parabola possui um ponto extremo denominado vértice (LIMA et al., 2006a),

cujas coordenadas sao dadas pelas seguintes relagoes:
b

Tyértice = _%

b2 —4dac
da

Como se pode ver pela figura abaixo, a parabola é uma curva simétrica em relagdo

Yvértice = f(xvértice> = -

a reta vertical que passa pelo vértice (V).

Figura 4 — Fun¢do Quadratica.

'V

o =
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3 Modelagem fisico-mateméatica do movimento bidi-

mensional

Grande parte dos movimentos de interesse as ciéncias naturais ocorre num plano’.

O movimento de projéteis lancados nas proximidades da superficie terrestre e mesmo o
movimento de translagdo da Terra em redor do Sol sdo importantes exemplos de movi-
mentos confinados a um plano (NUSSENZVEIG, 2002).

3.1 Posicao, velocidade e aceleragao

Considere-se uma particula P que se move em um plano II no qual foi fixado um

sistema de eixos coordenados OXY, doravante denominado referencial.

A posicao de P em um instante de tempo ¢ é dada pelo par de fungoes

como ¢é possivel perceber através da Figura 5.

Figura 5 — Vetor posi¢do e coordenadas cartesianas.

y
VA0 R —— . P
7o,
O x (0 -

L' Ou pode ser aproximado por um movimento plano. A trajetéria de um carro viajando entre duas

cidades pode ser tratada como contida num plano ao invés de consideréa-la sobre a superficie esférica
da Terra.
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Outra forma de representar a posicao da particula P no referencial OXY é através

do vetor? posicéo 7(1&) partindo da origem O até o ponto onde P esta situada.

Ainda conforme a Figura 5, as coordenadas z(t) e y(t) estao relacionadas. De fato, a
abscissa x(t) corresponde & proje¢ao ortogonal do vetor ?(t) sobre o eixo Ox e a ordenada

y(t) corresponde & projecio ortogonal do vetor 7 (t) sobre o eixo Oy.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo em destaque da Figura 5, tem-se:
r(t) = \/x(t)? +y(t)2. (3.1)

Define-se o vetor velocidade instantdnea (7 (t)) da particula P num instante
t como o vetor cujas componentes sao as velocidades instantaneas dos movimentos unidi-

mensionais descritos pelas proje¢oes de P sobre os eixos Ox e Oy, respectivamente.

De forma semelhante, define-se o vetor aceleragao instantanea E)(t) no instante

de tempo t é aquele cujas componentes sao as aceleracoes escalares nas direcoes Ox e Oy.

Nesse sentido, o estudo da maioria dos movimentos pode ser dividido no estudo
individual de cada uma de suas componentes (ALONSO; FINN, 2000).

3.2 Leis de Newton

Na secao anterior, foram apresentadas as trés principais grandezas de interesse
quando se estuda a evolu¢ao (temporal) de um sistema mecanico: posicao, velocidade e
aceleragao. Entretanto, o estudo do movimento fica dificultado sem o conhecimento das
leis fundamentais da dindmica que relacionam aquelas grandezas entre si bem como com

outras informagoes do problema que se queira resolver.

As Leis de Newton? sdo, portanto, os principios fundamentais a partir dos quais é

Para uma compreensio matemética e objetiva do conceito de vetor, sugerimos a leitura de Lima (2002)
segundo a qual dados dois pontos A e B do plano, o vetor v = zﬁ é determinado pelo segmento de
reta orientado AB ou por qualquer segmento orientado que seja equipolente a AB, ou seja que tenha
o mesmo comprimento de AB, seja paralelo ou colinear a este e tenha o mesmo sentido de AB. Por
outro lado, para uma compreensao do sentido fisico dos vetores, recomenda-se a leitura de Nussenzveig
(2002), em especial em seu capitulo 3, onde encontramos a seguinte passagem:

Para dar uma caracterizacao intriseca do deslocamento de uma particula
em sua trajetoria em relacdo a uma origem dada, ndo basta conhecermos
a magnitude do deslocamento (distdncia & origem): é preciso também
especificarmos a direcdo e o sentido do deslocamento. Por exemplo, nao
basta para determinar a posi¢ao de um carro dizer que ele se deslocou de
100km em relagdo ao ponto de partida. Definirfamos completamente o
deslocamento, por outro lado, dizendo que ele se deu segundo a dire¢ao
Norte-Sul, e no sentido de Sul para o Norte.(NUSSENZVEIG, 2002, p.
41,42)

3 Isaac Newton (1642 - 1727), fisico e matemdtico inglés. Além das famosas trés leis da dinimica,

Newton é reconhecido pela formulacao da Lei da Gravitacao Universal e por suas contribuigdes ao

desenvolvimento do Cdlculo Infinitesimal (MERZBACH; BOYER, 2011).
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possivel deduzir as equagoes de movimento de um corpo ou sistema de corpos. A seguir,

sdo enunciadas (em notagdo moderna) as trés leis de Newton para a dindmica:

12 Lei: Lei da Inércia: Todo corpo persiste em seu estado de repouso ou de movimento
retilineo e uniforme, a menos que seja compelido a modificar este estado pela agao

de forcas impressas sobre ele;

22 Lei: Principio Fundamental da Dinamica®: Um corpo de massa m sobre o qual atua
uma forga resultante ? r tende a entrar em movimento com aceleragao @ de mesma

direcao e sentido que ? g e tal que:

?R:mﬁ;

3% Lei: Lei da acdo de reagao: A toda “agdo” corresponde uma “reagao” de mesmo
5

modulo e direcao mas sentidos contrarios °.
E de fundamental interesse a segunda lei de Newton, visto que a partir dela sdo

derivadas as equacoes de movimento de uma particula ou sistema de particulas.

Para o caso de uma tnica particula de massa m sujeita a uma forca resultante ? Rs

tem-se:

?R :mE).

Sendo conhecida a decomposicao do vetor ? g nas diregoes Ox e Oy, representadas
por I, e F, respectivamente, é possivel aplicar as leis de Newton, tal como definidas acima

para caracterizar a evolugao temporal das coordenadas x = f(t) e y = g(t) da particula

P.

Na proxima secao, os resultados obtidos acima sao aplicados ao caso do movi-
mento de projéteis lancados nas proximidades da superficie da Terra. Além disso, sao

desconsiderados efeitos de atrito entre o projétil e o ar atmosférico.

4 Esta “forma” é apenas um caso especial da formulacio proposta por Newton: A variacdo do momento

linear (definido como o produto da massa de um corpo por sua velocidade ? = m?) é proporcional
a forga aplicada ?R, e tem mesma diregdo e sentido desta forca (ALONSO; FINN, 2000; NUSSENZ-
VEIG, 2002). Em notagdo moderna, esta lei é definida pela derivada primeira do momento linear (?)

em relagao ao tempo (t)
a7 _ 3
dt f

Os termos “acdo” e “reacdao” devem ser entendidos como forgas aplicadas. Além disso, deve-se no-
tar que a “acdo” e a “reagdo” sdo sempre aplicadas em corpos diferentes (ALONSO; FINN, 2000;
NUSSENZVEIG, 2002).
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3.3 Movimento de projéteis

Considere-se uma particula P de massa m lancada de tal forma que o vetor veloci-
dade inicial ¥ forme um angulo # com o solo, medido em sentido anti-horario, conforme

figura abaixo.

Figura 6 — Lancamento obliquo.

Para a descricao do movimento da particula, algumas aprozimagoes serao conside-

radas:

e As dimensoes do objeto sao despreziveis, no sentido de que nao serao considerados
movimentos de rotagdo em torno de algum de seus eixos mas apenas movimento de

translagao;

e O lancamento ocorrerd nas proximidades da superficie da Terra, considerada fixa.
Isso permite desconsiderar efeitos nao-inerciais devidos ao movimento de rotagao
da Terra em torno de seu préprio eixo, bem como permite considerar a aceleragao

da gravidade g como uma constante;

e N3io serdo considerados os efeitos da resisténcia do ar atmosférico.

Das restrigoes acima, pode-se concluir que, apds langado, ndo existirao outras forcas
atuando sobre a particula P além da for¢a de atragao gravitacional, com direcao vertical,
sentido para baixo® e cujo médulo vale Fg = mg. Além disso nao existem forcas aplicadas

na direcao horizontal.

Portanto, considerando o sistema de eixos adotados na Figura 6 e de acordo com as
leis de Newton, o movimento da particula P sera dado pela composicao de dois movimentos

independentes entre si, a saber:

e Na direcao horizontal, o movimento sera do tipo uniforme, isto é, a componente

horizontal da velocidade sera constante e igual a velocidade inicial nesta direcao

6 Mais correto seria dizer que tal forca aponta para o centro da Terra
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(v20). A coordenada z(t) serd dada pela seguinte relagao:
x(t) = vypot + g (3.2)
onde x é a posi¢ao horizontal inicial (NUSSENZVEIG, 2002).

e Na diregao vertical, tem-se a agdo de uma forga constante (forca de atracao gravita-
cional) tendo consequéncia a produgao de um movimento do tipo uniformemente
acelerado, isto ¢, com aceleracao constante e cujo médulo é igual a aceleragao
(9) da gravidade local. Assim, a coordenada vertical y(t) serd dada pela seguinte
relacao:

1
y(t) = §gt2 + vyot + Yo (3.3)

onde vy € a componente vertical da velocidade inicial da particula P e yg ¢ a posicao
vertical inicial (NUSSENZVEIG, 2002).

O angulo de langamento () pode ser obtido a partir das velocidades iniciais nas
direcoes horizontal e vertical utilizando a seguinte relagao:
v
tgh = 2 (3.4)
Vo
Observe que na equacao (3.2) a coordenada x(t) varia linearmente com o tempo,
ou seja, a funcdo x = f(t) é uma Funcdo Afim tal como definida no capitulo 1. Por
outro lado, a coordenada y(t) é uma Fungao Quadratica da varidvel tempo (t). Isto
significa que todas as propriedades das func¢oes afim e quadratica podem ser utilizadas

para a compreensao do movimento de uma particula, ou um corpo de pequenas dimensoes,

lancado obliquamente em relagao ao solo.

Reciprocamente, o langcamento obliquo é um importante exemplo de aplicagao das
funcoes afim e quadratica no mundo real, justificando assim o estudo destas funcoes

matemaéticas.
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4 Ajuste de curvas polinomiais: Uma metodologia

para o ensino médio

Considere-se um conjunto de n pontos (¢,,x,) com r =1,2,...,n. Nas duas se¢oes
seguintes, sera apresentado um algoritmo para ajustar os pontos dados a uma Func¢ao Afim
ou a uma Funcao Quadratica, f: R — R utilizando-se conceitos matematicos conhecidos
para o aluno do ensino médio, a saber: solucao de sistemas de equagoes lineares a duas

ou trés incognitas, determinantes e matrizes e média aritmética.

4.1 Ajuste a uma Funcao Afim

Neste primeiro caso, tem-se:

FR-R
onde a€eR, beR. (4.1)

f(t)=at+0.

O problema bésico é determinar valores para os parametros a e b tais que f “passe”

proximo aos pontos dados.

Considere-se inicialmente dois pontos distintos (¢;,2;) e (t;,2;), escolhidos arbi-

trariamente entre os n pontos dados. Substituindo-os em (4.1), obtém-se:
at;+b=z; t; 1\ f[a T
’ . =" (4.2)
atj +b= Zj tj 1 b i T

a
onde ( ) ¢ a matriz dos coeficientes da Fung¢ao Afim que passa exatamente pelos

ij
pontos (t;,x;) e (t;,z;).

Lembrando que os pontos tomados sao distintos, tem-se ¢; # t;, de modo que

t; 1 t; 1
det =t —t; #0= é invertivel.
tj 1 tj 1

t; 1
Multiplicando (4.2) a esquerda pela matriz inversa de ( ' ), tem-se:

1

b, € “
b i tj 1 x; . .
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a

b

reta que passa pelos pontos (¢;,x;) e (¢j,2;). Entretanto, nada se sabe sobre o quao préximo

Como afirmado acima, a matriz ( ) fornece os coeficientes angular e linear da
?

esta reta estarda dos demais pontos dados. Uma forma de contornar esta dificuldade é

obter uma reta cujos coeficientes sejam a média aritmética dos coeficientes dados pelas

matrizes (a) tomando i =1,2,...,re j=1,2,...,r, com i # j.
b i

Sabe-se que uma reta é determinada por dois pontos distintos pertencentes a ela.
Assim, o nimero N de retas que podem ser obtidas ao escolher dois pontos distintos em
um conjunto de n pontos do plano é igual ao niimero de combinacoes de n tomados dois

a dois (MORGADO et al., 2006), ou seja, existem

n!
N= 21(n—2)! (4.4)

modos de escolher os dois pontos distintos (t;,2;) e (t;,7;) dentre n > 2 pontos?.

Portanto, definindo a Fungao Afim Média entre n pontos dados como aquela
cujos coeficientes angular e linear sao dados pela média aritmética dos respectivos coefi-

cientes das retas obtidas tomando-se os n pontos dois a dois, obtém-se:

JAEEQASECYE) e
b _Nj:i+1i:1 b Z.-_NjZi—&-li:l tj 1 T |

J

a
onde ( ) define os coeficientes da Funcao Afim Média desejada.
b

A faixa de variacdo dos indices i e j explicitada na equagao (4.5) garante que
os pontos (t;,z;) e (tj,x;) sao distintos. Por exemplo, dada uma distribuicao de quatro
pontos no plano: Q1, Q2, Q3 e Q4, tem-se n = 4. Substituindo este valor na equagao (4.4),
o numero N de retas que passam por dois pontos arbitrarios ); e (); ¢ igual ao nimero

de combinagoes de n =4 pontos tomados dois a dois

6 43

N = -
26—2)1 2

6.

Sendo cada reta determinada por dois pontos Q; e @), a organizagao tabular acima
mostra que o indice i do primeiro ponto pode assumir os valores 1, 2 ou 3 (este ultimo
equivale a n — 1, para n = 4) enquanto o indice j é pelo menos uma unidade superior ao
indice 1.

A tabela abaixo mostra o resultado destas combinagoes:

1 Note-se que néo tem sentido o caso n = 1, visto que por um ponto “passam” infinitas retas.
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Tabela 1 — Listagem das combinagoes de quatro pontos tomados dois a dois.

1° Ponto | 2° Ponto
Q1 Q2
Q1 Q3
1 Q4
Q2 Q3
Q2 Q4
Q3 Q4

4.2 Ajuste a uma Funcao Quadratica

Seja
fTR=>R
) onde aeR, beR, ceR. (4.6)
f(t) =at*+bt+c.
a Funcao Quadratica que se pretende ajustar a n pontos (t,,x,) com r=1,2,...,n. Esco-

lhendo arbitrariamente trés pontos distintos (¢;,z;), (tj,2;) e (tx, ) e substituindo-os

em (4.6), obtém-se:

at? +bt; +c = x; 2t 1\ [a z;
at; +btj+e=ax; = |85 t; 1||[b] =]a (4.7)
at%—i—btk%-c:xk t% t 1 m T
a
onde | b ¢ a matriz dos coeficientes da parabola que “passa”’ exatamente pelos
ijk

pontos (t;,x;), (tj,x;) e (tg,zx). Seja o determinante

2t 1
det | 12ty 1| =17 (t;—te) +15 (te—ti) + 17 (ti — ;).
oty 1

Lembrando que os trés pontos foram tomados distintos, entdo t; # t;, t; # i e
tr # ti e é possivel garantir que pelo menos um dos valores t; ou t; ou ty, € nao nulo. Disso

conclui-se que

2t 1 2t 1

det t? tj 1|#0= t? t; 1 é invertivel.

oty 1 2ty 1



30

2t 1
Portanto, multiplicando (4.7) a esquerda pela inversa de t? tj 1|, encontra-
ot 1
se
~1
a t? t; 1 T;
bl =1t ot 1 2| (4.8)
2
c ik t. tr 1 T

que fornece os parametros da pardbola que passa pelos pontos (t;,;), (tj,2;) e (tg, k).
Entretanto, nada se sabe sobre o quao préximo esta parabola estara dos demais pontos
dados. Assim como na secao anterior, esta dificuldade pode ser contornada tomando-se
a média aritmética dos coeficientes de todas as possiveis parabolas obtidas quando se

escolhe trés pontos distintos dos n pontos dados.

Neste caso, cada parabola é determinada escolhendo trés pontos distintos de um
conjunto de n pontos. Utilizando principios de Analise Combinatéria, o niimero N de

parabolas possiveis é dado pela combinacao de n pontos tomados trés a trés, cujo valor é

n!
N=gm ) (49)

e corresponde ao nimero de modos de escolher os trés pontos (distintos dois a dois) (¢;,x;),

(tj,x;) e (tg,xr) dentre n > 3 pontos (MORGADO et al., 2006).

Definindo a Fung¢ao Quadratica Média entre n pontos dados como aquela cujos
coeficientes a, b e ¢ sdo dados pela média aritmética dos respectivos coeficientes das N

parabolas obtidas tomando os n pontos trés a trés, obtém-se:

a i ti 1 €Ty
1 n n—1 n—2 1 n n—1 n-2 )
k=j+1j=i1+1i=1 k=j+1j=i+1i=1 9

c ¢/ ik % i 1 Tk

A faixa de variagao dos indices i, j e k explicitada na equagao (4.10) garante que
os pontos (t;,z;), (tj,z;) e (ty,x)) sdo distintos. Por exemplo, dada uma distribuicao de
cinco pontos no plano: @)1, @2, Q3, Q4 e @5, tem-se n = 5. Substituindo este valor na
equagao (4.9), o nimero N de parabolas que passam por trés pontos distintos Q;, Q; e
Q. € igual ao nimero de combinagoes de n =5 pontos tomados trés a trés

5! 5-4-3
3G-3)1 62

N = 6.

Sendo cada pardbola determinada por trés pontos distintos Q;, @; e Q, a organi-

zacao tabular abaixo mostra que o indice ¢ do primeiro ponto pode assumir os valores 1,
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2 ou 3 (este ultimo equivale a n — 2, para n =5) enquanto o indice j é pelo menos uma
unidade superior ao indice 7 e pelo menos uma unidade inferior a n. O indice k é pelo

menos uma unidade superior ao indice j.

Tabela 2 — Listagem das combinagdes de cinco pontos tomados trés a trés.

1° Ponto | 2° Ponto | 3° Ponto
Qi Q; Qk
Q1 Q2 Q3
1 Q2 Q4
1 Q2 Qs
Q1 Q3 Q4
Q1 Q3 Qs
Q1 Q4 Qs
Q2 Q3 Q4
Q2 Q3 Qs
Q2 Q4 Qs
Q3 Q4 Qs
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5 Softwares utilizados

5.1 Tracker: Video-analise de experimentos de fisica

Tracker é uma ferramenta grafica para a andlise de video e modelagem construida
sobre o ambiente Java e pertencente ao projeto Open Source Physics' (OSP, 2013). Tracker
é um software livre. Isto significa que o usudrio tem liberdade para executar, copiar,
distribuir, estudar, mudar e melhorar o software mediante os termos da licensa GNU

General Public License? (GNU, 2013).

A instalagao do Tracker requer instalacao prévia do software Java, versao 1.6 ou su-
perior. A versao atual de Tracker é 4.80 e pode ser descarregada gratuitamente para os sis-

temas Windows, Mac OS X e Linux pelo site http://www.cabrillo.edu/ dbrown/tracker/.
O software permite, dentre outras possibilidades (CABRILLO, 2013):

e marcacao manual e automatica de objetos com aquisicao de dados referentes a po-

sicao, velocidade e aceleragao;

e possibilidade de criacao de modelos dinamicos e cineméaticos de particulas ou siste-

mas de dois corpos;

e geracao e analise de dados com miiltiplas opgoes de calibracao e possibilidade de

exportacao imagens e dados em arquivo de texto.

Além disso, o instalador do Tracker inclui alguns videos que podem ser utilizados

para o treinamento do usuario iniciante.

5.1.1 Introducao ao uso do Software Tracker

Apés instalar o software Tracker e executa-lo pela primeira vez, o usuario se de-

frontara com uma tela semelhante a figura abaixo:

1 A OSP fornece gratuitamente recursos computacionais que envolvam o ensino de fisica, computacio e

modelagem computacional que permitam ao aluno novas formas de compreender, descrever, explicar
e prever fendmenos fisicos. Para mais informagdes acesse: http://www.compadre.org/osp
Para mais informagdes, acesse: http://www.gnu.org


http://www.java.com/pt_BR/download/
http://www.cabrillo.edu/~dbrown/tracker/
http://www.compadre.org/osp
http://www.gnu.org
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Figura 7 — Tela inicial do Tracker.

[@ Tracker [E=REER)
Arquivo Editar Video Trajetérias Coordenadas Janela Ajuda
EH| &% =5 w- | %Ko Qe | ool | Ty oo, AA A = c
v meméria em uso: 15MB de 247M8
Avista Principal de Videos ird aparecer aqui : = a

Escolha ArquivolAbrir ou Trajetdrias|Novo para iniciar.,
A Janela de Graficos de Dados de Trajetdria ird aparecer aqui.

-
H a

AJanela de Tabela de Dados de Trajetdria ird aparecer aqui

|ahrir ou importar um wideo ou imagem para anatisar|

E o0 WUU%E'“ 'Q:. a 1w =

Sem Titulo ‘

A seguir sao descritos os passos basicos para a utilizacao do programa.

Abrir um video ou arquivo com extensao “.tkr”

Clique no botdao Abrir ou no menu Arquivo = Abrir e selecione um video

(.mp4, .avi, ...) ou arquivo tracker (.tkr) que deseje analisar®.

Configurar a execugao do video a ser analisado

Na barra de ferramentas, clique no botao clip settings . Uma nova janela
se abrird, na qual o usudrio serd capaz de configurar os quadros (frames) inicial (Start
frame) e final (End frame) do experimento. Além disso, em (Step size) o usuario define
o intervalo de tempo entre duas tomadas de posicdo do movimento executado, tal como

mostrado na Figura 8.

Figura 8 — Clip Settings.

Clip Settings | 23 |

Frames

Start frame:|0
Step size:|1

Endframe:|9

Frame Times

Start time:|0,000 5
Frame rate: 10,00 /s
Frame dt:|0,100 5

‘ OK H Cancel

3 Também é possivel abrir imagens (.jpg, .gif, .png, ...).
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Para facilitar a escolha dos quadros de interesse, o usuario pode localiza-los rapi-

damente através do cursor deslizante X~ ou dos botdes Step back e Step forward 4

na parte inferior do player.

Calibrar a escala do video

a0
ks

" = Novo = Bastao de

Clique no botao Fita métrica com transferidor

Calibragao. Aparecera uma “fita métrica” conforme figura abaixo:

Figura 9 — Fita Métrica.

100,0

Arraste as pontas da fita até as extremidades de um objeto situado no plano do
movimento analisado e cujo comprimento seja previamente conhecido. Clique sobre a fita

para inserir a medida (em metro, centimetro, ...) conhecida.

Definir um sistema de referéncia

Clique no botao Mostrar ou ocultar eixos de coordenadas + para exibir um
sistema de eixos = e y. Arraste a origem para a posi¢ao desejada e/ou arraste a coordenada,

x para rotacionar o sistema de referéncia.

Figura 10 — Translacdo e Rotacao do sistema de referéncia.

o
EiE)

Marcagao da trajetoria de interesse

* Novo

Clique no botao Criar Nova Trajetéria , escolha o tipo de marcacao mais

conveniente ao que se deseje. Em geral, a op¢ao escolhida é Ponto de massa. O programa



35

também permite modelar o movimento filmado usando a opcao Modelo de Particula
Dinamica.
Para marcar uma posicao, mantenha a tecla SHIFT pressionada e clique sobre o

objeto. Automaticamente, o video passara ao frame seguinte. Repita o procedimento até

o ultimo quadro do intervalo definido.

Para uma maior precisao, caso a qualidade do video assim permita, é possivel
aumentar o zoom através do botao na barra de ferramentas ou usando a tecla de atalho
Z.

A cada marcagao de uma posicdo em um frame, um novo ponto grafico é plotado na
janela de graficos no canto superior esquerdo. Simultaneamente, sdo salvas numa tabela

no canto inferir esquerdo as coordenadas espaciais e temporal da trajetéria obtida.

Salvar a atividade como um arquivo tracker (.tkr)

Clique no botao Salvar = | no menu Arquivo = Salvar ou use o atalho C'tri+.5
para salvar a atividade como um arquivo tracker, extensao “tkr”. Este arquivo deve ser
salvo preferencialmente na mesma pasta em que se encontra o arquivo de video original.
Nesse caso, quando o arquivo tracker for novamente aberto, o video sera também carre-
gado, os quadros, as coordenadas do sistema, as variaveis definidas e todas as marcacoes

serao reconstruidas.

Exportando os dados obtidos no Tracker

Como dito antes, no canto inferior direito da tela do Tracker, pode-se visualizar
uma tabela com os dados do experimento realizado. Clique no botao Dados, selecione
as variaveis de interesse que serao visualizadas em tabela. Para exportar os dados desta

tabela, basta copid-los e cola-los em uma planilha ou outro aplicativo.

Neste trabalho, os dados foram exportados para dois arquivos de texto com ex-
tensao “txt”. O primeiro contendo apenas os dados de tempo (¢) e posi¢ao horizontal (x)
denominado mov-horizontal.txt e o segundo contendo os dados de tempo (¢) posigao

vertical (y) denominado mov-vertical.txt.

5.2 Scilab: Calculo Numérico

Scilab é um software livre para computagdo numérica destinado a aplicagdes em
engenharia, matematica e ciéncias. O software é liberado como cédigo aberto sob a li-

censa CeCILL e esta disponivel para download gratuito compativel com diversos sistemas



36

operacionais? (SCILAB, 2013).

Scilab inclui centenas de fungoes matematicas e apresenta uma linguagem de pro-

gramagao de alto nivel (SCILAB, 2013), permitindo, dentre outras funcionalidades:

matematica e simulacao, incluindo operagoes matematicas e andlise de dados;
e visualizagao, edicao e exportacao de tabelas e graficos 2-D e 3-D;

e Resolucao de problemas de otimizagao continuos e discretos;

e Anadlise e modelagem de dados estatisticos;

e Sistema de controle de projeto de anélise;

e Ferramentas de visualizagao e analise aplicadas ao Processamento de Sinais;

e X-cos - Ferramenta para modelagem e simulacao de sistemas dinamicos mecanicos,

elétricos, etc.;

e Possibilidade de aumento de suas funcionalidades nativas e capacidade de construgao

de fungoes e pequenos programas (scripts) através do editor SciNotes.

Atualmente, o Scilab encontra-se em sua versao 5.4.1, que pode ser descarregada

para instalagao pelo site http://www.scilab.org/.

5.2.1 Operacoes simples

Scilab é uma linguagem computacional de alto nivel para calculo numérico que
possui uma sintaxe, em muitos aspectos, semelhante & do Matlab®. As varidveis no
Scilab sdo basicamente matrizes. Assim, um escalar é uma matriz 1 x 1, um vetor linha
(coluna) de n componentes é uma matriz 1 xn (n x 1) e as operagoes sdo naturalmente

interpretadas como “operagoes matriciais” (SCHERER, 2010).

Ao executar o Scilab pela primeira vez, uma tela semelhante a figura abaixo apare-
cera. Esta ¢ dividida em trés areas: um navegador de arquivos a esquerda, um Nave-
gador de variaveis a direita e o console, no centro, onde as principais atividades serao

realizadas.

4 Para mais informacdes sobre os requisitos de instalacio do  Scilab,  acesse

http://www.scilab.org/download /requirements


http://www.scilab.org/
http://www.scilab.org/download/requirements
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Figura 11 — Tela inicial do Scilab.

- N
Scilab 5.4.1 Console [E=REEE )

Arquive Editar Controle Aplicativos ?
ZEIADO|Y S 2| 2|X 8@

Mavegsdor de arguivos ?AX MNavegador de varidveis ?AX

::Wsars\CcsE_Andrade\'[ & Nome Dim... Tipo  Visb...

IExecuc8o de iniciacéo:

Nome

|ES) Costa_art ae
v
'ﬁ-f'l

carregando o ambiente inicial

|

Clique aqu para alterar o diretorio/pasta em Scilab

DUEEODUH

L5

D
§2
i

L83

- - L. Mavegador de varidveis
[ Diferendiar mailisculas de mindsc... FiSTorios OF comardos

Na janela do console, o simbolo de prompt —=> indica que o sistema esta pronto
para receber comandos. Inicialmente, oberve-se que o Scilab pode ser usado como uma
poderosa calculadora cientifica através de operagbes numéricas envolvendo varidveis (cujo

valor pode ser atribuido pelo sinal =) e fungoes.

Figura 12 — Operagoes bésicas.

B Operagao envolvendo
——>24+3 € A
_ valores numeéricos
ans =
5.
-—»a = 2
a =
2.
——>b=5 € Atribuigdo de variaveis
b =
5.
—=>c=%pi
c =

3.1415927

Operacdo envolvendo
ans = varidveis e funcdes

-->»5%a - sin(c/b) €

9.4122147
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5.2.2 Graficos em duas dimensoes com Scilab

Para construir em Scilab o grafico da funcao f : [a,0] — R onde a,b € R, basta
escrever um vetor com os valores da varidvel independente x dentro do intervalo [a,b] e
outro vetor com os valores da funcao f calculada em cada elemento do primeiro vetor. Por
exemplo, os comandos abaixo permitem a construcio do grafico de uma funcéo y = 22 no

intervalo fechado [—3,2] .

Figura 13 — Comandos para plotagem de grafico em duas dimensoes.

—-—>a=-3; b=2;

Atribui¢do dos limites do intervalo

——>%=2:0.01:b; Vetor com elementos igualmente espagados

——>y=x"2;

-->plot2d (x, V) Comando para plotagem do grafico

Observe que o vetor x possui elementos distribuidos entre os limites a = -3 e b=2
com espacamento igual a 0,01. O resultado sera apresentado em uma nova janela grafica

conforme mostra a figura abaixo:

Figura 14 — Gréafico em duas dimensoes.

)

-
N = a
%+ Janela grafica ndmerc 0

Argquivo Ferramentas Editar 7

B eaqde
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5.2.3 Editor de texto SciNotes

Scilab possibilita ao usuario criar pequenos aplicativos, denominados scripts, para
finalidades especificas. Um script é simplesmente uma sequéncia de ordens do scilab apre-
sentando comandos de entrada e saida que podem ser editados, salvos (geralmente com a
extensao “sce”) e executados como programas, por meio de um editor de texto integrado

ao programa denominado SciNotes.

Neste trabalho, nao sera aprofundado a tematica de programacao em Scilab. Para
o leitor interessado neste tema, recomenda-se a leitura de (LACERDA, 2011) e de (SCHE-

RER, 2010). Este tltimo dedicado aos métodos computacionais em fisica.

O editor SciNotes pode ser acessado pela barra de ferramentas do Scilab e clicando

em “Aplicativos” e depois em “SciNotes”, como ilustrado abaixo.

Figura 15 — Acessando SciNotes.

B Scilab 5.4.1 Console =NACE X |
Arquivo Editar Controle Aplicativos ? Caixas de ferramentas

ZB| & B0 %=

Mavegador de varigveiz? 2 \
—— B Xcos

MNo... Di.. Tpo Vig
Tradutor de Matlab para Scilab

picial
= Gerenciador de méduos - ATOMS
Mavegador de varidveis

Histérico de comandes

Mavegador de arquivos

MNavegador de varidveis
avegador de arquivos

[ Histdrico de comandos |

Depois de escrito o script no editor SciNotes e salvo o arquivo em alguma pasta
do computador do usuario, basta executar o mini-aplicativo clicando no botao Executar

> ou em Salvar e executar © da janela do SciNotes.
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Figura 16 — Janela do SciNotes.

I Sem nome 1 - SciNotes =RECE X

Arquivo Editar Formatar Opgdes Janela Executar 7

CEREEEer X008 > D k| ©

Sem nome 1

1

5.3 Os mini-aplicativos “ajuste-local.sce” e “ajuste-global.sce”

A seguir é feita uma sucinta descricao dos dois mini-aplicativos escritos do editor

SciNotes e que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

Dado um conjunto de n pontos P € R? | o mini-aplicativo “ajuste-local.sce” inicia
questionando o usudrio se deseja ajustar estes pontos a uma Func¢do Afim (cujo gréfico
¢ uma reta) ou a uma Func¢ao Quadrética (cujo grafico é uma pardbola). Se o usudrio
decide-se pelo primeiro tipo de ajuste, o aplicativo utiliza a equagao (4.3) para construir o
grafico de uma reta que “passa” exatamente por dois pontos previamente escolhidos pelo

usuario e fornece os coeficientes a e b que caracterizam esta fungao.

Por outro lado, se o usuario decide-se pelo ajuste a uma Funcao Quadratica, o
aplicativo plota o grafico de uma parabola que “passa” exatamente por trés pontos previ-
amente escolhidos pelo usuario e fornece os coeficientes a, b e ¢ desta func¢ado. Para isso, o
aplicativo utilizara a equagao (4.8). Em ambos os casos, o aplicativo também plotara os
n pontos originais. Assim, o usudrio pode avaliar (qualitativamente) se o tipo de fungao

escolhida adequa-se aos n pontos dados.

Para complementar a analise feita acima, o usuario pode fazer uso do mini-aplicativo
“ajuste-global.sce”. Semelhante ao primeiro aplicativo, este inicia questionando o usuéario

se deseja ajustar o conjunto de n pontos a uma reta ou a uma parabola.

Caso o usuario opte por um ajuste a uma Funcao Afim, “ajuste-global.sce” utiliza a
equagao (4.5) para determinar uma reta cujos coeficientes sao dados pela média aritmética
de todos os possiveis coeficientes que seriam obtidos escolhendo dois dentre os n pontos.

Esta reta é esbogada em grafico e os coeficientes que a definem sdo impressos em tela.

Caso o usuario opte pelo ajuste a uma parabola, “ajuste-global.sce” utiliza a equa-
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¢ao (4.10) para determinar cujos coeficientes sao dados pela média dos coeficientes de

todas as possiveis parabolas que seriam obtidas ao escolher trés dentre os n pontos dados.

Os codigos-fonte destes mini-aplicativos para Scilab encontram-se nos anexos B e
C, respectivamente; os arquivos originais em Scilab estao disponiveis para download gra-

tuito através do link http://www.4shared.com/rar/OjoKojXrba/Mini-aplicativos.html.


http://www.4shared.com/rar/OjoKojXrba/Mini-aplicativos.html
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6 Atividade proposta

Este capitulo ¢ dedicado a descricao de uma atividade a ser realizada pelo professor
de matematica do ensino médio de acordo com o modelo de ajuste de curvas afim e

quadratica mostrado no capitulo anterior e utilizando os software Tracker e Scilab.

A atividade foi dividida em duas partes: Aquisicao de dados experimentais a partir
da filmagem de um experimento de lancamento obliquo e com o uso do software Tracker,
seguida de um tratamento dos dados experimentais utilizando os mini-aplicativos “ajuste-

local.sce” e “ajuste-global.sce”.

Cada parte contém as etapas a serem seguidas pelo aluno de ensino médio para o

desenvolvimento da atividade proposta.

6.1 Motivacao pratica

Como motivagao adicional, o professor pode sugerir que o aluno realize as ati-
vidades a seguir a partir de situacgoes do cotidiano do estudante. Podem ser utilizadas
filmagens de uma partida de futebol na escola tais como a cobranca de um tiro livre
direto, ou mesmo o momento em que o goleiro coloca a bola novamente em jogo com um
forte chute. Neste exemplo, sugere-se que o professor questione o aluno sobre com que
velocidade o goleiro chuta a bola para que esta chegue a um jogador especifico do outro

lado do campo de futebol.

Para aqueles que nao se interessam por futebol, o professor pode recorrer ao voleibol

ou mesmo ao basquete como tematica para a filmagem de lancamentos obliquos.

6.1.1 Problema motivador 1: Tiro livre direto com barreira

Sugere-se que o professor questione e discuta junto ao aluno qual o valor da velo-
cidade, em metros por segundo, e com que angulo de chute para que a bola ultrapasse a
barreira (por exemplo, uma barreira com altura 1,80 metros) e chegue ao gol em um de

seus cantos superiores.

As questoes a seguir podem ser feitas pelo professor no decorrer desta discussao

preliminar:

Q.1 A curva descrita pela bola durante o tiro livre direto é de um “tipo” conhecido?

Que curva € essa?

Q.2 Esta curva apresenta algum tipo de simetria?
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Q.3 Muitas vezes, para facilitar a descricao e estudo de um movimento que ocorre
em duas dimensoes, recorre-se ao estudo independente de cada coordenada. Por exemplo,
se o movimento se dd tanto na vertical quanto na horizontal, é possivel estudar como a
coordenada vertical varia com o tempo (y =1y(t)) independentemente do estudo de como a
coordenada horizontal varia com o tempo (x = z(t)). Que fungoes matemdtica vocé (aluno)

esperaria que estivessem envolvidas neste fenomeno?
Que fungdo vocé acha que descreve o movimento vertical (y =1y(t)) da bola?

Que fungdo vocé acha que descreve descreve o movimento horizontal (x = x(t)) da
bola?

Qual a interpretacdo fisica dada a estas fungoes?

Q.4 Sabendo que a bola descreve uma pardbola, quando a bola deve atingir a altura

mazima: antes, depois da barreira ou eratamente sobre ela?

Q.5 Uma condigao para que se tenha um tiro livre direto com barreira bem sucedido
¢ que a bola ultrapasse a barreira. Para isso, a bola deve atingir wma altura pelo menos
superior ao salto dos jogadores que estiverem na barreira. No entanto, se a bola atinge
grande altitude, isto pode facilitar a defesa pelo goleiro que necessitaria apenas “prever”
onde a bola caird. Baseado nisso, é possivel determinar uma altura madxima ideal para a

bola langada?

6.1.2 Problema motivador 2: Saque em uma partida de volei

Inspirado no saque jornada nas estrelas (ALMANAQUEBRASIL, 2014), famoso
durante os anos 80, debata com seus alunos de que forma um saque de volei pode ser

lancado de modo a dificultar sua defesa pelo time adversario.

As questoes a seguir podem ser feitas pelo professor no decorrer desta discussao

preliminar:

Q.1 A curva descrita pela bola durante o saque é de um “tipo” conhecido? Que

curva € essa?
Q.2 Esta curva apresenta algum tipo de simetria?

Q.3 Muitas vezes, para facilitar a descrigdo e estudo de um movimento que ocorre
em duas dimensoes, recorre-se ao estudo independente de cada coordenada. Por exemplo,
se o movimento se dd tanto na vertical quanto na horizontal, é possivel estudar como a
coordenada vertical varia com o tempo (y =1y(t)) independentemente do estudo de como a
coordenada horizontal varia com o tempo (v = x(t)). Que fung¢oes matemdtica vocé (aluno)

esperaria que estivessem envolvidas neste fenomeno?

Que fungao vocé acha que descreve o movimento vertical (y=1y(t)) da bola?
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Que fungdo vocé acha que descreve descreve o movimento horizontal (x = x(t)) da
bola?

Qual a interpretagdo fisica dada a estas fungoes?

Q.4 Sabendo que esta curva é uma pardbola, quando a bola deve atingir a altura

mazima: antes, depois da barreira ou exatamente sobre a rede?

Q.5 O saque jornada nas estrelas era conhecido por atingir grandes alturas, da
ordem de 25 metros. Um saque de dificil defesa precisa atingir grandes alturas ou pode

ser realizado com alturas menores?

Para responder as questoes propostas acima, o professor ira sugerir estudar as cur-

vas descritas tanto pela bola de futebol ou de volei através da filmagem destes fenomenos.
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6.2 Descricao da Atividade

6.3 Parte 1: Aquisicao de dados experimentais

1° passo
Utilizando uma camera digital, filme o langamento obliquo de uma pequena esfera.

Adicione a “cena” filmada um objeto de comprimento conhecido. Este objeto pode
ser uma régua, por exemplo, e deve estar situado no mesmo plano do movimento analisado.
A camera, por sua vez, deve estar num plano paralelo ao plano do movimento para evitar

distorgoes na escala de medida.

Salve o filme obtido em um computador onde estejam previamente instalados os

software Tracker e Scilab.

2° passo

Execute o software Tracker. Surgira a seguinte tela inicial:

Figura 17 — Tracker: Janela inicial.

(&) Tracker SRICE X ]
Arquivo Editar Video Trajetérias Coordenadas Janela Ajuda

EH| & B w- | ¥How et | oo | Ty oo, A A A OA, = e
v memoria em uso: 1SMB de 247WB

Avista Principal de Videos ird aparecer aqui ¥l k= a
Escolha ArquivolAbrir ou Trajetdrias|Movo para iniciar,
AJanela de Gréficos de Dados de Trajetdria ird aparecer aqui

a

AJanela de Tabela de Dados de Trajetdria ird aparecer aqui

|gbrir ou imporiar um video ou imagem para analisar|

7 o0 *““%El W ———— a1 =

Sem Titulo ‘

Clique no botao Abrir ou no menu Arquivo = Abrir e selecione o video
(.mp4, .avi, ...) filmado.

3° passo

Na barra de ferramentas, clique no botao clip settings . Uma nova janela se
abrird, na qual o usudrio serd capaz de configurar os quadros (frames) inicial (Start frame)
e final (End frame) do experimento, bem como o passo (Step size) da execugdo, tal como

mostrado na figura abaixo.
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Figura 18 — Tracker: Clip Settings.

Clip Settings |£|
Frames
Start frame:|0
Step size:|1
End frame:|9
Frame Times

Start time:|0,000 5
Frame rate:|10,00 /s

Frame dt:|0,100 s
‘ OK H Cancel ‘

4° passo

*in
s

" = Novo = Bastao de

Clique no botao Fita métrica com transferidor

Calibragao. Aparecera uma “fita métrica” conforme figura abaixo:
Figura 19 — Tracker: fita métrica.

100,0

Arraste as pontas da fita até as extremidades de um objeto situado no plano do
movimento analisado e cujo comprimento seja previamente conhecido. Clique sobre a fita

para inserir a medida (em metro, centimetro, ...) conhecida.

5° passo

Clique no botao Mostrar ou ocultar eixos de coordenadas + para exibir um
sistema de eixos x e y. Arraste a origem para a posi¢ao desejada e/ou arraste a coordenada,

x para rotacionar o sistema de referéncia.

Figura 20 — Tracker: Ajuste dos eixos coordenados.
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6° passo

* Novo

Clique no botao Criar Nova Trajetoria , escolha o tipo de marcacao mais

conveniente ao que se deseje. Em geral, a opcao escolhida ¢ Ponto de massa.

7° passo

Para marcar uma posi¢ao frame, mantenha a tecla SHIFT pressionada e clique so-
bre o objeto. Automaticamente, o video passara ao frame seguinte. Repita o procedimento

até o ultimo quadro do intervalo definido.

OBS. 1: Para uma maior precisao, caso a qualidade do video assim permita, é
possivel aumentar o zoom através do botao na barra de ferramentas ou usando a tecla de
atalho Z.

OBS. 2: A cada marcacao de uma posicado em um frame, um novo ponto grafico
é plotado na janela de graficos no canto superior esquerdo. Simultaneamente, sao salvas
numa tabela no canto inferir esquerdo as coordenadas espaciais e o tempo da trajetoria
obtida.

8° passo

Clique no botao Salvar = | no menu Arquivo = Salvar ou use o atalho C'tri+.5
para salvar a atividade como um arquivo tracker, extensao “.tkr”. Este arquivo deve ser

salvo na mesma pasta em que se encontra o arquivo de video original.

9° passo

Como dito antes, no canto inferior direito da tela do Tracker, pode-se visualizar
uma tabela com os dados do experimento realizado. Clique no botdo Dados. Aparecerd

uma janela intitulada Tabela de Colunas Visiveis. Selecione as variaveis x e y.

Figura 21 — Tracker: Tabela de Colunas Visiveis.

Tabela de Colunas Visiveis o
R

by by  Or  Oer
Ow Ow Ov v
Hax Oay Ha [Hea
Clex Cey  Cp Clep
O Ow Oa Ok
[step []frame [] pixelx [] pixely

Selecione as colunas de tempo (t) e posigdo horizontal (x). Com o botao direito,

clique em Copie os dados selecionados = Precisao total (ou Como formatado).
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Salve os dados em um arquivo de texto (mov-horizontal.txt)!.

Selecione as colunas de tempo (t) e posigao horizontal (y). Com o botao direito,
clique em Copie os dados selecionados = Precisao total (ou Como formatado).

Salve os dados em um arquivo de texto (mov-vertical.txt).

6.4 Parte 2: Tratamento dos dados

6.4.1 Caso 1: Movimento Horizontal
1° passo

Execute o software Scilab. Surgira a tela inicial:

Figura 22 — Scilab: Janela inicial.

[ scilab 5.4.1 Console O | |
Arquivo Editar Controle Aplicativos 7
EEIEYEE A== S X

Navegador de aruivas ? 2 x

Navegador de varidvels 2 2 X

C:\Users\Costa_Andrade| » | Nome Dim.. Tpo  Visb...
4o de iniciago:

carregando o ambiente inicial

1

i

Clique aqui para alterar o diretério/pasta em Scilab

g
[O0U0DDDOOU0o0nO0Ug  § - uy

v

= — Navegador de varidveis
[ Diferenciar maiGsculas de mindsc. .. Fistorico de comandos

Inicie a anélise da componente horizontal do movimento filmado na etapa anterior.

Carregue a matriz com os dados de posi¢ao e tempo deste movimento. Para isso, altere o

diretorio do Scilab para a pasta que contenha o arquivo mov-horizontal.txt e execute
o comando:

M = fscanfMat(“mov-horizontal.txt”).

2° passo

Clique em Aplicativos = SciNotes. Uma nova janela, semelhante a mostrada

abaixo, sera exibida.

1

Por exemplo o Bloco de notas.
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Figura 23 — Janela do SciNotes.

% Sem nome 1 - SciNotes. SHECELX

Arquive Editar Formatar Opgdes Janela Executar ?

CERE3 S 6 X00&E >D i« @

Sem name 1

1

3° passo

Clique em Arquivo = Abrir para abrir o mini-aplicativo ajuste-local.sce. Cli-

que no botao executar >

Retorne a janela do Scilab e siga as orientacdes do programa.

4° passo

O usudrio é solicitado a escolher se deseja que os dados experimentais (“mov-
horizontal.txt”) sejam ajustados por uma Fungdo Afim ou por uma Fungdo Quadra-

tica, conforme mostrado na figura abaixo:

Figura 24 — Execucdo do mini-aplicativo “ajuste-local.sce” para Funcao Afim.

B Scilab 5.4.1 Console = | B s
Arquivo Editar Controle Aplicativos 7 Celestlab Caixas de ferramentas

ZEXA00% &8 8 X e

Navegacr de arcuivas 20 x
Tracker Wideo modlag +
= -->M~fscanfMat ("mov-horizontal.txt") :
Nome
|5 Experimentos *||-->exec (*C:\Users\Costa_Andrade\Documents\Pessoal\Projetos\Projeto Tracker\Video-modelage:
. =

S([AIUSTE LOCAL A UMA RETA OU A UMA PARABOLA
{& Aplicatico_esp_graficos.png

[ mini-aplicativos
R Ajuste de curvas.sce =
k- Aplicativo Completo.pdf

I Aplcativo Completo.sce | pigite 1 se deseja ajustar os dados experimencais a uma RETA (FUNGAO AFIM)
A Aplicativo Especial - Resultado_exer | | ou
M Aplicativo Espedial. pdf digite 2 se deseja ajustar os dados experimentais a uma PARABOLA (FUNGAC QUADRATICA)
Aplicativo Especial. sce
Aplicativo_finel.sce ripo de Ajuste =
Aproximago para ensina médio 1.5
Aproximagio para ensino médio. sce

A Gréficos. pdf
1B mevep e i
2

7] Diferencir maidsauas de minds..

Navegador de arquivos
Histarico de comandos
Navegador de varves ] i '

Entretanto, para esta atividade, escolha o modelo de Fungao Afim. O usuario sera

solicitado a escolher dois pontos dentre a lista de pontos no arquivo “mov-horizontal.txt”.

Feito isso, na janela principal do Scilab, serao mostradas as coordenadas (t, x) de

cada ponto escolhido.
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Figura 25 — Resultado analitico do mini-aplicativo“ajuste-local.sce”.

_
I 5cilab 5.4.1 Console [E=EER>

Arquivo Editar Controle Aplicativos 7 Caixas de ferramentas

i [ o | B &
EBA00|% &S S e@
Hawegador de arguivos 2 A x
-modelagem\Experimentos) » | & | | _>M=f=canfMat ("mov-horizontal.txt");
Nome
|E= Experimentas ~->exec ('C:\Users\Costa_ Andrade\Documents\Pessoal\Projetos\Projeto Tracker\Video-model
[ mini-aplicativos i
- Ajuste de curvas.sce | f=mmm = AJUSTE LOCAL A UMA RETA OU A UMA PARABCLA--—--—--—- 7
-|E| Aplicatico_esp_graficos.png
- )= Aplicativo Completo.pdf Digite 1 se deseja ajustar os dados experimentais a uma RETA (FUNCAO AFIM)
- Aplicative Completo.sce ou
)= Aplicative Espedial - Resultado_sxempiog digite 2 se deseja ajustar os dados experimentais a uma PARABOLA (FUNGAC QUADRATICA)

- pplicativo Especial.pdf

Tipo de Ajuste = 1]

& Aproximac&o para ensino médio II.sce
.88 Aproximac&o para ensino médio.sce
-] Experimentos.rar océ escolheu AJUSTE LOCAL A UMA FUNCiO AFIM

- Gréficos.pdf
- i Meuap.sce & matriz carregada contém 25 pontos ordenados de 1 a 25
mini-aplicativos.rar

4 océ deve escolher DOIS pontos
- D mov-horizontal. txt

- D mov-vertical. txt

-[7]] Parabola_01.mpa Digite um nimero entre 1 e 25,

[ Parsbola_o1.trk correspondente ao primeirc ponto escolhido

- Parébo\a_mjra'ﬁcos‘png =24

- Pardbala_01_Resultados.pdf || [Coordenadas do primeiro ponto escolhido: Gt, x) = (0.767433, —1.55317))
2 D Pardbola_01_svg.svg

- [[] Parsbola_01_sva_3pl.svg Digite um ntmerc entre 1 e 25, diferente de 24,

2 D Pardbola_01_svg_3pZ.svg

correspondente ao segundo ponto escolhido L]
-.[2] Parébola_D1_TXY.txt

= 25

[7] Parabola_D1_TXY_Ztet P .

[T Pardbola_0L_TXY_3.5¢t Coordenadas do segundo ponto escolhido: G:, x) = (0.8008, —1.623))

2 D Pardbola_02.mp4 N . .

=, [PARAMETROS DA FUNCAQ AFIM: x = a*t+b
[] Diferendiar maiisculas de mindsculas e = -2.09271

— b = 0.0478442 il

Navegador de arquivos [=

Navegador de variaveis < m 3

Uma nova janela do Scilab é aberta. Nela, os dados experimentais contidos no
arquivo “mov-horizontal.txt” sao mostrados em forma de uma grafico discreto de posigao

em funcao do tempo.

Figura 26 — Resultado grafico do mini-aplicativo“ajuste-local.sce”.

5
# Janela grafica nimero 0 @M

Arquivo Ferramentas Editar ?

B R O

Ajuste Local a uma Fungdo Afim

Pontos escolhidos

(m)

posigio

-18 T T T T T T
0 0.1 02 03 04 05 08 07 08 0o
tempo (s)

& @ & Dados Experimentais
Funcio Afim aiustada por 2 pontos
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Além disso, é possivel visualizar a reta que passa pelos dois pontos escolhidos, os

quais estao destacados dos demais pontos experimentais.

5° passo

Utilizando estas coordenadas e seus conhecimentos matematicos, determine a equa-
cao da reta que passa pelos pontos escolhidos e compare o resultado encontrado com os

coeficientes angular (a) e linear (b) mostrados na tela do Scilab.

Por exemplo, seja z = at + b a equagdo da reta que passa pelos pontos Py = (t1,21)
e Py = (ta,22) fornecidos pelo Scilab no passo 4. Deseja-se conhecer o valor dos coeficientes

a e b. Substituindo as coordenadas de P; e P> na equacao da reta, obtém-se o sistema:

r1=at;+b
ro=ato+b

Sugere-se ao aluno demonstrar a solugao do sistema, tal que:

To— 1 loxry —t1x2
a= e =
to — 11 to—11

6° passo

Repita os passos 3 a 5 pelo menos mais duas vezes. Observe que os coeficientes

encontrados para a reta mudam para cada escolha de dois pontos.

Observe também que, para algumas escolhas dos dois pontos no passo 4, a reta

obtida “foge” dos demais pontos experimentais.

Uma alternativa para a obtencao de uma reta que represente mais adequadamente
a distribuicao dos pontos experimentais é determinar uma “Funcao Afim Média” cujos
coeficientes sejam iguais a média aritmética dos coeficientes de todas as possiveis retas ob-
tidas ao escolher dois entre o total de pontos da distribuicao. Por exemplo, caso houvessem
apenas trés pontos experimentais, ()1, Q2 e (03, seriam obtidas trés retas y = ajox + b2
que “passa’” pelos pontos Q1 e QQ2, y = a13x + b1z que “passa” pelos pontos Q1 e Q3 e
y = a23x + bag que “passa” pelos pontos ()2 e Q3.

Para os pontos (01, Q2 e Q3 a “Funcao Afim Média” é dada pela equacao:

y=axr+b (6.1)

onde
_a12+a13+ag3

3

(6.2)
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_ b12 +b13 + bag
3

b (6.3)

Entretanto, quando a quantidade de pontos experimentais é grande, o calculo ma-
nual de todos os coeficientes torna-se trabalhoso. De fato, para n pontos, a dificuldade
exposta acima é descrita, em linguagem matematica, da seguinte forma: Dados n pontos,
de quantas maneiras € possivel escolher 2 pontos distintos? A solucao deste problema
requer um conhecimento basico de Anélise Combinatéria (MORGADO et al., 2006) mas
nao deixa de ser surpreendente. Por exemplo, para n = 20 pontos experimentais, entao
existe 20 modos de escolher um primeiro ponto (). Feita esta escolha, existe 19 modos
de escolher um segundo ponto (2. Utilizando o principio multiplicativo(MORGADO
et al., 2006) da Andlise Combinatéria, um aluno apressado poderia dizer que existem
20 x 19 = 380 modos de escolher dois dentre 20 pontos. Entretanto, escolher um ponto
Q1 e “depois” escolher um ponto ()2 é equivalente a escolher um ponto ()2 e “depois”
escolher um ponto (1. Isto significa que ao efetuar o produto 20 x 19, cada par de pontos
foi contado duas vezes. Para corrigir esta contagem, basta dividir o resultado por 2, ob-
tendo N = 20x 19

combinagoes de 20 pontos tomados dois a dois, obtendo o resultado:

. Em outras palavras, no calculo acima, foi determinado o ntimero de

20!

N: —_—
2120 —2)!

190

modos de escolher 2 dentre os n = 10 pontos. Logo, neste caso, o passo 4 seria repetido
N =190 vezes para a obten¢ao da média de todos os coeficientes (MORGADO et al.,
2006).

Nos passos seguintes, serd utilizado um segundo mini-aplicativo de Scilab, denomi-
nado ajuste-global.sce, que permitird o calculo direto de uma “reta média” que passa

por todos os dados experimentais.

7° passo

Clique em Arquivo = Abrir para abrir o mini-aplicativo ajuste-global.sce e

clique no botao executar © .

Retorne a janela do Scilab e siga as orientagdes do programa.

8° passo

Assim como no mini-aplicativo anterior, o usuario € solicitado a escolher se deseja
ajustar os dados experimentais (“mov-horizontal.txt”) a uma Fungdo Afim ou a uma

Funcao Quadratica. Escolha: tipo de ajuste = 1 para o modelo de Funcao Afim.
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Figura 27 — Ajuste-global.sce: resultado analitico para Funcao Afim.

-
& Scilab 5.4.1 Console o 1 |
ArquivoEditar Controle Aplicativos ? Caixas de ferramentas
FZERlAD0(vIEB|2|X =@
Navegador de arquivos 2 A x

“modelagem Experimentos), + E] -->M=fscanfMat ("mov-horizontal.txt"); -

Nome

--»exec ('C:\Users\Costa_Andrade\Documents\Pessoal\Projetos\Projeto Tracker\Video-model
|E5) Experimentos o
.

8| Ajuste de curvas.sce
|3 Aplicatico_esp_araficos.png o . . "
- Aplicativo Completo.pdf Digite 1 se deseja ajustar os dados experimentais a uma RETA (FUNGAO AFIM)
‘ Aplicativo Completo.sce o . . i
Aplicativo Especial - Resultada_exemplos _ digite 2 se deseja ajustar os dados experimentais a uma PARABOLA (FUNCAC QUADRATICH)
Aplicativo Espedial pdf 1

M
=
! Aplicativo Espedal.sce Tipo de Ajuste ,
o

m‘”i'aplicaﬁws /e AJUSTE GLOBAL A UMA RETA OU A UMA PARABOLA-———-—-——— 1/

Aplicativo_final.sce

Aproximac3o para ensino médio II.sce
Aproximac3o para ensino médio.sce
Experimentos.rar

Gréficos.pdf -

m

océ escolheu AJUSTE LOCAL 4 UMA FD'NE;E&O AFIM

~

meusp.sce Coeficientes da reca média
mini-aplicativos.rar

~[=| mov-horizontal, txt a: -2.03046 m/s

D mov-vertical, txt

+{[] Parabola_01.mp4 b: 0.00636587 m

D Parabola_01.trk
Parabola_01_graficos.png
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= Parabola_i1_Resultados.pdf

D Parabola_01_svg.svg -
[ a = Velocidade
[ Diferenciar mailisculas de mindsculas b = Posig&o inicial =
Navegador de arquivos | Histdrico de comandos -
e Ay 1= ;
L g

Uma janela grafica contendo os dados experimentais e a “reta média” sera exibida.

Figura 28 — Ajuste-global.sce: resultado grafico para Fungdo Afim.

. N
& Janela grafica nimero 0 [E=REEE )

Arquive Ferramentas Editar 7

B Eaq|o e

Fungdo Afim (Movimento Horizontal)

x(m)

-18 T T T T T T T T 1
0 01 02 03 04 05 ] o7 08 0s
(s
¢ @ ¢ Dados Expeimentais
Reta Wédia




54

6.4.2 Caso 2: Movimento Vertical
1° passo

Execute o software Scilab novamente. Carregue o arquivo com os dados da compo-
nente vertical do movimento filmado. Para isso, altere o diretério do Scilab para a pasta

que contenha o arquivo de texto mov-vertical.txt. Entao, execute o comando:

M = fscanfMat(“mov-vertical.txt”).

2° passo

Clique em Aplicativos = SciNotes para abrir uma nova janela do SciNotes.

3° passo

Clique em Arquivo = Abrir para abrir o mini-aplicativo ajuste-local.sce. Cli-

que no botao executar >

Retorne a janela do Scilab e siga as orientacoes do programa.

4° passo

Assim como no caso 1 (Movimento Horizontal), usudrio é solicitado escolher o

tipo de ajuste desejado. Desta vez, digite “2” para o modelo de ajuste por uma Funcgao
Quadratica.

Figura 29 — Execugao do mini-aplicativo ajuste-local.sce para Fungdo Quadratica.

& Scilab 5.4.1 Console o | O ||

Arquive Editar Controle Aplicativos 7 Caixas de ferramentas

FEADD % EE =X *0

Navegador de arguivos 2 A%

deo-modelagem Expe +

-->exec('C:\Users\Costa_ Andrade\Documents\Pessoal\Projetos\Projeto Tracker\Video-modelagem\E

Nome

Experimentos

m] »

- A P — RJUSTE LOCAL A UMA RETA OU A UMA PARASOLA—————-—-—— i

(-5 mini-aplicativos

B Ajuste de curvas.sce Digite 1 i 1 dad i i RETA (FUNCAC AFTM

/0| Aplicatico_esp_araficos.png igite 2e deseja ajustar os dados experimentais a uma { [o? }

= Aplicativo Completo. pdf ou . . i

I Aplicativo Complets sce digite 2 se deseja ajustar os dados experimentais a uma PARABOLA (FUNGAO QUADRATICR)

--Ju  Aplicativo Espedal - Resultado_ex ]
7| Tive de Ajuste = 2

] Diferendiar maidsculas de ming...

Navegador de arquivos |
Historico de comandos |

Navegador de variaves i i .

O usuério é solicitado a escolher trés pontos dentre a lista de pontos no arquivo
“mov-vertical.txt”. Feito isso, na janela principal do Scilab, serao mostradas as coordena-

das (t,y) de cada ponto escolhido.
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Figura 30 — Ajuste-local.sce: resultado analitico para Func¢ao Quadratica.
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Uma nova janela do Scilab é aberta. Nela, os dados experimentais contidos no
arquivo “mov-vertival.txt” sdo visualizados em forma de um grafico discreto da posigao

em funcao do tempo.

Figura 31 — Ajuste-local.sce: resultado grafico para Fungdo Quadratica.
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Além disso, é possivel visualizar a parabola que passa pelos trés pontos escolhidos,

que sao destacados como vértices de um triangulo.

5° passo

Utilizando seus conhecimentos matematicos e as coordenadas dos pontos fornecidas
pelo programa, determine a equagao da parabola que passa pelos trés pontos escolhidos.

Compare o resultado com os coeficientes mostrados na tela do Scilab.

Por exemplo, seja y = at?+ bt + ¢ a equacdo da parabola que passa pelos trés pontos
Py = (t1,y1), P> = (t2,y2) e P3 = (t3,y3) escolhidos no passo 4. Deseja-se determinar o
valor dos coeficientes a, b e c¢. Substituindo as coordenadas de Py, P» e P3 na equacao da

pardbola, obtém-se o sistema:

Y1 :at%+bt1+c
ygzat%+bt2+c
ygzatg—l—btg—l—c

cuja solucao pode ser obtida por diversos métodos trabalhados no ensino médio. Uma

forma de apresentar esta solugao é:

g 1 (y3—y1_y2—y1>
r3—T2 \r3—I1 T2—I1

b 1 [(ya—y1>(x3+xl)_(ys—y1>(x2+xl)]

xr3 —x2 T2 —I xr3—aI

B T [<y3—y1> (yQ—y1> }
c=1Yy+ To — s
xr3 — T2 r3—I1 xr2 — 1

6° passo

Repita os passos 3 a 5 pelo menos mais duas vezes. Observe que os coeficientes da

parabola obtida mudam de acordo com os trés pontos escolhidos.

Observe ainda que, para algumas escolhas dos trés pontos no passo 4, a parabola

“foge” dos demais pontos experimentais.

Assim como no caso 1 (movimento horizontal), uma alternativa para que a parabola
adeque-se aos pontos experimentais, “passando mais préoximo deles” seria repetir o passo
4 para todos as escolhas de trés pontos dentre os n pontos experimentais e tomar a média

aritmética dos coeficientes obtidos.
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Entretanto, caso existam muitos pontos experimentais, o calculo manual de todos
os coeficientes torna-se trabalhoso?. Nos passos seguintes, serd utilizado o mini-aplicativo

ajuste-global.sce, que permitirda o célculo direto da “parabola média” que passa por
todos os dados experimentais.

7° passo

Clique em Arquivo = Abrir para abrir o mini-aplicativo ajuste-global.sce.
Clique no botao executar © .

Retorne a janela do Scilab e siga as orientagdes do programa.
8° passo

Assim como no mini-aplicativo anterior, o usudrio é solicitado a escolher se de-
seja ajustar os dados experimentais (“mov-horizontal.txt”) a uma Fungdo Afim ou a

umaFuncao Quadratica. Escolha: tipo de ajuste = 2 para o modelo de Funcao Qua-
dratica.

Figura 32 — Ajuste-global.sce: resultado analitico para Funcdo Quadratica.

Scilab 5.4.1 Console SRIEN X

Arquivo Editar Controle Aplicatives 7 Caixas de ferramentas
ZEADD(v S BS|X 0
Mavegador de arguivos ? X

-modelagem\Experimentos’ «
=

Nome

N AJUSTE GLOBAL 2 UMAR RETA OU A UMA PARABOLA---—-—-—-— /i
Experimentos P

Digite 1 se deseja ajustar os dados experimentais a uma RETA (FUNGAO AFIM)
mini-aplicativos ou

Ajuste de curvas.sce 2

digite 2 se deseja ajustar os dados experimentais a uma FARABOLR (FUNCEO QUADRATICZ)
[ Diferendar mailsculas de mindsculas t

Tipo de Bjuste — zg

[ . =

Navegador de arquivos | Histérico de comandos

Navegador de vanaveis |

Uma janela grafica contendo os dados experimentais e a “pardbola média” sera

exibida.

2

A dificuldade exposta acima é descrita, em linguagem matematica, da seguinte forma: Dados n pon-
tos, de quantas maneiras € possivel escolher 3 pontos distintos? A solucdo deste problema requer
um conhecimento bésico de Andlise Combinatéria (MORGADO et al., 2006) mas nao deixa de ser
surpreendente. Por exemplo, considere n = 10 pontos experimentais. Entao existem

10!

N=——"" =120
31(10—3)!

modos de escolher 3 dentre os n = 10 pontos. Logo, neste caso, o passo 4 seria repetido N =120 vezes
para a obtencao da média de todos os coeficientes.



Figura 33 — Ajuste-global.sce: resultado grafico para Funcdo Quadratica.

r N
% Janela grifica nimerc 0 @M

Arquive Ferramentas Editar ?

B RAT @

Fungdo Quadritica (Movimento Vertical)

¥ (m)

03 T T T -
o 0.1 0.2 03 0.4 05 08 07 0a 08

@ & < DadosExperimentais
Parabola Média
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6.5 Discussao dos resultados junto aos alunos

Finalizada a etapa de tomada dos dados experimentais, o aluno podera utilizar
os resultados graficos obtidos bem como a equacao da Funcao Afim para a coordenada
horizontal do movimento e a equacao da Fun¢do Quadratica para a coordenada vertical
do movimento para responder as perguntas surgidas durante as discussoes preliminares.

Neste momento, o professor pode acrescentar novos questionamentos e desafios ao aluno.
Atividade 1: Fungdo Afim
Analisando a coordenada horizontal do lancamento de tiro livre direto ou do saque

de volei, vocé deve ter encontrado uma reta, ou seja, uma Funcao Afim do tipo:

rz=at+b

Utilizando os aplicativos computacionais, vocé determinou o valor dos coeficientes

a e b e obteve um grdafico. Qual o significado de cada um desses coeficientes?

Observe o grafico x versus t. Em que ponto este grifico “toca” o eixo—x ¢ Compare

este valor com o coeficiente b?

Ainda no grifico x versus t, note que a reta forma um certo angulo com o eizo—t.

Qual a tangente desse angulo? Compare este valor com a coeficiente a.
Atividade 2: Funcdo Quadrdtica
Analisando a coordenada vertical do lancamento de tiro livre direto ou do saque de

volei, vocé deve ter encontrado uma parabola, ou seja, uma Funcdo Quadrdtica do tipo:

y=at’+bt+c

Utilizando os aplicativos computacionais, vocé determinou o valor dos coeficientes

a, b e ¢ e obteve um grdfico. Qual o significado de cada um desses coeficientes?

Observe o grifico y versus t. Em que ponto este grifico “toca” o eixo—y? Compare

este valor com o coeficiente c¢?

Utilizando a férmula y = at®> +bt+ ¢, calcule as raizes da Fungio Quadrdtica. Com-

pare este valor com os pontos onde o grifico y versus t “toca” o eixo—t.

Use a formula y = at? 4+ bt + ¢ para calcular as coordenadas do vértice da pardbola.
Compare este valor com as coordenadas do ponto mdximo ou extremo do grdfico y versus
t.

Para cada um dos problemas acima, verifique se o resultado encontrado é consis-

tente com os dados experimentais.

Atividade 3: Equacgdo da trajetoria
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Durante as discussoes preliminares, em especial na questao Q. 4, sugeriu-se uma
curva descrita pela bola, ou seja, uma trajetoria parabodlica. Entretanto, esta conclusao
pode nao ser tao 6bvia, ja que as atividades descritas acima contemplam como as coor-

denadas horizontal (z) e vertical (y) variam com o tempo ().

O aluno poderia questionar (e espera-se que ele questione) que as questdo Q. 4 e

Q. 5 ficam sem resposta.

E sugerido ao professor que oriente os alunos para o desenvolvimento de maneiras

de solucao para esta dificuldade. Abaixo, sdo apresentadas duas alternativas.

Alternativa 1: Utilizar as equagoes horarias © = x(t) e y = y(t) para chegar a uma
equagao y = y(x) da trajetéria da bola. A partir desta equagdo, responder as perguntas

formuladas acima e outras que vierem a surgir.

Alternativa 2: Utilizar os dados experimentais e os aplicativos computacionais

para construir o grafico da trajetéria e determinar a equacao y = y(z) da trajetéria da
bola.

Atividade 4: Interpretacgao fisica

De acordo com a teoria fisica que explica o fenomeno de langcamento obliquo, as
equagoes que descrevem como as coordenadas horizontal (x) e vertical y variam em fungdo

do tempo (t) sao, respectivamente:
1 2
z(t) =vost+xo € y(t)= igt + voyt + Yo,

onde

e vy, € a velocidade inicial na diregio x,
e x( € a posicao inicial na direcao x,
® vy € a velocidade inicial na direcio y,
® Yo ¢ a posicao inicial na diregdo vy,

e g ¢ a aceleragao da gravidade. Se a distincia é metida em metros (m) e o tempo é

medido em sequndos (s), vale a aprozimacdio: g = 10m/s>.

Além disso, o angulo de langamento 6 € dado pela relacdo:

Vo
tgd = —2
Vox
Compare as equagoes que vocé obteve com o parametros fisicos citados acima. Em
especial, avalie se o valor da aceleracao da gravidade g estd de acordo com a previsao

teorica.
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Atividade 5: Angulo de chute para ultrapassar uma barreira durante um

tiro livre direto

Em um campo de futebol, filme o lancamento de uma bola de futebol durante um

tiro livre direto sem barreira a uma distancia de, por exemplo, 20 metros do gol.

Utilizando as técnicas computacionais, determine as equacoes da trajetoria:

1 2
x(t) =vogt+xo e y(t)= Egt + vyt + 0,

Agora, suponha que exista uma barreira de altura hg = 1,80m no ponto médio entre
o ponto de lancamento da bola e o gol, ou seja, na posicao xg =9,15m. A bola € capaz

de passar pela barreira?

Para responder a essa perqunta, utilize a equagao x(t) = vozt +xo para determinar
o instante de tempo no qual a bola chega até a barreira, ou seja, determine tg que satisfaz

a equacdo: g = Voztp + To.

1
Sabendo o valor de tg, utilize a equagao y(t) = ith +voyt +yo para verificar se a

bola € capaz de passar pela barreira. Eristem dois casos a considerar:

e Sey(tg) >hp=1,80m, a bola é capaz de ultrapassar a barreira. Nesse caso, calcule

o angulo de lancamento necessdario:

(Y
tgh = 2y
Vo

e Sey(tp) < hp=1,80m, a bola nao é capaz de ultrapassar a barreira. Uma forma
de resolver este problema € alterar apenas velocidade inicial vertical voy. Para isso

encontre um movo valor de vy, que satisfaz a relagdo:

L o
hp = 59753 + voyt B + Yo
onde os demais valores na equagdo acima sdo aqueles encontrados durante a filma-

gem do chute.

Com o movo valor de vy, e mantendo inalterado o valor de vy, determine o angulo

de lancamento para o qual a bola ultrapasse a barreira

Yoy
Vog

tgh =

Existem outras formas de resolver este problema?
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7 Exemplo de aplicacao da atividade proposta

Este capitulo é dedicado a aplicacdo da proposta de atividade apresentada no
capitulo anterior. A fim de evitar um posicionamento tendencioso, nao serao discutidas
as questoes Q.4 e Q.5 sugeridas para debate com os estudantes. Apenas as propriedades
matematicas envolvidas no experimento de lancamento obliquo de um objeto esférico

foram consideradas.

O video utilizado neste exemplo esta disponivel para download gratuito através do
link: http://www.4shared.com/rar/y_OMA3XOce/Amostra_de_vdeo.html.

Neste exemplo de aplicagdo sdo comentados detalhes de uso dos software e sao
apresentadas algumas dificuldades que nao foram contemplados durante o tutorial da

atividade bem como a forma de contorna-las.

7.1 Aplicacao do software Tracker ao Lancamento Obliquo

Esta etapa foi baseada na Parte 1: Aquisicao dos dados experimentais da
atividade. Como afirmado naquela ocasiao, apos executar o software Tracker e carregar
o video a ser analisado (Langamento Obliquo.mp4), deve-se configurar o programa para

a tomada dos dados.

Figura 34 — Configuragoes iniciais do Tracker.

@) Tracker (=& = ]
Arquivo Editar Video Trajetorias Coordenadas Janela Ajuda
EH S %[ B w- | K = B Qsw | 7 0| 0 A AL|A 4, =B C
¥ At Bastio de Calibragio A Comprimento jaem escala| 1,200 | angula dafita[-39.2° | Agora disponivel: versio 4.4 memiria em uso: 37MB de 247TMB
3 raefoL ald
I & —{¥]| k= s
ela de Graficos de Dados de Trajetdria ird aparecer
Clip Settings ]
Frames
Startframe:|39 -1.
Step size:|1 b .
End frame:[58 e L
Frame Times
Starttime:|0,000 s
Frame rate:|29,97 is
Frame dt|0,033 s H
In :
“hela de Tabela de Dados de Trajetdria ird aparecer
Bastéiv de Calibragdo A selecionado (defina o comprimento para alterar a escala, defina o 4ngulo definido para a alterar do eixo de inclinagéo)| ~ |
[T 1 I I
% E — i
= 039 [100% H o Y a1 E G
i - B
Langamento Obliquo.mp4 ‘

e Em clip settings foi definida a faixa de frames para o experimento. Neste caso, foi


http://www.4shared.com/rar/y_0MA3X0ce/Amostra_de_vdeo.html
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fixada Start frame = 38, Step size = 1 e End frame = 59, totalizando 21 pontos

experimentais.

e Em Fita Meétrica, a escala dos objetos em cena foi determinada por meio da
medigao da altura do quadro branco (1,20m). O objeto utilizado para determinar a

escala do experimento deve encontrava-se proximo ao plano do movimento analisado.

e Com a tela no frame inicial (39), foi utilizado o botao Mostrar ocultar os eixos
coordenados para fixar a origem dos eixos sobre o centro da regiao ocupada pela
esfera.

As configuragoes descritas acima podem ser visualizadas na Figura 34. Apds estas
configuragoes iniciais, criou-se um novo ponto de massa. Feito isso, obtém-se os dados
da trajetoria da esfera: mantendo a tecla SHIFT pressionada e clicando sobre a esfera

enquanto os frames sucedem-se um a um. O resultado é mostrado na figura abaixo.

Figura 35 — Trajetoria parabélica.

- N
@ Tracker % [E=REER )
Arguivo Editar Video Trajetorias Coordenadas Janela Ajuda

B H| S| 8w L ke m 8| Qs | 0o |\ o A A 4 4 =28 c
¥ < massaA m Agora disponivel: versdo 4.84 memdria em uso: 37MB de 247MB

Controle de Traj...

|

1
155 Diaqrama| & massa..\|v‘ -

massa At )

0k

0 01 02 03 04 05 0F

i=0,67 =171

I

1B Dados‘ < massaA‘v|

y |

1 X v
0 -0,001 -0,002]
0,033 0,08 0,093
0,067 0,158 0,179
i 0,1 -0,24] 0,245
4« 1 E 0.133] 0377 0315| |
] 0,167 -0.405] 03567

i f»

massa A selecionado (definir massa na barra de ferramentas, shifi-click to re-mark highlighted position

%059 ‘mu%t“ W o~
i -
-

Langamento Obliquo.mp4 ‘

w1

—.

No canto inferior direito da Figura 35, é possivel perceber alguns valores das coor-

denadas horizontal (), vertical (y) e do tempo ().

Para exportar os dados do movimento, é necessario selecionar as colunas da tabela
de dados que se deseja exportar. Por exemplo, para os dados da coordenada horizontal,
deve-se selecionar as colunas de tempo (t) e posi¢ao horizontal (z), clicar com o botao
direito do mouse sobre a tabela, escolher a opcao copiar os dados selecionados com
precisao total e colar em um arquivo de texto (por exemplo o Bloco de Notas) como o
nome “mov-horizontal.txt”. Nao se deve esquecer de que este arquivo deve conter apenas

os dados da trajetéria e que quaisquer outras informagoes devem ser apagadas.
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Nesse momento, o usuario pode observar que o software Tracker usa a virgula

para separar a parte inteira da parte decimal dos nimeros. Por outro lado, Scilab usa o

7

ponto como separador decimal. Portanto, no arquivo de texto “mov-horizontal.txt” é

preciso substituir todas as virgulas por pontos. O resultado é a figura abaixo.

Figura 36 — Dados: mov-horizontal.txt.

e

)

ﬂ mav-horizontal - Bloco de notas =NAS X
Arquive Editar Formatar Exibir  Ajuda

{0.000000000E0 -1.435258846E-3 B
3.336606606/E-2 -7.972264867E-2
6.673333333e-2 -1.580100385E-1
1.001000000e-1 -2.4041/81/3e-1
1.33466666/E-1 -3.269459850E-1
1.668333333e-1 -4.052333748E-1
2.002000000e-1 -4.876411535E-1
2.33566666/E-1 -5.700489323e-1
2.669333333e-1 -6.5657/7/1000e-1
3.003000000E-1 -7.348644898E-1
3.3366060606/E-1 -8.213926575E-1
3.670333333e-1 -9.120412142e-1
4.004000000E-1 -9.944489929e-1
4.337666066/E-1 -1.085097550E0
4.6/1333333e-1 -1.167505328E0
5.005000000e-1 -1.262274274€e0
5.338606666/E-1 -1.344682053E0
5.672333333e-1 -1.435330609e0
6.006000000E-1 -1.521858//7E0
6.3396b666/E-1 -1.61662//723E0
6.673333333e-1 -1.711396668E0

4 b

Selecionando as colunas de tempo (t) e posigao vertical (y) e repetindo o procedi-

mento descrito acima, tem-se o arquivo “mov-vertical.txt”.

Figura 37 — Dados: mov-vertical.txt.

Nj mov-vertical - Bloco de notas

—

51| |

Arquive Editar Formatar  Exibir  Ajuda
{0.000000000E0Q -2.182789496E-3 -
3.3366660667E-2 9.258615608E-2
6.673333333e-2 1.791143238E-1
1.001000000e-1 2.450405468E-1
1.33466666/E-1 3.15087/1587E-1
1.668333333e-1 3.562910481E-1
2.002000000e-1 3.933/45486E-1
2.33566666/E-1 4.222172711E-1
2.669333333e-1 4.386988269E-1
3.003000000E-1 4.386988269E-1
3.336666067/E-1 4.345784379eE-1
3.6/0333333e-1 4.098561043e-1
4.004000000E-1 3.768929928E-1
4.337666067E-1 3.274483256E-1
4.6/1333333e-1 2.738832694E-1
5.005000000E-1 1.99/162685E-1
5.3386660667/E-1 1.17308489/E-1
5.67/2333333e-1 2.66599330/E-2
6.006000000E-1 -7.6349/9038E-2
6.339666066/E-1 -2.123226253E-1
6.673333333e-1 -3.441750714e-1
4 b
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De posse destes arquivos salvos no computador do usuario, foi iniciada a Parte
2: Tratamento dos dados com uso dos mini-aplicativos “ajuste-local.sce”‘e “ajuste-

global.sce”.

7.2 Aplicacao dos mini-aplicativos “ajuste-local.sce” e “ajuste-

global.sce”

7.2.1 Movimento Horizontal e Funcao Afim

Apés executar o programa Scilab, procedeu-se a alteracao do diretorio do Scilab
para a pasta onde o arquivo mov-horizontal.txt havia sido salvo. O passo seguinte é
executar o comando: M = fscanfMat (“mov-horizontal.txt”). Com isso, o programa

Scilab esta pronto para interpretar os dados do arquivo de texto.

Ao abrir e executar o mini-aplicativo “ajuste-local.sce”, deve-se escolher, nesta
etapa, o tipo de ajuste para uma Funcao Afim, designada no aplicativo pelo niimero 1.
Neste caso, o aplicativo construird uma reta passando por dois pontos escolhidos pelo
usuario. A titulo de exemplo, escolheu-se o primeiro e o terceiro pontos da lista de 21

pontos da trajetoria da esfera, conforme ilustrado na figura abaixo.

Figura 38 — Mini-aplicativo “ajuste-local.sce” e Func¢ao Afim.

[ Scilab 5.4.1 Console =HACE X" % Janela grifica nimero 0 o] B )
Arquivo_Editar_Controle Aplicativos ? Caixas de ferramentas Arquivo_Feramentas Editar ?
ZEXD0|v E S =X & B|AQ|T O
Navegador de arquiRDs X
B jct-| 4 V[ =mmmmmm AJUSTE 1OCAL A UMA RETA OU A UMA PARABOLA---------- /7
Nome . Ajuste Local a uma Fungao Afim
B Amostra ce video Digite 1 se deseja ajustar os dados experimentais a uma RETA (FUNGAO AFIM)
& ou

{] Langamento Obliquo| | digite 2 se deseja ajustar os dados experimentais a uma PARABOLA (FUNGAC QUAJ
{2 Langamento Oblique|
{Z] mov-horizontal. txt

ipo de Ajuste = 1
] mov-vertical.txt

Voc& escolheu AJUSTE LOCAL A UMA FUNGRO AFIM

[a macriz carregada contém 21 pontos ordenados de 1 a 21
vack deve sscolner DOIS pontos

Digite um nimero entre 1 e 21,
correspondente ao primeiro ponto escolhido
=1

i

Coordenadas do primeiro ponte escolhide: (t, x) = (0, -0.00143526)

Digite um nimerc entre 1 e 21, diferentve de 1,

correspondente 2o segundo ponte escolhide

5 =3

Coordenadas do segunde ponto escolhido: (v, X) = (0.0667333, -0.15801)

PAREMETROS DA FUNGEO AFIM: x = avtep

] Diferenciar maidscus .

8
a = -2.34628 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 05 085 07
= -0.00143526 t

4 4 & Dados Experimentais
Funco Afim aiustada por 2 ponto

< i 3

Na Figura 38 (a), sdo mostradas as coordenadas dos pontos escolhidos: (t1,21) =
(0,—0.00143526) e (t2,22) = (0.0667333,—0.15801) bem como os coeficientes a e b da reta
x = at +b que passa exatamente por aqueles pontos. E instrutivo comparar os coeficientes

mostrados com a solucao do sistema linear:
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r1=at; +b
ro =ato+b

Observando a Figura 38 (b), percebe-se que a reta obtida nao representa adequa-
damente a distribuicao dos pontos da coordenada horizontal da esfera, apesar de que essa

distribuicao sugere um comportamento linear.

Executando o mini-aplicativo “ajuste-local.sce” mais algumas vezes, o usuario pode

perceber que a qualidade do resultado depende da escolha dos pontos (¢1,21) e (t2,22).

A fim de obter um resultado mais representativo, utilizou-se o mini-aplicativo
“ajuste-global.sce” que calcula a média aritmética de todos os resultados possiveis dos

coeficientes a e b quando sao escolhidos dois dentre o total de pontos experimentais.

Executando o mini-aplicativo “ajuste-global.sce” e escolhendo o modelo tipo de
ajuste = 1 para Funcdao Afim, obtém-se:

Figura 39 — Mini-aplicativo “ajuste-global.sce” e Funcdo Afim.

() (b)

B scilab 5.4 Console | B ||

% Janela grafica nimero 0 = | B o

Arquivo_Editar Controle Aplicativos ? Cabs de ferramentes Arquivo Ferramentas Editar ?

£00% 28\« %88 O

B o[+

~->M=fscanfMat ("mov-horizontal.txc");
Nome

- Fungao Afim
=] "g’“m de video |->exec(!C:\Users\Costa_Andrade\Documents\Pessoal\Projetos\Experimentos_Dissert ¢
1] Langamento Obliquo|

5] mowdorgontaln ||/~ AJUSTE GLOBAL A UMA RETA OU A UMA PARABOLA--------—-. 11

7] mov-vertical.txt .
Digite 1 se deseja ajustar os dados experimentais a uma RETA (FUNGRO AFTM)

on

digite 2 se deseja ajustar os dades experimentais a uma PARABOLA (FUNGAO QUAD

Tipo de Ajuste = 1

Voce escolneu AJUSTE LOCAL A UMA FUNGAO AFIM
Coeficientes da reta média
a: ~2.55841 m/s

bp: 0.0226228 m

-

®

[ Diferencar maidscuias

0 005 01 015 02 028 03 035 04 048 05 055 08 085 07

Navegader de arquives t
Historico os

& @ @ Dados Experimentais
Reta Média

Na Figura 39 (a), encontram-se os coeficientes da reta fornecida pelo aplicativo e
que pode ser observada na Figura 39 (b). Utilizando duas casas decimais apds a virgula,

a coordenada x da trajetéria da bola é dada em funcao do tempo ¢ como

z = —2,56t+0,03.

De posse desta equacao, professor e alunos podem discutir as questoes apresentadas

nesta proposta bem como outras que vierem a surgir.
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7.2.2 Movimento Vertical e Funcao Quadratica

Nesta etapa, apds executar o programa Scilab, deve-se alterar o diretério para a
pasta onde o arquivo mov-vertical.txt havia sido salvo. O passo seguinte é executar
o comando: M = fscanfMat(“mov-vertical.txt”). Com isso, o programa Scilab esté

pronto para interpretar os dados do arquivo de texto.

Ao abrir e executar o mini-aplicativo “ajuste-local.sce”, deve-se escolher, nesta
etapa, o tipo de ajuste para uma Funcao Quadratica, designada no aplicativo pelo niimero
2. Neste caso, o aplicativo construira uma parabola passando por trés pontos escolhidos
pelo usuéario. A titulo de exemplo, escolheu-se o primeiro, o terceiro e o sétimo pontos da

lista de 21 pontos da trajetoria da esfera. Na figura abaixo, podem ser visualizados

Figura 40 — Mini-aplicativo “ajuste-local.sce” e Funcao Quadratica.

(a) (b)

[ scilab 5.4.1 Console = | B ||
ArquivoEditer Controle Aplicativos ? Caas de ferramentas

ZB&00% &8 S X &6

Navegador de arouiens? X

c:\Lv g /7 — AJUSTE LOCAL A UMA RETA OU A UMA PARABOLA-—-=-=-=n-, Y74 o

Nome

$ Janela grifica nimero 0 o L

Arquiva Ferramentas Editar ?

AN =0E

Digite 1 se deseja ajustar os dados experimentais a uma RETA (FUNGAO AFIM)

|5 Amostra de video on
4

Ajuste Local a uma Fungao Quadratica

D‘L‘ammenmoh”ﬂm digite 2 se deseja ajustar oz dados experimentais a uma PARABOLA (FUNGAC QUAI
] Lancamento Obliquo
] mov-horizontal txt | T2po de Ajuste = 2
] mov-vertical bt

focé escolneu AJUSTE LOCAL A UMA FUNGAO QUADRATICA

B matriz carregada contém 21 pontos ordenados de 1 a 21
Vock deve escolher TRES pontos distintos

Digite um némero entre 1 e 21,

correspondente ao primeire pento escolbido

a=1

Coordenadas do primeiro ponto escolhido: (t, y) = (0, -0.00218279)

I

Digite um nimero entre 1 e 21, diferente de 1,

correspondente ao segundo ponto escolhide

5=3

Coordenadas do segundo ponto escolhide: (t, v) = (0.0667333, 0,179114)

Digite um nimero entre 1 e 21,
diferente de 1 e de 3, correspondente ao terceiro ponto escolhido
e =7

Cosrdenadas do terceirs ponto escolnids: (t, y) = (0.2002, 0.323375)

[PARAMETROS DA FUNGRO QUADRATICA

. 05
] Diferencar maiisaias T T T T T T !
a = —5.55142 0 0.1 02 03 04 0s 08 07
Navegador de arquivos | b = 3.0872 t
e = -0.00218279 - % ¢ ¢ Dados Experimentais

Navegador de varigveis || ¢ I J v

Fungéo Quadratica ajustada por 3 pontos

Na Figura 40 (a), sao mostradas as coordenadas dos pontos escolhidos: (t1,y1) =
(0,—0.00218279), (t2,y2) = (0.0667333,0.179114) e (t3,y3) = (0.2002,0.393375) bem como
os coeficientes a, b e ¢ da pardbola y = at? + bt + ¢ que passa exatamente por aqueles

pontos. E instrutivo comparar os coeficientes mostrados com a solucao do sistema linear:

Y1 = at%—l—btl +c
Yo = at%+bt2+c
Y3 = at§+bt3+c
Por outro lado, observando a Figura 40 (b), percebe-se que a parabola obtida nao

representa adequadamente a distribuicao dos pontos da coordenada vertical da esfera,

apesar de que essa distribuicao sugere uma Funcao Quadratica.
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Executando o mini-aplicativo “ajuste-local.sce” mais algumas vezes, o usuario pode

perceber que a qualidade do resultado depende da escolha dos pontos (t1,y1), (t2,y2) €
(3,y3)-
A fim de obter um resultado mais representativo, utilizou-se o mini-aplicativo

“ajuste-global.sce” o qual calcula a média aritmética de todos os resultados possiveis

dos coeficientes a, b e ¢ quando sao escolhidos trés dentre o total de pontos experimentais.

Executando o mini-aplicativo “ajuste-global.sce” e escolhendo o modelo tipo de

ajuste = 2 para Funcao Quadratica, obtém-se:

Figura 41 — Mini-aplicativo “ajuste-global.sce” e Funcdo Quadratica.

B 5cilab 5.4.1 Console E‘@ $ Janela gréfica nimero 0 | o
Arquive Editar Controle Aplicativos ? Caixes de feramentas Arquive Ferramentas Editar 7
ZEXATOY S8 =X e FIEEIEIR
Navegador de arquivas & X
> (-->exec('C:\Users\Costa_Andrade\Documents\Pessoal\Projetos\Experimentos_Dissertagdo\May

Nome
|3 Amostra de video
[,

Funcao Quadratica

05

- . W mmmmm e AJUSTE GLOBAL A UMA RETA CU A UMA PARABCLA---------- 7 045

++{] Langamento Obligua.

++{£] Langamento Obliquo.

] mov-horizontal bt
) mov-vertical. bxt ou B . )

digite 2 se deseja ajustar os dados experimentais a uma PARASOLA (FUNGAO OUADRATICA) 03

" 04+
Digite 1 se deseja ajustar os dados experimentais a uma RETA (FUNGEO RFIM)

035

025
Tipo de Ajuste = 2 02
0.1

Vocé escolheu AJUSTE LOCAL A UMA FUNGAO QUADRATICA 019 g

> o5
Cosficientes da pavébola média o T J
s 07
0.5
a = -5.42506
b = 3.1671 1
c = -0.0224873 0.15 |

02

025
>

03

035 A

[ Diferenciar mailsadas 04d

¢ @ & Dados Experimentais

Navegador de arquivos Parébala Média

Historico de comandos

Navegador de vardveis || ¢ . '

Na Figura 41 (a), encontram-se os coeficientes da parabola fornecida pelo aplicativo
e que pode ser observada na Figura 41 (b). Utilizando duas casas decimais ap6s o ponto,

a coordenada y da trajetéria da bola é dada em funcao do tempo ¢t como:

y=—5,42t>+3,17t —0,02.

De posse desta equacao, professor e alunos podem discutir as questoes apresentadas

nesta proposta bem como outras que vierem a surgir.



7.2.3 Uma funcao matematica para a trajetoéria da bola

Por fim, a comparacao das duas equagoes obtidas fornece a equacao da trajetoria

da bola, ou seja, uma relacao analitica para a maneira como a coordenada vertical y varia

em funcao da coordenada horizontal z.

Isolando t na funcao da coordenada horizontal e substituindo na fun¢ao da coorde-

nada vertical, demonstra-se a funcdo matematica para a trajetoria da bola. Esta trajetéria

pode ser aproximada por uma parabola:

A equagao acima estd em conformidade com o resultado apresentado na figura

abaixo, que foi obtido usando o mini-aplicativo “ajuste-global.sce” e as coordenadas ho-

y=—0,8322 1,192+ 0,02.

rizontal x e vertical y.

O programa ajusta a trajetéria da bola de acordo com uma parabola cuja equagao

¢ dada por:

y=—0,8222 1,17z +0,02.

Figura 42 — Trajetéria da bola usando “ajuste-global.sce”.

[ Giferendiar maidiscu.

Navegadar de arquivos
Histrico de comandos

Navegador de variaveis

ou
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mn

-->
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B scilab 5.4.1 Console =il X & Janela grifica nimero 0 | (B
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BlXD0» 8 8=« e % 800 @

] o [ =] 3 2 B 9 2

Navegador de Sruvox.

hd --»exec('K:\Bibliotecas\Documentos\Pessoal\Frojetos\Disse i
Nome Trajetaria
|5 Desktop )

[ T AJUSTE GLOBAL A UMA RETA OU A UMA PARABOLA-————

2] coord.txt

L] Digite 1 se deseja ajustar os dados experimentais a uma R

% @ @Dados Experimentais
Parabola Média
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8 Consideracoes Finais

Espera-se que o presente trabalho seja 1til aos professores de matematica do ciclo
basico complementando o ensino das fun¢oes Afim e Quadratica por meio da andlise de

lancamentos obliquos, um tipo de movimento tao comum no cotidiano dos estudantes.

Diante de um fenémeno natural tao simples quanto lancar uma bola de futebol ou
voleibol, espera-se que os estudantes desenvolvam a capacidade de formular hipdteses e

modelos que descrevam com certa fidelidade o movimento observado.

Ao aplicar as leis e regras matematicas aliadas a recursos computacionais de ana-
lise de videos (software Tracker) e computagao numérica (software SciLab), o aluno é
instigado a resolver problemas propostos com criatividade e iniciativa além de usar o pen-
samento critico para confrontar os modelos matematicos desenvolvidos com a realidade

fisica de onde se origina o fendmeno estudado.

Confirmada a veracidade dos modelos matematicos aplicados ao fenémeno do lan-
camento obliquo, o estudante é direcionado a reconhecer as fungoes matematicas envol-
vidas: a Funcao Afim e a Funcdo Quadratica. Nesse sentido, a definicdo, o significado e
propriedades destas funcoes sao trabalhados de modo a levar o estudante a enxergar que

estes entes matematicos tém grande importancia em outros ramos cientificos.

A utilizacdo quase que total de softwares livres possibilita um debate tinico sobre

utilizacao racional dos recursos tecnologicos.

Finalmente, vale ressaltar que a aplicacao dos recursos utilizados nesta proposta
de atividade nao ficam limitados apenas as fungoes afim e quadratica. O software Trac-
ker pode ser utilizado para analisar diversos movimentos que conduziriam ao estudo
de outras fungdes matematicas. O software SciLab pode ser usado como uma pode-
rosa calculadora cientifica e para a construcao de graficos, facilitando o entendimento da
matematica em inimeros contextos. Por sua vez, os mini-aplicativos “ajuste-local.sce” e
“ajuste-global.sce” foram escritos com base em conceitos matematicos (sistemas lineares,

matrizes e operagoes aritméticas) que podem ser discutidos independentemente.
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APENDICE A - Matrizes e Sistemas Lineares

Matrizes

Dados os niimeros m e n naturais nao nulos, define-se uma matriz real de ordem
m por n (m X n) como uma tabela onde nimeros reais estao distribuidos em m linhas
e n colunas. Usualmente, os elementos de uma matriz arbitraria A sao representados
pelos simbolos a;; onde os indices ¢ e j indicam, respectivamente, a linha e a coluna

onde o elemento estd localizado (LANG, 1986; HEFEZ; FERNANDEZ, 2013). A matriz

arbitraria A pode ser escrita como segue

all] ail2 Ce QA1n

a1 ag Ce a2n,
A =

aml Qm2 R Amn,

ou ainda A = (a;j), ... O simbolo Mm x n denota o conjunto das matrizes m x n. Para
alguns valores especiais de m e n, a matriz recebe um nome especifico. Por exemplo, uma
matriz do tipo 1 X n sao denominadas matriz linha enquanto uma matriz do tipo m x 1 é
dita uma matriz coluna. Por sua vez, uma matriz n X n, ou seja, uma matriz para a qual
o numero de linhas é igual ao nimero de colunas, sao denominadas matriz quadrada de

ordem n (HEFEZ; FERNANDEZ, 2013).

Dentre as matrizes quadradas destacam-se as matrizes diagonais. Uma matriz qua-
drada de ordem n ¢ dita uma matriz diagonal se todos os seus elementos sao iguais a zero
com excegao possivelmente dos componentes de sua diagonal principal (a matriz princi-
pal de uma matriz quadrada A = (a;;) é formada pelos elementos a;; para os quais i = j),

ou seja, os elementos de uma matriz diagonal sdo tais que a;; =0 se i # j (LANG, 1986).

al 0 0
0 as ... O
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Particularmente, toda matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sao

iguais a 1 é denominada matriz unitaria de ordem n e geralmente denotada por

1 0 0
0 1 0
I, =
0 0 1
Operacoes com matrizes
Igualdade entre matrizes
Duas matrizes A = (ajj),,.,, ¢ B = (bij), ., de mesma ordem, sdo ditas iguais

quando a;; = b;; para todo 1 <i < m e para todo 1 < j < n. Nesse caso, escrevemos
A =B.

Adigao e Subtracgao
Se A:(aij) eB:(bij)

denotada por A+ B ¢é a matriz C = ¢;; de ordem m x n tal que ¢;; = a;; + b;; para todo

sao matrizes de mesma ordem, a soma de A e B,

mXxn mXxn

1<i<meparatodo1<j<n.

A adicao de matrizes tem muitas propriedades semelhantes a adi¢do de niimeros
reais: associatividade da adicao, comutatividade da adigdo, elemento neutro e elemento
oposto (HEFEZ; FERNANDEZ, 2013).

Multiplicagao por escalar

Seja a matriz A = (a;;) e o escalar a € R. Define-se o produto da matriz A

mxn

pelo nimero real a como aA = (aa;j;) ou seja, basta multiplicar o escalar a por cada

mxn?
elemento da matriz A.

Hefez e Fernandez (2013) aponta as seguintes propriedades para quaisquer matrizes
A e B e M(m,n) e escalares a,a’ € R:

e a(A+B)=aA+aB;
e (a+d)A=aA+dA;
e a(d’A) = (ad)A;

o 1A =A.
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Multiplicacao de matrizes

Sejam as matrizes A = (a;j), ., € B = (b;) O produto AB de A por B é

tal que

nxp’

definido como a matriz C = (Cij)mxp

n
Cij = Z aikbk,j = ailblj +...+ ambnj
k=1

para todo 1 <i <m e para todo 1 < j <n (HEFEZ; FERNANDEZ, 2013).

Matriz Inversa

Seja uma matriz quadrada A de ordem n, definimos a matriz inversa de A como

a matriz quadrada B também de ordem n e tal que:

AB=BA =1,.

A matriz quadrada A sera dita invertivel se A admite uma matriz inversa. Nesse
caso, é possivel demonstrar que a inversa é unica (HEFEZ; FERNANDEZ, 2013).

Sistemas Lineares

Define-se equagao linear de n varidveis (ou incégnitas) xy,xa,...,T,, a equacao
do tipo:

a1r1+asxa+...+apty, =0
onde ay,as,...,a, ¢ b sao constantes reais.

Um sistema linear, por sua vez, ¢ um conjunto de equagoes lineares nas variaveis
xr1,%2,...,Ty. Uma sequéncia de niameros si,So,...,S, € dita uma solugao do sistema
linear se x1 = s1,x2 = So,...,xy, = S € uma solugao para cada equacao do sistema. Muitas
vezes, ¢ conveniente escrever um sistema linear em forma matricial, visto que a resolugao
do sistema ficard reduzida a operagoes com matrizes. Por exemplo, considere-se o sistema

linear arbitrario com m equacgoes lineares e n incognitas:

a11r1 +apxe+ ...+ aipry, = b1

a91x1 +axa + ...+ asnTy = by

Am1T1 + am2T2 + ...+ ATy = by

Em notacao matricial, pode-se escrever

Ax=B
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onde
all] ail2 Ce QA1n I b1
as1 a9 ... Qop 9 bo
A= , X = e B=
Aml Gm?2 Amn Tn bn

Por outro lado, em muitos problemas cientificos e mateméaticos, surgem sistemas
lineares onde o numero de equacoes é igual ao nimero de incognitas. Nestes casos, é

possivel definir condigoes sob as quais o sistema Ax = B possui uma tinica solucao.

Howard e Rorres (2005) apresentam um método para resolugao de sistemas de
equacoes lineares por inversao de matrizes: “Se A é uma matriz invertivel n x n, entao
para cada matriz B de tamanho n x 1, o sistema de equacgdes Ax = B tem exatamente

uma solucdo, a saber x = A~'B”.

Portanto, resolver um sistema linear do tipo apresentado acima reduz-se a deter-

minac¢ao de uma matriz inversa o que pode ser feito utilizando-se o0 método de eliminacao

de Guss-Jordan (HEFEZ; FERNANDEZ, 2013).
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APENDICE B - Script do aplicativo “ajuste-

local.sce”



ffmmmmmmmm- AJUSTE LOCAL A UMA RETA OU A UMA PARABOLA---—---——- //

//Antes de executar o programa, o usudrio deve carregar a matriz com os dados de
posigdo e tempo a serem analisados.

//Para isso, altere o diretorio atual para a pasta que contenha o arquivo:
"nome_do_arquivo.txt" com os dados necessdarios. O arquivo deve conter DUAS
COLUNAS. a primeira com os dados de tempo, a segunda com os dados da posi¢cdo
horizontal OU posigdo vertical do movimento em estudo.

//Para carregar a matriz dos dados, execute o comando (NAO ESQUECA DE
COLOCAR O NOME DO ARQUIVO ENTRE ASPAS): M =
fscanfMat(""'nome_do_arquivo.txt");

//Feito isto, o usudrio pode executar este programa clicando no botdo "executar' ou
em "'salvar e executar".

//DADOS

tempo=M(:,1);
posicao=M(:,2);
n=length(tempo);

printf(""\n\n"")

printf("//-—--—m- AJUSTE LOCAL A UMA RETA OU A UMA PARABOLA -
/An\n')

printf("Digite 1 se deseja ajustar os dados experimentais a uma RETA (FUNCAO
AFIM)\n ou\n digite 2 se deseja ajustar os dados experimentais a uma
PARABOLA (FUNCAO QUADRATICA)\n\n")

tipo=input('Tipo de Ajuste =");
printf(""\n\n"")

if tipo == 1 then
printf("Vocé escolheu AJUSTE LOCAL A UMA FUNCAO AFIM\n\n")
printf("" A matriz carregada contém %¢ pontos ordenados de 1 a %g\n" ,n,n)
printf("'Vocé deve escolher DOIS pontos\n\n"')

printf("'Digite um nimero entre 1 e %g,\n correspondente ao primeiro ponto
escolhido\n',n)

i=input('i = ");

printf("'Coordenadas do primeiro ponto escolhido: (t, x) = (%g, %g)", M(,1),
M(i,2))

printf(""\n\n"")

printf(''Digite um nuimero entre 1 e %g, diferente de %g,\n correspondente ao
segundo ponto escolhido\n" ,n,i)



j=input('j = ");

if j ==1i then
printf("ERRO: Execute novamente o aplicativo e escolha pontos distintos'")
else
printf("Coordenadas do segundo ponto escolhido: (t, x) = (%g, %g)", M(j,1),
M(j,2))
printf(""\n\n"")

t1=M(i,1);
t2=M(j,!);
p1=M(i,2);
p2=M(j,2);

A=[t1 1562 1];

B=[p1;p2];

r=inv(A)*B;

printf("PARAMETROS DA FUNCAO AFIM: x = a*t+b\n\n"")
printf("'a = %g\n", a)
printf("'b = %g\n\n\n", b)

plot2d(tempo,[posicao,a*tempo-+b|,[-8,2],leg=""Dados Experimentais@Funcio
Afim ajustada por 2 pontos'')

plot2d(T,P,-9)

xtitle(" Ajuste Local a uma Funcido Afim","t",""x")

end

else
if tipo == 2 then
printf("Vocé  escolhen AJUSTE LOCAL A UMA FUNCAO
QUADRATICA\n\n")
printf("' A matriz carregada contém %g pontos ordenados de 1 a %g\n" ,n,n)
printf("Vocé deve escolher TRES pontos distintos\n\n"")

printf("'Digite um nimero entre 1 e %g,\n correspondente ao primeiro ponto
escolhido\n",n)

i=input('i = ");

printf(''Coordenadas do primeiro ponto escolhido: (t, y) = (%g, %g)", M(,1),
M(i,2))

printf('"'\n\n'")



printf(''Digite um nimero entre 1 e %g, diferente de %g,\n correspondente ao
segundo ponto escolhido\n",n,i)

j=input(j = );

printf("'Coordenadas do segundo ponto escolhido: (t, y) = (%g, %g)", M(j,1),
M(j,2))

printf('"'\n\n'")

printf(""Digite um nimero entre 1 e %g,\n diferente de %g e de %g,
correspondente ao terceiro ponto escolhido\n" ,n,i,j)

k=input('k = );

printf(""Coordenadas do terceiro ponto escolhido: (t, y) = (%g, %g)", M(k,1),
M(k,2))

printf(""\n\n'")

if j==1| k==i| k ==j then
printf("ERRO: Execute novamente o aplicativo e escolha pontos distintos')
else
t1=M(i,1);
2=M(j,1);
t3=M(k,1);
p1=M(i,2);
p2=M(j,2);
p3=M(k,2);

A=[t172 €1 156272 €2 156372 3 1];
B=[p1;p2;p3];

r=inv(A)*B;

a=r(l,1);
b=r(,1);
c=r(3,1);

T = [t1 €2 t3];
P = [p1 p2 p3];

printf('PARAMETROS DA FUNCAO QUADRATICA \n\n")
printf("'a = %g\n", a)

printf("'b = %g\n", b)

printf("c¢ = %g\n\n\n"", ¢)

plot2d(tempo,|posicao,a*tempo” 2-+b*tempo-+c|,[-8,2|,leg="Dados

Experimentais@Funcio Quadratica ajustada por 3 pontos'')

xfpoly(T,P,4)

xtitle(""Ajuste Local a uma Funcido Quadratica",'"t","y")

end

else
printf("ERRO: Execute novamente o aplicativo e escolha o tipo de ajuste')
end

end



81

APENDICE C - Script do aplicativo “ajuste-

global.sce”



//Antes de executar o programa, o usuario deve carregar a matriz com os dados de
posicdo e tempo a serem analisados.

//[Para isso, altere o diretorio atual para a pasta que contenha o arquivo:
""nome_do_arquivo.txt" com os dados necessarios. O arquivo deve conter DUAS
colunas: a primeira com os dados de tempo, a segunda com os dados da posicao.

//Para carregar a matriz dos dados, executte o comando:"M =
fscanfMat(**'nome_do_arquivo.txt');".

//Feito isto, 0 usuario pode executar este programa através do botédo "‘executar' ou
""salvar e executar".

/IDADOS
t=M(:,1);
X=M(:,2);
n=length(t);

printf(*"\n\n"")

printf(*//-------- AJUSTE GLOBAL A UMA RETA OU A UMA PARABOLA--------
--/\n\n")

printf(*'Digite 1 se deseja ajustar os dados experimentais a uma RETA (FUNCAO
AFIM)\n ou\n digite 2 se deseja ajustar os dados experimentais a uma
PARABOLA (FUNCAO QUADRATICA)\n\n"")

tipo=input('Tipo de Ajuste =),
printf(*"\n\n"")

if tipo == 1 then B
printf(**Vocé escolheu AJUSTE LOCAL A UMA FUNCAO AFIM\n\n")

//Ajuste de Retas passando por 2 pontos dados

Nx=factorial(n)/(factorial(2)*factorial(n-2));
sx=0;
fori=1:n-1
for j=i+1:n
sx=sx+inv([t(i) 15 t() 1)*[x(0); x(3)]
end
end
Sx=sx/NXx;

a=Sx(1,1)
b =Sx(2,1)



printf(‘Coeficientes da reta média\n\n")
printf(‘a: %g m/s \n\n*, a)
printf(‘b: %g m\n\n', b)

plot2d(t,[x,a*t+b],[-8,2],leg=""Dados Experimentais@Reta Média"")
xtitle(""Funcédo Afim™,"t",""x")

else

if tipo == 2 then

printf(*Vocé  escolneu AJUSTE LOCAL A UMA FUNCAO
QUADRATICA\n\n"")

//Ajuste de Parabolas passando por 3 pontos dados

Ny=factorial(n)/(factorial(3)*factorial(n-3));
sy=0;
for i=1:n-2
for j=i+1:n-1
for k=j+1:n
sy=sy+inv([t(i)~2 t(i) 1;tG)"2 t() 1; t(k)"2 t(k) 1])*[x(D); x();x(K)]
end
end
end
Sy=sy/Ny;

a=Sy(1,1);
b =Sy(2,1);
¢ =3Sy(3,1);

printf(*Coeficientes da parabola média\n\n")
printf('fa = %g \n’, a)

printf('b = %g \n', b)

printf(‘c = %g \n\n’, ¢)

plot2d(t,[x,a*t"2+b*t+c],[-8, 2],leg=""Dados Experimentais@Parabola Média"")
xtitle(""Funcdo Quadratica™,"'t","y")
else

printf(""ERRO: Execute novamente o aplicativo e escolha o tipo de ajuste’)
end
end
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