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Resumo

Ste trabalho tem como objetivo apresentar um estudo das funcgdes ele-
mentares ou seja: fun¢do afim, funcdo quadrética, funcdo exponen-
cial, funcdo logaritmica, fun¢gdo modular e funcdo trigonométrica.

Trazendo uma breve caracterizacao de tais funcdes, além disso serd feito um
estudo que utiliza as potencialides do software Geogebra para a visualiza-
¢do e manipulacio dos graficos das funcdes envolvidas. Para a construgao
do grafico das funcdes bem como das suas transformacgdes utilizaremos o
software Geogebra. Apresentaremos ainda algumas aplicagcdes do software
Geogebra, que consiste em utilizar o chamado controle deslizante para mo-
dificar os coeficientes de algumas funcdes elementares e observar num sé
gréfico as variagdes que ocorrem.

v



Abstract

This paper aims to present a study of elementary functions such as, af-
fine function, quadratic function, exponential function, logarithmic function,
trigonometric function and modular function. By bringing a brief characte-
rization of such functions also will the study explore the potencialities of the
software Geogebra for thevisualization and manipulation of graphs the of
functions involved. To construct the graph of the functions and their trans-
formations the software Geogebra will be used. Some software software
applications of Geogebra, which consists in using the so called, sliding con-
trol, will be used to modify the coefficients of some elementary functions
into a single graphic and observe the variations that occur.
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Introducao

Ao longo dos anos ministrando aulas de funcdes elementares no ensino médio, e também no
ensino superior, observamos que o conceito de fun¢do nao é bem compreendido pelos alunos. As
principais dificuldades observadas nos alunos do ensino médio e cursos superiores sdo; o reconhe-
cimento das funcdes, a constru¢ao do esbogo das fungdes, a obtencao da fun¢ao conhecendo o seu
gréifico, entre outros itens sobre fungdes. Motivados por essas dificuldades, faremos o estudo de
fungdes elementares utilizando o software Geogebra.

O GeoGebra é um software de matematica dindmica desenvolvido para o ensino e aprendiza-
gem da matemadtica para varios niveis de ensino, desde o curso fundamental até o curso superior,
¢ um software gratuito disponivel em portugués. Foi desenvolvido por Markus Hohenwarter em
2001 como tese de doutorado na Universidade de Salzburg (Austria). Tem recebido diversos pré-
mios de software educacional na Europa e nos EUA.

O programa permite:

e realizar construcdes geométrica utilizando pontos, retas, segmento de retas, poligonos circulos e
circunferéncias.

e inserir funcdes

e inserir vetores

e derivar e integrar funcdes

e achar raizes de equagdes.

A grande vantagem desse programa como o préprio nome diz “dindmica", permite que apds
o término, por exemplo, de uma constru¢do geométrica € possivel alterar os dados iniciais dando
movimento a construgao.

O programa retine as ferramentas de geometria, dlgebra e cdlculo, com a vantagem de repre-
sentar simultaneamente num Unico ambiente, os aspectos geométricos e algébricos de um mesmo
objeto.

Atualmente, o GeoGebra é usado em mais de 190 paises, traduzido para 55 idiomas com mais
de 300000 downloads mensais, com 62 institutos GeoGebra em 44 paises para dar suporte para o

seu uso, dados obtidos do Instituto Geogebra Internacional de Sao Paulo.
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Desde o final de 2011 a GeoGebra.org vem desenvolvendo a versdao do GeoGebra 3D, que
permite a criacdo e manipulagdo interativa de objetos geométricos em 3D, como pontos, linhas,

poligonos, esferas, poliedros, bem como fun¢des no espaco.

Para melhorar o reconhecimento e a compreensdo das funcdes elementares, o presente trabalho
tem como objetivo apresentar as funcdes elementares bem como os gréficos e suas transforma-
¢oes, utilizando o software Geogebra, que facilita a compreensao, construcao e a visualizagdo dos

gréficos das fungdes elementares.

Este trabalho foi organizado em cinco capitulos. No capitulo I, apresentaremos os conceitos
iniciais de fungdes elementares, que consiste em defini¢des, tipos, propriedades e dlgebra das fun-
¢oes. No capitulo II, apresentaremos as funcdes elementares que sdo: funcio afim, fun¢do quadra-
tica, fun¢do exponencial, fungdo logaritmica, fun¢do modular e funcio trigonométrica. Subsidiado
pelas funcdes apresentadas no capitulo II, no capitulo III apresentaremos as transformacdes nos
graficos das funcdes elementares, com a utilizacdo do software Geogebra. No capitulo 1V, apre-
sentaremos aplicagdes do software Geogebra envolvendo as fun¢des elementares, que consiste em
utilizarmos o controle deslizante nos coeficientes das fungdes elementares para observarmos as
transformacdes nos graficos. Para encerrar no capitulo V, apresentaremos as consideracdes finais

que consiste em opinar e sugerir a importancia e a utilidade do software Geogebra.



CAPITULO

Conceitos Iniciais e Funcoes

O objetivo deste capitulo € apresentar o conceito de pares ordenados, produto cartesiano, rela-
cdo e func¢do. Verificaremos que pares ordenados € um conceito primitivo e o produto cartesiano é
o conjunto de todos os pares ordenados de dois conjuntos, e relagdo é um subconjunto do produto
cartesiano e finalmente funcao é um tipo especifico de relacao.

Apresentaremos ainda fun¢do real de uma varidvel real; funcao sobrejetora, funcdo injetora e
funcdo bijetora; funcdo crescente e funcao decrescente; funcdo ndo crescente e fungdo ndo decres-
cente; funcdo par e fungdo impar; funcao periddica; funcao limitada e dlgebra das fungdes (adicao,

subtragcdo, multiplica¢do, divisao e composicao).

1.1 Definicoes

Definicao 1.1. Dados os niimeros reais a e b, podemos formar um par ordenado cuja notacdo é
(a; ).

Observacdo:
e O par ordenado € um conceito primitivo.
e A ordem de um par ordenado é muito importante, pois, o par ordenado (a; b) (a # b) é diferente
do par ordenado (b; a).

e O par ordenado (a; b) é igual ao par ordenado (c; d) se, e somente se, a = ce b = d.

Definicao 1.2. Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, o conjunto de todos os pares ordenados

(a;b) coma € A eb € B, chama-se produto cartesiano de A por B e se denota por A X B.

Ax B={(a;b); a € A,b € B}
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Observacao:
e Se A = ¢ou B = ¢, completa-se a definicdo com A x B = ¢.

Definicao 1.3. Dados dois conjuntos A e B, chama-se relagdo de A em B, denotada por f, a

qualquer subconjunto do produto cartesiano de A por B.

Definicao 1.4. Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, e f uma relacdo de A em B, chama-se
Juncdo [ de A em B se, e somente se, para todo x de A existir uma correspondéncia tinica em y
de B tal que (x;y) € f.

Observacao:
e Notacdo de funcdo: f = {(z;y) |r € A, y€ Bey = f(x)}.
e Ao conjunto A chamamos de dominio de f e denotamos por D(f).
e Ao conjunto B chamamos de contradominio de f e denotamos por C'D(f).
e Se = é um elemento de A, entdo o tnico y de B associado a  denomina-se imagem de z pela
fungdo f e serd indicado com a notagdo f(x).
e Ao conjunto de todos os elementos de B que sdao imagem de algum elemento de A, chamamos

de conjunto imagem de f e denotamos por Im(f).

Definicao 1.5. Chama-se fungdo real de uma varidvel real ou simplesmente funcdo real as fun-

coes cujos elementos do dominio e do contradominio sdo niimeros reais.

Por exemplo, a fungio f de IR em IR denotada por f : IR — IR definida por f(z) = 322 é uma
funcao real, pois tanto o dominio quanto o contradominio sdo reais, observe que para qualquer
elemento x do dominio IR temos uma imagem que € obtida elevando-se = ao quadrado e multipli-
cando por trés.

Observacao:

De agora em diante usaremos somente fungdes reais.

Definicio 1.6. O grdfico de uma funcdo [ : A — B é o subconjunto G(f) do produto cartesiano
A x B formado por todos os pares (x;y), onde x € o ponto qualquer de A e y = f(x), podemos
escrever entdo G(f) = {(z;y) € A x B; y = f(x)}. (Lima et al., 2006a, p.80)

Na figura 1.1 temos uma fungao real, cujo grafico é o segmento AB, e nesse caso o dominio é

o segmento C'D e a imagem € o segmento F F'.

1.2 Tipos de funcoes e propriedades

Definicao 1.7. Uma funcdo f : A — B é sobrejetora se, e somente se, o conjunto imagem € igual

ao contradominio B.

Simbolicamente:
f:A—B
f é sobrejetora < {Vy € B,3x € Atal quey = f(x)}.
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Figura 1.1: Grifico de uma funcao real; dominio e imagem

Definicao 1.8. Uma funcdo f : A — B é injetora se, e somente se, elementos distintos do dominio

tem imagens distintas em B.

Simbolicamente:
f:A—B
f é injetora < (Yay, 20 € A)(x1 # 22 = f(21) # f(22))

Definicao 1.9. Uma funcdo f : A — B é bijetora se, e somente se, f for injetora e sobrejetora.

Definicao 1.10. Uma funcdo f : A — B definida pory = f(x) é crescente no intervalo I C A se

para todo par de pontos x1 < xs, tivermos f(x1) < f(x2).

Definicao 1.11. Uma funcdo f : A — B definida por y = f(x) é monétona ndo decrescente no

intervalo I C A se para todo par de pontos x1 < xs, tivermos f(x1) < f(xs)

Definicdo 1.12. Uma fungdo f : A — B definida por y = f(x) é decrescente no intervalo I C A

se para todo par de pontos x1 < 5, tivermos f(x1) > f(x2).

Definicdo 1.13. Uma funcdo f : A — B definida por y = f(x) é monétona néo crescente no

intervalo I C A se para todo par de pontos x1 < xs, tivermos f(x1) > f(x2).

Definicdo 1.14. Uma funcdo f : A — B definida por y = f(x) € par se, e somente se, f(—z) =
f(z), para todo x € A.

Definicdo 1.15. Uma funcdo f : A — B definida por y = f(x) € impar se, e somente se,
f(=z) = —f(x), para todo x € A.

Definicao 1.16. Uma funcdo f : IR — IR € periddica se, e somente se, existir p, p # 0 tal que
para todo x em D(f), x + p é elemento de D(f) e f(x + kp) = f(x) para k € Z*.

O menor p positivo que satisfaz a condigdo denomina-se periodo de f.
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Definicao 1.17. Uma funcdo f : A — IR ¢é limitada superiormente se, e somente se, existir um

niimero L € R tal que f(x) < L, para todo x em A.

Definicao 1.18. Uma funcdo f : A — 1R ¢ limitada inferiormente se, e somente se, existir um

niimero L € R tal que f(x) > L, para todo x em A.

1.3 Algebra das funcdes

Definicao 1.19. Dadas duas fungées [ e g reais, chama-se soma f + g a funcdo (f + g)(x) =
f(z) + g(x) cujo dominio serd D(f) N D(g) e o contradominio IR.

Definicao 1.20. Dadas duas fungoes f e g reais, chama-se diferenga f — g a fungdo (f — g)(x) =
f(z) — g(x) cujo dominio serd D(f) N D(g) e o contradominio IR.

Definicdo 1.21. Dadas duas fungdes f e g reais, chama-se produto f.g a funcdo (f.g)(x) =
f(z).g9(x) cujo dominio serd D(f) N D(g) e o contradominio R.

/()

Definicao 1.22. Dadas duas fungdes f e g reais, chama-se quociente ! a funcdo (=)(x) = ﬂ
g gz

cujo dominio serd D(f) N D(g) tais que g(x) # 0 e o contradominio RR.

Definicao 1.23. Dadas duas fungées f e g reais, chama-se composta g e f a funcdo definida por

(go f)(x)=g(f(x)) cujo dominio D(go ) ={x |z € D(f), f(x) € D(g)} e o contradominio

serd CD(go f) = CD(g).

Definicdo 1.24. Seja uma fungéo f : A — B bijetora. A fungdo f~' : B — A é ainversa de f se
e somente se:
ftb)=a; Vb€ B <= f(a)=0b; Yac A

Propriedade da func¢ao inversa

Os gréficos de f e f~! sdo simétricos em relacdo a bissetriz do primeiro e terceiro quadrante
do plano cartesiano.

Demonstragao:

Observando a figura 1.2 podemos demonstrar a propriedade.
Verificamos que, se (a;b) € G(f) entdo (b;a) € G(f'). Para provarmos que os pontos P =
(a;b) e P' = (b;a) sdo simétricos em relacdo a bissetriz dos quadrantes impares de equacio y =
(reta '), devemos provar que a reta que passa pelos pontos P e P’ seja perpendicular a reta 7, isto

z . A . . . . A . /
€, a distancia entre P e r seja igual a distancia entre P e r.

Sendo M o ponto médio entre P e P, M= (“T“’, “T“’) , isto é, M pertence a reta . Como a
distancia entre M e P é igual a distancia entre M e P, e M pertence a reta r, estd provado que P

e P’ equidistam de 7.

/ z M N
Para provarmos que a reta que passa por P e P ¢ perpendicular a reta r, tomemos um ponto ()

de coordenadas (¢; ¢), diferente de M, devemos provar que o tridngulo PM @ é retdngulo em M.
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35]

Fungéo f

’
.

.~ Bissetriz

Funcéo inversa de f

hs 3 s 2 hs T s o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 s

Figura 1.2: Gréfico da funcio f e sua inversa f !

As medidas dos lados do tridngulo PM () sdo:
Vi a a a—
PIL = (a — =4 4 (b — %41)° = 2(51)°
MQ™ = (43— + (45 — 0 = 2(%5" — )’
PQ = (a—q)+(b—q)?
—
Como PQ2 = PM + M Q2 o tridngulo PQ M ¢ retdngulo em M, logo PP’ é perpendicular

ar,ecomo P e P equidista de M os pontos P e P’ sdo simétricos em relacdo a bissetriz dos

quadrantes impares, concluindo a demonstracao.

Funcéo inversa de f

p
Bissetriz -
,
,

Funcéo f

Figura 1.3: Gréfico da funcio f e sua inversa f !
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Exemplo 1.1. Na figura 1.3 temos a fungdo f : IR — R definido por f(x) = 0,5z + 0,5 a sua
inversa [~ : IR — IR definido por f~'(x) = 2x — 1, observamos que estas duas funcdes sdo

simétricas em relacdo a bissetriz dos quadrantes impares.



CAPITULO

Funcoes Elementares

Neste capitulo abordaremos as fungdes reais de uma varidvel real, isto é, funcdes f : D — IR,

onde o dominio D C IR e cujos valores de f(x), para todos x € D, sdo niimeros reais.

Em cada secdo trataremos de um tipo de funcao. Iniciaremos com fun¢do afim e na sequéncia,
fun¢do quadratica, fun¢do exponencial, fungdo logaritmica, funcao modular e fun¢do trigonomé-

trica.

2.1 Funcao Afim

Chama-se funcfo afim a toda funcéo f : IR — IR dado por f(z) = ax + b, para todo = € IR,
onde a,b € IR. A fun¢do constante, funcdo identidade, funcdo linear sdo casos particulares de
fungdo afim.

Vejamos cada um desses casos:

e f(z) = ax + b, para a = 0, teremos f(x) = b, funco constante;

o f(r) =ax+b,paraa =1eb=0, teremos f(z) = x, funco identidade;
e f(z) =ax+b,parab=0ea # 0, teremos f(z) = az, func¢io linear.

Dada a fungéo afim f(x) = ax + b, podemos determinar os valores de a e b da seguinte
forma: fazendo = = 0 temos f(0) = b, que é chamado de coeficiente linear, para determinarmos
o valor de a, tomemos f(z1) = ax; +be f(xy) = axe + b, fazendo a diferenga teremos f(xq) —
f(z1) = a(zy — 21). Substituindo x5 por z + h e 1 por x, teremos o valor de a como se segue,

flx+h) = fx)

a = . Ao a denominamos coeficiente angular ou taxa de variacdo ou taxa de

crescimento da funcdo f no intervalo de extremos x, x + h.
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2.1.1 Caracterizacao da Funcao Afim

Para caracterizarmos a func¢do afim, necessitaremos do Teorema Fundamental da Proporciona-

lidade que apresentaremos a seguir;

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade). Seja f : IR — IR uma funcdo cres-
cente. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

(1) f(nz) = nf(x) para todon € Z e todo x € R".

(2) Pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax para todo x € IR .

(3) f(x +vy) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € R. (Lima et al., 2006a, p.95)

A demonstragdo se encontra no livro (Lima et al., 2006a).

Teorema 2.2. Seja f : IR — IR uma fun¢do mondtona injetiva. Se o acréscimo f(x+h)— f(z) =

©(h) depender apenas de h, mas ndo de x, entdo [ é uma funcdo afim. (Lima et al., 2006a, p.100).

A demonstracdo desse teorema €é uma aplicagdo do Teorema Fundamental da Proporcionali-

dade que se encontra no livro (Lima et al., 2006a).

2.1.2 Grafico da Funcao Afim

Para tracarmos o grafico da funcdo afim, deveremos saber que o grafico € uma reta, como diz

o teorema abaixo.

Teorema 2.3. O grdfico de uma funcgdo f : IR — IR definida por f(x) = ax +b, é uma reta. (lezzi
e Murakami, 2006, p.100).

A demonstragdo se encontra no livro (Iezzi e Murakami, 2006).

Exemplo 2.1. Construir o grdfico da fungdo f : IR — R definida por f(x) = 2x + 1.

Para construirmos os graficos da figura 2.2 utilizamos o software Geogebra, seguindo os passos
seguintes:
e Abrimos a tela do software Geogebra, figura 2.1
e Vamos para o campo de entrada digitamos f(x) = 2 x x + 1 e damos enter, aparecera na janela

algébrica a expressio digitada e na drea de trabalho aparecera o grafico da funcao digitada.

2.1.3 Grafico de uma Funcao Constante

Para tracarmos o grafico da funcdo constante basta observarmos o valor de b na funcdo f :
IR — IR definida por f(x) = b e através deste ponto no eixo Oy tracarmos uma reta paralela ao

eixo Ozx.
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{®] GeoGebra H=1E3
Arguivo  Editar  Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda
[% / . I>. @ C’ﬁ '/\{"._ X asz ‘%. Poligono: Selecione os wértices
S J = il I B RN | et | formando um ciclo Py
3 Objetos Livres x t .
) CGhjetas Dependentes Barra de Ferramentas Ajfuda da Ferramenta
Janela de Algebra Area de Trabalho
Alguns comandos 1
@) Entrada: | Campo de Entrada z VHII V”Faturar V|
Figura 2.1: Tela do Geogebra
6
°] Fungéo f
4
34
2.
7 6 5 -4 3 1 2 3 4 5 6 7 8 6 10 1 12 13 14

Figura 2.2: Grafico da funcdo afim

Exemplo 2.2. Construir o grdfico da fungdo f : IR — R definida por f(z) = 3.

Considerando que o grafico da func¢do constante € uma reta paralela ao eixo Ox, pelo ponto
(0; 3) tracamos a reta paralela ao eixo Ox. O grafico procurado é uma reta que passa paralela ao

eixo Oz pelos pontos (0; 3), observe a figura 2.3.

2.1.4 Grafico da Funcao Linear

Para tracarmos o grafico da fun¢ao linear deveremos saber que o grafico € uma reta que passa

pelo ponto (0;0).
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(0;3) Funcéo f

51

Figura 2.3: Grifico da func¢ao constante

O gréfico de uma funcéo f : IR — IR definida por f(z) = ax, é uma reta que passa pelo ponto
(0;0).

Exemplo 2.3. Construir o grdfico da fungdo f : IR — R definida por f(z) = 2.

Para construirmos o grafico da funcdo linear, figura 2.4, usamos o mesmo procedimento do

exemplo 2.1, digitando no campo de entrada f(z) = 2 * x.

Funcéo f

Figura 2.4: Grafico da funcdo linear
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2.2 Funcao Quadratica

Chama-se fun¢do quadratica a toda fungdo f : IR — IR definida por f(x) = az? + bz + c,
paratodo z € IR, onde a,b,c € IR com a # 0.

2.2.1 Forma Canonica do Trinomio

Consideremos o trindmio

b
a:ch—l—bx—i—c:a{xQ—i——x—I—E}
a a

pOdeOS escrever

2 | b+ 2 9 b n v? b’ +c
ax r+c=a|v T+ =+ =
2a 4a?  4a® o«
° b 4ac — b?
9 9 ac
b - -
axr” +br +c a{(x+2a) + a2 }

A expressdo acima é chamada de forma canénica.

2.2.2 Caracterizacao da Funcao Quadratica

Para caracterizarmos uma fun¢do quadratica devemos conhecer uma progressao aritmética de
segunda ordem nao-degenerada.

Progressao aritmética é qualquer sequéncia onde cada termo, a partir do segundo, € igual ao an-
terior somado com uma constante denominada razio da progressdo, quando esta razao é diferente
de zero temos uma progressdo aritmética nao-estaciondria.

Define-se para uma sequéncia (a,,) o operador A, chamado de operador diferenca, por Aa,, =
an+1 — an. Uma sequéncia (a,) é uma progressdo aritmética se, e somente se, (Aa,) = (ap1 —
a,) é constante. Uma progressdo aritmética de segunda ordem é uma sequéncia (a,) na qual as
diferencas Aa,, = a,+1 — a,, entre cada termo e o anterior, formam uma progressao aritmética

nao-degenerada. (Lima et al., 2006b, p.7).

Teorema 2.4 (Caracteriza¢do das Fun¢des Quadraticas). Para que a fungdo continua f : IR — IR
seja quadrdtica é necessdrio e suficiente que toda progressdo aritmética ndo-constante i, To, ....., Tp,...

transformada por f numa progressdo aritmética de segunda ordem ndo-degenerada y, = f(x1),ys =
f(z2), .oy yn = f(xy),... (Lima et al., 2006a, p.149).

A demonstragdo se encontra no livro (Lima et al., 2006a).
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2.2.3 Grafico da Funcao Quadratica

O gréfico de uma funcao quadratica € uma parabola.

Definiciao de parabola.

Definicao 2.1. Dado um ponto F' (foco) e uma reta d (diretriz) que ndo contém o ponto F', pardabola

€ o conjunto de pontos do plano que dista igualmente de F' e de d.(Lima et al., 2006a, p.125)
A demonstragdo se encontra no livro (Iezzi, 2006).
Exemplo 2.4. Construir o grdfico da funcdo f : IR — IR definida por f(z) = x°.

Para construirmos o grafico da funcdo quadratica figura 2.5 usamos o mesmo procedimento do

exemplo 2.1, digitando no campo de entrada f(x) = x°.

Fungéo f

Figura 2.5: Grafico da funcao quadratica

2.3 Funcao Exponencial

Seja a um ndmero real positivo e diferente de 1. Chama-se fun¢io exponencial de base a a
funcgdo f : IR — IR" definida por f(z) = a®.
Propriedades:
Para todo z, y € IR teremos:
1) a®.a¥ = o™
Dal=a

Nr<y=a*<a’quandoa >1lexr <y = a® > a’quando 0 < a < 1.
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4) A fungdo f : IR — IR", definida por f(z) = a®, é ilimitada superiormente.
5) A fungdo exponencial f : IR — IR" definida por f(z) = a®, a # 1, € bijetora.

2.3.1 Caracterizacao da Funcao Exponencial

As fungdes afins, quadraticas e exponenciais sdo 0os modelos matematicos mais utilizados para
resolver problemas elementares. A fun¢do afim e func@o quadritica aparecem desde o ensino

fundamental e a funcdo exponencial aparece a partir do ensino médio.

Para utilizarmos essas fun¢des devemos escolher aquela que mais se aproxima da realidade do
problema, para escolhermos o tipo de fun¢do devemos observar a caracterizacdo de cada funcao.

Vamos agora observar o teorema da caracterizacao da funcao exponencial.

Teorema 2.5 (Caracterizagio da funcdo exponencial). Seja f : IR — IR" uma fungdo mondtona
injetiva (isto é, crescente ou decrescente).

As seguintes afirmagcoes sdo equivalentes:

1) f(nx) = f(x)" paratodon € Z e todo x € IR;

2) f(z) = a® paratodo x € IR, onde a = f(1);

3) f(x+y) = f(x).f(y) para quaisquer x,y € R. (Lima et al., 2006a, p.183)

A demonstragdo se encontra no livro (Lima et al., 2006a).

2.3.2 Funcao Exponencial e Progressoes

Seja f : IR — IR definida por f(z) = ba®, uma fungdo tipo exponencial. Se x1, zs, ..., Tp, ...
é uma progressdo aritmética de razdo h, isto é, z,,1 = x, + h, entdo os valores f(x;) =
ba®, f(xy) = ba*2, ....., f(x,) = ba®, ..., formam uma progressdo geométrica de razdo a” pois
f(xpy1) = ba®+1 = ba®+r = (ba®").a". Como o (n + 1)-ésimo termo da progressdo aritmética
dada € z,,., = z; + nh, segue-se que f(x,41) = f(x1).A", onde A = a”. (Lima et al., 2006a,
p.185)

Teorema 2.6. Seja f : IR — IR uma funcdo mondtona injetiva (isto é, crescente ou decres-

cente), que transforma toda progressdo aritmética Ty, xs,...xy, ... LUMA progressdo geométrica

YL, Y2, - Yny oor Yo = f(Tn). Se pusermos b = f(0) e a = f—l teremos f(x) = ba® para todo
0

x € IR.(Lima et al., 2006a, p.186)

A demonstragdo se encontra no livro (Lima et al., 2006a).
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2.3.3 Grafico da Funcao Exponencial

Para tragarmos o grafico da fungdo exponencial f : IR — IR* definida por f(z) = a®, utiliza-
mos o software Geogebra.
Exemplo 2.5. Construir o grdfico da fungdo f : IR — IR" definida por f(z) = 2*.

Para construirmos o grafico da func¢io exponencial figura 2.6 usamos 0 mesmo procedimento
do exemplo 2.1, digitando no campo de entrada f(z) = 2°.

6

Figura 2.6: Funcao exponencial de base 2

Exemplo 2.6. Construir o grdfico da fungdo f : R — R™ definida por f(x) = (3)°.

Para construirmos o grafico da funcdo exponencial figura 2.7, usamos o mesmo procedi-

mento do exemplo 2.1, digitando no campo de entrada f(x) = (3)".
Observando os grificos da fungdo f : IR — IR definida por f(x) = 22, figura 2.6, € o
grifico da fungdo f : IR — IR™ definida por f(z) = ($)*, figura 2.7, notamos que se a base da
fun¢do exponencial for maior que 1 o grafico € crescente, se a base estiver entre 0 e 1 o gréfico é

decrescente.

2.4 Funcao logaritmica

Sejam a e b ndmeros reais positivos e a # 1. Nessas condicdes, define-se: Logaritmo de b na

base a € o expoente x que satisfaz a igualdade a® = b.

logesb=1<a" =10
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6

5

4

Figura 2.7: Funcdo exponencial de base %

A fungdo exponencial f : IR — IR™, definida por f(x) = a®, é uma correspondéncia biunivoca
entre R e IR, crescente se @ > 1 e decrescente se 0 < a < 1, com a propriedade adicional
flz+y) = f(z).f(y). Segue-se que f possui uma fungdo inversa. A inversa da fung¢do exponencial
¢ a fungdo logaritmica, isto é, f : IRY — IR dada por f(x) = log,z.

Consequéncias da definicao.

Sejam a, b e ¢ nimeros reais positivos com a # 1 e x € IR.

Da definicao de logaritmos, sdo imediatas as seguintes conclusoes.
e /og,1 =0
e log,a=1
e log,a” =x
o logab —
e Se log,b = log,c, entdo b = ¢
Propriedades dos logaritmos
Sejam a, b e ¢ nimeros reais positivos com a # 1; a, f € Re 3 # 0.
a) log,(bc) = log,b + log,c
b) loga(lz’) = log,b — log,c
) loga(b%) = a.log,b
d) log,sb = %logab
A demonstra¢do se encontra no livro (Iezzi et al., 2006)
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2.4.1 Caracterizacao da Funcoes Logaritmicas

Entre as fungdes mondtonas injetoras IR™ — IR, somente a fungdo logaritmica tém a proprie-

dade de transformar produtos em somas, como vimos nas propriedades dos logaritmos.

Teorema 2.7 (Caracterizacio das fungdes logaritmicas). Seja f : IRT — IR uma fungdo crescente
ou decrescente (mondtona injetora) tal que f(zy) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € R*.
Entao existe a > 0 tal que f(x) = log,x para todo v € R™. (Lima et al., 2006a, p.194)

A demonstracao se encontra no livro (Lima et al., 2006a).

2.4.2 Grafico da Funcao Logaritmica

Para tragarmos o gréfico da fungdo logaritmica f : IRT™ — IR definida por f(z) = log,z,

utilizaremos o software Geogebra.
Exemplo 2.7. Construir o grdfico da fungdo f : R" — TR definida por f(x) = logy.

Para construirmos o gréifico da funcdo logaritmica figura 2.8 usamos o mesmo procedimento

do exemplo 2.1, digitando no campo de entrada f(x) = log(x)/log(2).

Figura 2.8: Grifico da func¢ao logaritmica de base 2

Exemplo 2.8. : Construir o grdfico da fungéo f : R — IR definida por f(x) = log 1.

Para construirmos o grafico da funcdo logaritmica, figura 2.9, usamos o mesmo procedimento

do exemplo 2.1, digitando no campo de entrada f(z) = log(z)/log(3).
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f

Figura 2.9: Grifico da funcdo logaritmica de base %

Observando os graficos da fungdo f : IRT — IR definida por f(x) = logyx, figura 2.8, € o
grifico da fungdo f : R™ — IR definida por f(z) = log% x, figura 2.9, notamos que se a base
da fung¢do logaritmica for maior que 1 entdo o gréifico € crescente, se a base estiver entre 0 e 1, 0

gréfico é decrescente.

2.5 Funcao Modular

Modulo ou valor absoluto de um nimero real x € indicado por | = | é assim definido:

|z |=x,se x>0,
|z |= —x,sex <0

Isto significa que:
a) O moédulo de um nimero real ndo negativo € o proprio ndimero.
b) O médulo de um niimero real negativo € igual ao oposto desse nimero.

Propriedades

Decorrem da definicdo as seguintes propriedades
D|xz|>0, Vx e R
|z|l=02=0
Dzl lyl=lzyl Yo,y e R
4) | 2? |= 22,V e R
Slety|<lz|+]|yl| Vo,yecR
O)|z—yl|=lz[-]yl, Vo,yeR
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Nlz|<a,a>0< —a<z<a
| z|>a, a>0x< —aouzr>a
2.5.1 Funcao Modular

Chama-se fungdo modular a func¢éo f : IR — IR definida por f(x) =| x |.

2.5.2 Graficos da Funcao Modular

O gréfico da fungdo modular € a reunido de duas semirretas de origem O que sdo bissetrizes do

primeiro quadrante e do segundo quadrante.

Exemplo 2.9. Construir o grdfico da funcdao f : IR — IR definida por
f(x) =| |, figura 2.10.

Para construirmos o grafico da fun¢ao modular, figura 2.10, usamos o mesmo procedimento do

exemplo 2.1, digitando no campo de entrada f(x) = abs(z).

Figura 2.10: Gréfico da funcao modular

2.6 Relacoes trigonométricas

A palavra trigonometria significa medida de tridngulo, que inicialmente era utilizado para cél-

culo dos elementos do triangulo.
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Com a criagdo do cdlculo, surgiu a necessidade de definirmos seno, cosseno e suas relacdes

tais como tangente, cotangente, secante e cossecante.

Atualmente, a trigonometria € utilizada na engenharia, astronomia, eletricidade, acustica, to-

pografia dentre outras dreas.

Nesta secdo estudaremos as defini¢des de seno, cosseno, tangente, cotangente, secante € cos-

secante.

2.6.1 Circunferéncia Trigonométrica

Num sistema ortogonal, consideremos o ponto A do eixo Ox, de abscissa igual a 1. Construi-
mos, entdo, com centro na origem O do sistema, uma circunferéncia que passa por A e tem por
isso, raio unitdrio. Vamos convencionar que o ponto A serd a origem dos arcos orientados dessa
circunferéncia, isto é, que para percorrer estes arcos, A serd sempre o ponto de partida. Vamos
também adotar o sentido anti-hordrio como sentido positivo de percurso. Assim, a essa circun-
feréncia, damos o nome de ciclo trigonométrico ou circunferéncia trigonométrica.(Neto et al.,
1979, p.35)

2.6.2 Seno e cosseno

Dado um ponto P qualquer na circunferéncia trigonométrica, este determina uma familia de

arcos congruos cujas medidas algébricas s@o dadas pela expressao « + 2k, sendo k inteiro.

No sistema de eixo cartesiano 2Oy o ponto P tem sua abscissa igual 2 medida algébrica OP;
e sua ordenada igual 2 medida algébrica O P, figura 2.11.
A ordenada O P,, chama-se seno do arco AAP.
A abscissa O P;, chama-se cosseno do arco AAP.
Como « + 2k7 é congruo a « tem-se:
sen AP= sen(a + 2km) =senae
cos AP= cos(a + 2km) = cos a

2.6.3 Tangente

Pelo ponto A da circunferéncia trigonométrica tracamos um eixo At (eixo da tangente), para-

lelo ao eixo Oy.

Dado um ponto P qualquer na circunferéncia trigonométrica, tracamos a reta W que inter-
cepta o eixo da tangente no ponto 7'. A medida algébrica do segmento AT é exatamente a ordenada
do ponto 7', isto € y; = AT.
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Figura 2.11: Seno e cosseno do arco AAP

A ordenada y; = AT é chamada tangente do arco AAP, figura 2.12.
Obs: Nio existe tg(% + 2km) ou tg(3F + 2km).

Tangente € o quociente entre seno € cosseno, isto é:

Sen «
tga =
COS
14 t//
12 T
B
A
.__.-d"'ff H"""\-\.H P
- as .
a8 \\ tga
M,
0 1
! \
II.' nzu %

: [
....Allllln.....ﬂ.........
18 18 14 .12 1:1 08 06 -04 .02 0 02 04& Q& Q& 12 14 18 14 2 22 24 28 24

\ 2 /
Y /
y 04 f

L] /

. a8 f-’
— L
B
12

Figura 2.12: Tangente do arco AP
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2.6.4 Cotangente

Pelo ponto B da circunferéncia trigonométrica tracamos um eixo Bs (eixo da cotangente), pa-

ralelo ao eixo Ox.
Dado um ponto P qualquer na circunferéncia trigonométrica, tracamos a reta Oﬁ, que inter-

cepta o eixo da cotangente no ponto S. A medida algébrica do segmento BS é exatamente a
abscissa do ponto B, isto é xg = BS, figura 2.13.

A abscissa 3 = BS é chamada cotangente do arco AAP.
Obs: Nio existe cotg(2km) e cotg(m + 2km).

Cotangente € o quociente entre cosseno e seno, isto é:

Cos &
cotg o =
sen o
ou inverso da tangente, isto é
cotgax = —
tg o
15 /
A
B cotg / s
yd - Ny )
.-'rf Q5 "\_.
/ \
|II |
A | . % | A
2 15 TII a5 0 a5 I] 15 2 25 a
I"x / /
\ / ¢
N, e a5 /
N < //
/ ‘Mx__ _____,.-*"/
e 4 T
s B
A
e
i

Figura 2.13: Cotangente do arco AP

2.6.5 Secante e cossecante

Dado um ponto P na circunferéncia trigonométrica, por P tracamos uma reta u tangente a

circunferéncia trigonométrica. A reta u determina o ponto V' sobre o eixo Ox e W sobre o eixo
Oy.
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A medida algébrica OV é a abscissa do ponto V isto é xyy = OV. A abscissa zy = OV &

chamada secante do arco AP, ver figura 2.14.

A medida algébrica OW € a ordenada do ponto W isto é yyy = OW. A ordenada yy = OW
€ chamada cossecante do arco AP, ver figura 2.14.
Obs: Nio existe sec(f + km) e cossec(k).

Secante € o inverso do cosseno isto €:

1
seca =
CoS o
Cossecante € o inverso do seno, isto é:
1
cossec o =
sen o

Figura 2.14: Secante e cossecante do arco AP

2.7 Funcoes trigonomeétricas

Nesta secao estudaremos as fungdes trigonométricas que sao as funcdes: seno, cosseno, tan-
gente, cotangente, secante e cossecante.
Dada a circunferéncia trigonométrica, sabemos que um nimero real x estd associado um arco

AAP, cuja medida algébrica € x radianos.
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2.7.1 Seno

Na circunferéncia trigonométrica da figura 2.11 a ordenada O P, do ponto PP denomina-se seno

do numero real x.

Observamos que ao nimero real x associamos o ponto P, extremidade de um arco AP, por sua
vez, ao arco AP estd associado um tnico nimero real O P, assim a fun¢do f : IR — IR definida
por f(z) = senx é chamado de fung¢éio seno.

Grifico da funcao seno

Para construir o grafico da funcdo seno utilizamos o software Geogebra.

Exemplo 2.10. Construir o grdfico da funcdo IR, — IR definada por f(x) = sen .

Para construirmos o grafico da funcao seno, figura 2.15, usamos o mesmo procedimento do

exemplo 2.1, digitando no campo de entrada f(x) = sin(z).

2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 2.15: Gréfico da fungdo seno

2.7.2 Cosseno

Na circunferéncia trigonométrica da figura 2.11 a abscissa O P; do ponto P denomina-se cos-

seno do namero real z.

Observamos que ao nimero real x associamos o ponto P, extremidade de um arco AP, por sua
vez, ao arco AP esti associado um tinico nimero real OP; assim a funcdo f : IR — IR definida
por f(z) = cosx é chamado de fungéio cosseno.

Grafico da funcao cosseno

Para construir o grifico da fung¢io cosseno utilizamos o software Geogebra.
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Exemplo 2.11. Construir o grdfico da funcdo IR, — IR definida por f(x) = cos .

Para construirmos o grafico da funcao cosseno, figura 2.16, usamos o mesmo procedimento do

exemplo 2.1, digitando no campo de entrada f(x) = cos(x).

f 1

=21

Figura 2.16: Grafico da funcio cosseno

2.7.3 Tangente

Na circunferéncia trigonométrica da figura 2.12 a ordenada AT do ponto 7 denomina-se tan-

gente do nimero real .

Observamos que ao nimero real x associamos o ponto P, extremidade de um arco AP, assim
afungdo f : R— {5 +km k € Z} — IR definida por f(z) = tg x é chamado de funcfio tangente.
Grifico da funcio tangente

Para construir o grafico da funcao tangente utilizamos o software Geogebra.

Exemplo 2.12. Construir o grdfico da fungdo f : R — {5 + km, k € Z} — IR definida por
flz) =tgx

Para construirmos o grafico da funcdo tangente, figura 2.17, usamos 0 mesmo procedimento

do exemplo 2.1, digitando no campo de entrada f(x) = tan(z).

2.7.4 Cotangente

Na circunferéncia trigonométrica da figura 2.13 a abscissa BS do ponto S denomina-se cotan-

gente do numero real z.
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Figura 2.17: Gréfico da fungdo tangente

Observamos que ao nimero real x associamos o ponto P, extremidade de um arco AAP, assim a
funcdo f : R — {km, k € Z} — IR definida por f(z) = cotgx é chamado de funcao cotangente.

Griéfico da funcio cotangente

Para construir o grafico da funcdo cotangente utilizamos o software Geogebra.

Exemplo 2.13. Construir o grdfico da fungdo f : R — {km, k € Z} — R definida por f(z) =

cotgx

Para construirmos o gréfico da fun¢do cotangente, figura 2.18, usamos o mesmo procedimento

do exemplo 2.1, digitando no campo de entrada f(x) = cos(z)/sin(x).

2.7.5 Secante

Na circunferéncia trigonométrica da figura 2.14 a abscissa OV do ponto V' denomina-se se-

cante do namero real z.

Observamos que ao nimero real = associamos o ponto P, extremidade de um arco AP, assim
afungdo f : IR — {5 + km} — IR definida por f(z) = secz é chamado de fungdo secante.

Grifico da funcao secante

Para construir o grafico da funcao secante utilizamos o software Geogebra.
Exemplo 2.14. Construir o grdfico da fungdo [ : R — {5 + kr} — IR definida por f(x) = secx

Para construirmos o gréafico da funcao secante, figura 2.19, usamos o mesmo procedimento do

exemplo 2.1, digitando no campo de entrada f(x) = 1/cos(x).



CAPITULO 2.

FUNCOES ELEMENTARES

28

w

[N

o

|
[N
.

I
w
"

0 1 2 3 ) ; 6 7 3

Figura 2.18: Grafico da fungdo cotangente
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2.7.6 Cossecante

Figura 2.19: Grafico da funcdo secante

Na circunferéncia trigonométrica da figura 2.14 a ordenada OW do ponto W denomina-se

cossecante do ndmero real z.

Observamos que ao nimero real x associamos o ponto P, extremidade de um arco AP, assim a

funcdo f : R—{ k7, k € Z} — TR definida por f(x) = cossec 2 é chamado de funcéo cossecante.

Grifico da funcio cossecante

Para construir o grafico da funcdo cossecante utilizamos o software Geogebra.
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Exemplo 2.15. Construir o grdfico da fungdo f : R — { kn, k € Z} — IR definida por f(x) =

cossec T

Para construirmos o gréfico da fun¢ao cossecante, figura 2.20, usamos o mesmo procedimento

do exemplo 2.1, digitando no campo de entrada f(x) = 1/sin(x).

44

Figura 2.20: Grafico da funcio cossecante



CAPITULO

3

Transformacoes no grafico de uma
funcao

Neste capitulo abordaremos as transformacdes nos graficos das fungdes estudadas no capitulo
2. Este estudo é muito util para construcdo de graficos através dos graficos simples conhecidos,
fazendo as translagdes verticais e horizontais, reflexdes verticais e horizontais e as deformagdes

verticais e horizontais.

Na primeira secao estudaremos as translagdes verticais e horizontais, as reflexdes verticais e
horizontais e as deformacdes verticais e horizontais, e nas secdes seguintes, estudaremos as trans-
formagdes de cada tipo, iniciando com a funcao afim, e na sequéncia a fun¢do quadratica, seguido
das outras fungdes que sdo as fungdes: exponencial, logaritmica, modular e trigonométrica.

Todos os graficos e suas transformacgdes serdo feitos com auxilio do software Geogebra.

3.1 TransformacoOes Importantes

As transformagdes importantes que vamos apresentar sdo: translagdes verticais e horizontais,

reflexdes verticais e horizontais e as deformacdes verticais e horizontais

3.1.1 Translacao vertical

Seja a fungdo y = f(z) e seja k um ndmero real. O grifico da funcdo definida pory = f(z)+k
pode ser obtida do gréfico da fungdo definida por y = f(z), fazendo este sofrer uma transla¢ao

vertical de k unidades, (z;y) — (z;y + k).
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A translagdo vertical (z;y) — (z;y + k) transforma o grafico definido pela fun¢do f : IR — IR no
grifico da fungdo g : R — IR definida por g(x) = f(z) + k para todo x.

Essa translagdo vertical depende do valor de £, isto €, se k for positivo a translacio vertical serd

“para cima” e se k for negativo a translacdo vertical serd “para baixo”.

Exemplo 3.1. Na figura 3.1 estdo representados os grdficos da funcdo [ : IR — R definida por
f(x) = 22, da fungdo g : R — R definida por g(x) = 2% + 2, e da funcdo h : R — R definida
por h(x) = x? — 3.

Para construirmos os gréficos da figura 3.1 utilizamos o software Geogebra, seguindo o roteiro
abaixo:
e Abrimos a tela do software Geogebra.
e Vamos para campo de entrada de expressdes algébricas e digitamos f(z) = x? e damos enter,
aparecera na janela algébrica a expressdo digitada e na drea de trabalho aparecera o grafico da
funcao digitada.
e Faremos o passo anterior para digitarmos g(x) = x? + 2, aparecerd na drea de trabalho o grafico
da funcao f e o gréifico da funcio g.
e Faremos o0 mesmo procedimento para a fungdo h(x) = x* — 3, aparecerd na drea de trabalho as

trés funcgdes.

2 20 18 6 14 12 10 -8 6 4 - o /72 4 & 8 10 12 14 16 18 20 22 24
_2<
Funcéo h

Figura 3.1: Grificos das translacdes verticais da fungcdo quadrética

Observamos que a partir do grafico da fungdo f o grafico da fungio g(x) = f(z) + 2 faz uma
translacd@o vertical “para cima” de duas unidades e o gréfico da fungio h(z) = f(x) — 3 faz uma

translacdo vertical “para baixo” de trés unidades.
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3.1.2 Translacao horizontal

Seja a fungdo y = f(z) e seja k um ndmero real. O gréfico da fungéo definida pory = f(z+k)
pode ser obtida do grafico da fungdo definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma translagdo
horizontal, (z;y) — (z + k; ).

A translagdo horizontal (z;y) — (x + k; y) transforma o grafico definido pela funcéo f : IR — IR
no gréfico da funcdo g : IR — IR definida por g(z) = f(x — k) para todo = € IR. Isto é, um ponto
qualquer (z, f(x)) do grafico de f é transformado por essa translagdo no ponto (x + k, f(x)).
Escrevendo = = x + k, temos, x = T — k, observamos que essa translacao horizontal transforma
cada ponto (z, f(z)) do grifico de f no ponto (Z, f(T — k)) = (T, g(T)).

Essa translacdo horizontal depende do valor de k, isto €, se k for positivo a translacdo horizontal

serd “para esquerda” e se k for negativo a translag@o horizontal serd “para direita”.

Exemplo 3.2. Na figura 3.2 estdo representados os grdficos da funcdo [ : IR — R definida por
f(z) = 2z, da fungdo g : IR — R definida por g(x) = 2(x — 2), e da func¢do h : IR — IR definida
por h(x) = 2(x + 3).

Para construirmos o gréfico da figura 3.2 através do software Geogebra, utilizamos 0 mesmo

procedimento do exemplo 3.1.

3

fungao h fungéo f fungéo g

T T T T T T T T
-2 a 4 3 8 10 12 14 16

Figura 3.2: gréficos das translagdes horizontais da funcao afim

Observamos que a partir do gréfico da fungdo f o grifico da funcdo g(z) = f(z — 2) faz uma
translagdo horizontal “para direita” de duas unidades e o gréfico da fungdo h(z) = f(x + 3) faz

uma translag¢do horizontal “para esquerda” de trés unidades.
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3.1.3 Reflexdao em relacao ao eixo Ox

Seja a fun¢do y = f(z). O gréfico da fun¢do definida por y = — f(z) pode ser obtida do

gréfico da fungdo definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma reflexdo em relagéo ao eixo Oz,

(@;y) = (73 —y).
A reflexdo em relac@o ao eixo Oz, (x;y) — (z; —y) transforma o gréifico definido pela fungéo
f: R — IR no grafico da fun¢do g : R — IR definida por g(z) = — f(x) para todo = € RR.

Exemplo 3.3. Na figura 3.3 estdo representados os grdficos da funcdo [ : IR — R definida por
f(z) = €® e da fungdo g : R — R definida por g(x) = —e”.

Para construirmos o gréfico da figura 3.3 através do software Geogebra, utilizamos 0 mesmo

procedimento do exemplo 3.1.

14

Fungao f

Fungéog

Figura 3.3: grifico da reflexdo em relac@o ao eixo Oz

Observamos que a partir do grafico da fungdo f o grifico da fungdo g(z) = — f(x) faz uma

reflexdo em relagdo ao eixo Ox.

3.1.4 Reflexdao em relacao ao eixo Oy

Seja a fungdo y = f(z). O gréfico da fungdo definida por y = f(—xz) pode ser obtida do
gréfico da fungdo definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma reflexdo em relagdo ao eixo Oy,
(z3y) = (—z;y).

A reflexdo em relac@o ao eixo Oy, (z;y) +— (—z;y) transforma o gréifico definido pela fungéo
f: R — IR no grafico da fun¢do g : R — IR definida por g(z) = f(—=x) para todo = € R.
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Exemplo 3.4. Na figura 3.4 estdo representados os grdficos da funcdo f : IR — R definida por
f(x) =z — 4, edafuncdo g : R — R definida por g(x) = —x — 4.

Para construirmos o grafico da figura 3.4 através do software Geogebra, utilizamos 0 mesmo

procedimento do exemplo 3.1.

Fungéo g 3] Funcéo f

Figura 3.4: grifico da reflexdo em relag@o ao eixo Oy

Observamos que a partir do grafico da fungdo f o gréfico da fungdo g(x) = f(—=z) faz uma

reflexdo em relacdo ao eixo Oy.

3.1.5 Valor absoluto de uma funcao

Seja a funcdo y = f(x). O grafico da funcdo definida por y = | f()| pode ser obtida do grafico
da fungdo definida por y = f(z), fazendo este sofrer uma reflexdo parcial em relagdo ao eixo x,
isto é para f(x) > 0 o gréifico é o mesmo, para f(x) < 0 deve-se rebater o grifico de f em relacdo
ao eixo Oz, (z;y) — (z; |y|).
A reflexdo em relagdo ao eixo Oz, (z;y) — (z;]y|). transforma o grifico definido pela fungdo
f: R — IR no gréfico da fun¢do g : R — IR definida por g(z) = |f(x)| para todo = € IR.

Exemplo 3.5. Na figura 3.5 estdo representados os grdficos da funcdo f : IR — R definida por
f(z) = lnx, e da fungdo g : R — IR definida por g(z) = |Inx|.

Para construirmos o gréfico da figura 3.5 através do software Geogebra, utilizamos 0 mesmo

procedimento do exemplo 3.1.
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5

Fungdog

Funcéo f

.54

Figura 3.5: gréfico do valor absoluto da fun¢do logaritmica

Observamos que a partir do gréfico da fungdo f o gréfico da funcdo g(z) = |f(z)| faz uma
reflexdo parcial em relagdo ao eixo Ox, isto é, quando f(z) < 0 o gréfico f sofre uma reflexdo em

torno do eixo Ox.

3.1.6 Deformacao vertical

Seja a fun¢do y = f(x). O gréfico da fungdo definida por y = k.f(z) pode ser obtida do
grafico da fungdo definida por y = f(z), fazendo este sofrer uma deformacdo vertical, isto &,
(@3y) = (@ k.y).

A deformagio vertical (z;y) — (x; k.y) transforma o gréfico definido pela fun¢éo f : IR — IR no
gréfico da funcdo g : IR — IR definida por g(z) = k.f(x) para todo = € IR.

Essa deformacdo vertical depende do valor de k, isto é se £ > 1 a deformacdo vertical aumenta
sua amplitude e se 0 < k < 1, a deformagao vertical diminui sua amplitude. Se £ < 0 além dessa

deformacao o grifico reflete em relagdo ao eixo Ox.

Exemplo 3.6. Na figura 3.6 estdo representados os grdficos da funcdo [ : IR — R definida por
f(z) = cosx, da funcdo g : IR — R definida por g(x) = 2 cosx e da func¢do h : IR — IR definida

por h(z) = 5 cosx

Para construirmos o grafico da figura 3.6 através do software Geogebra, utilizamos 0 mesmo
procedimento do exemplo 3.1.
Observamos que a partir do grafico da funcéo f, o gréafico da funcdo g(z) = 2f(x) faz uma

deformacdo vertical, dobrando a sua amplitude. O mesmo podemos observar com o grafico da
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[

Figura 3.6: gréfico de deformacao vertical

fungdo h : IR — IR definida por h(z) = 1 f(x), verificamos que a partir do gréfico da fungdo f, o

grifico da fung@io h(x) = 3 f(x) faz uma deformagdo vertical, sua amplitude diminui pela metade.

3.1.7 Deformacao horizontal

Seja a fun¢do y = f(x). O grafico da fungdo definida por y = f(k.z) pode ser obtida do
gréfico da fungdo definida por y = f(x), fazendo este sofrer uma deformagéo horizontal, isto é,
(z;y) = (k.23 y).

A deformacdo horizontal (z;y) — (k.z; k) transforma o grafico definido pela fungdo f : IR — IR
no grifico da fungéo g : IR — IR definida por g(z) = f(¥) paratodo » € IR.

Escrevendo T = k.x, temos, * = T/k, observamos que essa deformagdo horizontal transforma
cada ponto (z, f(z)) do gréfico de f no ponto (7, f(Z/k)) = (T, g(T)).

Essa deformacao horizontal depende do valor de k, isto € se k > 1 a deformacao horizontal diminui

sua amplitude e se 0 < k < 1, a deformacdo horizontal aumenta sua amplitude.

Exemplo 3.7. Na figura 3.7 estdo representados os grdficos da funcdo [ : IR — R definida por
f(z) = senx, da funcdo g : R — IR definida por g(x) = sen(2x) e da funcdo h : R — R
definida por h(z) = sen(3x)

Para construirmos o gréfico da figura 3.7 através do software Geogebra, utilizamos 0 mesmo

procedimento do exemplo 3.1.

Observamos que a partir do gréfico da fungdo f o grafico da fungdo g(x) = f(2x) faz uma
deformacdo horizontal fazendo sua amplitude diminuir pela metade. O mesmo podemos observar

para a fungdo i : IR — IR definida por h(z) = f(3z), a partir do grafico de f o grafico da fungdo
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Funcéo h

.
7 9 13 14 15

fungédo g funcéo f

Figura 3.7: grafico de deformacao horizontal

h deforma horizontalmente, dobrando sua amplitude.

3.2 Transformacoes de graficos da funcao afim

Nesta sec@o mostraremos algumas transformacdes que podem ser feito com a funcao afim.

Todos os graficos desta secdo foram feitos utilizando o software Geogebra.

3.2.1 Translacao vertical

Na fung¢do constante f(z) = k ao variarmos o valor de k& € TR o grifico “sobe” ou “desce”,

se k > 0 o grafico “sobe” ese k < (0 o grafico “desce”.

Exemplo 3.8. Na figura 3.8 estdo representados os grdficos da funcdo [ : IR — R definida por
f(z) = 1, da fungdo g : R — IR definida por g(x) = —2 e da fun¢do h : R — R definida por
h(z) = 3.

Observamos que para cada valor k o gréfico se apresenta interceptando o eixo Oy no ponto em

questao.
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6

5

41
Funcéo h

Funcao f

Funcéo g

Figura 3.8: Grificos de fungdes constantes

3.2.2 Deformacao vertical

Mostraremos no graficos da fungdo linear f : IR — IR definida por f(x) = ax, que variando o
valor de a (taxa de variagdo, ou coeficiente angular) o grafico da funcdo f sofre uma deformacao

vertical, ou considerar que o grafico sofre uma rota¢ao em relacio a sua origem.

Exemplo 3.9. Na figura 3.9 estdo representados os grdficos da funcdo [ : IR — R definida por
f(z) = z, da fungdo g : R — IR definida por g(x) = 2z e da fungdo h : R — IR definida por
h(z) = 1.

Observamos que a taxa de variacdo ou coeficiente angular de g é o dobro de f, logo o gréfico
faz uma deformacao vertical dobrando o valor de f(x) para o mesmo valor de z, e no caso da
funcdo h ha uma deformacio vertical, diminuindo pela metade o valor de f(z) para o mesmo

valor de z.

3.2.3 Translacao vertical

Mostraremos agora no gréfico da fungdo afim f : IR — IR definida por f(z) = ax + b, que
alterando o valor de b (valor inicial ou coeficiente linear) o grafico faz uma translagdo vertical, se
b > 0 o gréifico faz uma translacao vertical “para cima”, se b < 0, essa translacdo serd “para

baixo”.

Exemplo 3.10. Na figura 3.10 estdo representados os grdficos da funcdo [ : R — 1R definida por
f(x) =2+ 1, dafuncdo g : IR — IR definida por g(x) = v — 1 e da funcdo h : R — R definida
por h(z) =z + 2.
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Funcéo g

Fungéo f

Funcgéo h

Figura 3.9: Deformacao vertical no grafico da fungao linear

Fungéo h

funcéo f

funcédo g

Figura 3.10: Translacdo vertical no grafico da funcdo afim

Observamos que o grifico de g “desce” duas unidades em relacdo a f e h “sobe” uma unidade

em relacdo a f.
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3.3 Transformacoes de graficos da funcao quadratica

Mostraremos a seguir algumas transformacgdes no grifico da fungdo quadratica, tais como trans-
lagdo vertical e horizontal, deformagao vertical e horizontal, reflexdo em relacdo ao eixo Ox e eixo
Oy e também a transformagao que ocorre com a modificacao do coeficiente b da funcdo quadratica

f(z) =az?+ bz +c.

Todos os graficos desta secdo foram feitos utilizando o software Geogebra.

3.3.1 Deformacao vertical

Dado o gréfico da fungdo quadrdtica f : IR — IR definida por f(z) = az?, modificando o
valor do coeficiente a # 0 o grafico da funcdo sofre uma deformacao vertical aumentando ou

diminuindo o valor de f(x) para um mesmo valor de .

Exemplo 3.11. Na figura 3.11 estdo representados os grdficos da funcdo [ : R — 1R definida por
f(z) = 22 da fungdo g : R — R definida por g(x) = 2x* e da fungéo h : R — IR definida por
h(z) = ta2

2

| Funcdo g

Funcéo h

Figura 3.11: Deformacao vertical nos graficos da fun¢ao quadrética

Observamos que o coeficiente a de g € o dobro de f logo o grafico deforma verticalmente
dobrando o valor de f(z) para o mesmo valor de z, e no caso da func¢do h a deformagdo serd a

metade do valor de f(z) para o mesmo valor de z.
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3.3.2 Translacao vertical

Mostraremos no gréfico da fungio quadritica ¢ : IR — IR definida por g(z) = 2 + k,
que somando um valor k ao grafico da fun¢do f : IR — IR definida por f(z) = x? sofre uma

translacao vertical “subindo” se k > 0 e “descendo” se k < 0.

Exemplo 3.12. Na figura 3.12 estdo representados os grdficos da funcdo [ : IR — IR definida por
f(x) = 22, da funcdo g : R — TR definida por g(x) = x? + 2 e da fungdo h : R — TR definida
por h(z) = 2% — 2.

51 =
Fungéo g

Funcéo h

ungéo

Figura 3.12: Translacao vertical no grafico da funcao quadratica

Observamos que o grifico de g “sobe” duas unidades em relacdo ao grafico de f o grafico de

h “desce” duas unidades em relagdo ao grafico de f.

3.3.3 Translacao horizontal

No grifico da fungio quadrética ¢ : IR — IR definida por g(x) = (x + k)2, verificaremos que
somando um valor k a x, o grifico f : IR — IR definida por f(z) = 2 sofre uma translac¢do

horizontal ‘“para esquerda” se k£ > 0 e “para direita” se k < 0.

Exemplo 3.13. Na figura 3.13 estdo representados os grdficos da funcdo [ : R — 1R definida por
f(x) = 2% da fungdo g : R — R definida por g(x) = (x + 2)? e da fungdo h : IR — R definida
por h(x) = (x — 2)%

Observamos que o grafico de g sofre uma translacdo horizontal para “esquerda” de duas

unidades e a funcdo h sofre uma translagdo horizontal para “direita” de duas unidades em relacdo

ao grafico de f.



CAPITULO 3. TRANSFORMACOES NO GRAFICO DE UMA FUNCAO 42

Fyncéo g

Funcéo f

Fyncéo h

Figura 3.13: Translacdo horizontal do grafico da funcao quadratica

3.3.4 Reflexdao em relacao ao eixo Ox

No gréficos da fungio quadratica f : IR — IR definida por f(z) = 2?2, verificaremos que

multiplicando por (—1), o grifico de y = f(z) sofre uma reflexdo em relagiio ao eixo Ox.

Exemplo 3.14. Na figura 3.14 estdo representados os grdficos da funcdo [ : IR — R definida por
f(z) = 22, da funcdo g : R — TR definida por g(x) = —x* e da fungdo h : R — R definida por
h(x) = —222

A fungdo g em relag@o a f, faz uma reflexdo em relagdo ao eixo Ox, mas a fungdo h além da

reflexao em relacao ao eixo Ox, ela sofre uma deformacio vertical.

3.3.5 Reflexao em relacao ao eixo Oy

No gréficos da fun¢do quadratica f : IR — IR definida por f(z) = az? + bz + ¢, verificaremos
que substituindo o valor de  por —z, o grafico g : IR — IR definida por f(z) = a(—x)*+b(—x)+c

sofre uma reflexdo em relacdo ao eixo Oy.

Exemplo 3.15. Na figura 3.15 estdo representados os grdficos da funcdo [ : R — 1R definida por
f(z) = 2% — bz + 4 e da fungdo g : R — R definida por g(z) = (—x)? — 5(—x) + 4.

Observamos que o grafico de g faz uma reflexao em relacao ao eixo Oy.
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Funcéo f

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Funcdo g

Funcéo g Funcéo f

-10 8 6 - 2 0 2 /4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
=24

Figura 3.15: Reflexdo em relacdo ao eixo Oy da fun¢do quadratica

3.3.6 Deformacao horizontal

No grificos da fun¢do quadrética f : IR — IR definida por f(x) = ax?® + bx + c, verifi-
caremos que multiplicando o valor de x por k , o grifico da funcdo g : IR — IR definida por
g(z) = a(kx)*+ b(kz) + c sofre uma deformagio horizontal reduzindo a sua amplitude se k > 1

e aumentando a sua amplitude se 0 < k < 1.
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Exemplo 3.16. Na figura 3.16 estdo representados os grdficos da funcdo [ : R — 1R definida por
f(x) = 2? — bz + 4, da funcdo g : R — R definida por g(x) = (2z)? — 5(2x) + 4 e da funcdo
h: IR — R definida por h(z) = (32)* — 5(3)z + 4.

Fungéo g uncéo f Furcdo h

Figura 3.16: Deformacéo horizontal

Observamos que o grafico de g reduz a amplitude e o grafico de h aumenta a amplitude.
Observamos também que o grafico de f, g e h tem o ponto (0,4) em comum, aumentando ou

diminuindo a sua amplitude em relacado a funcao f.

3.3.7 Transformacao do grafico de uma funcao quadratica modifi-
cando o valor de coeficiente b

Vimos nos graficos anteriores que, na fungdo quadratica f : IR — IR definida por f(z) = az?+
bx + ¢, o coeficiente a esté relacionado com a concavidade (deformacio vertical) e o coeficiente ¢

estd relacionado com a translagdo vertical, agora veremos qual a influéncia do coeficiente b.

Tomemos as férmulas das coordenadas do vértice, consideremos os coeficientes a € ¢ constan-

tes e b variando em IR.

Teremos:
b
v = —— 3.3.1
x 7 ( )
e
b —4
Yo = — (3.3.2)
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Da equagdo (3.3.1) determinamos o valor de b ele\QzaIQnos ao quadrado, assim teremos b* = 4az?
, substituindo na equacdo (3.3.2), teremos y, = —meZ—(jm = —ar?+c.

Concluimos que ao variarmos o coeficiente b o vértice do grafico f(z) = ax? + bz + ¢ varia
segundo a fun¢do g(x) = —ax? + ¢, como veremos na figura 3.17.

Para construir essa figura no software Geogebra, seguimos o seguinte roteiro:
e Abrimos a tela do software Geogebra.
e Vamos para o 11° botdo da barra de ferramentas e clique na seta, na janela que se abre clique no
controle deslizante.
e Clique agora na drea de trabalho onde deve ficar o controle deslizante a, aparecerd um quadro
com vdrios dados entre eles a letra a e também o valor mdximo 5 e o valor minimo —5, ja inse-
rido automaticamente, e outros parametros que devem ser observados, agora clicamos em aplicar,
aparecera na drea de trabalho o controle deslizante a, clique novamente em outro lugar da drea
de trabalho para colocar o controle deslizante b, em outro lugar na drea de trabalho o controle
deslizante c.
e Digite no campo de entrada a fungdo f(x) = a x 2° + b x x + c e dé enter, aparecerd na janela
algébrica o que foi digitado e na drea de trabalho aparecerd o grafico da fun¢ao digitada.
e Vamos na barra de menus € clicamos em editar aparecerdo varias op¢oes, clicamos em propri-
edades, aparecera um quadro, e nesse quadro, clicamos em bdsico, aparecerd como op¢ao exibir
tragos clicamos e fechamos o quadro.
e Vamos para a drea de trabalho no contole deslizante b, e deslocamos de —5 até 5, surgird na drea
de trabalho a figura 3.17.

Exemplo 3.17. Na figura 3.17 temos o grdfico da funcdo f : R — IR definida por f(x) =
2?2 + bx + 1, variando o coeficiente b de —5 a 5. Os vértices dessa familia de pardbola caminha

sobre o grdfico da fungdo definida por g(x) = —z* + 1.

3.4 Transformacao dos graficos da funcao exponencial

Mostraremos nesta se¢ao algumas transformacoes no grafico da fung¢do exponencial, tais como
translacdo vertical e horizontal, deformacao vertical e horizontal, reflexdo em relagdo ao eixo Ox
e ao eixo Oy.

Todos os graficos desta se¢do foram feitos utilizando o software Geogebra.

Nesta sec@o daremos exemplos das transformagdes citadas acima.

3.4.1 Translacao vertical

Na figura 3.18 temos a fungio exponencial f : IR — IR" definida por f(x) = 2%, mostraremos
que se somarmos 2 a f teremos a func@o g : R — IR definida por g(z) = f(z)+2 e se subtrairmos
3 teremos a fungdo h : IR — IR definida por h(z) = f(x) — 3.
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Familia da fung&o f
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Figura 3.17: Translacdo da familia de pardbolas
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Figura 3.18: Translacdo vertical do grifico da func¢do exponencial

Observamos que ao somarmos 2, o grifico de f fard uma translacao vertical “para cima” de

duas unidades e ao subtrairmos 3, o grifico fard uma translacio vertical “para baixo” de trés

unidades.
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3.4.2 Translacao horizontal

Na figura 3.19 temos a fungio exponencial f : IR — IR™ definida por f(x) = 2%, mostraremos
que se somarmos 2 ao expoente z, teremos a fun¢do g : IR — IR definida por g(z) = 2**2 e se

subtrairmos 3 teremos a fungdo  : IR — IR definida por h(x) = 2773,

d.

5] Fungéo g Funcéo f Funcéo h

Figura 3.19: Translacdo horizontal do grafico da fun¢do exponencial

Observamos que ao somarmos 2, o grafico de f fard uma translacdo horizontal “para es-
querda” de duas unidades e ao subtrairmos 3, o grifico fard uma translacao horizontal “para

direita” de trés unidades.

3.4.3 Deformacao vertical

Na figura 3.20 temos a fungdo exponencial f : IR — IR* definida por f(z) = 2%, mostraremos
que se multiplicarmos por 2 teremos a fung¢do ¢ : IR — IR definida por g(z) = 2f(x) e se
dividirmos por 3 teremos a fungdo % : IR — IR definida por h(x) = f(x)/3.

Observamos que ao multiplicarmos por 2, o grifico de f fard uma deformacao vertical (do-
brando os valores de f), e ao dividirmos por 3, o gréifico fard uma deformacao vertical (dividindo

os valores de f).

3.4.4 Deformacao horizontal

Na figura 3.21 temos a fungio exponencial f : IR — IR" definida por f(x) = 2%, mostraremos
que se multiplicarmos por 2 o valor do expoente x teremos a funcdo g : IR — IR definida por

g(x) = 2% e se dividirmos por 3 teremos a fungdo h : IR — IR definida por h(z) = 25.
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8]

Fungéo g
6| Funcéo f

Funcgéo h

Figura 3.20: Deformacao vertical do grafico da func@o exponencial

Fungéo f

Figura 3.21: Deformacao horizontal do gréfico da fungcdo exponencial

Observamos que ao multiplicarmos o valor de x por 2, o grifico de f fard uma deformacao
horizontal (metade do valor de x para 0 mesmo valor de f(z)), e ao dividirmos x por 3, o grafico

de f fard uma deformac@o horizontal (triplo do valor de x para o mesmo valor de f(z)).
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3.4.5 Reflexdao em relacao ao eixo Oy

Na figura 3.22 temos a fungdo exponencial f : IR — IR* definida por f(z) = 2%, mostraremos

que se substituirmos o valor de = por —x teremos a fungdo ¢ : IR — IR definida por g(z) = 27*.

Funcao f Funcéo g

Figura 3.22: Reflexdo em relacdo ao eixo Oy

Observamos que ao substituirmos x por —z, o grafico de f fard uma reflexdo em relacao ao

eixo Oy.

3.4.6 Reflexao em relacao ao eixo Ox

Na figura 3.23 temos a fungdo exponencial f : IR — IR* definida por f(z) = 2%, mostraremos

T

que se multiplicarmos por —1 a fung@o f teremos a fun¢io g : R — IR definida por g(z) = —27.

Observamos que ao multiplicarmos por —1 a funcdo f, o grifico de f fard uma reflexdo em

relacio ao eixo Ox.

3.5 Transformacao dos graficos da funcao logaritmica

Mostraremos nesta secdo algumas transformacdes no gréfico da funcdo logaritmica, tais como
translacdo vertical e horizontal, deformacao vertical e horizontal, reflexdo em relagdo ao eixo Ox

e ao eixo Oy.
Todos os graficos desta secdo foram feitos utilizando o software Geogebra.

Nesta sec@o daremos exemplos das transformagdes citadas acima.
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129

Funcéo f

Funcéo g

Figura 3.23: Reflexdo em relacdo ao eixo Ox

3.5.1 Translacao vertical

Na figura 3.24 temos a fungdo logaritmica f : IR" — IR definida por f(z) = log,x, mostra-
remos que se somarmos 2 a f teremos a fungdo g : IR* — IR definida por g(z) = f(z) + 2 € se

subtrairmos 3 teremos a fun¢do h : IR™ — IR definida por h(z) = f(x) — 3.

Fungéo g

Funcéo f

Fungéo h

Figura 3.24: Translacdo vertical do grifico da funcao logaritmica
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Observamos que ao somarmos 2, o grafico de f fard uma translacio vertical “para cima” de
duas unidades e ao subtrairmos 3, o grafico fard uma translacio vertical “para baixo” de trés

unidades.

3.5.2 Translacao horizontal

Na figura 3.25 temos a fungiio logaritmica f : IR" — IR definida por f(z) = logyx, mos-
traremos que se somarmos 2 ao logaritmando x, teremos a fun¢do g : IRT — IR definida por
g(z) = logy(x + 2) e se subtrairmos 3 ao logaritmando, teremos a fun¢do h : IRT — IR definida
por h(x) = loga(x — 3).

6

Funcéo g

Funcao f

Fungao h

51

Figura 3.25: Translacdo horizontal do grafico da funcao logaritmica

Observamos que ao somarmos 2, o grafico de f fard uma translacdo horizontal “para es-
querda” de duas unidades e ao subtrairmos 3, o grafico fard uma translacao horizontal ‘“para

direita” de trés unidades.

3.5.3 Deformacao vertical

Na figura 3.26 temos a fungio logaritmica f : IRY — IR definida por f(z) = logyx, mostrare-
mos que se multiplicarmos por 2 teremos a fun¢do ¢ : IR" — IR definida por g(z) = 2f() e se
dividirmos por 3 teremos a fungdo h : IR" — IR definida por h(x) = f(z)/3.

Observamos que ao multiplicarmos por 2, o grifico de f fard uma deformacao vertical (do-
brando os valores de f), e ao dividirmos por 3, o gréifico fard uma deformacao vertical (dividindo

os valores de f).
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Funcéo f

Funcéo h

Figura 3.26: Deformacao vertical do grafico da fun¢do logaritmica

3.5.4 Deformacao horizontal

Na figura 3.27 temos a fungdo logaritmica f : IR — IR definida por f(z) = log,x, mostra-
remos que se multiplicarmos por 2 o logaritmando, teremos a funcdo g : IR — IR definida por
g(x) = f(2z) e se dividirmos por 3 teremos a fun¢do h : R — IR definida por h(z) = f(z/3).

Funcéo g

Funcéo f

Fungéo h

Figura 3.27: Deformacdo horizontal do gréifico da funcdo logaritmica
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Observamos que ao multiplicarmos x por 2, o grifico de f fard uma deformacao horizon-
tal diminuindo a amplitude pela metade, e ao dividirmos por 3, o grafico fard uma deformacao

horizontal multiplicando por trés a amplitude.

3.5.5 Reflexdao em relacao ao eixo Ox

Na figura 3.28 temos a fungdo logaritmica f : IR" — IR definida por f(z) = log,x, mostra-

remos que se multiplicarmos por —1 ao valor de f teremos a fung¢do g : IRt — IR definida por

g(x) = —logy(x).

101

Funcéo f

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

Funcédo g

Figura 3.28: Reflexdo em relacdo ao eixo Ox

Ao multiplicarmos por —1, o gréfico de f fard uma reflexdo em relacio ao eixo Ox.

3.5.6 Reflexao em relacao ao eixo Oy

Na figura 3.29 temos a fungdo logaritmica f : IR — IR definida por f(z) = logyx, mos-
traremos que se multiplicarmos por —1 o valor do logaritmando teremos a fungdo g : IR" — R
definida por g(x) = loga(—x).

Observamos que ao multiplicarmos por —1, o grifico de f fard uma reflexao em relacio ao

eixo Oy.
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Fungéo g Funcéo f

Figura 3.29: Reflexdo em relacdo ao eixo Oy

3.6 Transformacao dos graficos da funcao modular

Mostraremos nesta se¢do algumas transformacdes no grafico da fun¢do modular, tais como
translacdo vertical e horizontal, deformacdo vertical e horizontal, reflexdo em relagdo ao eixo Ox

e ao eixo Oy.
Todos os graficos desta secdo foram feitos utilizando o software Geogebra.

Nesta secdo daremos exemplos das transformagdes citadas acima.

3.6.1 Translacao vertical

Na figura 3.30 temos a fun¢do modular f : IR — IR definida por f(x) =| x |, mostraremos que
se somarmos 2 a f teremos a func¢do g : IR — IR definida por g(z) = f(z) + 2 e se subtrairmos 3
teremos a fun¢do h : IR — IR definida por h(z) = f(z) — 3.

Observamos que ao somarmos 2, o grafico de f fard uma translacdo vertical “para cima” de
duas unidades e ao subtrairmos 3, o grafico fard uma translacido vertical “para baixo” de trés

unidades.

3.6.2 Translacao horizontal

Na figura 3.31 temos a fun¢do modular f : IR — IR definida por f(x) =| = |, mostraremos
que se somarmos 2 ao valor z, teremos a fungdo ¢ : IR — IR definida por g(z) =| z+2 | e se

subtrairmos 3 ao valor z, teremos a fun¢do h : IR — IR definida por h(z) =| 2 — 3 |.
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Funcéo g

Funcéo f

Fungéo h

Figura 3.30: Translacado vertical do grafico da fun¢do modular

Funcéo g

Fungéo f

Funcéo h

Figura 3.31: Translacdo horizontal do grafico da fun¢ao modular

Observamos que ao somarmos 2 ao valor de x, o grafico de f fard uma translagdo horizontal
“para esquerda” de duas unidades e ao subtrairmos 3 ao valor de x, o grafico fard uma translacao

horizontal “para direita” de trés unidades.
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3.6.3 Deformacao vertical

Na figura 3.32 temos a fungdo modular f : R — IR definida por f(x) =| x |, mostraremos que

se multiplicarmos por 2 a fungdo f, teremos a fungdo g : IR — IR definida por g(x) = 2f(z) e se

dividirmos por 3 a fungdo f, teremos a funcdo h : IR — IR definida por h(z) = f(z)/3.

Funcéo h

Figura 3.32: Deformacdo vertical do grifico da fun¢do modular

Observamos que ao multiplicarmos por 2 o valor de f, o grafico de f fard uma deformacao
vertical (dobrando os valores de f), e ao dividirmos por 3 o valor de f, o grafico fard uma defor-

macao vertical (dividindo os valores de f).

3.6.4 Deformacao horizontal

Na figura 3.33 temos a fun¢do modular f : IR — IR definida por f(z) =| x |, mostraremos
que se multiplicarmos por 2 o valor de x teremos a fung¢do g : R — IR definida por g(z) = f(2z)

e se dividirmos o valor de = por 3 teremos a fungdo h : R — IR definida por h(z) = f(z/3).

Observamos que ao multiplicarmos por 2, o grifico de f fard uma deformacao horizontal
diminuindo a amplitude de f), e ao dividirmos por 3, o grafico fard uma deformacao horizontal
triplicando a amplitude de f).

Observamos ainda que a deformacgdo vertical e a deformacgao horizontal da fungdo modular

coincidem pois g(z) = 2f(z) = 2 | x |=| 2z |= f(22).
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61 Fungéo g

Funcéo f

2 Funcéo h

Figura 3.33: Deformacdo horizontal do grafico da fun¢do modular

3.6.5 Reflexdao em relacdo ao eixo Ox

Na figura 3.34 temos a fun¢do modular f : IR — IR definida por f(z) =| « |, mostraremos que

se multiplicarmos por —1 a fun¢fo f teremos a fun¢do ¢ : IR — IR definida por g(z) = — | z |-

31 Fungéof

Fungéo g

Figura 3.34: Reflexdo em relagdo ao eixo Ox

Observamos que ao multiplicarmos por —1, o gréifico de f fard uma reflexao em relacio ao

eixo Ox.
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3.6.6 Reflexdao em relacao ao eixo Oy

Na figura 3.35 temos a fun¢do modular f : IR — IR definida por f(x) =| x |, mostraremos que

se multiplicarmos por —1 o valor de x teremos a fungdo g : R — IR definida por g(z) =| —x |.
/]
6
5
44 Funcéo f
31 Funcéo g
)
N

8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4‘1 5 6 7 8 9 10 1" 12 13

1
24
3

Figura 3.35: Reflexdo em relacdo ao eixo Oy

Observamos que ao multiplicarmos por —1 o valor de z, o grifico de f fard uma reflexdo em

relacdo ao eixo Oy, , que coincide com o gréfico da fun¢ao f.

3.7 Transformacao dos graficos da funcao trigonome-
trica

Nesta se¢do abordaremos as transformagdes nos graficos das funcdes trigonométricas, para

cada transformagdo utilizaremos uma fungdo especifica para ilustrar essas transformacoes.

Todos os graficos desta secao foram feitos utilizando o software Geogebra.

3.7.1 Translacao vertical

Considere a translacdo vertical (z,y) — (z,y+k),onde k € IRe f : IR — R afuncdo f(z) =
cosz. No caso em que k£ = 2 e k = —3, através dessa translacdo, obtemos, respectivamente, as
seguintes fungdes g : IR — IR dada por g(z) = cosz+2e h: R — IR dada por h(x) = cosz — 3

cujos graficos encontram-se na figura 3.36.
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Figura 3.36: Translagdo vertical do grifico da funcdo f(z) = cosx

Observamos que ao somarmos o valor 2 a fun¢do f, o graficode f “sobe” duas unidades e ao
somarmos —3 a funcdo f, o grifico de f “desce” trés unidades, isto € se k£ > 0 o grafico “sobe”

ese k < 0o graficode f “desce”.

3.7.2 Translacao horizontal

Considere a translagdo horizontal (z;y) — (x + h;y),onde h € Re f: IR — {§ + km, k €
Z} — IR definida por f(z) = tgz. No caso em que h = 2, através dessa translagdo, obtemos, a
fungdo g : IR — {§ + k7, k € Z} — IR definida por g(x) = tg(x + 2) cujo grafico encontram-se
na figura 3.37.

Observamos que ao somarmos o valor 2 a fungdo f, o grifico vai para “esquerda” de duas

unidades, isto é se h > 0 o grafico vai para “esquerda” e se h < 0o graficode f vai para “direita”.

3.7.3 Reflexao em relacao ao eixo Ox

A reflexdo em relagdo ao eixo Oz (z : y) — (z;—y) transforma o grifico da funcdo f :
IR —{ km,k € Z} — IR definida por f(x) = cossecz no grificog : R — { km,k € Z} - R
definida por g(x) = — cossec x, como veremos na figura 3.38.

Observamos que ao multiplicarmos a fungao f por (—1) temos a fun¢do g cujo gréfico faz uma

reflexdo em relagdo ao eixo Ox.
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Figura 3.37: Translac@o horizontal do gréfico da fun¢do f(x) = tgx
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Figura 3.38: Reflexdo do gréifico f(x) = cossec x em relagdo ao eixo Ox.
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3.7.4 Reflexao em relacao ao eixo Oy

A reflexdo em relagdo ao eixo Oy (z;y) — (—z;y) transforma o grifico da fungdo f :
R — {km,k € Z} — IR definida por f(z) = cotgz no grifico g : R — {km,k € Z} — R

definida por g(x) = cotg(—x), como veremos na figura 3.39.
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Figura 3.39: reflexdo do grifico f(z) = cotg x em relagdo ao eixo Oy
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Observamos que ao multiplicarmos = por —1 temos a fun¢do g cujo grafico faz uma reflexao

em relacdo ao eixo Oy.

3.7.5 Deformacao vertical

Considere a deformacio vertical (z;y) +— (x;hy),onde h € Re f: R — {5 + kr} = R
é definida por f(z) = secz. No caso em que h = 2, através da deformacdo vertical, obtemos a
seguinte fungdo g : IR — {7 + k7} — IR definida por f(x) = 2.secz, como veremos na figura
3.40

Observamos que ao multiplicarmos a fun¢do por h = 2 o gréfico sofre uma deformacao ver-
tical, isto é para um mesmo valor de = o valor de y = f(x) dobra. Isto é se h > 1 a amplitude

aumenta, e se 0 < h < 1 a amplitude diminui.

3.7.6 Deformacao horizontal

Considere a deformac@o horizontal (x;y) — (kz;y), onde h € IR e f : IR — IR é definida
por f(z) = senx. No caso em que k = 2, através da deformacéo horizontal, obtemos a seguinte
fungdo g : IR — IR definida por g(x) = sen(2z), como veremos na figura 3.41.

Observamos que ao multiplicarmos por £k = 2 o gréfico sofre uma deformacgdo horizontal,
reduzindo a sua amplitude, isto é, se £ > 1 diminui sua amplitude e se 0 < £ < 1 aumenta a sua

amplitude.
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Figura 3.40: Deformagio vertical do grifico f(z) = secx
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Figura 3.41: Deformacao horizontal do gréafico f(x) = senx



CAPITULO

4

Aplicacoes do software Geogebra

Neste capitulo apresentaremos algumas aplicaces do software Geogebra envolvendo as fun-

coes estudadas nos capitulos anteriores.

Comecaremos pela fungdo afim, e na sequéncia funcao quadratica, fun¢do exponencial, fungdo
logaritmica, fun¢do modular e fungdo trigonométrica. Em cada secdo estudaremos um tipo de

funcdo.

4.1 Aplicacao do software Geogebra na Funcao Afim

Nesta secdo veremos como podemos utilizar o software Geogebra em uma aplicagdo envol-
vendo fun¢do afim. Descreveremos a seguir, o roteiro de como podemos montar essa aplicacao.
e Abra a tela do software Geogebra.
e Clicando na pequena seta (canto inferior direito) do botdo indicado na Figura 4.1 abrir-se-4 um

menu. Neste menu selecione a op¢ao controle deslizante.

e Clique agora na drea de trabalho onde deve ficar o controle deslizante a, aparecerd um quadro
com varios dados entre eles a letra a e também o valor médximo 5 e o valor minimo —5, ja inserido
automaticamente e, outros parametros que devem ser observados. Agora clicamos em aplicar,
aparecerd na drea de trabalho o controle deslizante a, clique novamente em outro lugar da area de
trabalho para colocar o controle deslizante b.

e Vamos para o campo de entrada onde digitamos f(z) = a * x + b e damos enter, aparecerd na
drea de trabalho o grafico da fun¢do afim, e na janela algébrica aparecerd a funcdo digitada.

e V4 para o botdo indicado na figura 4.2. Na janela que se abre clique em inserir texto.
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Figura 4.1: Controle deslizante
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Figura 4.2: Inserir texto

e Clique na drea de trabalho, aparecerd uma janela. Dentro o quadro editar, digitamos f(z) =
ax + b, e clicando em aplicar aparecerd na drea de trabalho o texto digitado.
e Vamos repetir o mesmo procedimento descrito no item anterior dentro o quadro editar, digitamos

f(x) = ax + b, porém quando for digitar o a vamos para objetos e selecione o “a" no menu que

aparece, de modo que ele aparecera no texto. Fazemos o mesmo procedimento com o b, terminado
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o texto clicamos em aplicar, aparecerd o texto digitado porém com os valores de a e b que estdo

no controle deslizante, figura 4.3.

Utilizando controle deslizante a observamos que o gréifico da funcdo afim sofre uma deforma-
cdo vertical ou uma rota¢do em torno da origem O e, ao variarmos o valor de b verificamos que o

gréfico faz uma translacio vertical.

6 —_— b=1
e
57 f(x)=ax+Db
f(x) = 1"x + 1

Figura 4.3: Grifico da funcdo afim

4.2 Aplicacao do software Geogebra na Funcao Quadra-
tica

O mesmo procedimento da primeira secao deve ser feito para fun¢do quadratica. Na figura 4.4,
observaremos a fun¢do f : R — IR definida por f(x) = az?+ bz + ¢ com os controles deslizantes
a, b e c. Ao variarmos o valor do coeficiente a o grafico da funcdo faz uma deformacao vertical,
e ao variarmos o valor de ¢ a fun¢@o sofre uma translagio vertical, e ao variarmos o valor do
coeficiente b, o vértice dos graficos resultantes caminha segundo uma fun¢do quadrética, conforme

foi visto na subsec¢do 3.3.7, pagina 57.

Na figura 4.5, observamos a fungio f : IR — IR definido por f(x) = a(bx + ¢)* + d com os
controles deslizantes a , b, c e d.
Ao variarmos o valor de a temos uma deformacao vertical, e ao variarmos o valor de b temos uma
deformacao horizontal, e ao variarmos o valor de ¢ temos a translacdo horizontal, e ao variarmos o

valor de d teremos a translacdo vertical.
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f(x) =ax®+bx +c

f(x) = 17XA2 + 1% + 1

8 -7 -6 -5 -4 i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Griafico da fun¢do quadrética

f(x) = a(bx - ¢)> + d
f(x) = 15(1*x - 1)2 + 1

—4

Figura 4.5: Grafico da funcdo quadratica

4.3 Aplicacao do software Geogebra na Funcao Expo-
nencial

O mesmo procedimento da primeira secdo deve ser feito para funcdo exponencial. Na figura

4.6, observaremos a funcdo f : IR — IR" definida por f(x) = a.2**% 4 d com os controles
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deslizantes a , b, c e d.
Ao variarmos o valor de a temos uma deformagao vertical, e ao variarmos o valor de b temos uma
deformacao horizontal, e ao variarmos o valor de ¢ temos a translag¢do horizontal, e ao variarmos o

valor de d teremos a translacdo vertical.

77 a=14
—— b=12
Pl
61 c=29
T d=-34
51 e
n
5]
2] f(x) = a.28(bx+c) + d

. f(x) = 1.4"27(1.2"x+2.9)+-3.4

Figura 4.6: Grifico da fun¢do exponencial

4.4 Aplicacao do software Geogebra na Funcao Logarit-
mica

O mesmo procedimento da primeira secdo deve ser feito para fun¢do logaritmica. Na figura
4.7, observaremos a fungdo f : IR" — IR definida por f(x) = a.ln(bx + ¢) + d, com os controles
deslizantes a , b, c e d.

Ao variarmos o valor de a temos uma deformagao vertical, e ao variarmos o valor de b temos uma
deformacao horizontal, e ao variarmos o valor de ¢ temos a translag¢do horizontal, e ao variarmos o

valor de d teremos a translacdo vertical.

4.5 Aplicacao do software Geogebra na Funcao Modular

O mesmo procedimento da primeira secao deve ser feito para fungao modular. Na figura 4.8,
observaremos a func¢do f : R — IR definida por
f(x) =a| bx + c| +d, com os controles deslizantes a , b, c e d.

Ao variarmos o valor de a temos uma deformagao vertical, e ao variarmos o valor de b temos uma
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a=1.1

d=1.5

—_— o

f(x) = a.In(bx+ c) + d

f(x) = 1.1*In(0.4*x + 2.2) + 1.5

_'7

6

4

_'3

_'2

-2

-3

Figura 4.7: Graifico da funcdo logaritmica

deformacdo horizontal, e ao variarmos o valor de ¢ temos a translag¢do horizontal, e ao variarmos o

valor de d teremos a translagao vertical.

f(x) = a.|bx+c| + d
f(x) =2.2*abs(0.8*x + 0.8) +0.3

—IS

_'7

—I6

_'5

Figura 4.8: Grifico da funcao modular
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4.6 Aplicacao do software Geogebra na Funcao Trigono-
meétrica

O mesmo procedimento da primeira secao deve ser feito para funcdo trigonométrica. Na figura
4.9, observaremos a fungdo f : IR — IR definida por f(z) = a.sen(bzx + ¢) + d, com os controles
deslizantes a , b, c e d.

Ao variarmos o valor de a temos uma deformagao vertical, e ao variarmos o valor de b temos uma
deformacio horizontal, e ao variarmos o valor de ¢ temos a translacdo horizontal, e ao variarmos o

valor de d teremos a translacdo vertical.

A A AN/
VARV VERAVARV.

f(x) = a.sen(bx+c) + d

f(x) = 1.4*sin(1.9*x+3) + d

Figura 4.9: Grafico da funcdo seno



CAPITULO

Consideracoes Finais

Pela experiéncia em sala de aula, utilizando varios livros didaticos, nos capitulos sobre funcdes,
o assunto transformacdes de gréaficos de funcdes nio € abordado. Esse conteudo é muito importante
na compreensao, e na constru¢ao de graficos de fungdes elementares.

Como foi citado na introducdo as principais dificuldades observadas nos alunos do ensino
médio e cursos superiores sdo; reconhecimento de fungdes, a construcido do esbogo das fungdes,
obter a funcao conhecendo o seu grafico, entre outros itens sobre func¢ao.

Diante desse panorama, senti a necessidade de escrever esse material para suprir essas lacunas.
Acredito que esse trabalho vai colaborar para melhorar o aprendizado e a compreensao de fungdes
elementares.

Este trabalho tem como objetivo apresentar as fun¢des elementares bem como os gréificos de
cada funcdo e suas transformagdes, para melhorar a compreensdo e o reconhecimento das fun-
coes. Para facilitar a compreensdo constru¢do e a visualizagdo dos gréficos utilizamos o software
Geogebra.

Para alcancarmos estes objetivos foi necessdria a introdugdo das principais defini¢des, tipos,
propriedades e dlgebra das fungdes.

Foram elencadas cada uma das fungdes elementares, quais sejam, as fungdes: afim, quadratica,
exponencial, logaritmica, modular e trigonométrica. Para cada uma destas fun¢des apresentamos
seus respectivos grificos, sempre com a utilizacdo do software Geogebra.

Em seguida, como parte principal do trabalho, foi feito um estudo das possiveis transformacoes
nos grafico das func¢des elementares, exploradas através do software Geogebra. Foram trabalhadas
as seguintes transformagdes: translacdo vertical e horizontal, deformacdo vertical e horizontal,

reflexdes em relagdo ao eixo Ox e eixo Oy.

70
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Como uma das aplicacdes do software Geogebra, foi utilizada a ferramenta de controle des-
lizante. Com 1isso, foram criados varios exemplos nos quais podiamos alterar os valores dos co-
eficientes das funcgdes, verificando as modificacdes que aquela variagdo causava nos respectivos

gréficos.

Este trabalho € de suma importancia para:
e compreensdo e aprendizagem das fungdes,
e observacoes dos graficos das funcoes,

e observacao das transformacdes nos graficos.

Uma das principais conclusdes deste trabalho € que a utilizacdo do software Geogebra, torna a
aula mais dinamica e facilita a construc@o e compreensao dos graficos das funcdes, que demanda-
ria muito tempo sem esse recurso. Além disso, este trabalho serd muito util nas aulas de funcdes
em cada série que € abordado este assunto no ensino médio. Como sugestdo esse assunto, transfor-
magdes de gréficos de funcdes, poderd ser inserido no dltimo ano do ensino médio como revisiao

geral de funcdes elementares

Considera-se ainda que este trabalho também pode ser muito util nos semestres iniciais dos cur-
sos superiores onde sdo ministrados as disciplinas de fundamentos da matematica e fundamentos
de célculo, uma vez que grande parte das dificuldades dos alunos nestas disciplinas se concentra

na falta de conhecimento do conceito de fungdes.
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