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Resumo

A teoria das fracoes continuas é um dos mais belos temas da Matematica, tendo des-
pertado o interesse de grandes matemaéticos, mas que atualmente nao é muito difundido
pelos professores do ensino basico. Nosso objetivo consiste, pois, em realizar um estudo da
teoria das fracoes continuas, apresentando as defini¢oes basicas, suas propriedades essenci-
ais e principalmente apresentando seu vasto campo de aplicagoes. Inicialmente, relatamos
os fatos histéricos relevantes para o seu desenvolvimento. Posteriormente, apresentamos
a expansao dos numeros racionais em fragoes continuas simples e finitas, bem como suas
propriedades mais importantes. Em seguida, apresentamos a expansao dos nimeros ir-
racionais em fracoes continuas simples infinitas, suas propriedades fundamentais, alguns
resultados sobre convergencia, e as fragoes continuas periddicas. Finalmente, apresen-
tamos algumas das aplicacoes de fragoes continuas aos logaritmos, determinantes, raiz
quadrada de um nimero natural (que nao é quadrado perfeito) e a resolugao de equagoes
com numeros inteiros, mais especificamente, resolucao da equacao de Pell e das equagoes
diofantinas lineares.

Palavras-chave: Fracoes Continuas. Numeros Racionais. Numeros Irracionais. Equacao
de Pell. Equacoes Diofantinas Lineares.



Abstract

The theory of continued fractions is one of the most beautiful themes of mathematics,
having arisen the interest of great mathematicians, but that is not currently widespread
by elementary school teachers. Our goal is therefore to conduct a study of the theory of
continued fractions, presenting the basic definitions, essential properties and mainly pre-
senting its broad range of applications. Initially, we report the relevant historical facts for
their development. Subsequently, we present the expansion of rational numbers in simple
and finite continued fractions, as well as its most important properties. Then we present
the expansion of irrational numbers in simple infinite continued fractions, its fundamen-
tal properties, some results on convergence and periodic continued fractions. Finally, we
present some of the applications of continued fractions to the logarithms, determinants,
square root of a natural number (which is not perfect square) and solving equations with
integers, more specifically, resolution of Pell’s equation and linear Diophantine equations.

Keywords: Continued Fractions. Rational Numbers. Irrational Numbers. Pell equation.
Linear Diophantine Equations.
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Introducao

Neste trabalho, trataremos de um tema muito interessante e abrangente - Fracoes
Continuas (conforme Definicao 1.1, na pagina 15), que possui diversas aplica¢oes que
permeiam tanto o ensino basico quanto os subsequentes.

Em se tratando do ensino béasico, que é o foco do PROFMAT, podemos relacionar
as fragoes continuas com os nimeros racionais e irracionais (a aproximacao de nimeros
irracionais usando nimeros racionais), o calenddrio gregoriano, os circuitos elétricos, a
resolucao de equagbes com numeros inteiros, o desenvolvimento binomial (ou binémio de
Newton), a sequéncia de Fibonacci, a representagao de sequéncias infinitas usando apenas
um numero finito de niimeros naturais, os logaritmos, os determinantes, além de se inseri-
rem em um contexto histérico constituido por grandes matematicos, tais como Euler, Lam-
bert, Lagrange, dentro outros, que se dedicaram ao desenvolvimento das fragoes continuas
e, consequentemente, de maneira geral, ao desenvolvimento da rainha das ciéncias.

Este tema ainda pode ser relacionado, em um nivel mais avangado, com os polinémios
ortogonais, Sistemas Dinamicos, expansao de funcoes, Probabilidade e Estatistica, e como
ferramenta para demonstrar a existéncia de niimeros transcendentes.

Nosso propésito consiste em realizar um estudo da teoria das fragoes continuas, en-
fatizando suas aplicagoes a (e relagoes com) outros campos da Matematica, procurando
divulgar, principalmente aos professores do ensino basico da rede publica, a grande im-
portancia deste fundamental conceito matematico, tendo em vista que se trata de um
tema senao ainda pouco difundido nos curriculos da Educacao Bésica, ausente nas aulas
ministradas pelos professores de Matematica do ensino basico. Por possuir uma estética
agradavel, igualmente amplo em aplicagoes, pode ser trabalhado sem muitas dificuldades
pelos docentes do ensino basico.

O presente trabalho esta dividido em quatro capitulos, os quais descreveremos a seguir.

No primeiro capitulo, abordaremos o contexto histérico, para que possamos identificar
as origens, bem como o processo evolutivo das fragdes continuas. Destacaremos algumas
contribuicoes de alguns matematicos que se dedicaram a este tema. Ainda nesta parte
inicial, consideraremos as defini¢oes basicas e as notagoes utilizadas.

No segundo capitulo, mostraremos a relacao existente entre as fragoes continuas e os
nimeros racionais. Apresentaremos a expansao de nimeros racionais sob forma de fracao
continua simples e finita, enfatizando a importancia do algoritmo de Euclides, definicao
de convergentes, algumas proposicoes e a formula do determinante.

No terceiro capitulo, abordaremos a relacao entre as fragoes continuas e os nimeros ir-
racionais. Apresentaremos a expansao de numeros irracionais em fragoes continua simples
infinitas, convergentes, resultados sobre convergéncia e as fracoes continuas periddicas.

No quarto capitulo, dedicaremos a nossa atencao a algumas das aplicagoes de fracoes
continuas. Mais precisamente, abordaremos a relacao das fragoes continuas com os se-
guintes tépicos: logaritmo, determinante, raiz quadrada de um nimero natural (que nao
é quadrado perfeito), resolugao da equagao de Pell e das equagoes diofantinas lineares.
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Capitulo 1

Um pouco de Histoéria, Definicoes e
Notacoes

1.1 Um pouco de Histéria

A Matematica é constituida por um processo continuo de descobertas. A fim de
entender tal processo, faz-se necessario o conhecimento histérico, visando conhecer as
origens, o processo evolutivo dos conceitos estudados e os matematicos envolvidos.

Iniciaremos contando um pouco da historia da teoria das fragoes continuas. Descre-
veremos 0s passos iniciais para o seu desenvolvimento, algumas ideias e contribuicoes que
possibilitaram avancos significativos do tema abordado.

Os primeiros tragos das fracoes continuas sao obscuros, de modo que a identificacao
precisa de suas origens nao é tao simples. Isso se deve ao fato de que podemos encon-
trar exemplos dessas fragoes em toda a Matematica nos ultimos 2.000 anos. Mas seus
verdadeiros fundamentos nao foram definidos até o final de 1600 e inicio de 1700.

Em que pese o ora exposto, citaremos alguns acontecimentos histéricos relevantes para
o desenvolvimento e sistematizacao da teoria das fragoes continuas. O leitor interessado
em se aprofundar nesse tépico pode consultar [1], [2], [3], [4], [8] e [10].

e Iniciamos na Grécia: os gregos conheciam o algoritmo de Euclides (306 a.C - 283
a.C) para o calculo do méaximo divisor comum (mdc) de dois (ou mais) nimeros
inteiros, apesar de nao terem conhecimento sobre fragoes continuas. Isso se justifica
pela estreita relagao entre aquele algoritmo e as fragoes continuas simples (conforme
Definigao 1.2, na pégina 16), pois, por meio da manipulagao algébrica do algoritmo
de Euclides, podemos obter a fracao continua simples finita de um ntimero racional

= (b#0).

e O matemaético indiano Aryabhata (476 - 550 d.C) utilizou fragdes continuas para a
resolucao de equacoes lineares diofantinas, mas nao fez uso delas em casos gerais.
Outros tragos das fragoes continuas podem ser encontrados nos escritos arabes e
gregos.

e A maioria dos especialistas concordam que a teoria das fragoes continuas teve inicio
com o matematico e engenheiro italiano Rafael Bombelli (1526 - 1572), nascido em
Bolonha. Bombelli foi autor do livro L’ Algebra Parte Maggiore dell’ Arithmética,

11
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publicado em 1572. Foi naquele ano em que realizou sua contribuicao, ja que apro-
ximou /13 da seguinte forma:
4 18

6+ —
+6

Na verdade, no século XVI, j& era conhecida a seguinte aproximacao:

b
\/a2+b:a+—b )
2a + —
2a

Observe que, em particular, /13 = /32 + 4.

Outro personagem importante foi o matemético italiano Pietro Antonio Cataldi
(1548 - 1626). Nascido em Bolonha em 1548, Cataldi deixou muitos trabalhos na
area da Matematica, dentre os quais um em Aritmética, um tratado sobre nimeros
perfeitos, uma edicao dos seis primeiros livros dos Elementos e um breve tratado
de Algebra. Credita-se a ele o mérito de ter fornecido os primeiros passos para a
sistematizacao da teoria das fracoes continuas. Em 1613, obteve a seguinte apro-
ximagao:

V18 ~ 4&#2 =44 2 5 :
8&—— 8+
8& . 8+
que, conforme [10], ele abreviou como

2 2 2
A& —4&—4&— . ..
8 8 8

Em 1658, foi apresentada, sem demonstragao, a primeira expansao em fracoes
continuas infinitas, do nimero 7. Essa foi apresentada pelo matematico britanico
Lord Brouncker (1620 - 1684), o primeiro presidente da Royal Society of London.
Lord Brouncker foi o primeiro a investigar e a usar as propriedades das fracoes
continuas. Ele obteve

=14+

4 12
P 32
52
72
92

2+
2+

2+
2+

24 .
Tal representagao foi demonstrada pelo matematico sui¢o Leonhard Euler (1707 -
1783), em 1775.

O resultado acima, obtido por Lord Brouncker, foi consequéncia da seguinte identi-

dade:
4 3-3-5-5-7-7-9-9....

™ 2:4-4-6-6-8-8-10-...]
devida ao matemaético inglés Jonhn Wallis (1616 - 1703), publicada em seu livro
“Arithmetica Infinitorum”, em 1655. Atribui-se a Jonhn Wallis o uso, pela primeira
vez, do termo “fracoes continuas”.
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e O matematico, mecanico, astronémo e fisico holandes Christiaan Huygens (1629 -
1695) usou fragdes continuas com a finalidade de obter o nimero correto de dentes
de engrenagens, para a construcao de um planetario mecanico, tendo sido o primeiro
a utilizar as fragoes continuas em uma aplicacao pratica. Esse fato consta de seu
tratado “Descriptio Automati Planetarii”, publicado postumamente em 1698.

e A partir dai, grandes mateméticos, como Leonhard Euler (1707 - 1783), Johann
Heinrich Lambert (1728 - 1777) e Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813), dentre
outros, se interessaram pelo tema e estabeleceram as bases para a teoria moderna
das fragoes continuas.

e O matematico suico Leonhard Fuler nasceu na Basiléia, em 1707. Considerado
o mais importante matematico daquele pais, desempenhou grandes contribuicoes
para a Matematica. Conforme Howard Eves afirma em [5], é considerado um dos
primeiros matematicos a desenvolver a teoria das fra¢oes continuas. Em 1737, obteve
a seguinte expansao para o nimero e:

e=2+

1+

2+

1+

1+

4+

1+

1
1
1
1

1+

6+

1+
1+

8+ "
ou, alternativamente,

T
e= - T =
142414144 +1+1+6+1+1+8+ -

Ainda naquele mesmo ano, Euler obteve as seguintes expressoes:

e—l_ 1 _1 1 1 1
B 1 T 92946410 + 14 )
e+1 91 : 2 +6 +10 + 14 +
10 +
14+
e—l_ 1 _1 1 1 1
— 1 - - - - =
2 14 : 14+6 +10 + 14 +
10 +
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e O matematico italiano Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813) incluiu, em sua obra,
Traité de Résolution dés Equatz’ons Numériques de Tous Degrés, publicada em
(1767), o método de aproximagao das raizes reais de uma equacdo por meio de
fracoes continuas. Em 1770, Lagrange caracterizou todos os niimeros irracionais que
possuem representacao periddica quando expressos sob forma de fragoes continuas.
Ele mostrou que a fragao continua infinita que representa um ntmero irracional é
periddica se e somente se esse numero irracional é raiz de um polinomio da forma
ar? + br + ¢ = 0, sendo a (a # 0), b e ¢ ntimeros inteiros. Esse resultado nos
diz, em particular, que somente niimero irracional algébrico pode ter representagao
periddica. Em 1776, Lagrange constatou o seguinte resultado:

k_
(14+2)" = o , lz| < 1.

1—

1+

1+

Em 1813, Lagrange verificou a seguinte identidade:

1 2
log( —|—x>: - 5 , lz| < 1.

1l—=x

e O matematico sui¢o Johann Heinrich Lambert (1728 - 1777), famoso por ter sido
o primeiro matemético a demonstrar a irracionalidade (mas nao a transcendeéncia)
do nimero 7, em 1770, obteve as seguintes expressoes envolvendo tg(z), e o famoso
numero 7:

tg(:L‘) = 2
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e
1
T™=3+ 1 ,
+ 1
1+ 1
292 + 1
1
1
3+
1+
ou
3+1 1 1 1 11 1 1 1 1 1
T = — —_ — —_— — — — — — — —
T+15+1+2924+1+1+14+24+1+3+1+4 -
Em 1776, Lambert mostrou que
1
tg(x) = 1
z 3 1
r 1
e T
x
e
e —1 1
z -2 1
er*+1 L
r 6 1
2710 1
14
x

1.2 Definicoes e Notacgoes

Nesta secao, apresentaremos a definicao de fragao continua, as definicoes de alguns
tipos particulares de fracoes continuas e as notagoes pertinentes utilizadas. Para mais
detalhes, o leitor pode consultar as referéncias [1], [8] e [10].

Definicao 1.1 Uma fracao continua é uma expressao da forma

by
aq —|— b s (11)
2
as +
bs
as + —— —
4
a4 +
as + .
sendo ay,as,as,ay, a5, ... € by, by, bs, by, ... numeros reais ou compleros, ou funcoes de

varidveis reais ou complexas. A quantidade de termos pode ser finita ou infinita.
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Alternativamente, podemos escrever (1.1) como

by b by Dy

a1 + - = —
as + a3 + ag + as +

)

Os termos , 1 =1,2,..., sao denominados quocientes parciais: b; e a;11; sa0 0 nume-
Qj+1
rador e o denominador, respectivamente, do quociente parcial .
Ai+1

Exemplo 1.1 Podemos escrever

2
V6 =2+ 5 =24
4+ 5
4+

=1 o
+
1o
+
1o
+

4+
Observe que v6 = /22 + 2.
Neste trabalho, trataremos apenas dos casos em que a; e b; sao niimeros reais.

Definicao 1.2 Uma fragao continua simples ou regular é uma expressao da forma

1
ay + 1 y (12)
a9 + 1
as + 1
ag+ ———
as + .
sendo asg, as, Gy, as, ... numMeros inteiros positivos e a; um numero inteiro qualquer. Os
termos ay, as, as, ... sao denominados quocientes parciais.
Podemos, ainda, denotar (1.2) por [ay, as, as, aq, as, . ..] ou

1 1 1 1
“wt+ — = = —
ay + ag + a4 + as +
No caso particular em que a; é um numero inteiro positivo, podemos fornecer uma
interpretacao geométrica da Definicao 1.2, para a representacao de um nimero por meio
de fragoes continuas. Para tal finalidade, consideremos

1
r=a;+ 1

as +

as +
a4 +

1
CL5*|>".

Construamos um retangulo 1 x z e, posteriormente, construamos sequencialmente
quadrados “gulosos” dentro desse retangulo, isto é, sempre colocando o maior quadrado
dentro do espaco ainda livre. Os coeficientes aq, as, as, ... representam a quantidade de
quadrados de cada tamanho.
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1
- >
x
Figura 1.1: Interpretacio geométrica de fragoes continuas.
Por exemplo, na Figura 1.1, temos a; = 1,a5 = 2,a3 = 2,..., ou seja,
1
r=1+ T
24+ ——

2+

Caso a fracao continua simples seja finita, podemos escrever a expressao (1.2) como

1
ar + 1 )
Qg+ —
CL5—|—. 1
aTL
1 1 1 1 1
a qual denotaremos por [ay, as, as, as, as, .. .,a,) ou a; + —

as + a3 + as + a5 + -+ +a,’

Geometricamente, temos um retangulo com dimensées g X p (com ¢ < p), e construimos
sequencialmente quadrados “gulosos” dentro desse retangulo, isto é, sempre colocando o
maior quadrado dentro do espago ainda livre. Os coeficientes aq, as, as, . . ., a, representam
a quantidade de quadrados de cada tamanho.



Capitulo 2

Fracoes Continuas e os Niumeros
Racionais

Neste capitulo, trataremos da relagao das fracoes continuas com os nimeros racionais.
Estudaremos a importancia do algoritmo de Euclides para obter uma representacao fi-
nita, a definicao dos convergentes, algumas propriedades e exemplos, visando facilitar o
entendimento daquela relagao. Para mais detalhes, o leitor pode consultar as referéncias
1], [6], [8], [9], [10] e [11].

A seguir, apresentaremos os conceitos de divisor, divisao Euclidiana (ou algoritmo da
Divisao), méaximo divisor comum e o algoritmo de Euclides. Para mais detalhes, o leitor
pode consultar as referéncias [6], [8] e [11].

Defini¢ao 2.1 (Divisor) Dados dois nimeros inteiros d e a, dizemos que d divide a ou
que d é um divisor de a ou, ainda, que a é um multiplo de d, (notacao dla), se existe
q € 7Z tal que a = q - d. Caso contrdrio, escrevemos d { a.

Teorema 2.1 (Divisao Euclidiana) Dados dois nimeros inteiros a e b, com b # 0,
existem dois Uunicos numeros inteiros q e r tais que

a=q-b+r, com  0<r<|b,

sendo a, b, q e r, denominados, respectivamente, dividendo, divisor, quociente e resto da
divisao de a por b.

Demonstracgao: Consideremos o conjunto
S={r=a—-b-y;y € Z} N (NU{0}).

FEzisténcia: Pela propriedade Arquimediana de Z (se a, b € Z, com a # 0, entao existe
n € 7Z tal que n-a > b), existe n € Z tal que n - (=b) > —a. Logo, a—n-b > 0, o
que mostra que S nao ¢ vazio. O conjunto S é limitado inferiormente por 0. Logo, pelo
principio da boa ordenagao, temos que S possui um menor elemento r. Suponhamos,
entdo, que r = a — ¢ - b. Temos que r > 0 e vamos mostrar que r < |b|. Suponhamos, por
absurdo, que r > |b|. Assim, existe s € NU {0} tal que r = |b| + s. Logo, 0 < s < r. Mas
isso contradiz o fato de r ser o menor elemento de S, pois s =a— (¢+1)-b € S, com
s<T.

Unicidade: Suponhamos que a = q-b+r =¢ -b+71',sendo q, ¢, r,r' € Z,0 < r < |b|
e 0 <r" < |b|. Assim, temos que —|b| < —r' <1’ —r < |b|. Logo, | —r| < |b|. Por outro
lado, a - (¢ — ¢') =" —r, o que implica que

bl -lg — 4| =|r" —r| < [b],

18
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o que s6 ¢é possivel se ¢ = ¢’ e, consequentemente, r = r’. O

Defini¢ao 2.2 (Méximo Divisor Comum) Dizemos que um nimero natural d é o
maéximo divisor comum (mdc) de a e b, nao simultaneamente nulos (nota¢ao d = mdc(a, b)),
se d possui as sequintes propriedades:

i) d é um divisor comum de a e de b;

1) d € divisivel por todo divisor comum de a e b, isto €, se ¢ € um divisor comum de a
e b, entao ¢ divide d.

O préximo resultado é de fundamental importancia para calcularmos o maximo divisor
comum de dois numeros inteiros a e b.

Teorema 2.2 (Lema de Euclides) Se a=¢q-b+ 1, entio mdc(a,b) = mde(b,r).

Demonstragao: Consideremos D, e D, os conjuntos de divisores associados aos niimeros
inteiros a e b, respectivamente. A intersecao D, N Dy de tais conjuntos é finita (pelas
finitudes de D, e D,) e ndo vazia (ja que 1 pertence a intersegao). Por ser finita, D, N D,
possui elemento maximo, que, por defini¢do, é o mdc(a,b). Sendo assim, resta mostrar
que D, N Dy, = Dy N D,, ja que, se esses conjuntos forem iguais em particular os seus
méximos divisores comuns também serao iguais. Se d € D, N Dy, temos d|a e d|b. Logo,
dl(a —b-q) < d|r e, portanto, d € D, N D,. Isso mostra que D, N D, C D, N D,.
Analogamente, se d € D, N D,, temos d|b e d|r. Logo, d|(b-q+ r) <= d|a e, assim,
d € D, N Dy. Isso mostra que D, N D, C D, N Dy. Portanto, D, " D, = D, N D,.
O
O algoritmo de Euclides consiste na aplicagao reiterada do lema acima, para o calculo

do mdc(a, b).

Teorema 2.3 (Algoritmo de Euclides) Sejam a = g e b = 1 nidmeros inteiros ndao
negativos, com b # 0. Se a divisao euclidiana for aplicada sucessivamente para obter

Ti = Qit1 " Tit1 + Tig2, 0 < ripe <7Tigr,

parai=0,1,2,....,n—1 er,y =0, entdo mdc(a,b) = r,, sendo r, o ultimo resto nao
nulo.

Demonstracgao: Inicialmente, vamos aplicar o Teorema 2.1 para dividir a = ro por b = rq,

obtendo ro = q; -1 +72. Em seguida, dividimos r; por ry, obtendo ry = ¢o- 15413, € assim

sucessivamente, até a obtengao do resto r,.; = 0. Como, a cada passo, o resto é sempre

menor do que o anterior, e estamos trabalhando com nimeros inteiros nao negativos, é

claro que apds um numero finito de aplicagoes do Teorema 2.1, obteremos resto nulo.
Temos a seguinte sequéncia de equagoes:

TOo = Qq1-7T1+ T2, 0<ry <y

T = (Q2-T9+ T3, 0<7’3<7’2

Ty = Q373+ T4, 0<ry<rs
Tn—2 = Qn-1"Tn—1+Tn, 0<r, <rp

Thei = qn-Tpn+0, com 7,41 = 0.



20

A tltima dessas equagoes nos diz, pelo Teorema 2.2, que mdc(ry,, 7,—1) = 7r,,. Prosse-
guindo com sucessivas aplicacoes do Teorema 2.2, obteremos a sequéncia:

rn = mde(r,_1,r,) = mdc(rp_o,Tn—1) = ... = mdc(ry,re) = mdc(rg, 1) = mde(a, b).

Portanto, o mdc(a, b) é o tltimo resto nao nulo da sequéncia de divisdes descrita acima.
O

2.1 Expansao de nimeros racionais em fracoes
continuas simples finitas

Intuitivamente, se tivermos uma fracao continua simples e finita, é bem natural pen-
sarmos que esta representa um numero racional (para verificarmos a veracidade de tal
afirmacao, basta realizarmos as operagoes elementares com fragoes). Mas serd que o pro-
cedimento contrario também é verdadeiro? Caso a resposta seja afirmativa, serd que é
Unica e finita essa expressao? Sera que existe um método pratico?

Mostraremos, nesta segao, que as respostas aquelas perguntas sao afirmativas. Mostra-
remos, ainda, que o método pratico para obtencao da fracoes continuas simples e finitas a
partir de um nimero racional dado se reduz a utilizagao do algoritmo de Euclides. Este,
por sua vez, é de suma importancia para a motivagao geométrica, isto é, usando esse
algoritmo, segue naturalmente a interpretacao geométrica de tais fragoes continuas. Para
mais detalhes, o leitor pode consultar as referéncias [1], [9], [10] e [11].

Iniciaremos investigando o caso mais natural.

Exemplo 2.1 Utilizando as operagoes elementares com determinadas fragoes, obtemos
0s seguintes numeros racionais:

. 1 1 1 1 1
i) 1+ 1 :1+—1:1+—1:1+ T :1+—21
2+—3+; 2—|—3+i 2—1—3_'_3 2—1-% 2 68
4+1 E 21 21
5}
S =1 B2
157 157 157
68
.. 1 1 1 1 129 935
11)—2—#—4 T :—2-|——4 T :—2+—4 16 :—2+m:—2+@:—@.
+8_'_i +@ +@ 129
16 16

Visto que as operagoes resultam em numeros racionais, investigaremos, agora, a si-
tuacao contraria, isto é, dado um numero racional, vamos procurar obter uma fragao
continua simples finita que o represente.

: . ... 49 120 38
Exemplo 2.2 Expressaremos os seguintes ntimeros racionais —, ——— e — sob forma

38" 47 49

de fragoes continuas simples finitas.

Com simples manipulagoes resulta que
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= 38+11 1+1 1T+ ! 1+ ! [1,3,2,5]
1 _— = — _— = _ = —_— _— .
38 38 38 38 1 1 T
— 34— 34+ ——
11 11 2+1
5 5
120 94 26 26 47 1 1 1
= - 2 1= 34— =-34+—- =3
W T T T a7 +2+3 +2+i
21 21 21
5
1
— _34 — = [-3,2,4,5].
2+ —
4 + —
Jr5
ooy 98 1 1 1 1 1
111)E_O+4_9—0+1—11—0+1—1_0+1—1—0+1 1
33 +£ +% + 1 +—1
= 34— 34—
11 11 2+1
5 5
=1[0,1,3,2,5).

Nos exemplos que seguem, forneceremos a interpretagao geométrica de alguns niimeros
racionais quando escritos sob forma de fracao continua simples finita.

Exemplo 2.3 Dado o ntimero racional L obteremos sua expressao correspondente em

fragoes continuas simples, bem como sua representagao geométrica.

Sem dificuldades, verificamos que

25 22 3 1 1 1 1
TR T TR +9+2 +3+— 541 +3+
3 3 3 3 3 2 1
2 2 2
1
= 2+ — =[2.3,1,2].
3+ —7
14 =

A interpretacao geométrica dessa fragao continua simples finita consiste em construir
inicialmente um retangulo com dimensoes 25 x 11. Em seguida, iniciamos a construcao
dos quadrados “gulosos” com lados 11, 3, 2 e 1, conforme Figura 2.1.

Observe que os lados desses quadrados sao os divisores, e 0s quocientes parciais sao

os quocientes obtidos pelo algoritmo de Euclides:

25 = 2-11+3
11 = 3-3 +2

= 1-2 +1
2 = 2-1 +0.
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11

A
Y

25

Figura 2.1: Interpretacio geométrica do ntimero racional % por fracGes continuas.

Exemplo 2.4 Usando a Figura 2.2 abaixo, vamos expressar a fragao continua correspon-
dente.

13

Figura 2.2: Interpretacdo geométrica do nimero racional %2 por fragdes continuas.

De acordo com a Figura 2.2, temos um retangulo com lados 13 e 8. Consequentemente,
temos um quadrado de lado 8, outro de lado 5, outro de lado 3, outro de lado 2 e dois
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quadrados unitarios. Segue que a1 =1, a, =1, a3 =1, ay = 1 e a5 = 2. Portanto,

1 13
1 T8
1
=7
1 —
+2

1+

1+

Usando o algoritmo de Euclides, obtemos

13 1-845
8§ = 1-5+3
5 = 1-3+42
3 1-2+1
2 2-1+0.

Observe que os lados dos quadrados da Figura 2.2 correspondem aos divisores, e 0s
quocientes parciais sao os quocientes obtidos pelo algoritmo de Euclides.

Com o intuito de responder as indagacoes feitas no inico do capitulo, demonstraremos
a seguinte caracterizacao de niimeros racionais por fracoes continuas simples finitas.

Teorema 2.4 Qualquer fra¢ao continua simples e finita [ay,as,. .., a,] representa um
numero racional. Reciprocamente, qualquer numero racional pode ser representado por
uma fracao continua simples finita.

Demonstracao: A demonstracao é dividida em duas partes. A primeira parte é imediata,
ja que, dada a fracdo continua [aj,as,...,a,] simples e finita, usando as operagoes ele-
mentares, facilmente obtemos um numero racional. Para a segunda parte, consideremos

um numero racional P qualquer, com g > 0. Pela divisao Euclidiana, obtemos
q

r
B:al_i__l’
q

. D D _|P
com 0 < 7r; < q e a; é o maior inteiro menor que =, que denotaremos por a; = |=|.
q

D, , L .
Se r1 = 0, = é um numero inteiro, e nada mais temos a fazer. Se r; # 0, escrevemos

Repetimos o procedimento para a fragao q e obtemos
1

T
i:CLQ—F—, 0<ry <.
r 1

Se ro = 0, finalizamos processo, e temos
1

P
-—=a+— = [al,ag].
q asz
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. . . . nn
Se 7y 75 0, repetimos o procedimento acima com a fra(;ao —. Observe que 0 processo
T2

acima termina quando r,, = 0, para algum n, pois ¢ > r; > ro > r3 > ... é uma sequéencia
decrescente de ntimeros inteiros positivos. Com esse procedimento teremos

p 1
- = a1+ —, 0<r <gq,
q q
T2
g = as+ —, 0<T2<7’1,
] &
A T3
— = a3+ —, 0 <rg <o,
) T2
T ;3 Tn—1
- = Qp-1+ B ) 0< Tn—1 < Tnh—2,
Tn—2 T'n—2
Tre
- = a,+0, com 71, =0.
T'n—1
Portanto,
D 1
—=a+ 1 :[a17a27"'7an]7
d as + 1
as + 1
ay +
as+ 1
Qp,
o que completa a demonstracao. [l

A unicidade da expansdo de um ndmero racional em fragdo continua (excluindo a
possibilidade de altera¢ao do tltimo termo a,,) é garantida pela divisao Euclidiana, pois
podemos alterar o tltimo termo a,, isto é, substituir a,, da seguinte maneira

(1 1
— por — se a, > 1
Qn
ap — 1+ —
1 1 L
- - -1
1 por ) se ap,
p—1 + — -1+ L
\ Qn
Sendo assim, a expansao [ai, as, ..., a,] pode resultar em uma quantidade impar ou par
de termos, dependendo da alteragao de a,, ou seja,
lai,as,...,a,) = [a1,a9,...,a, —1,1] se a, >1
la1,as,...,a,) = [a1,a9,... 4,1 + 1] se a,=1"

Supunhamos que r, = 0, para algum n. Procedendo como na demonstracao anterior,

p , . p ~ D -

¢ possivel construir um método para obter a representacao de = sob forma de fracao
’ . q

continua simples. Observemos que

r
]—9:@1+j = p=a-qg+r, 0<r <gq.

Mas podemos escrever
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L, . q
Com mesmo raciocinio e considerando —, temos

(A

q )

T_ = CL2+T— = q=ag -1+ 79, 0<7’2<T1,

1 1

™ T3

— = a3+ — = T = a3 -To + T3, 0<’T‘3<T’2,

) )
T'n—3 Tn—1
, = Qp-1+ , = Tp-3 =0ap-1" " Tp-2 + Tn-1, 0<rp <rp-1,
n—2 n—2
T'n—2 Tn

= a,+ = Tp_9 =0y Th_1+0, rn = 0.

T'n—1 Tn—1

Observamos que esse procedimento é o algoritmo de Euclides, utilizado para obter o

mdc(p, q). Significa que para obtermos a representacao de um ndmero racional b sob
4q

forma de fracao continua, basta utilizarmos o algoritmo de Euclides para p e ¢ e obser-
varmos os quocientes obtidos.

Exemplo 2.5 Obteremos a fracao continua que representa o nimero racional e usando

o algoritmo de Euclides.
Pelo algoritmo de Euclides, temos que

68 = 1-47421
47 = 22145

21 = 4-5+41
5 = 5-140,
e, assim,

1
@:14——:[1,2,4,5]:[1,2,4,4,1].
47 1

2+—1
44+ =
Jr5

Dada a representacao de um niumero racional em fracao continua simples finita, o
resultado seguinte mostra como obter a representacao do inverso daquele niimero racional
em fracao continua simples finita.

.~ p . q
Proposicao 2.1 Sep > qe= = [ay,as,a3,a4,...,a,], entdo — = [0,ay,as,as, a4, ..., a,].
q p
. q . D
Reciprocamente, se = = [0, ay, as, as, ay, . .., 0y, entdo = = |ay, as, as, ay, . . ., ay,).
p q

Demonstracao: A demonstracao é dividida em duas partes. Na primeira parte, temos,

1
por hipdtese, que p > ¢. Entao T_9 + 75 Mas £ = la1, a2, as,aq,...,a,] e, assim,
p q

q

1
g:0+ 1 :[Oaa17a27a37a47"'7a'n]-
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Reciprocamente, temos, por hipdtese, que

1
g:[07a17a27a’37a47"‘7an]:0+ 1
p ai + I
(05} + 1
as +
ag+ 1
an
Entao
D 1 1 1
7 = 0+ -
D 1 x
a + 1
as + 1
as +
CL4‘|—. 1
Qp,
sendo 1
ZU:CL1+ 1 :[a17a27a37a47"'7an]7
as + 1
ag + —
CL4+. 1
.._'__
ap,
o que completa o a demonstracao. U

68
Exemplo 2.6 Sabendo que T = [1,2,4,5] obteremos a fragdo continua que representa
i 47
o0 numero —

68

Do Exemplo 2.5, sabemos que

1
% = 1—|——1 =[1,2,4,5].
2+ —
44 =
+ 5
Assim, usando a Propriedade 2.1, temos que
47 1
@:[0,1,2,4,5]:0—1— 1
=
Tl
5
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2.2 Convergentes de fracoes continuas simples finitas

) D - . : ~ - .
Consideremos = (¢ # 0) uma fracao racional, cuja expansao em fragoes continuas

simples finita é dada por

1
Z_? =a+ 1 = [(ll,ag,ag,a4,...,(ln]. (21)
as +

ag+ 1

.._i__

Qnp,

Consideremos as fracoes
aq 1 1 1
G =T G=a1+—, G=G+t——7, ", G=07+ 1 ;
a2 ag + — as +

as as+ 1
.‘_I___
a’n

obtidas de (2.1), cujos termos sdo sucessivos, até o n-ésimo termo.

Defini¢ao 2.3 Denominamos convergente de ordem ¢ da fracio continua de (2.1) o

numero

1
c; = ay + 1< <n.

as +

a3+' 1
. '_i__

Observamos que (¢,), 0 n-ésimo convergente, é a prépria fracao continua.

.~ , . Di ~ . .
Definicao 2.4 Os niimeros p; e q;, tais que ¢; = —, sao denominados, respectivamente,
. . . (
numerador e denominador do i-éstmo convergente.
Agora apresentaremos algumas propriedades dos convergentes de fracoes continuas
simples finitas. Observe que, dada a fragao continua em (2.1), podemos escrever

a1 b1
cp = —=—,compr=a1eq =1;
1 q1
1 as-a; +1
Cy = a1+—=L:@, com pp =az-a;+1eqy=ay;
a2 a2 q2
1 1 a as-as-a1+ay+a
c3 = &1+—1:Cl1+ 1:Cl1+ 3 = 3 2 ! ! 3
as - az + as-as+1 as-as+1
CL2+—
as as
_ az(agrar+1)+ar  az-patpr ps B B
= = =—, comp3=az-pP2+pie€qgs=a3z-q+qi.
az-az+ 1 as-qg2+q g3

Se calcularmos ¢4 e c5, obteremos, respectivamente,

Ay - P3 + P2 . G5 Ps+ D3

5 )
as s+ q’ as - Q4 + ¢
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e, assim, podemos conjecturar que os numeradores p; e os denominadores ¢; dos conver-
gentes ¢;, 1 = 3,4, ..., n, satisfazem as seguintes relagoes:

Di = Qi Pi—1+ Pi-2
4G = G; qi—1+ g2

No proximo resultado, mostraremos que essas relagoes se verificam para i = 3,4, ..., n.

Teorema 2.5 O numerador p; e o denominador q; do i-ésimo convergente ¢; da fracao

continua |ay, as, as, . . ., a,| satisfazem as equagoes
Di = Qi Pi—1+Pi-2 ,
) ara 1 =3,4,...,n, 2.2
{ G = Qi Gi-1+ g2 b (22)

com as condicoes iniciais
o= a1 . p2 = az-a;+1
@ =1 @ = a

Demonstracgao: Nas verificagoes anteriores, vimos que o resultado ¢é valido para ¢, co,
3, OU seja, para i = 3, as equagoes (2.2) sao satisfeitas. Vamos supor que o resultado seja
valido para k <1, com 3 < i < n . Isso significa que

_bi _ Qi pia + Pi—2

C; = [al,ag,...,ai] = . (23)
% Qi Gi-1t+ G2
Observemos que
1
C; = ay + 1
(05} +
as+ 1
—+ i
i1+ —
i
e que
1
Ci+1 = Qg + 1 ;
aq +
as+ 1
—+ i
Qi1+ ———
ai+
QAi+1
e, assim, podemos obter ¢;; de ¢; simplesmente pela substituicao de a; por a; + . Isso
Cit+1
nos diz que se pudermos mostrar que os nimeros p;_1, Pi—2, ¢i—1, ¢i—> dependem somente
dos nimeros ay, as, . .., a;_1, poderemos usar (2.3) para obter ¢;, 1, pois estamos supondo,

como hipétese de indugao, a validade de (2.3), para todo k < i. Como

Di-1 _ Qi—1 " Pi—2 + Pi—3

qi—1 i1 - Gi—o + Gi_g

temos que os numeros p;_ e ¢;_1 dependem somente dos nimeros a;_; € dos nimeros
Pi—2, Di—3, ¢i—2, ¢i—3, 08 quais, por sua vez, dependem de seus precedentes. Dessa forma,
Di—1, Pi—2, ¢i—1, ¢i—o dependem apenas dos nimeros ai, ao, ..., a;_1, sendo independentes
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de a;. Logo, eles nao serao alterados com a substituicao de a; por a; + . Podemos,
Ci+1

portanto, utilizar a expressao (2.3) para obter de ¢;y1, bastando, para isso, substituir a;

por a; + —, ou seja,
Ci+1

(a; + ) - Dic1 + Di2

Q41

Ci+1 =

(a; + ) - Qi1 + Pi—2

Ait+1
(@ip1-a; + 1) - pic1 + Qi1 - Di—2)
(@ig1-a; +1) - gim1 + i1 - Gi2)
@i+1 Qi " Pi—1 T Pi—1 + Qi1 - Pi—2
Qg1 Qi " Qi1+ Qim1 + Qig1 - Gi—2
i1 - (@ - pim1 + pice) + Pica
it (@ - Gic1 + Qim2) + Gia
@i+1 * Pi + Pi-1
Qiy1 i + Qi1
Pit1
qi+1 ’

o que conclui a demonstracao. 0

Sabendo que
_ b1 _ a1 -potpa

g1 a1-qo+tq-1
e usando o fato de que p; = a; e ¢4 = 1, segue que

C1

pPr a1-pot+p1
01:—:—:—

q1 ai - qo+ q-1 1’
e definindo pg = 1eqy=0,p_1 =0e g1 =1, as equagdes (2.2) sao satisfeitas para i = 1,
e podemos reescrevé-las como

pi = Q- Pi_1 + Pieo . 1=1,23,...,n, (2.4)
q; = Q;° Qi + qi—2

com as condigoes iniciais

p—lzoe po = 1
g1 = 1 @0 = 0

Observamos que p_1, q_1, po € go nao definem numeradores e denominadores de con-
vergentes.

O proximo teorema desempenhard um papel importante em demonstracoes relaciona-
das a convergéncia de convergentes, bem como fundamental nas aplicagoes, mais especi-
ficamente, na resolucao de equagdes com numeros inteiros.

Teorema 2.6 (Férmula do Determinante) A relagao

’ P Pimv | Pi qi-1 — Pi-1"¢i = (—1)i (2.5)

qi qi—1

¢ verdadeira para todo 1 > 0, sendo p; e q; 0 numerador e o denominador, respectivamente,
do i-ésimo convergente (¢;).
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Demonstracgao: Usaremos o principio de inducao finita para demonstrar este teorema.
Para ¢+ = 0, temos

Po-go1—p-1-g=1-1-0-0=1=(-1)"
Para + = 1, temos
progo—po-qr=a1-0—1-1=-1=(-1)"
Para ¢+ = 2, temos
p2'Q1—p1‘Q2=(az'a1—|—1)-1—a1~a2:1:(—1)2.
Suponhamos que o resultado seja valido para ¢ < k, com k > 0, isto é,
Pi Qi1 —Dpi1- ¢ = (—1)", parai=0,1,2,...,k.

Mostraremos que o resultado é verdadeiro para ¢ = k+ 1. Pelo Teorema 2.5 sabemos que
Pit1 = Qit1 " Pi +Dic1 € Giv1 = i1 ¢ + gio1. Logo,
Pit1 G —Di Qi1 = (Qiy1-Di +Pim1) - @ — Pi - (i1~ G + Giz1)
= Qi1 Pi G T Pi-1 ¢ — Qig1 " Pi G — Pi* Gi-1
= —(pi- Qi1 — Pi-1" @)
= (=1)-(=1)
(_1)1'4—1’

o que conclui a demonstracgao. 0

Corolario 2.1 Todo convergente ¢; = &, i > 1, de uma fracao continua simples finita,

(2
¢ um numero racional irredutivel, ou seja, mde(p;, q;) = 1.

Demonstragao: Pelo teorema anterior, sabemos que
Pi qi—1 —Pi—1- G = (—1)i, 1> 0.

Suponhamos que exista um nimero inteiro ndo nulo r, tal que p; =7 -p, e ¢; =7 - ¢, em
que p}, ¢; € Z. Assim,
r -p; “qi-1 — Pi—1- T qz/‘ = (—1)i-
Dividindo ambos os membros dessa equagao por r, obtemos
(=1)
r

€ Z.

p; *gi—1 — Pi-1- q§ =

Logo, r = £1, o que conclui a demonstragao do teorema. 0]

Proposig¢ao 2.2 Sea; >0 e P _ lai,as, ..., a,], entdo = [an, Qp_1, ..., 02, a1].

Qn Pn-1

Demonstragao: Novamente usaremos o principio de inducao finita para demonstrar esta
.o a1 1 . .
proposigao. Para n = 1, temos [a;] = a1 = 1= comprovando, assim, a veracidade
Po
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do resultado para n = 1. Admitindo que o resultado seja verdadeiro para ¢ fixo, com
1 <1 < n, ou seja,

2
= [ai, a1, .. ., a2, a1],
Pi—1
mostraremos que o resultado é verdadeiro para i + 1, como segue:
1
(@1, 05,051, ..., a2,a1] = a1+
@i, ai—1, ..., ag,a1]
N 1
= a; [
i+1 Di
Pi—1
DPi—1
= Qi1+
i
Qg1 P+ Pi1
bi
_ Dit1
- )
Pi
o que conclui a demonstracao da proposicao. 0

128
Exemplo 2.7 Sabendo que a fracao continua simples finita de 37 é [3,2,5,1,2], obte-

- , . . Ds
remos a fragao continua simples finita de —.

Y2
Observemos que temos cinco quocientes parciais [ay, as, as, a4, as| = [3,2,5,1,2], e que
128
o ultimo convergente c; = by _ 37 Logo, pela Proposicao 2.2, resulta que by _
45 P4

2,1,5,2,3].
Outra maneira de obter o desejado consiste em obervar que ps = 128, py = 45 e usar
o algoritmo de Euclides:

128 = 2-45+ 38
45 = 1-38+7
38 =57 +3
7T = 2-3 +1
3 = 3-1 +0.
Portanto, b _ 128 =12,1,5,2,3].
Py 45
Defini¢ao 2.5 Uma fra¢ao continua |ay,as,...,a,] € denominada simétrica se

a; = Qp_(i—1), para 1 <i < n.

~ , . r . -
Proposicao 2.3 Se o nimero racional —, tal que mdc(r, s) = 1, possui representacio em
s

fragdo continua simétrica [ay,as, . .., a,], entdo
r|ls* + (=1)"]
Demonstragao: Por hipdtese, sabemos que mdc(r, s) = 1 e, assim,

T Da

- — r=DPn € S={(n, (26)
S On
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r
tendo em vista que mdc(p,, ¢,) = 1. Usando a Proposicao 2.2 e a hipdtese de que — possui
s

representacao em fragao continua simétrica, temos que

Pn
= [an7 an—1; ..., a2, al]
Prn—1
= |ay,aa...,0p_1,a,).
oo P _ T (2.7)
Pn—1 S

Usando o Teorema 2.6 e as equagoes (2.6) e (2.7), obtemos

Prn-1 = Po-1-Gn = (=1)"
T —s = (=1)"
Logo, 7+ qu 1 =8>+ (—=1)".
Portanto,
r|[s* + (=1)"]
O
. . 91 .
Exemplo 2.8 Dado o niimero racional o7 mostraremos que 91 divide 728.
Usando o algoritmo de Euclides, obtemos mdc(91,27) = 1, e sua fragdo continua

simples finita é dada por — = (3,2, 1,2, 3| = |a1, as, as, a4, as|, que é uma fracao continua
27

simétrica. Dai, resulta que n = 5 (pois sao cinco quocientes parciais). A Proposigao 2.3
nos garante que r = 91 divide s? + (—1)" =272 + (—=1)> =729 — 1 = 728 = 8 - 91.



Capitulo 3

Fracoes Continuas e os Niumeros
Irracionais

Neste capitulo, apresentaremos a relacao das fragoes continuas com os nimeros irracio-
nais. Primeiramente, vamos trabalhar com a expansao de niimeros irracionais em fragoes
continuas. Em seguida, veremos algumas propriedades sobre convergéncia de fracoes
continuas simples infinita. Apresentaremos também as fragoes continuas periodicas e,
assim, veremos que, dada uma fracao continua periodica, podemos obter um ntmero ir-
racional que a representa. Para mais detalhes, o leitor pode consultar as referéncias [1],
[7], [9], [10] e [11].

3.1 Expansao de numeros irracionais em fracoes
continuas

Nesta se¢ao, vamos construir a expansao de um nimero irracional na forma de uma
fracao continua. Nesse processo de construcao, faremos uso das substituigoes sucessivas,
como segue.

Consideremos x um nudmero irracional qualquer e a; = |z, ou seja, a; é o maior
inteiro menor que x. Podemos escrever

1

1
r=a,+—, emque 0<—<1.
T To

Logo, x5 = > 1 é um numero irracional. Do mesmo modo, podemos escrever

r — aq

1 1
To=ay+—, com ay=|z3]>1 e 0<— <1
T3 €3

Assim, obtemos x3 = > 1, que também ¢é um nuimero irracional. Repetindo esse

Lo — Q2

33
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processo, obteremos

1

r = a3+ —, To > 1
L2
1

Ty = az+ —, xg > 1, az > 1,
T3

1

T, = a,+ , Tper > 1, ap >1, (3.1)

xn—f—l
sendo aq, as, as, ... nimeros inteiros e x, xo, r3, ... nimeros irracionais.

Observemos que esse processo nao termina, pois isso s6 ocorreria se x,, = a,, para
algum n, o que é impossivel, ja que a, é um nimero inteiro e x,, ¢ um nimero irracional,
para todo n. Efetuando as substitui¢oes no processo descrito acima, obtemos a seguinte
fracao continua simples infinita:

r = a;+ —
4]
1
- Mt
CL2+—
Zs3
1
G2t —
CL3+_
Ty
1
= a+ 1 5
as +
ag+ 1
.._i_
an+

a qual denotaremos por [ay, ag, ag, a4, . . .].
Exemplo 3.1 Expressaremos v/3 como uma fracao continua simples infinita.

Observemos que 12 < 3 < 22 = 1< /3 < 2e, assim, a; = |V3] = 1. Podemos

escrever 1 1
V3=a+—=1+— (3.2)
T )

e, assim,

1 1 (V3+1) V3+1

VB—1 VB—-1 (VB+1) 2

Substituindo esse valor de x5 em (3.2), obtemos

Ty =

V3= 1+ﬁ. (3.3)

2
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V3+1
9

Com o mesmo raciocinio obtemos que ay = \‘ J =1 e, assim,

3+1 1 1 1
i+l _ =———— =V3+1

Substituindo esse valor de x3 em (3.3), obtemos

VS —

Como as = [V/3 + 1| = 2, podemos escrever

1 1 1 1 3+1 3+1
V3+l=as+—=2+— = z4= = -(\/—+)—\/—+ .

T4 T4 V3+1-2 V3-1 (V3+1) 2
Observemos que x4 = x. Consequentemente, xs serd igual a x3; xg serd igual a x4, €
assim sucessivamente. Portanto,

1
V3=1+ I =[1,1,2,1,2,.. ] =[1,1,2], (3.4)
1
1 -
+2+.

2+

em que 1,2 significa que os nimeros 1 e 2 repetem alternadamente e infinitamente, repre-
sentam o periodo, conforme Defini¢ao 3.4, da pagina 45.

Exemplo 3.2 Sabendo que —v/2 = —1,414213 . . ., expressaremos esse niimero sob forma
de fragao continua simples.

Sabemos que © = —v/2 = —1,414213... Por consequéncia, a; = L—\/§J = —2.
Podemos escrever

1 1 1 V242
V2= +—=-2+— = x3= = .
! T2 T2 ? V2 +2 2

V2+2
9

Como ay = {

J = 1, podemos escrever

G+ —=14+— = z3=— =

2+2 1 1 1
V2+2 v
2 x3 T3 V242

De modo anélogo, temos asz = |v/2] = 1. Assim,

1 1
V2=1+— = 4= =2+ 1.
Ty ! V2-1
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Como ag = [v/2 + 1] = 2, podemos escrever

1 1
V24+1=24+— = 5 =2+ 1.

s T V2+1-2

Observemos que x5 = 4. Assim, xg serd igual a x5; x7 serd igual a xg, e assim sucessiva-
mente. Logo, realizando as substituicoes apropriadas, obtemos

1
—V2=-2+

1
1

=[-2,1,1,2,2,2,...] = [-2,1,1,2].
1+

2t —1—

24—
+2—|—_

3.2 Convergentes de fracoes continuas simples infini-
tas

Os convergentes das fracoes continuas simples infinitas sao calculados do mesmo modo
que os convergentes das fragoes continuas finitas, ou seja,

a1 b1
cg = —=—,comp=a,eq =1,
1 q1
1 as-a;+1
G o= a+—=20T P =g t1e g =a,
a2 a2 q2
1 1 a as-as-a1+ a1 +a
c3 = a; + 1 :CL1—|—.—1:CL1+ 3 = 3 2 ! ! 5
as - az + as-as +1 as-as +1
az + — S
as as
_ az(agrar+1)4+a1  az-patpr ps B B
c3 = = = —, com p3 =as-p2+pP1€qgs=as-qz+q.
as-as +1 az- G2 +q @
Assim, temos que
1 i
C; = Cl1—|— *}ia
1 g
CL2+
CL3+. 1
a;

de modo que o numerador p; e o denominador ¢; do :—ésimo convergente ¢; satisfazem as
equacoes

Pi = G Pt Py 93y,
¢ = @i Q-1+ qi—2

com as condigoes iniciais

p—lzoe po = 1
g1 = 1 o = 0°
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Exemplo 3.3 Calcularemos os sete primeiros convergentes da fracao continua simples
infinita 1
r=vV3=1+ =[1,1,2].

: i
- i

2+ 1

14—
+2+'

Calculando os sete primeiros convergentes, obtemos

1
c1 = & = _:]-7
a1 1
b2 1 2
€2 @ 1T ’
. 2-2+1 5
R N R I T2 2 = 1666667,
q3 ag'QQ"‘Ql 2].+1 3
. 1-5+2 7
Cy = ]2 = a p3+p2 = + = - = 17757
qa aq - q3+ Q2 1-3+1 4
) 2-T+5 19
(o= P Gty - — 2 > 1797273,
qs as - 44+ q3 2-4+3 11
) 1-19+7 26
G = Do s P ™ = = =~ 1,733333,
J6 aG.q5+Q4 1'11+4 15
. 2-26+19 71
(o= o ampetps 0 Do mor
7 a7 - ge + g5 2-15+11 41

Observemos que os convergentes sao aproximagoes sucessivas racionais de \/g, ou seja,
sdo, alternadamente, aproximacoes por falta e por excesso de v/3. Mais ainda, os conver-
gentes de indice impar sao crescentes e se aproximam por falta; ja os de indice par sao
decrescentes e se aproximam por excesso.

3.3 Convergéncia de fracoes continuas simples infini-
tas

Recordando os Exemplos 3.1 e 3.3, obtivemos a expansao em fracao continua simples
infinita de v/3 e, posteriormente, calculamos os sete primeiros convergentes, os quais,
por sua vez, sao aproximacgoes por excesso e por falta. Assim, intuitivamente, podemos
conjecturar que os convergentes dessa fracao continua simples infinita devem convergir
para v/3. No decorrer desta secio veremos que essa conjectura é verdadeira, ou seja, toda
fragao continua simples infinita [ay, as, as, . . .| representa um nimero irracional.

Nesta secao, demostraremos alguns resultados sobre convergéncia de fragoes continuas
simples infinitas. Para mais detalhes, o leitor pode consultar as referéncias [1], [7], [10] e
[11].
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Proposicao 3.1 Os convergentes de fragoes continuas simples infinitas satisfazem

(=n"

Cp—Cpep = ———, n>2, (3.5)
Qn * Gn—1
. -1 n—1
Cp— Cp—g = u, n > 3. (3.6)
Qn * Gn—2

Demonstragao: Pelo Teorema 2.6 (Férmula do Determinante)® temos que

n

pn'Qn—l_pn—l'qn:(—l) , n>0.

Dividindo ambos os lados dessa igualdade por ¢, - ¢,_1, obtemos

Pn Pn—1 o (_1)n . .
—_— — = , ouseja, Cp—Ch_1 —=——,
dn gn—1 dn * 4n—1 Gn * n—1

donde segue (3.5). Para mostrar (3.6), observemos que

_ Pn Prn—2  Pn Gn-2 — Pn-2"Qn
Cp — Cp—o2 = — — =

An gn—2 dn * qn—2

e usando o fato de que p, = a,, - Pr_1 — Pn—2 € @n = Ay, * ¢n—1 — Qn—2, Podemos escrever

Pn Qn—2 —Pn—-2°"Gn = (an “DPp—1+ pn72) *Qn—2 — (an “Qpn-1 Tt qan) *Pn—2
= an(pn—l *Qn—2 — Pn—2 - Qn—l)
= a,- (="
Portanto,
" —1 n—1
S TS Gl i
Qn * Gn—2
o que conclui a demostragao da proposicao. 0

A seguir, estabelecemos um resultado fundamental sobre convergentes de fragoes continuas
simples infinitas.

Teorema 3.1 Os convergentes de ordem impar (cony1) de uma fragdo continua sim-
ples infinita formam uma sequéncia numérica crescente, enquanto que os convergentes
de ordem par (co,) formam uma sequéncia decrescente, e todo convergente de ordem
impar € menor do que qualquer convergente de ordem par. Além disso, cada conver-
gente (¢,),n > 3 estd entre os convergentes ¢,—o € ¢,—1. Os termos da sequéncia {c,}
satisfazem

01 <3< Cs.. < Copp1 < oo < Cop < ... < g <y < Co. (3.7)

Demonstracgao: Lembrando que a, > 0, paran > 1 e g, > 0, para n > 1, entao, da
expressao (3.6) resulta

Agpir - (—1)%"

Cont1 — Cop-1 = ——— >0 = Cop—1 < Coptl (3-8)
q2n+192n—1
2n+1
aznt2 - (—1)
Con+t2 — Cop = - <0 = Cont+2 < Cop. (39)
q2n+292n

TA férmula do determinante é valida independentemente de a fracio continua simples ser finita ou
infinita.
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Usando (3.5), obtemos

(_1)2n+1
Cons1 — Con = ~——— <0 = Cong1 < Com (3.10)
qon+192n
(_1)2n+2
Cont2 — Copy1 = ———— >0 = Cont1 < Copg2- (3.11)
q2n+292n+1

Das relagoes (3.8) e (3.9) podemor inferir, respectivamente, que {ca,+1} é uma sequéncia
crescente e que {ca,} é uma sequéncia decrescente.
Analisando (3.8), (3.9), (3.10) e (3.11), resulta que

Con—1 < Cont1 < Copy2 < Cop. (3.12)

Logo, ¢, esta entre ¢, o € ¢,_1.
De (3.12), temos que

en=1 =c<c3<cy <o
o n=2 :>03<c5<66<c4.Assim,cl<03<c5<c(5<c4<02.
e n=3 =c5<cr<cg<cg Portanto, ¢ <c3 <cs<cr <cg<cg<cy<eo.

Continuando com o mesmo raciocinio e combinando essas desigualdades, obtemos o re-
sultado
C1 <3 <Cs...<Copt1 <...<Cop < ... <<y < Co,

o que conclui a demonstracao do teorema. O

Defini¢ao 3.1 Dizemos que uma sequéncia (c,) € limitada se € limitada superiormente
e inferiormente, isto €, quando existem niumeros reais a e b tais que a < ¢, <b .

Definicao 3.2 As sequéncias crescentes, nao crescentes, decrescentes, nao decrescentes
sao denominadas sequéncias mondtonas.

Para que o segue, necessitamos do seguinte resultado.
Teorema 3.2 Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstracao: A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em [7], na pagina
111.

O proximo resultado nos mostra que as sequéncias, de ordem impar e par, dos con-
vergentes de uma fragao continua simples infinita, convergem para o mesmo limite.

Teorema 3.3 Toda fracdo continua simples infinita € convergente, sendo seu limite k
dado por

k= lim cop1 = lim cy,.
n—0o0 n—0o0
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Demonstracao: De acordo com o Teorema 3.1, a sequéncia dos convergentes de indice
fmpar {ca,41} é uma sequéncia crescente, limitada superiormente por c,, e a sequéncia
dos convergentes de indice par {cs,} é uma sequéncia decrescente, limitada inferiormente
por ¢;. Assim, pelo Teorema 3.2, as sequéncias {ca,} € {cony1} convergem, pois toda
sequéncia mondtona limitada é convergente. Consideremos k; o limite de {co,+1} € k,
o limite de {cs,}. Mostraremos que k, = k;. Usando a expressao (3.10), segue que

Cont1 — Copn = — . Como os valores de ¢, sao inteiros positivos e ¢,11 > @,, pois
d2n+192n . . .
Gni1 = Qpt1 - Gn + @n—1 € N, podemos concluir que co, 11 — 2, —> 0, ou seja, o limite de

Cont+1 — Can € igual a zero. Logo,

Jim (Cons1 —cCon) =0 = T coppy — lm ey =0 = lm cppyq = lim ey,
ou seja, k; =k, = k. O
Como vimos, de acordo com o Teorema 2.4, toda fracao continua simples finita corres-
ponde a um nimero racional. O proximo resultado afirma que, quando a fracao continua
simples infinita, seus convergentes tém um nimero irracional como representante.

Teorema 3.4 A sequéncia dos convergentes {c,}>°, de uma fragdo continua simples in-
finita converge para um nimero irracional.

Demonstragao: Suponhamos que

limcn:k:]—?e(@, compeq€eZ, q#0.
q

n—oo

Logo,

=< e

Usando o Teorema 3.1, temos

. Pon+1 p . DPon p
lim ——— lim -,
q

Don+1 < p < @

q2n+1 q q2on

Consequentemente,
@—]—)>O = p2nq_pq2n>0
q2n q Qon - 4
Daon p
Mas pon - —p-Gon €L ¢ — > . Logo, pan - q =P~ qan = 1.
Dividindo ambos os lados por ¢, - ¢, obtemos
n 1
b D . (3.13)
q2n q Qon - 4
Porém,
" " " -1 2n+1 1
pi_]_9<pi_p_2 +1:—(62n+1—02n):—[( ) 1: : (3-14)
Q2n 4 d2n  Gon+1 2n+1 * qon Q2n+1 - Gon
. 1 1
Comparando as expressoes (3.13) e (3.14), temos que < . Consequente-

Gon - q  Gon+1 " Gon
mente, ga,11 < ¢, para todo n > 1. Contradigao, pois {g,} é uma sequéncia crescente.

Portanto, a sequéncia dos convergentes {c, }22, converge para um numero irracional. [



41

Teorema 3.5 Para qualquer numero real o, temos

T =lay,as,...,a;-1,0] = Lip”, (3.15)
Q- gi—1 T gi—2

sendo ay,as,as,... uma sequéncia infinita de numeros inteiros positivos, com possivel
excecao de ay, e as sequéncias dos pis e qis sao dadas pelo Teorema 2.5, ou seja,

p’L == az 'p?,*l +p’L*2 7:: 1’273’4,..‘ 7n’ com p*l - O e pO = 1
¢ = ;- Qi1+ Qg2 g1 = 1 g = 0

Demonstracgao: Usaremos o principio de indugao finita para demonstrar este teorema.
Para 2 = 1, o resultado é verdadeiro, pois

0 po+py
- qo+q-1

Para i = 2, obtemos

[ay a]:a1+l:a'a1+1:a'p1+p°
’ a a a-q+q

Suponhamos que o resultado seja verdadeiro para ¢ — 1, com ¢ — 1 > 0, ou seja,

_ a-pia+Pi-3
a1, az, ..., a9, a) = —————=
- Q-2+ qi-3

Mostraremos que ele é verdadeiro para ¢, como segue:

1
lar,ag,...,a,1,0] = lar,as,...,0i—9,a,1 + a]

1
(@i—1 + =) * Pi—2 + Pi-3
«

1
(ai—1 + =) - Gi—2 + Gi—3

o
(a-ai1+1)-pig+a-pis
(@-ai1+1)-g-2+a g3
Q- Qi1 Pi—2 T Pi—2 T QD3
O Qi1 Q-2+ Gi—2 + Q- Qi3
a - (aj—1 - pi—2 + Di—3) + Di—2
o
a
a

(@i—1 - Gi—2 + Gi—3) + Gi—2

_ "Pi—1 + Di—2
“Qic1 T+ Qi
o que conclui a demonstracao do teorema. 0
Defini¢ao 3.3 Consideremos a fracdo continua simples infinita x = a1, ag, ..., Gp_1, Gp, - . -]

Definimos como cauda de ordem n da fra¢ao continua x a fragdo continua simples infinita

Tp = [y a1, Qpioy - - - (3.16)
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Consideremos, agora, a sequéncia ag, ds, ..., Gy, ... dada por (3.1) e a sequéncia dos

i
convergentes ¢; = —. Sabemos que
i

1
r = a+—
X2
[ath]
1
[al, as + —]
Zs3
- [a17a2ax3]
1
[ay
[

ai, az, a3 + —|
Xy

ai, az, as, $4]

1

Tn+41

]

= [a17a2aa37"'7an—1aan+

1

xn+1

= [ay,a9,...,ay_1,2,], com xz,=a,+

Pelo Teorema 3.5, podemos escrever a, < x, < a, + 1 e

Tn * Pn—-1 + Pn—2
Tn * Gn—-1 + dn—2

(3.17)

Tr = [alaa27 s >an71>$n] =

Como mostrado anteriormente (Teorema 3.4), a sequéncia dos convergentes de uma
fracao continua infinita converge para um nimero irracional. O resultado a seguir afirma
que esse numero irracional é o proprio nimero que originou a expansao.

Teorema 3.6 Se um numero irracional positivo x € expandido em fracdo continua sim-
ples infinita [ay, ag,as, ..., ay,...], entao

lim ¢, = x,
n—oo

em que {c,} € a sequéncia dos convergentes da frag¢do continua dada.

Demonstragao: Consideremos

1
T =a+ 1
ay +
CL2+. 1
.‘_‘_ 1
ap—1 +
(n
Logo,
1
Tr=a+ 1 ’
as +
(134—' 1



sendo x, a cauda definida em (3.16). Sabendo que x,+1 > a,+1, temos

Tpn = Qp + < Gy + — Ay, < Ty < ap -+ ,
Tn41 (p41 Qp+1
ou
1 1 1
_ >
a Z
n n a/n _|_
An+41

As informagoes acima nos dizem que x esta entre dois convergentes, ¢, € C,i1-

De acordo com as relagoes acima, segue que
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e Cci=m<zr=x1 <0 +—=C = <zx<C0s.
a2
1 1 1
002:a1+—>x:a1+—>a1—|——1:cg = c<z<c.
a2 X2
as + —
as
1 1 1
oc3:a1—|——1<m:a1—|——1<a1+—1:c4:03<x<c4.
a2+a— a2+x— a2+—1

aq

Prosseguindo dessa maneira, podemos concluir que

Con—1 < T < Copy, M=1,2,---

De fato, para n = 1, o resultado é verdadeiro, pois ¢; < ¢o. Analogamente, temos c3 < ¢y.
Verificamos, assim, a veracidade do resultado para n = 2. Suponhamos que ele seja
verdadeiro para n — 1, isto ¢, cy—1)—-1 < T < Cz(n—1). Pelo Teorema 3.1, temos que
Con-1)—1 < Cop—1 < T € T < Cym—1) < Czp. Dal, temos que cy—1)-1 < Cop—1 < T <

Can—1) < Cop. Portanto,
Con1 <X <Coyp, Mm=1,2,...

Usando o Teorema 3.3 e o Teorema do sanduiche?, podemos afirmar que

lim ¢ 1 = lim ¢, =k = k=n=x.
n—oo n—oo

0

O resultado a seguir nos diz que quanto maior for o convergente, melhor sera a apro-
ximagcao do numero irracional x pela fracado continua simples a ele associada. Em outras
palavras, podemos obter melhores aproximacgoes para z, a medida que aumentamos o

indice do convergente.

Teorema 3.7 Se x é um numero irracional qualquer e {c,} € a sequéncia dos conver-

gentes da fracao continua simples associada a x, entao

|z —cp| < |z —cpoa|, n>2.

2Sejam z, < z, < yn para todo n € N. Se lim z, = lim y, = k, entdo lim z, = k. Demonstrado

n— oo n—oo n—oo

em [7] na pdgina 119.
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Demonstragao: Consideremos = = [ay, as, ..., Gy, Tpi1], COM Tpi1 = [Ani1, Ango, - - .
Usando a expressao (3.17), podemos escrever
7 — Tn41 - Pn + Prn-1
Tn+1 - 4n + qn—1

Assim, obtemos
€ - (xn—i-l *Gn + Qn—l) = Tn+1 " Pn +pn—17
que, para n > 2, podemos escrever como
Pn—1
xn+1'($'Qn_pn):_Qn—1' (ZL‘— )
qn—1

Dividindo ambos os lados dessa equacao por z,1-¢q, € aplicando o valor absoluto, obtemos

‘ Pn “Gn—1 ‘ Pn—1
o e S Cont S ) P .

n Lntl " qn Gn—1
Como x,,1 > 1, paran > 2, e q, > q,_1 > 0, segue que 0 < Qn—1 <1

Tn+1 - Qdn
Portanto,
T — & < ‘iL‘ . Pn-1 :
dn qn—1

ou seja,

|z — ¢ < |z —cpoa|, n>2.
U

O préximo resultado nos diz como obter uma estimativa com que o convergente c,, se
aproxima de um nimero irracional x, escrito sob forma de fragao continua simples infinita.

Teorema 3.8 Se x é um numero irracional qualquer e {c,} € a sequéncia dos conver-
gentes da fracao continua simples associada a x, entao

1 P 1 1
<< —— <5, > (3.18)
QQn *Qn+1 qn Gn * Qn+1 qn
Demonstragao: Por (3.5) da Proposigao 3.1 podemos escrever
-1 n+1
oo — 6y = D"
Gn+1 * qn-

Aplicando o valor absoluto em ambos os lados, temos que

1
lene1 — | = ——, n>1. (3.19)
Qn+1 - 4n
O Teorema 3.7 nos diz que x estd mais préximo de ¢, 1 do que de ¢,. A Figura 3.1 abaixo

nos mostra o caso em que ¢, estd a esquerda de ¢, 1.

1

A 2Gn+1Gn B C D

1
qn+14n

Figura 3.1: Estimativa de convergentes.
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Consequentemente, usando o Teorema 3.7, a Desigualdade?® |z| — |y| < [|z] —|y|| < |z — 9|
e a expressao (3.19), obtemos

2 —cal =[x — Cop1 + a1 — | = (Cap1 = ) = (a1 — )]
1
[z —cal 2 enpn—cal =z —cal 2 ——— — |z —
n+1 " qn
1 1 n
Ne—cp| > —— = —— < |z L2, (3.20)
n+1 " 4n 2Qn *Gn+1 qn
Mais ainda,
1
|z —c,| = |v — =] < |eap1 — ] = ———. (3.21)
n an * Gn+1
Portanto, das expressoes (3.20) e (3.21) obtemos
1 . 1 1
<|e—Prlc = < =,
2Qn " Qn+1 qn qn * Qn+1 qn
POIS Gn+1 > Gn. O

3.4 Fracoes continuas periddicas

Nesta segao, trataremos das fragoes continuas que, a partir de um certo valor a;,
comecam a se repetir, ou seja, apresentam um “periodo”, como nos Exemplos 3.1 e 3.2.
Mostraremos dois resultados fundamentais que relacionam fragoes continuas periddicas
e os numeros irracionais quadraticos, que sao os teoremas de Leonhard Euler e Joseph
Louis Lagrange. Para mais detalhes, o leitor pode consultar as referéncias [1], [9], [10] e
[11].

Definicao 3.4 Uma fra¢ao continua simples é denominada fragdo continua peridédica se
a sequéncia dos valores a; apresenta repeticao (periodo), que denotaremos por

[ala A2,y ...y Ay Af4 1, A2, -+« Ak4n ]7
sendo gy, = ag, € 08 valores axy1,agio, - - -, prn formam o periodo. A fracdo continua
[a17a27a37 N % ]

¢ denominada fragao continua puramente periodica.

Definicao 3.5 Um nimero irracional x que € raiz da equacdo quadrdtica ax®+bx-+c = 0,
com a, b e ¢ nimeros inteiros, e b* — 4ac > 0 ndo é um quadrado perfeito, é denominado
irracional quadratico.

Definicao 3.6 Um numero irracional quadrdtico x é denominado reduzido, se x > 1 e
seu conjugado ' = —x estd entre —1 e 0.

3Demonstrada em [7], na pagina 73.
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Teorema 3.9 (Euler) Se x € uma fracao continua periddica, isto €, se

xr = [al, ag, ..., 0k, Qkp+1,Af+2, ..., Qktn ],
entao x € um numero irracional quadratico.

Demonstracao: Consideremos x = [a1, ag, . . ., Gk, Tgr1], COM Tpy1 = [Qpi1, Apro, - - -]
Consequentemente, Ty 1 = (@41, Ak12, - - - Qpin, Tk | €, usando a expressao (3.17), segue
que

/ /!
Th1 P + P

T = ,
i Tiy1 - ¢ +4q"
ou seja,
¢ T+ (¢ = 1) e —p' =0, (3.22)
/! pl
sendo — e = os dois ultimos convergentes de [agi1, Qgio,- - -, Qtn)-

! /

Pelo Teorema 3.5 podemos escrever

o — Tkl Dk T Pro1
Ty1 " Gk + qr—1
Assim,
Pk—1 — T~ Q-1
Tk —Pr
Substituindo o valor de x4 de (3.23) em (3.22), obtemos

’ Prk—1 — X Qk—1 ? " / Prk—1 — T Qr—1 I
0= q-< T gk — Pk ) +(q —p)-( T4k — Pk )—p
0 = ¢ pe1—2 @)’ + @ —0) pr-1 — 7 @) - (@@ — pr) +
—p" - (z- g — pr)”
0 = ¢ Wiy —20-pea- e +2° G )+ (" —9) - (@ Py @ — Doy D +
—2 o1 g+ TP qe1) — D727 g — 20 pr - gk + 1F)
0 = 22 [¢ G — (@ =)@ @) =P ) +x-[2- 0" pe- @ —q  Pr—1- Go1) +
(" =1 o1~ e+ e o))+ - 0F 1 — (" =) - pr—r -k — 0" PR

(3.23)

Tk4+1 =

Logo,
ar’> +br +c =0,

com
= ¢ q_1— (" —P)@—1-a) — " qr,
b = 200" e —q pro1-@1)+ (@ =) (Pr1- @ + D1 1),
c = ¢ pia—("—=7) pr—1-p—1" D}

Portanto, a, b, ¢ sao numeros inteiros. Por hipdtese, sabemos que x é um ntmero irraci-
onal, de modo que b* — 4ac > 0. O
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Exemplo 3.4 Determinaremos o niimero irracional que representa a fracao continua que

segue abaixo
1 _
2+ 1 = [2,4].
4+ 1

4 + 1

44+ —
+4+_

Temos uma fracao peridédica cujo periodo é 4, ou seja, esse nimero se repete infinita-
mente. Assim, podemos escrever

1 1
2+ 1 :2—|—5, (3.24)
4+ i
4+ 1
44+ ——
+4+_
em que
1
r=4+ 1
4+ 1
4+ i
44+ ——
+4—|—.
Dali,

1
r=44+- <— 22—4r—1=0.

i
44+ /20

Substituindo o valor de x em (3.24), obtemos

Segue que xr = . Logo, x = 2 + /5, pois z é positivo.

1 1 1 1 9
2+ =24= =2 24 (‘f ) = 2+v5-2 = /5.
X

+—F= :
1 2eVE VB2 \VE-2
1
A
44—
+4—i—.
Portanto,
1
2+ 1 = V5.
4 4 I
4+ 1
4+

4+

Exemplo 3.5 Determinaremos o ntiimero irracional que representa a fragao continua sim-

ples infinita
1

1
1
14—
+1+'

1+

=[1,1,1,.. ]
1+
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Consideremos = o nimero irracional desejado. Assim, temos

1
1
1
14—
+1+_

1 1 1++5
=l = r—l=-<c—al-r-1=0<=z = \/_.
X

=1
T + . 7

1+

O valor positivo de x é conhecido na literatura matemética como numero dureo ou

. 2 3 5 8 13
se¢ao durea. Calculando os convergentes de z, obtemos —, —, =, =, =, —,-
) 1 ) 1 Y 27 3 Y 57 8 7
que os seus numeradores e os seus denominadores constituem a sequéncia de nimeros
inteiros

-+, de modo

1, 1,2 3, 5 8 13, 21, 34,...,

sendo que cada termo apds os dois iniciais ¢ a soma dos dois precedentes, que é conhecida
na literatura matematica como sequéncia de Fibonacci.

Teorema 3.10 (Lagrange) A fracio continua que representa um niumero irracional
quadrdtico x € periodica.

Demonstragao: Sabemos, da Defini¢ao 3.5, que um niimero irracional quadratico satisfaz
uma equagao quadratica com coeficientes inteiros, a qual podemos escrever como

az? +br+c¢ =0, em que a,b,c € Z, b* — 4ac > 0, (3.25)
nao é um quadrado perfeito. Se x = [ay, as, ..., ag,...], considerando zy = [ag, ag 1, - . ],
entdo x = [ay,as, ..., ax_1, Tx). Sabemos, por (3.17), que

_ Tk Pr—1 + Pr—2
Tk Q-1+ Qr—2

Substituindo esse valor de x em (3.25) e efetuando as operagoes apropriadas, obtemos

Ap 73+ By a2, + Cp =0, (3.26)
em que
Ay = a-phy+b pro1- @1+ gy, (3.27)
By = 2a-py—1-Dr—2+b- (Pr1- Qo2+ D2 Q1) +2¢- @1 - Qo—2,  (3.28)
Cr = a Ppot+b-pro-qua+c gio. (3.29)

Observemos que Cy = Ay_1. Se Ay =0, ouseja, a-pi | +b-qr1 pr1+c g, =0,
entao temos que

—b-qp_1 + \/(b2 — 4ac) - ¢,

2a
—b =+ +/(b* — 4ac)
* Qk—1-
2a

Pk-1 =
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Pe—1  —bE /(b* — dac)
B 2a

qk—1
raiz, o que é impossivel, pois x é um numero irracional. Portanto, A; # 0, e a equagao

Logo, . Assim, a equagao (3.25) tem um nimero racional que é

Ay’ + By +Cr=0

tem z;, como uma de suas raizes. Usando as equagoes (3.27), (3.28), (3.29), o Teorema
2.5 e efetuando as operagoes apropriadas, segue que

By —4A,-Cy = [2a-pr-1-Pr-2+ b (Dro1 - Qo2+ Pr—2 " Ge1) + 2¢ - Qo1 - Gr—2]”
—4-(a-pi b PGt Giy) (@ pRo+bprea- o
+ ¢ qi_y)
= (52 —4ac) - (Pr—1 - Qr—2 — Pr—2 - Qk—l)2
= b? — 4ac. (3.30)
Pelo Teorema 3.8, temos que
Di_ 1 1 1
‘x— <o & —— <@g —p) < — =
qk—1 Qi1 qr—1 qk—1
—1
T Q-1 — Pk—1 > —.
qrk—1
Logo, existe um nimero A\,_1, |Ap_1| < 1, tal que
N
Pro1 =T Qe + ——. (3.31)
qk—1

Substituindo (3.31) na equagao (3.27), obtemos

Mot )2 N
A, = a'<$'Qk—1+ k 1) +b'Qk—1'($'Qk—1+ "”1>+c-qi_1

k-1 Qr—1
2
= (ax* +br+c)-qf_, +2ar- N1+ a- ( 5_1) +b- A1
Tr—1

2

_ >‘l~c—1
= 2&1"/\]@714—@' 5 —Fb')\k,l.
Q-1

Logo,
Ay, < 2laz| + |a| + |b].

Da observacao logo apds a equagao (3.29), temos que Cy = Aj_1 e, assim,
Cr < 2|ax| + |a] + |b].
Usando a equagao (3.30), obtemos
By < 4|4 - G| + |b* — 4ac|
< 4-(2laz| + |a] + |b])* + |b* — 4dac].

Mostramos, assim, que Ag, By e C} sao numeros inteiros menores do que os que nao
dependem de k, ou seja, que estao uniformemente limitados. Dai, ha apenas um nimero
finito de possiveis equacoes Ay - y? + By -y + Ci, = 0, e, portanto, de possiveis valores de

Tr. Assim, necessariamente, ry,, = xj, para alguma escolha de k, o que mostra que a
fracao continua é periddica. U



Capitulo 4

Aplicacoes de Fracoes Continuas

Neste capitulo, apresentaremos algumas aplicacoes de fragoes continuas. Mostraremos
que esse importante conceito matematico pode ser utilizado em diversas situagoes. Como
aplicacoes, trataremos da relagao das fragoes continuas com os logaritmos, determinantes,
raiz quadrada de um nimero inteiro positivo (que nao é um quadrado perfeito), equagao
de Pell e as equagoes diofantinas lineares. Para mais detalhes veja as referéncias [1], [2],

31, [4], [5], [6], [8], [9] e [10].

4.1 Fracoes continuas e os logaritmos

Nesta secao, apresentaremos um método para o calculo dos logaritmos por meio das
fragoes continuas. Por se tratar de um tépico em que os alunos geralmente apresentam
dificuldades para o entendimento, esse método visa uma nova abordagem para o célculo
dos logaritmos. Nao objetiva substituir a funcao da calculdora, mas como uma ferramenta
para utilizar os recursos computacionais, bem como outros conceitos matematicos, tais
como potenciacao e progressoes geométricas.

Destacamos, ainda, que este método pode ser implementado para a computacao, de-
vido a facilidade e a alta velocidade na realizacao dos calculos. Para mais detalhes, o
leitor pode consultar as referéncias [3], [5] e [10].

4.1.1 Calculando logaritmos por meio de fragoes continuas

Historicamente, a palavra logaritmo significa “nimero de razao”, devido a composicao
das palavras gregas logos (razao) e arithmos (nimeros). Em 1614, o matemadtico escocés
John Napier (1550-1617) publicou um texto intitulado “Mirifici logarithmorum canonis
descriptio (Descricao da maravilhosa regra dos logaritmos)” contendo uma tdbua que
fornecia os logaritmos dos senos de angulos para minutos sucessivos de arco, cujo propdsito
era facilitar as operacoes aritméticas, ou seja, transformar multiplicacao e divisao em
adicao e subtracao, respectivamente.

O tnico rival de Napier, quanto a prioridade da invencao dos logaritmos, foi o suigo
Jobst Biirgi (1552-1632), um construtor de instrumentos. Biirgi concebeu e construiu uma
tabua de logaritmos independentemente de Napier e publicou seus resultados em 1620,
seis anos depois de Napier anunciar sua descoberta ao mundo. Enquanto a abordagem
de Napier era geométrica, a de Biirgi era algébrica. Biirgi deve ser considerado um
descobridor independente, que nao teve crédito pela invencao, pelo fato de a publicagao
de Napier ter sido anterior a dele.

20
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Em 1615, o inglés Henry Briggs (1561-1631), professor de Geometria do Gresham
College de Londres e posteriormente professor de Oxford, visitou Napier em sua casa na
Escocia, e 14 discutiram possiveis modificagoes no método dos logaritmos. Briggs propos-
lhe o uso de poténcias de dez, e estes chegaram a um acordo.

Napier ja nao tinha a energia suficiente para por em pratica essas ideias, pois veio a
falecer em 1617. Por isso, recaiu sobre Briggs a tarefa de construir a primeira tabua de
logaritmos comuns ou briggsianos, que sao essencialmente os logaritmos de base 10 (ou
decimais), os quais devem sua superioridade em célculos numéricos, devido ao fato de o
nosso sistema de numeracao ser decimal.

Atualmente, as calculadoras cientificas facilitam os calculos, de modo que dispensam
o uso das tabuas de logaritmos. O estudo dos logaritmos se justifica pela importancia
das suas aplicacoes, nao somente a Matematica, mas também a outras areas do conheci-
mento. Como aplicagoes dos logaritmos, podemos citar suas relacoes com a escala Richter,
matematica financeira, acustica, crescimento populacional, decaimento radioativo, depre-
ciagao de um bem, dentre outras.

Apos tal prelidio, iniciaremos a apresentacao da aplicacao de fragoes continuas ao
estudo de logaritmos.

Definigao 4.1 Dados os nimeros reais positivos by e by (by # 1), denominamos logaritmo
de by na base by o expoente x tal que by = by, ou seja,

log,, b1 =2 <= by =bi.

Dados uma base by (by # 1) e um ntmero by (1 < by < by), apresentaremos um método
para o cdlculo do logaritmo log, b; por meio de fragoes continuas.
Para isso, vamos obter duas sequéncias:

b27 b3a b47 b57 s
e a de numeros inteiros positivos
ny,Ng, N3, Ny, . ..

Agora, veremos como obter esses numeros ni, by, nsy, b3, n3, by, ... Para tal finalidade,
faremos uso das seguintes relagoes:

b
71 ni+1 . B 0
byt < by < b, consideremos by = i
1
bn2 b bn2+1 . d b - bl
5 < 1 < 0g , consideremos 3 = bTQ’
2
bn3 b bn3+l id b, — b2
37 < o < 03 , conslderemos y = ng,
3
1 : b1
< b < bzﬁ , consideremos  byy1 = e
k

Inicialmente, devemos obter ny tal que

bt < by < bt



Decorre da expressao acima que

n1+% 1
bp=0b, ', em que — <1 = z;>1
x1
Em seguida, devemos calcular
bo
b2 = )
by!

e obter ny tal que
by < by < byt

Usando a hipdtese de que no € um ntiimero inteiro positivo, decorre que

n2+%
by = by , em que To > 1.

Continuando essse procedimento, devemos calcular

_ b
- 7

bs

e obter ng tal que
bi® < by < byt
Dali, escrevemos
n3+zi
by =05 "2, em que r3 > 1,
e assim sucessivamente.
Das expressoes (4.1) e (4.2) resulta

bo ni+-+ L

b

2 = g
Comparando as equagoes (4.3) e (4.6), obtemos

1
xr1 = ng + —.
T2

Usando as expressoes (4.3) e (4.4), consequentemente temos

by !

_ na+— _ 1 ) '
b3 = b2 = bl . 52 nz _ bQ zy b2 n2 _ 652’ que é equlvalente a b? _ b2-
2

Usando as equagoes (4.5) e (4.8), temos que

1
Tog = N3+ —.
Zs3

Agora, de (4.7) e (4.9), podemos concluir que

=by-b;" =by " -b]" =10b", ou, alternativamente, b3' = by.

52

(4.1)

(4.2)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)
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e assim por diante.
Substituindo esses resultados na equagao (4.1), obtemos

1
+L "t
by = b T = b=b T,
1
P
bl — b01+x1 ’
! 1
(40 S
bl — bo 2+CC2 ’
1
e
n2+n3+7
bl - bo - y
e aplicando a definicao de logaritmo, concluimos que
1 1
logboblz 1 :O+ 1 :[077?’17”27”37”']‘
mt— mt g
Ng + Ng +

n3+‘ n3+‘
Apresentaremos, a seguir, alguns exemplos numéricos para ilustrar o método apresen-
tado acima.

Exemplo 4.1 Usando o método apresentado anteriormente, vamos obter uma expansao
para log?2.

Neste caso, temos que by = 10 e by = 2. Inicialmente, devemos obter n; tal que
b1 < by < BT Como
23 < 10 < 24,
bo 10
consequentemente temos que n; = 3 e by = blTl =35 = 1,25.

Em seguida, devemos obter ny tal que b52 < by < b3*™'. Efetuando alguns calculos
simples, obtemos
(1,25)* < 2 < (1,25)%

C L N Y

onsequentemente, temos que ny = 3 € by = b272 = m =1, .
Continuando esse procedimento, devemos obter nz tal que by® < by < by**!. Efetuando
alguns céalculos simples, obtemos

(1,024)° < 1,25 < (1,024)",
de onde segue que ng =9 e by = szQ“ = % = 1,009741958.
Prosseguindo de maneira andloga e realizando as operagoes apropriadas, obtemos os

seguintes resultados:

by = 2 ny = 3,
by = 1,25 ng = 3,
by = 1,024 ng =9,
by = 1,009741958 ng = 2,

I

bs 1,004336279 ns = 2,
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Como estamos interessados apenas na sequéncia dos nimeros inteiros, temos, portanto,

que
1

1
1
1

log2 =0+

=10,3,3,9,2,2,---].
34

3+

9+ I

Q4 -
+2+'

Usando o Teorema 2.5, mais especificamente, da expressao (2.4) para o célculo dos con-
vergentes iniciais, obtemos os seguintes primeiros convergentes de log 2:

;1.1 0]1 2 3 4 5 6
Py 0 3 3 9 2 2
210 110 1 3 28 59 146
%11 0|1 3 10 93 196 485
. o L 3 2 359 146
“ 3 10 93 196 485

Tabela 4.1: Primeiros convergentes de log 2.

Observemos que no convergente co = 3= 0,333, j4 temos uma casa decimal correta;
3 28
c3 = 0 = 0,30, duas casas decimais corretas; ¢, = — = 0,301075268, quatro casas

decimais corretas, e, prosseguindo dessa maneira, podemos observar que quanto maior for
o convergente, mais préximo ele estara de log2 = 0,301029995- - - .

Exemplo 4.2 Usando o método das fragoes continuas, obteremos a expansao de log 1, 12.

Dados by = 10 e by = 1,12, efetuando alguns calculos simples, obtemos
(1,12)%* < 10 < (1,12)*,

10

de onde segue que ny = 20 e by = m

= 1,036667651. De maneira analoga, obtemos

(1,036667651)* < 1,12 < (1,036667651)*.

1,12

(1,036667651)3
Procedendo de maneira analoga, obtemos

Dai, segue que ny = 3 e by =

= 1,005308566.

by = 1,12 n, = 20,
b, = 1,036667651 ny = 3,
b; = 1,005308566 ns = 6,
by = 1,004253258 ny =1,
by =

1,001050838 ns = 4,
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Logo,

log1,12 =0+ =[0,20,3,6,1,4,.. .

1

1
3+ 1

6+ —7—

14—
+4+_

20 +

Calculando os primeiros convergentes, obtemos

1 |-1 0|1 2 3 4 ) 6
a; 0 20 3 6 1 4
pi ! 0O 110 1 3 19 22 107
|1 0|1 20 61 386 447 2174
| ) L 3 10 2 1w
“ 20 61 386 447 2174

Tabela 4.2: Primeiros convergentes de log(1,12).

3
Observemos que no convergente cz = 3 = (,049180327, ja temos trés casas decimais
107

2174
convergente subsequente, ja teremos uma melhor aproximagao que no anterior, e, conse-

quentemente, mais proximo de log 1,12 = 0,049218022. ..

corretas; cg = >~ (,049218031, sete casas decimais corretas. Analogamente, no

Exemplo 4.3 Suponha que uma pessoa tenha emprestado um capital C' a uma taxa
fixada de 12% ao ano. Determinar o tempo necessdrio para que o valor a receber seja o
dobro do emprestado inicialmente.

Sabemos, da Matemédtica Financeira, que M = C - (1 + 1), em que M é o montante
(ou valor futuro), C' é o capital (ou valor presente), i é a taxa de juros e t é o periodo de
tempo de aplicagao do capital. De acordo com os dados do exemplo, temos que M = 2C,
i = 12% = 0,12, e devemos obter o valor de t correspondente. Substituindo esses valores
na expressao acima e utilizando os resultados dos ultimos convergentes dos Exemplos 4.1
e 4.2, temos que

M = C-(1+2)

20 = C-(1+0,12)

2 = (1,12)
log2 = log(1,12)"
log2 = t-log(1,12)

log2 _ 0,3010
log(1,12) ~ 0,0492

~ 6, 1178,

o que corresponde a aproximadamente 6 anos, 1 meés e 13 dias.

4.2 Determinantes e as fracoes continuas

Nesta secao, apresentaremos a relacao existente entre as fragdes continuas e os deter-
minantes. Para mais detalhes, o leitor pode consultar as referéncias [1] e [9].
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Inicialmente, vamos considerar a seguinte indagacao: Serd possivel obter o n-ésimo
convergente de uma fracao continua, sem antes obter todos os convergentes precedentes
aquele?

Veremos que a resposta a essa pergunta ¢ afirmativa, bem como um modo diferente de
resolver esse problema, usando determinantes. Para tal finalidade, necessitaremos apenas
dos ntmeros inteiros aq, as, . . ., a,, obtidos da expansao de um dado nimero em forma de
fracao continua.

Definicao 4.2 O determinante de uma matriz quadrada A de ordem n, denotado por
det(A), € a unica fungao (escalar) f que possui as sequintes propriedades:

e f én-linear ! e alternada ? nas linhas da matriz A.

e f(I,) =1, em que I, denota a matriz identidade de ordem n.

Para o calculo efetivo do determinante de uma matriz quadrada A de ordem n, pode-
mos usar o conhecido desenvolvimento de Laplace, como segue: escolhemos uma coluna j
qualquer de A, de modo que

n

det(A) = (1) - a; - det(Ay),

j=1

sendo A;; a matriz obtida de A por supressao da sua i-ésima linha e sua j-ésima coluna.
Usando a expressao (2.4), consequéncia do Teorema 2.5, temos que

pi = GiPi-1+Pi-2 s i:172737""n’
q; = Q;°q;i— + qi—2

com as condigoes iniciais

p,lzoe po = 1
g1 = 1 @0 = 0

Inicialmente, para os nossos propositos, vamos considerar o caso de obter o numerador
p; do i-ésimo convergente. Iniciemos investigando os cinco primeiros, os quais satisfazem
as equacoes
ai-po+p-1= pi

az-p1+po = P2
az-p2+pi = ps . (4.12)
a4-P3+pP2 = P4

a5-Ps+po = Ds

Podemos reescrever a expressao (4.12) da seguinte maneira

p-1 + ap-py — D1 =0
po + az-pr — D2 = 0
P1 + asg- P2 — P3 =0 (4.13)
P2+ as-p3 — D4 = 0
+ p3 — as-ps — ps = 0

ILinear em cada uma das suas n varidveis.
2Significa que é anti-simétrica.
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Observe que p_; = 0 e py = 1. Substituindo essas informagoes na expressao (4.13), resulta
que

- = —u
ag-pr — D2 = -1
p1 + az-p2 — P3 = 0 (414)
p2 + aq4-p3 — P4 = 0
+ p3 — as-ps — ps = 0

Agora, temos cinco equacoes lineares nas cinco incognitas pi, pa, p3, pPs € ps. Isso sig-
nifica que podemos resolver o sistema acima para obter o valor de qualquer uma dessas
incognitas, que, em verdade, sao os numeradores dos convergentes ci, ¢y, €3, ¢4 € Cs5, T€S-
pectivamente. Vamos concentrar nossa atengao na obtencao da incégnita ps. Usando
determinantes, podemos calcular

-1 0 0
1

0
0
0
-1 0 0 0 O
0
0
0

s = (4.15)
aa —1 0 0
1 as -1 0
0 1 ay —1
0 0 1 as -1

Analisando o determinante do denominador da expressao acima, observamos claramente
que seu resultado serd (—1)%, e, de maneira mais geral, para p,, serd (—1)", pois se trata
de uma matriz diagonal inferior, cujo determinante é o produto dos elementos de sua
diagonal.

O préximo passo serd colocar a tultima coluna do determinante do numerador, ex-
pressao (4.15), na primeira posi¢do. Para isso, basta permutar suas colunas, num total de
4 =5—1 (oun—1) permutagoes, lembrando que, ao permutar duas colunas (ou inversao
de sinais de uma coluna), seu determinante (em valor absoluto) serd o mesmo. Assim, ne-
cessitamos realizar 5 = (5 — 1) + 1 alteragdes de sinais, sendo as quatro primeiras devido a
troca de colunas, acrescida de uma inversao de sinais da coluna mencionada. Geralmente,
precisamos de n = (n — 1) + 1 alteragoes de sinais. Realizar as n = (n — 1) + 1 alteragoes
de sinais do determinante do numerador corresponde a executar essas modificagoes e mul-
tiplicar o determinante por (—1)". Observando que o determinante do denominador é
(—1)™, temos que esses valores se simplificam, independentemente de se n é par ou impar.

Por consequéncia, a expressao (4.15) se resume a

aa —1 0 0 O
1 as —1 0 0
ps=|0 1 a3 —1 0 (4.16)
0 0 1 Qy —1
0 O 1 as

Isso significa que necessitamos apenas dos termos ay, as, as, a4 € as, decorrentes da
expansao em fracao continua do ntimero dado.
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Para obter o denominador ¢; do i-ésimo convergente, procedemos de maneira com-
pletamente andloga. A tunica alteragao consiste nas condigoes iniciais, em que g_; = 1 e
go = 0. Assim, obtemos a seguinte expressao para o denominador g5, ou seja,

1
0
ds 0
0
0

—1

a2
1
0
0

0
-1
as

0

0
0

—1

1

0 a

0 2
1

0 | =

-1 0
0

as

-1 0 0
as —1 0
A (4.17)
0 1 Qs

Portanto, das expressoes (4.16) e (4.17), obtemos o convergente c; = ]E, sem a necessidade
s
dos convergentes precedentes.

Com raciocinio andlogo podemos obter o convergente c,, conhecendo apenas os quo-

cientes parciais [ay, as, . .., a,] (desconhecendo os convergentes precedentes), isto é,

ap —1 O 0 0

1 (45} —1 0 0

0 1 -1 0

0 0 1 Ap—1 —1

. _ D _ 0O 0 O 1 G
"o aa —1 0 0
1 -1 0
0 1 Ap—1 —1
0 0 1 an

Sem duvida, o método recorrente para obter os convergentes é bem mais vantajoso.
Mas isso nao é de suma importancia, pois nosso objetivo consiste em apresentar uma
ideia distinta, procurando apenas relacionar as fragoes continuas com diferentes conceitos
matematicos.

No exemplo a seguir, ilustramos o uso de determinantes, conforme o apresentamos
anteriormente.

Exemplo 4.4 Usando determinantes (sem usar os convergentes precedentes), obteremos

- , i 225
o quarto convergente da fragao continua correspondente ao ntimero 57
Pelo algoritmo de Euclides, obtemos
225 = 1-157-+ 68
157 = 2-68 +21
68 = 3-21 +5
21 = 4-5 +1
5 = 5.1 +0.
Assim,
225 1
_:1+ = [172737475] = [a17a27a37a47a5 .
157 1
24—
3+ ——
1
4+ -
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Para fixar as ideias, vamos adaptar as expressoes (4.16) e (4.17) para o caso em que n = 4.
Assim,

aa =1 0 0 1 -1 0 0
1 a -1 0 12 -1 0
0 1 a5 -1 0 1 3 -1
b 10 0 1 ] JO O 1 4] 4
U ay —1 0 2 -1 0 30
1 a3 —1 1 3 -1
0 1 a4 0 1 4

O

Observemos que para obtermos o convergente desejado, devemos calcular os determi-

nantes presentes no numerador (de ordem 4) e no denominador (de ordem 3), que resultam
em Otimos exercicios relacionados a esse conceito.

4.3 A expansao de VN

Nesta se¢ao, mostraremos que, dado um ntmero inteiro N > 0, que nao é um quadrado
perfeito, a expansdo de VN em fracdes continuas é periédica. Mais ainda, esse periodo
tem uma forma muito interessante, e vamos mostrar como caracteriza-lo totalmente. Para
mais detalhes, o leitor pode consultar as referéncias [1], [8] e [10].

Para os nossos propédsitos, necessitaremos do seguinte resultado.

Teorema 4.1 Se x é um numero irracional quadrdtico reduzido, tal que x > 1, e raiz
de uma equacao quadrdtica com coeficientes inteiros, cuja raiz conjugada x' = —+\/T estd
entre -1 e 0, entdo a fragcao continua de x é puramente periodica.

Demonstragao: O leitor interessado na demonstragao deste teorema pode encontra-la
em [10], p. 104.

Proposicao 4.1 Se N > 0 é um numero inteiro, ndao quadrado perfeito, entao
VN =[ay,as,a3,...,a,,2a1 |. Em outras palavras, a fra¢io continua de v N € periddica,
com periodo |ay, as, ..., a,,2a;1 | .

Demonstracgao:
Consideremos N > 0 um numero inteiro, que nao é um quadrado perfeito. Temos que
2
VN é irracional. De fato, se v N = 2—9, tal que mdc(p,q) =1 e g > 1, terfamos N = p—2,
q q
2
o que é absurdo, pois mdc(p, q) = 1 implica que mdc(p?, ¢*) = 1, donde p_2 nao pode ser
q
um numero inteiro.
Observemos que v /N é um numero irracional quadratico, pois satisfaz a equacao
2> — N = 0. Observemos também que vN > 1, de modo que seu conjugado —v/ N
nao pode estar entre —1 e 0. Por esse motivo, v N nao pode ser um numero irracional

quadrdtico reduzido, e, consequentemente, a sua expansao

1 1 1 1
\/N:CI,1+ 1 :a1+ — — (418)
ot ay + -+ it oan + -

+_ 1
-
an—l—‘
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em fragoes continuas simples nao pode ser puramente periddica.

Por outro lado, dado que a; é o maior nimero inteiro menor que v/N, denotado por
a; = |[V/N|, segue que VN + a; é maior que 1, e seu conjugado —v/N + a; estd entre
—1 e 0. Agora, pelo Teorema 4.1, temos que v/ N + a; é um ndmero irracional quadrdtico
reduzido, e, consequentemente, sua fracao continua é puramente periodica.

Adicionando a; a ambos os lados das expressao (4.18), obtemos

1 1 1 1
VN+CL1 = 2&1 4+ — — —_— s (419)
az + ag .-+ + Ap_1+ ap + -+
que consiste em uma fragao continua puramente periédica. Logo,
r = VN+a
1 1 1 1 1 1
- 2+ — - = = =
az + az -+ + ap+ 2a; + az + az + -
1 1 1 1 1 1
= wtau+ —  — —_ = —
az + az -+ + ap+ 2a; + ag + az + -
Portanto, a expansao de v/ N é dada por
1 1 1 1 1 1
WN =+~ — L b L1 (4:20)
as + az -+ + a,+ 2a1 + a2 + az + ---
= [a'17a27a37”' Jan72a1 ]
0

Em outras palavras, para obter a fracao continua de v/ N, basta obter o primeiro termo
a; e parar apenas quando obter o seu dobro, e, assim, a representacao periodica estara
completa.

Corolario 4.1 Dado um numero inteiro positivo a, temos as Sequintes erpansoes em
fragoes continuas periodicas:

i) Va2+1=]a, 2a], a>1.
ii)vVa2—1=Ja—1, 1,2(a—1)], a> 1.
iii)va? —2=[a—1, 1,a—2,1,2(a—1) ], a > 2.
iv)va2—a=[a—1, 2,2(a—1)], a> 1.

Demonstracao: Demonstraremos cada um dos casos.
i) Consideremos k = a® + 1. Temos que

A?<k<(a+1)?=a<Vk<a+tl=a =a (4.21)

Consequentemente, podemos escrever

! (\/E+a)=\/g+a.

1
\/E:CL+;2:>Z‘2:\/E_G'(\/E+G>

Da expressao (4.21) obtemos

2a<x2:\/E+a<2a+1:>a2:2a:2a1. (4.22)
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Observando que, na expressao (4.22), as é o dobro de a4, e utilizando a Proposicao 4.1,
conclufmos que a representacio em fracoes continuas de vk = va2 + 1 é periédica, com
periodo 2a, ou seja,

a?+1l=a+ = la, 2a].
2a +

2a + .
ii) Consideremos k = a? — 1. Para a > 1, temos que

(a—12<k<(@?= (a—1)<Vk<a=a;=(a—1). (4.23)

Dai, segue que

= e e
Usando a expressao (4.23), podemos escrever
1:;8_ §< 2:\/E2(J;(—CL1)1)<22(Z—1):\’“2:1' (4.25)
Assim, temos
R R L B ! =Vk+(a—1). (4.26)
3 rp=1  VEk+(a—1)

e g

2(a—1)
Usando (4.25), temos
2a—-1)<azs=Vk+(a—1)<2a—1= a3 =2(a—1) = 2a;.

Como a3 é o dobro de aq, temos, pela Proposicao 4.1, que a fracao continua de va? — 1 =
Vk é periddica, cujo perfodo é composto por as e a3 = 2ay, isto é,
1 -
Va?—1=(a—1)+ i =la—1, 1,2(a—1)].
1+ 1
1
2(a—1)+ .

2(a— 1)+

1+

iii) Consideremos k = a? — 2. Para a > 2, temos que

(a—12<k<@?= (-1 <Vk<a=a;=(a—1). (4.27)
Assim, podemos escrever
1

1
\/E:(a_l)+$_2:>x2:\/g_(a_1).

(4.28)

VE+(a—1)| VE+(a—1)
Vi+@-1)  (2a—=3)
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Das expressoes (o — 1) < VEk < ae (a—2) < (a —1) < a, obtemos

VEk+(a—1 2a
2a—3<\/E+(a—1)<2a:>1<x2: 2a(—3 )<2a_3:>a2:1. (4.29)
Segue que
1 1 1 k -2
T3 -1 VEk+(a—1) . 2
2a — 3

Da desigualdade 2a — 3 < V& + (a — 1) < 2a em (4.29) temos

Vi+(a—2) 2a—1

a—2<zx3= 5 < = a3 =a—2. (4.31)
Por consequencia, temos
1 1 1 k — 2
T3 = Q3+ — — Ty = = :\/_+(CL ) (432)
Ty r3—(a—2) VEk+(a—2) 2a — 3
— —(a—2)
2
Usando a expressao (4.27), resulta
2a — 3 VE+(a—-2) 2(a-1)
—l)<vVk<a=1= < Ty = < — a4 =1. (4.33
(a-1)<Vk<a 2a—3 " 20— 3 2a—3 (4.33)
Consequentemente, temos
FREINN ! = Vi 4+ (a—1) (4.34)
Trs = Q —_ Te — = = a — . .
T Ty T a1 VE + (a—2) .
2a — 3

Novamente, pela expressao (4.27), obtemos
(a—1)<Vk<a=2a—-1)<z5=Vk+(a—1) <2a—1= a5 =2(a—1). (4.35)

Observemos que a; = 2a;. Logo, pela Proposicao 4.1, temos que a fragao continua de

Va2 =2 = Vk é periédica. Mais ainda, o seu perfodo é formado por as, as, a4 € as.
Portanto,
1
Va2 —2=(a—1)+ i =[a—1, 1,(a —2),1,2(a—1)].
1+
1
2(a—1) +

1+ -

iv) Consideremos k = a? — a. Para a > 1, temos
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(a—12<k<(@?= (a—1)<Vk<a=a,=(a—1). (4.36)

Dai, podemos escrever

TN SR 1 VR @@= VE+(a-1)
Vi =( 1)+!E2: 2_\/E—(a—1) \/E—l-(a—l)]_ (a—1) = 437)
Usando (4.36), temos
92— % < 1y = ‘/E(ZEGJ DI (25__11) — a4y =2. (4.38)
Segue que
1 1 1
x22a2+x_3:>x3:I2—2:\/E+(a—1) :\/E—l—(a—l). (4.39)

-2

(a-1)

Da expressao (4.38) obtemos
20a—-1)<az3=Vk+(a—1)<2a—1=>a3=2(a—1) = 2q,.

Logo, pela Proposicio 4.1, a fracdo continua de va?2 — a = vk é periddica, sendo as e as
os componentes do seu periodo. Portanto,

Vi a—(a—1)+ 1 —la-1,22a-1)],

1
2(a—1)+ "

2(a—1) +
2+

o que conclui a demonstracao do corolério. 0

Exemplo 4.5 Obteremos as expansoes em fracoes continuas de v/2, v/3, V5, V6, V7 e
V8.

E suficiente observarmos que 2 =124+1,3=22-1,5=2241,6=32-3,7=232—2
e 8 = 3% — 1, de modo que, por meio de aplicacao imediata do Coroldrio 4.1, obtemos

\/52 [175]7\/52 [1717_2]7\/52 [271]7 \/6: [27 ﬂ]aﬁ: [27m]e\/§: [27 174]'

Agora, apresentaremos outra expansao para numeros irracionais. Consideremos
r=+VK, em que K (K € N) nao é um quadrado perfeito. Podemos obter expansoes de
v K em fracoes continuas, como segue:

i) Inicialmente, devemos obter a e b € N tais que K = a® + b e calcular

\/E_a_(\/f—a)-(\/f—ka)_l(—cﬂ_ b
VK +a VK+a 20+ VK — a
ii) Observemos que VK — a ocorre no denominador da dltima equacio em (4.40) e,

assim, o proximo passo consiste em substituir o valor de vV K — a obtido em cada
estagio precedente, ou seja,

(4.40)
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— b b b
B—a: = =
VK — b b
2a+VK —a 2 &

2a + \/E —a 2 + b
2a + \/E —a
iii) Realizando as sucessivas substituigdes, obtemos
VK =a+ b b
2a +
2a +

2a+.

Destacamos que as expansoes obtidas por meio do procedimento descrito acima podem
resultar em fracoes continuas simples ou nao.
Observemos que, considerando b = 1, obtemos o item i) do Corolério 4.1.

Exemplo 4.6 Expressaremos v/ 18 em forma de fragao continua.

Podemos escrever 18 = a? + b, onde a = 4,b = 2. Assim,

\/1—8_4:(\/1_8—4)-(\/ﬁ+4) 18 — 42 2 2

(VIS +4) (VIS+4) (VIS+4)+4-4 8+18—4

Logo,
2 2

e — 4 +
8+18 —4 . 2
8+ +v18 -4
Como b = 2 divide 2a = 8, podemos simplificar a expressao acima dividindo o numerador
e o denominador de algumas fragoes por b = 2, isto é,

VI8 =4+

2 2 2 2 2
v18 = 4+ —44+ = = = =
2 8+8+8+8+ ---
8+ ———
8 [
+8+.
2/2  2/2  2/2  2/2
Jis = 22 2z 2/2 2/2
8/2+ 8 +8/24 8 + .-
1 1 1 1 _
= 4+ - - = = = [4,4,3].
T84 a 84 448

Exemplo 4.7 Expressaremos /13 em forma de fracao continua.

Podemos escrever 13 = a® + b, onde a = 3,b = 4. Assim,

\/E_gz(\/ﬁ—3)-(\/1_3+3) 13—9 4

(V13 + 3) (VI3+3)+3-3 6+/13-3

4 4 4
VI3=3+ ———— =3+ T =3+ I
6+ V13 -3 6+ ——— 64+ ———
6+ V13 -3 64
6+

Como b = 4 nao divide 2a = 6, nao podemos reduzir a fracao acima a uma fragao continua
simples.
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4.4 Resolucao de equacoes com nimeros inteiros

4.4.1 A equagao de Pell

Nesta secao, discutiremos uma equagao que, erroneamente, leva o nome do matemaético
inglés John Pell (1611-1685). Existem evidéncias do uso dessas equagoes bem antes de
Pell, nos trabalhos de Brahmagupta, Bhaskara, Diofante. Mas elas ocorrem pela primeira
vez apenas no problema do gado, de Arquimedes. Trata-se de uma designacao errada que,
mesmo assim, se consagrou. O erro da atribuicao se deve ao matematico sui¢o Leonhard
Euler (1707-1783) que, em uma correspondéncia ao matematico russo Christian Goldbach
(1690-1764), datada de 10 de agosto de 1732, afirmou, por engano, que o matematico inglés
John Pell havia obtido um método de resolucao daquelas equagoes, quando, na verdade,
isso foi feito pelo seu conterraneo, o matematico Lord Brouncker (1620-1684). A teoria
completa dessas equagoes foi finalmente elaborada pelo matematico italiano Joseph Louis
Lagrange (1736-1813), de 1766 a 1769. Para mais detalhes, o leitor pode consultar as
referéncias [4], [5], [8], [9] e [10].

Consideremos N um numero inteiro positivo. Estamos interessados nas solugoes in-
teiras z e y da equacgao

2? — Ny* =1, (4.41)

denominada equacdo de Pell. Se N é um quadrado perfeito, digamos N = m?, para algum
m inteiro, temos que z? — Ny? = (x —my)(z+my) = 1 admite apenas as solugdes triviais
y=0ex==l, pois (xt —my) = (x +my) = £1. O caso mais interessante é aquele em
que N ndo é um quadrado perfeito e, assim, v/N é irracional.

A expansio da fracio continua de v/ N fornece todas as informacdes de que precisa-

mos para resolver a equacao de Pell 22 — Ny? = 1 ou 22 — Ny? = —1, caso existam
solucoes. A equacao 2 — Ny? = —1 nem sempre possui solucao. Por exemplo, a equacao
r? — 3y* = —1 nao possui solugoes inteiras (veja Apéndice I de [10]). Por esse motivo,

vamos nos concentrar apenas no caso x> — Ny? = 1, que sempre possui solugao (para mais

detalhes, o leitor pode consultar [8]). Usando a expressao (4.20), temos que

1 1 1 1
VN = a4+ — - — =
ag + -+ + an+ 2a1 + az + ---
1 1 1
VN = a1+ — — (4.42)

Y
az + - + apt+ Tpt

sendo

1
Tnt1 = 2@1 + — =vN + aj. (443)
a9 + ...

Usando a equagao (3.17), podemos escrever

Tn+1 - dn + qn—1

Pn-1 Pn
€Ch = —,

n—1 dn
que vém imediatamente antes do termo 2a; em (4.43). Substituindo o valor de 7,41 na

sendo pn_1, qu-1, Pn € ¢ calculados a partir dos convergentes ¢, 1 =
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equagao (4.44), obtemos

VN = (\/N—i_al)'pn_’_pn—l'
(VN 4+ a1) - gn + Gns
A \/N'(\/N‘f'al)‘QnﬂLQn—l'\/N = (\/N+a1)‘pn+pn—1
= N-gn+ (a1 -gn+qui) VN = (a1 pp+Pu1)+Dn- VN.
Logo,
Lairia 2 T s RS )

Usando o Teorema 2.6, temos que
Pn Gn1 = Poo1 o = (=1)".
Substituindo, nessa expressao, os valores de p,,_1 e ¢,_1, calculados em (4.45), obtemos
P (Pn— a1 Gn) = (N - gn—a1-pn) - o = (=1)",

que é equivalente a
P —N-qn=(-1)", (4.46)

sendo n o numero de termos que precedem o termo 2a;.
Se n é par, entao a equagao (4.46) se torna

Pp—N-g=(-1)"=1, (4.47)

e T =p, ey = (q, ¢ uma solucao particular da equacao 22 — N - y? = 1.

Se n é impar, e ainda desejamos obter solucoes da equacao 22 — N - y? = 1, devemos
avancar para o sequndo periodo da expansao de v/ N, ou seja, obter o termo a,, que ocorre
pela segunda vez. Observemos que

1 1 1 1 1
VN = a+ — — — — =
as + -+ + ap,+ 201 + -+ + a, + 207 + ---
1 1 1 1 1
- a1+_ )

Gy + 0 F Gt Qg+ F G+ Aoy oo

de modo que o termo a,,, quando ocorre novamente, é o termo as,, e, assim,
Pon = N a3, = (1) =1,
e T, = Pan € Y1 = Gan ¢ Uma solucao particular da equacao 22 — N - y? = 1.
Exemplo 4.8 Obteremos uma solucao particular da equagao
22 —T7-yP=1.

Do Exemplo 4.5 temos que /7 = [2,1,1,1,4 | = [a1, as, as, as, 2a1], o que nos mostra
que a, = a4 e, assim, n = 4, que é um numero par. Isso significa que os valores do
convergente ¢4 sao solugoes da equacao dada. Calculando tais convergentes, obtemos

Logo, ¢y = Pa_ 3 ex; =pys =8 ey = qu =3 sao solucoes da equacao dada. De fato,
44

21Tyt =8 -7-(3*=64—7-(9) =64 —63=1.

Portanto, (z1,¥1) = (8,3) é uma solugao particular da equagao z*> — 7 - y? = 1.
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iT1 0]1 2 3 4 5 6
a0 > 1 1 1 4 1
210 102 3 5 8 37 46
11 0l1 1 2 3 14 17

T35 8 37 46
¢ 1 1 9 3 14 17

Tabela 4.3: Primeiros convergentes de v/7.

Exemplo 4.9 Obteremos uma solucao particular da equagao
x? —29-9% = 1.

Temos que a expansao de /29 = [5,2,1,1,2,10 | = [a1, az, as, a4, as, 2a;]. Segue que
a, = as, €, assim, n = 5, que é um numero impar. Calculando os convergentes, obtemos

t | -1 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
a; 5 2 1 1 2 10 2 1 1 2 10
p; | O 1|5 11 16 27 70 727 1524 2251 3775 9801 101785
|1 0|1 2 3 5 13 135 283 418 701 1820 18901

5 1T 16 27 70 727 1524 2251 3775 9801 101785
C; - = = = = —

12 3 o 13 135 283 418 701 1820 18901

Tabela 4.4: Primeiros convergentes de v/29.
. Ps 70
Se considerarmos o convergente c; = — = 3 teremos r1 = ps = 70 e y; = q5 = 13.
ds

Mas uma verificacao direta nos mostra que
r? —29-y? = (70)* — 29 - (13)% = 4900 — 29 - (169) = 4900 — 4901 = —1.

Sendo assim, devemos observar o segundo periodo da expansao de /29, isto é, devemos

considerar xy = po, = p1o = 9801 e y1 = g2 = q10 = 1820, que sao solugoes da equagao
dada. De fato,

x] — 29 - y7 = (9801)* — 29 - (1820)% = 96059601 — 96059600 = 1.

Portanto, (z1,v;) = (9801, 1820) é uma solucao particular da equacao x? — 29 - y* = 1.
Dada uma equacao de Pell, que possua solugao, uma vez que obtemos a sua menor
solucdo positiva (ou solu¢ao minimal), podemos obter sistematicamente todas as outras
suas solugoes positivas.
Nao demonstraremos o teorema a seguir. (O leitor interessado em sua demonstragao
pode encontré-la, por exemplo, em [8]).

Teorema 4.2 Se (z1,y1) € uma solugdo positiva de x*> — N -y? = 1, entdo todas as outras
solugoes positivas (xn,y,) podem ser obtidas pela equagao

SCn—FZ/n'\/N:(xl-i-yl'\/N)n-

Exemplo 4.10 Obteremos as solucoes gerais das equacoes 2 —7-y? = 1 e 22—29-9% = 1.
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No Exemplo 4.8, obtivemos a solugao particular (z1,y;) = (8, 3) da equagao z*—7-y* =
1. O teorema acima nos garante que sua solugao geral (z,,y,) é da forma

T+ Yn VT = (84+3-VT)".

Analogamente, no Exemplo 4.9, obtivemos (x1, 31) = (9801, 1820) como solugao particular
da equacao 22 —29-y? = 1. Portanto, de acordo com o teorema acima, podemos expressar
sua solucao geral por

T+ Yn - V29 = (9801 + 1820 - v/29)".

4.4.2 Equacoes diofantinas lineares

Nesta se¢ao, mostraremos como aplicar fragoes continuas a resolucao das equacoes
diofantinas lineares. Para mais detalhes, o leitor pode consultar as referéncias [2], [4], [6],
[9] e [10].

A resolucao de varios problemas em Matematica conduzem a equacoes cujas solugoes
devem ser numeros inteiros (possivelmente positivos). Um exemplo tipico de um tal
problema é o seguinte: [Euler] De quantas maneiras podemos comprar selos de 5 e 7 reais,
se dispomos de 100 reais?

Definicao 4.3 Uma equagao da forma
ar +by=c ou axr—by=c,
sendo a, b e ¢ numeros inteiros nao nulos, ¢ denominada equacao diofantina linear.

O nome se deve ao matematico grego Diofanto de Alexandria, que viveu aproximada-
mente no século 11T d.C.

Existem equacoes diofantinas lineares que nao possuem solucao. Por exemplo, a
equacao diofantina linear 3z 4+ 9y = 4 nao possui solucao.

O resultado que segue nos fornece uma condigao necessaria e suficiente para que uma
equagao diofantina linear possua solugao (o qual, em particular, justifica, a posteriori, a
afirmagao feita no paragrafo imediatamente anterior).

Proposicao 4.2 Sejam a e b inteiros positivos tais que d = mdc(a,b). A equagdo
ax + by = ¢ admite solucoes em niumeros inteiros se e somente se d divide c.

Demonstragao: Suponhamos que a equacao ax+by = c admita solugao, digamos x e .
Como d divide a e d divide b, segue que d divide axg + byg. Logo, d divide ¢ (= ax + by).
Reciprocamente, se d divide ¢, entao existe um nimero inteiro k tal que ¢ = kd. Por outro
lado, pelo Teorema de Bachet-Bézout 3, existem inteiros n e m de modo que d = an+ bm.
Multiplicando por k essa tltima equagao, obtemos ¢ = kd = a(kn) + b(km). Logo, a
equagao ax + by = ¢ admite pelo menos uma solucao, a saber, x = kn e y = km. 0

Se a equagao ax + by = c¢ possui solucao, é imediato verificar que essa equacgao é

a b c
equivalente a equacao a1x+b1y = ¢1, em que a; = 7 b, = p ecy = p tal que mdc(ay, by) =

1. Assim, podemos nos concentrar apenas nas equacao do tipo ax + by = ¢, tais que

d = mdc(a,b) = 1.

30 Teorema de Bachet-Bézout afirma que: se d = mdc(a,b), entdo existem niimeros inteiros n e m
tais que d = an + bm.
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Teorema 4.3 Se a e b sdo numeros inteiros positivos, tais que d = mdc(a,b) =1, entdo
a equacao
ar —by =1 (4.48)

possui infinitas solugoes inteiras.

Demonstragao: Primeiramente, usando o Teorema 2.4, convertemos o niimero raci-

a N , . .
onal 7 em uma fracao continua simples e finita

a
3= lat, as, ..., ay] (4.49)
. s Pn—1
e calculamos os convergentes ¢y, ca, -+ ,¢,. Os dois ultimos convergentes ¢,_1 = e
I a dn—1
Cp = — = 7 constituem a “chave” para a solucao da equacao ax — by = 1, pois eles
qn

satisfazem as relacoes do Teorema 2.6, ou seja,

n

PnQn-1 —Pn-1"Gqn = (_1) >
e substituindo p, = a e ¢, = b, obtemos
a Gp1—b-po_1=(=1)" (4.50)

Se n é par, segue que Tg = @n_1 € Yo = Pn—1 € uma solugao particular da equagao
ax — by = 1. Denotaremos por (g, yp) uma solugao particular da equagao axr — by = 1.

Se n é fmpar, temos que (—1)" = —1. Neste caso, podemos modificar o ultimo termo
a, da expansao da fragao continua obtida em (4.49), substituindo

(1 1
— por — se a, > 1
a
" ap — 14+ —
1 1 L
por P se a, =1
Op-1+ — Gn-1+
\ Qn

Em outras palavras, se a expressao (4.49) possui um numero impar de quocientes
parciais, podemos transforma-la em outra com um nimero par, do seguinte modo:

lai,as,...,a,] = [a1,a9,...,a, —1,1] se a, >1
la1,as, ..., a,) = [a1,a9,... a1 + 1] se a,=1"

Calculando os convergentes para o caso em que a expansao em fragao continua tem

, .. . s Pn—1
um numero par de convergentes parciais, temos que os dois ultimos, ¢,—1 = e

D a Gn—-1
¢, = — = —, satisfazem a equagao (4.50).

4n

Uma vez que obtivemos a solugao particular (xg, y9) da equagao (4.48), podemos obter
facilmente a sua solugdo geral.
Para essa finalidade, consideremos (z,y) uma outra solucao de (4.48). Logo,

axr — by = axg — byy = 1.

Dali resulta que
a(z —x0) = b(y — yo)- (4.51)
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Como mdc(a,b) = 1, segue que b divide x — xy. Logo, existe um niimero inteiro ¢ tal que
T — xg= bt < x = 27+ bt. (4.52)

De (4.52) em (4.51), obtemos
b(at) = b(y — yo)-
Logo,
Yy — Yo = at <=y =y + at. (4.53)

Portanto, qualquer solucdo (z,y) da equagao axr — by = 1 é da forma

{ T o= Tt bt teZ. (4.54)

y = ytat’

Por outro lado, se (z¢,yo) é uma solucao particular da equagao ax — by = 1, as equagoes
dadas em (4.54) satisfazem a equagao dada. De fato,

ar —by = a(zo+bt) — b(yo + at)
= a(zg — byo) + abt — abt
= a(xg—by) = 1.

Portanto, as solug¢oes dadas, conforme (4.54), sdo denominadas de solug¢ao geral da equagao
ar — by = 1. 0

Exemplo 4.11 Obteremos a solucao geral da equacao 13z — 17y = 1.

Usando o algoritmo de Euclides, temos que

17 = 1-13+4
13 = 3-4 +1
4 = 4-1 +0.

. 13
Usando a Proposigao 2.1, temos que — = [0, 1, 3, 4]. Logo, existe um nimero par de quo-
3 ) 17 Y Y ) b
cientes parciais. Devemos calcular o convergente c3. Para isso, vamos usar determinantes,
isto é,

ap —1 0 0 -1 0
1 ay -1 1 1 -1
(B 0 1 a| O 1 3 :3
q3 as —1 ’1 —1‘ 4
1 as 1 3

Segue que (xo, %) = (4,3) é uma solucdo particular da equagao 13z — 17y = 1. De fato,
13z — 17y = 13(4) — 17(3) = 1. Portanto, sua solucao geral é dada por

{x = 4417t te7

y = 34+13t°

Exemplo 4.12 Obteremos a solucao geral da equacao 13z — 17y = —1.
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Do exemplo anterior, temos que (g, yo) = (4,3) é uma solugao particular da equagao
13z — 17y = 1. Usando esse fato, podemos escrever 13(4) — 17(3) = 1. Multiplicando essa
igualdade por (—1), obtemos 13(—4) — 17(=3) = —1. Logo, (z1,11) = (—4, —3) ¢é uma

solucao particular da equagao 13x — 17y = —1. Portanto, sua solucao geral é da forma
r = —4+1Tt
{ y = —34130 L€

Estudaremos, agora, as solugoes das equacoes ax — by = ¢ e ax + by = ¢, tais que
mdc(a,b) = 1. Tendo aprendido como resolver a equacao ax — by = 1, as solugoes dessas
equagoes decorrem sem dificuldade, como segue.

e 12 caso: A equagao ar — by = ¢, mdc(a,b) = 1.
Consideremos (zo, yo) uma solugao particular da equagao ax — by = 1, de modo que
axg — by = 1.
Multiplicando ambos os membros dessa equagao por ¢, obtemos
a(cxg) — b(eyo) = c. (4.55)

Logo, (cxg, cyp) é uma solugao particular da equagado axz — by = c¢. Portanto, sua solugao
geral é dada por

{x = o th g (4.56)

Yy = cyo+at’

Uma substituicao direta dessas expressoes na equacao ax — by = ¢ nos mostra que essas
sao, realmente, solucoes da equacao ax — by = ¢, de modo que constituem sua solucao
geral.

e 29 caso: A equagao ax + by = ¢, mdc(a,b) = 1.

Inicialmente, devemos obter uma solucao particular da equacao ax + by = 1. Para
a

fazer isso, devemos obter a expansao em fracao continua de 7 com um numero par de

Pn—1 Pn a . .
convergentes e obter os convergentes ¢, 1 = , Cp = — = 7 pois esses satisfazem
Gn—1 dn
a-dn-1— b- (pnfl) =l<—a- Gn—1 + b- (_pnfl) = 17 (457)
mostrando, portanto, que o = g,—1 € Yo = —(pn—1) é uma solucdo particular da equagao

ar + by = 1.
A ideia é escrever a equagao ax + by = ¢ da seguinte forma

ax+by = ¢ l=c- [G'Qn—1+b' (_pn—l)]
a(x —c-qo_1) = b(—y—c-pn_1) (4.58)

Como mde(a,b) = 1, segue que b divide (x — ¢+ g,_1). Logo, existe um nimero inteiro ¢,
tal que
T—C Qp1 =bt <= x =c"q,_1 + bt (4.59)

De (4.59) em (4.58), temos
blat) = b(—y — ¢ pp_1).
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Assim,
—Yy—C-pp1=at<=y=c-(—py_1) — at. (4.60)

Por outro lado, para qualquer nimero inteiro ¢, uma substituigao direta utilizando (4.57),
(4.59) e (4.60), nos fornece

ar +by = a(c- o1 +bt) +b(—at —c-pp_1)
= a-c-quq+tabt—abt+0b-c-(—pn_1)
= c-la-gp1+b-(—po1)]=c-1=c

Portanto, a solucao geral da equacgao ax + by = ¢ tem a forma

r =  C-Qup_1+0bt
, teZ. 4.61
{ y = c-(—=pn-1)—at (4.61)

Exemplo 4.13 Obteremos as solugoes gerais das equagoes 205x — 93y = 5 e
205z — 93y = —5.

Usando o algoritmo de Euclides, temos que

2060 = 2-93+4+19
93 = 4-19417

19 = 1-17+2
17 = 8.2 +1
2 = 2-1 +0.

. 205 . .
Assim, 03 = [2,4,1,8,2], que, por sua vez, tem um nimero impar de convergentes. Com
isso, devemos tranforma-la em uma outra equivalente, com um ntmero par de quocientes
parciais. Como a,, = a5 = 2 > 1, consequentemente 9 = 2,4,1,8,2] = [2,4,1,8,1,1].

Calculando os convergentes, obtemos

i1 0]1 2 3 4 5 6
a; 2 4 1 8 1 1
p | 0 1]2 9 11 97 108 205
%11 0[1 4 5 44 49 93

29 II 97 105 205
“ 1 4 5 44 49 93

Tabela 4.5: Primeiros convergentes de %
Como n = 6, segue que xg = ¢p—1 = ¢5 = 49 e Yo = pp—1 = p5 = 108 sao solugoes da
equacio 205z — 93y = 1. De fato, 205(49) — 93(108) = 10045 — 10044 = 1. Multiplicando
205(49) — 93(108) = 1 por (5), obtemos 205(245) — 93(540) = 5. Logo, (5zo,5y0) =
(245,540) é uma solucao particular da equacao 205z — 93y = 5. Portanto, sua solucao
geral é

{x = 245+ 93t re7

y = 540+ 205t
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Analogamente, basta multiplicarmos 205(49)—93(108) = 1 por (-5). Assim, (—5zo, —5yo) =
(—245, —540) é uma solugao particular da equagao 205z — 93y = —5. Consequentemente,
sua solucao geral é

teZ.

T = —245+ 93¢
y = —540 + 205¢

O

Exemplo 4.14 Dispondo-se de 100 reais, quais sao as quantias que se podem gastar para
comprar alimentos que custam 11 reais e 7 reais?

Sabendo que uma quantia (k1) é multipla de 11 e outra (ky) é multipla de 7, podemos
escrever, k1 = 1lx e ky = 7Ty, em que x e y sao numeros inteiros positivos. Assim, a
solugao do problema consiste em resolver a equacao

11z + Ty = 100. (4.62)
. . 11
Usando o algoritmo de Euclides, obtemos = = [1,1,1,3] = [a1, az, az, as]. Como n = 4,

segue que Top = ¢n—1 = (3 € Yo = Pn—1 = P3 sao solugoes da equagao 1lx — 7y = 1 <=
11z 4+ 7(—y) = 1. Usando determinates, obtemos

ag —1 0 1 -1 0
1 ay -1 1 1 -1
63:]2_ 0 1 a3 _ 0 1 1 :3
qs as —1 1 -1 2
i N

Logo, (o, %0) = (2,3). Usando a expressao (4.61), resulta que

(4.63)

r = 100-2+ 7t r = 200+ 7t
y = 100-(=3) —11¢ y = —300—11¢

é solugao geral da equagao 11x + Ty = 100. A natureza peculiar do problema exige que
os nimeros x e y sejam positivos, ou seja,

t = —28,

r = 2004+7-¢t>0 . t > —28,5714285714 ...
y = —=300—-11-t>0 to< =27,2727272727 . ..

pois ¢ deve ser um numero inteiro. Substituindo esse valor de ¢ em (4.63), obtemos

x = 20047t = 200+7(—28) = 4
y = —300—11t = —300—11(—28) = 8 °

Logo, ki = 11z = 44 e ky = Ty = 56. Portanto, podem ser gastos 44 reais comprando
alimentos que custam 11, e 56 reais com os que custam 7.



Consideracoes Finais

Procuramos, no decorrer deste trabalho, justificar o porqué de o tema Fracoes Continuas
ter atraido o interesse de grandes matemaéticos ao longo do tempo, o que, inclusive, torna-
se um ponto de partida para trabalhar tépicos de Historia da Matematica.

Ao desenvolvermos este trabalho, pudemos perceber que esse tema possui uma relagao
intrinseca com alguns dos contetudos tradicionalmente presentes no curriculo do ensino de
Matematica do Ensino Médio, particularmente no que diz respeito as aplicagoes apresen-
tadas, o que nao justifica sua conspicua auséncia em tais curriculos.

Fragoes Continuas podem (a nosso ver, devem) ser utilizadas na abordagem dos con-
juntos numéricos (naturais, inteiros, racionais e irracionais), principalmente nas operagoes
bésicas com elementos desses conjuntos, para enfatizar as operagdes elementares (adigao,
subtragao, multiplicagao e divisao) com as fragdes usuais, potenciagao, radiciagao, os con-
ceitos de divisao euclidiana, méximo divisor comum, algoritmo de Euclides (relacionando
entes aritméticos com geométricos), assim como figuras geométricas planas, bem como
trabalhadas em consonancia com os logaritmos, progressoes aritméticas e geométricas,
matrizes, determinantes, sistemas lineares, na resolucao de situagoes-problema que re-
cailam em solucgoes de equacoes com numeros inteiros.

Por meio das fracoes continuas, podemos representar uma sequéncia infinita, de forma
completa, apenas com um nuimero finito de niimeros naturais. Por exemplo, as fragoes
continuas fornecem uma representagao peridédica para y/n (n um nimero natural nao
quadrado perfeito), contrariamente as representagoes expressas por decimais.

Portanto, diante de sua imensa utilidade, pretendemos que esse tema seja divulgado
amplamente pelos professores (em especial, professores de Matematica da rede publica),
bem como que estes desenvolvam pesquisas sobre ele, de modo que tal tema tenha o seu
devido lugar no curriculo de Matematica do ensino basico e, consequentemente, torne-se
presente na pratica docente.
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