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RESUMO

O objetivo deste trabalho é criar uma fonte de conhecimento sobre ntimeros com-
plexos, ou seja, propor um material onde se possa pesquisar contetidos e aplicagoes
da maneira como eles surgiram na Histéria.

Essa maneira de introduzir os nimeros complexos surgiu quando analisava
alguns livros didédticos que propunham resolver uma equagao do segundo grau com
discriminante negativo. O modo como esses nimeros sao tradicionalmente expos-
tos déd-nos a impressao de que na matematica, tudo brota da inspiracdo de algumas
pessoas que “inventam” os conceitos, sem nenhum fundamento. Além disso, as equa-
¢oes de grau dois (quadréaticas) ndo motivaram o surgimento dos complexos, uma vez
que quando a resolucdo de uma equacado quadratica apresentava um discriminante
negativo, isso apenas indicava que tal problema nao tinha solugao.

No decorrer do trabalho, pretendemos mostrar aos leitores a necessidade do
calculo da raiz quadrada um nimero negativo e, também, para que possam chegar
a respostas reais de problemas concretos.

Palavras-chaves: Histéria, Complexos, Aplicagoes, Problemas Concretos.



ABSTRACT

The goal of this work is to create a source of knowledge about complex numbers, in
other words, it proposes a material in wich you can search for content and applica-
tions like the way they appeared in history.

This way of introducing complex numbers arose when the author analyzed
some textbooks which proposed to solve a quadratic equation with negative dis-
criminant. The way these numbers are traditionally exposed gives us the impression
that in mathematics, all inspiration springs from some people who “invent” the con-
cepts, without any foundation. Moreover, the second degree equation (quadratic)
did not elicited the appearance of complex numbers, since when someone try to
solve quadratic equations with negative discriminant, it merely indicated that this
problem had no solution.

In this work, we intend to show readers the necessity of calculating the
square root of a negative number and, also, so they can get the real answers to real
problems.

Key-words: History, Complex, Applications, Real Problems.



RESUMEN

El objetivo de este trabajo es crear una fuente de conocimiento sobre nimeros
complejos, o sea, proponer un material donde se pueda pesquisar contenidos y apli-
caciones de esa forma mostrar como los mismos surgieron en la Historia. Esa forma
de introducir los ntimeros complejos surgié cuando se analizaba algunos libros di-
décticos que proponian una ecuacion de segundo grado con discriminante negativo
para ser solucionado. Esa forma de abordar esos ntimeros nos da la impresién que
en matematicas, todo nace de la inspiracién de algunas personas que “inventan”
los conceptos. Ademds, la ecuaciones de grado dos (cuadraticas) no motivaron el
surgimiento de los complejos, una vez que cuando la resolucién de una ecuacién
cuadréatica presentaba un discriminante negativo, solo indicaba que tal problema
no habia solucién. En esta secuencia que describimos, pretendemos mostrar a los
lectores la necesidad del célculo de la raiz cuadrada un niimero negativo y tambiém
para que puedan llegar a respuestas reales de problemas concretos.

Palabras clave: Historia, Complejos, Aplicaciones, Problemas Concretos.
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Introducao

Sao dois os objetivos deste trabalho, portanto, é composto por duas partes, a
saber. Na primeira apresentamos como, de fato, foi o surgimento dos nimeros complexos.
A segunda visa a motivacao do uso dos nimeros complexos, ndo como se fossem apenas
simbolos mateméaticos, mas que com os quais se chega a respostas reais de problemas
concretos. Apresentamos, por exemplo, a dificuldade encontrada quando da resolucao de
equacoes do 3° grau, pelo método de Cardano-Tartaglia. Na tentativa de solucionar uma
dessas equagoes, depara-se com a raiz quadrada de um ndmero negativo; mas, por uma
analise prévia, descobre-se que a equacao tem solugoes, desde que se suponha a existéncia
da raiz quadrada de um ntmero negativo, e este é o motivo para que continuem com essa
resolucao. Nas aplicacoes na geometria analitica também é um excelente recurso, como
no, ja classico, "problema do tesouro” (GARBI, 2006).

Nosso trabalho inicia com um breve historico sobre a evolucao dos niimeros com-
plexos na civilizagao, fazendo destaques aos constantes afrontamentos dos mateméticos da
época com novas e surpreendentes situagoes numeéricas. Alcancando as raizes quadradas
de ntimeros negativos e mostrando alguns célculos e situagoes, feitos pelo autor ou com

sua respectiva referéncia, para ampliar e melhorar a compreensao do leitor.

Perpassa sobre as equacoes ctibicas e a, entao inegavel, legitimidade dos niimeros
complexos, mostrando muitos dos empecilhos transpassados para reconhecimento de tal
legitimidade. Continuando com a interpretagao geométrica idealizada, semelhantemente,
por Caspar Wessel (1745-1818), Jean-Robert Argand (1786-1822) e K. F. Gauss (1777-
1855). Culminando com a dedicagdo de Sir William R. Hamilton (1805-1865) para a
também busca da legitimidade dos quatérnions. Busca que nao finalizou como ele esperava,
pois nao conseguiu estruturar os quatérnions como define a algebra dos nimeros. A fim
de mostrar ao leitor uma nocado do meio em que se desenrolou os desafios de Cardano,
Tartaglia e Ferrari, deixamos dois trechos citados por Elon Lages Lima (LIMA, 2012)
retirados do livro "Histoire des Sciences Mahématiques en Italie”, de G. Libri, Paris, 1840
(pags. 6 e 152 do vol. III): "Em nossa opinido,como ja repetimos tantas vezes, é o carater,
é a energia que faz os grandes homens, e o talento nunca faltou aos povos que sentem
e que desejam com tanto ardor. Entretanto, uma reuniao de homens como Leonardo da
Vinci, Machiavel, Colombo, Raphael, Michelangelo, Ariosto, que congregavam pléiades de
discipulos ilustres e de rivais, E um fato que nenhuma pesquisa histérica parece poder

explicar.”

”Os quesiti sao uma colecao, em nove livros, de respostas dadas por Tartaglia a

questoes que lhe eram enderecadas por principes, monges, doutores, embaixadores, pro-
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fessores, arquitetos, etc. Frequentemente, essas questoes continham problemas do terceiro
grau propostos no comeco do século XVI, compreende-se a importancia que se atribuia
naquela época as descobertas algébricas. Seria dificil achar na histéria das ciéncias exem-
plo de fato semelhante. As apostas, as disputas publicas, os panfletos se sucediam sem
interrupcao: todas as classes da sociedade se interessavam por essas lutas cientificas, do
mesmo modo como na antiguidade se interessavam pelos desafios dos poetas e pelos jogos

dos atletas. Parecia que se pressentia a descoberta, e a descoberta nao se fez esperar”.

Buscaremos, como citado anteriormente, retratar a sequéncia historica sobre os
numeros complexos, passando pela sua algebra e finalizando com aplica¢es concretas na

geometria.

No Capitulo 1 fazemos um breve historico sobre os nimeros no decorrer dos tempos
e como se deu sua evolugao nas diversas civilizagoes. Mostramos que os niimeros comple-
x0s nao foram os tnicos tipo de niimeros a ter que superar barreiras para ter sua aceitagao
como "numeros de verdade”. Houveram impecilhos para se aceitar os niimeros negativos,
0s numeros racionais periodicos e, por tultimo, os numeros irracionais. Mostramos que
historicamente os nimeros complexos (apesar do indigno nome) tiveram desconfianca da
comunidade cientifica tanto quanto qualquer outro tipo de niimero. Tendo nas equagoes
cubicas o alicerce necessario para alcancar o passaporte para o nivel de nimeros de verdade
perante os matematicos da época. Sobre a evolugao da utilidade dos niimeros complexos,
principalmente na geometria plana, explana-se a descoberta do Plano de Argand-Gauss
que coloca o nimero complexo como um ente dotado de modulo, direcao e sentido. Mos-
trando também a longa relacao do irlandés Sir William R. Hamilton (1805-1865) com
a ineficaz tentativa de estender os niimeros complexos para a geometria espacial, porém

descobira os quatérnions que o faria abrir mao da comutatividade.

No Capitulo 2 fazemos uma andlise algébrica e qualitativa sobre o discriminante
A. Inicia-se fazendo a demonstracao para obtencao da féormula para resolucdo de equa-
¢oes cubicas (conhecida como Férmula de Cardano-Tartaglia), tanto para as equagoes
ditas completas (ax3 4+ bx? +cx +d = 0) quanto para as equacdes incompletas com b= 0
(az3 4 cx+d=0). Em seguida uma breve dissertacio sobre o Teorema Fundamental da
Algebra (TFA) para decorrer na implicagdo que uma equagao de grau n tem n raizes
complexas nao necessariamente distintas. Na parte referente a analise algébrica fazemos
um estudo sobre os sinais do discriminante A e uma férmula reduzida para cada um dos
casos citados. No entanto, dando uma atencao especial ao caso onde A < 0 que indicard
que a equagao possui 3 raizes reais distintas, o que pontualmente implica na utilizacao
de complexos na forma a -+ bi. Na parte referente a analise qualitativa fazemos andlises
graficas de casos pontuais para que o leitor possa visualizar os modelos graficos e fazer

uma relagao, mesmo que empirica, entre o maximo e minimo da funcao e seu tipo de raizes.
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No Capitulo 3 mostramos algumas aplicagoes dos nimeros complexos. Inicialmente
mostramos a aplicacdo nos somatoérios através da expansao binomial, utilizando-se a pro-
priedade referente as poténcias de i onde se dd em ciclos. Apresentamos um contexto onde
a férmula para calcular raizes de complexos vista no Capitulo 2 gera figuras regulares pla-
nas conforme a quantidade de raizes extraidas com circuncentro na origem do plano.
Mostramos ainda a utilidade dos Ntimeros Complexos como ferramenta para a rotagao de
vetores no plano, usamos a rotagao veorial para encontrar vértices de uma figura dados
os vértices iniciais. Finalizamos esse capitulo, e esse trabalho, com a aplicacdo em um
problema concretamente dentro da realidade. Um problema que consiste na estoria que
um pirata escondeu um tesouro utilizando uma palmeira e dois carvalhos como pontos de
referéncia, porém acontece que ao voltar para o lugar onde descreve o mapa foram encon-
trados os carvalhos e percebeu-se que a palmeira havia desaparecido. Ha a possibilidade

de encontrar o tesouro mesmo sem o ponto referencial da palmeira?

Portanto desejamos uma boa leitura e que se sinta envolvido por essa proposta

cronolégica de se ensinar sobre Niimeros Complexos. Boa leitura.
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1 Historia dos Ntimeros Complexos

Na matematica tudo tem uma base firme, ndo sendo um contetido simplesmente
estudado por que alguém “inventou” algo, que nos casos dos complexos sao 0s nimeros
a+ bi, e definiu suas operacoes de uma forma avulsa, sem nenhum sentido. A finalidade
desse capitulo é estudar a histéria dos nimeros complexos para se ter uma nogao de como
realmente foi sua origem, como e por quais motivos se deu sua evolugao, fazendo assim
uma base sélida que ajudara na aquisicao de um conceito concreto de suas operagoes e

aplicagoes.

1.1 A Evolugao Numérica na Civilizacao

Os tempos mais remotos da humanidade revelam que nossos antepassados, desde
os mais primitivos, ja possuiam uma noc¢ao de nimero e que, dessa forma, eram capazes
de diferenciar as variagoes para mais e para menos (COURANTE; ROBIN, 2012). Mas a
percepc¢ao mais pontual de quantidade somente se deu com o passar de milhares de anos,
existem ainda resquicios que indicam que as palavras utilizadas para nomear os niimeros
podem ter sofrido influéncia dos objetos daquele periodo. Para numerar grupos também
eram utilizadas palavras desse tipo. Com o aumento da quantidade existente em cada
grupo, passou a ser necessario uma organizagao no processo de contagem, existindo regis-
tros de tempos primitivos onde o homem dessa época utilizava um sistema de numeragao
com base 5 (BOYER, 2012).

Apos essas épocas de pensamento estritamente rudimentar, o homem evoluiu e suas
novas capacidades de raciocinio lhes permitem conceber a ideia de divisao, juntamente com
as demais operacoes matematicas. A partir desse primeiro conceito de divisdo encontram-
se casos de fracoes, onde os homens daquela época demonstraram uma excelente habilidade
computacional ao se depararem com divisoes nao exatas, mantendo a estrutura da divisao,
no entanto, sem efetua-la. Cada povo, de acordo com sua cultura, representou a fracao de

forma bem particular (EVES, 2004).

Nesse processo da evolucdao da matematica, nos deparamos com os ntimeros ne-
gativos e estes também demoraram um tempo significativo para serem notados. Sabe-se
apenas que foi na China que surgiram os nimeros negativos (BOYER, 2012), estimam-se
aproximadamente dois milénios. Encontram-se ainda regras de sinais para a adi¢ao e sub-
tracao em uma obra da matematica chinesa, sé nao ha registro do uso dessas regras para
multiplicagao e divisao até o século XIII. Apds os chineses, foi a vez dos povos hindus

utilizarem os negativos. Depois dos hindus foram os arabes, mas os niimeros negativos
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demoraram a ser aceitos, bem como no restante dos povos, isso por haver uma grande

rejeigdo por parte dos matematicos até meados do século XII (BOYER, 2012).

Outro evento que necessitou de tempo para ter seu aceite, foi o caso dos irracionais,
esses causaram um grande mistério em torno da matematica pelo fato de contarem com
uma expansao decimal infinita e nao peridédica, e os processos infinitos demoraram a
ser desenvolvidos na matematica. Somente na metade do século XIX que o caso dos
numeros irracionais foi solucionado em termos aritméticos. Desde entao ficou claro que
a matematica nao poderia mais prescindir dos processos infinitos, incorporando, dessa

forma, os niimeros irracionais na matematica.

Surge entdo uma nova questao no cenario da matematica, raizes quadradas de
numeros negativos, como se assimilar algo tdo abstrato se, na época, nem os nimeros

negativos tinham o que podemos chamar de “cidadania plena”.

1.2 A Dificil Anuéncia da Existéncia da Raiz Quadrada de Nu-

meros Negativos

O primeiro vestigio conhecido de uma raiz quadrada de ntiimero negativo na his-
toria da matematica localiza-se na obra “Stereometria”, do grego Herao de Alexandria
(aprox. 50 a.C-50 d.C) (IEZZI, 2013), um aristocratico gedbmetra, tendo-se ocupado das
aplicacoes praticas da Matematica, uteis a arte da Engenharia e Agrimensura, deixando
uma obra importante pelo enorme niimero de verdades apresentadas e pelos muitos pro-
blemas que traz. Ao que parece Herdo nao escreveu especificamente sobre aritmética, mas
0s seus escritos sdo muito relevantes para se apreciar o modo como os gregos regiam-se
nas operagoes de calculo cotidiano. Pelo que se refere a extracao da raiz quadrada, que se
julga constituir, para os antigos, um calculo dos mais dificeis e dos menos praticos, muito
embora a metodologia de extracao de raizes fosse aos gregos um objeto de ensino costu-
meiro. Em um de seus escritos, ao determinar a altura de um tronco de uma piramide de
base quadrada em que o lado da base maior mede 28, e da menor 4 e a aresta lateral 15,
conforme Figura 1, o autor encontra acertadamente ao resultado v/—63, possivelmente da

seguinte forma:

Pelo teorema de pitagoras, a diagonal d da base de menor area é de

&2 =421 42,

ou seja,

d=+/32=4V2.
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Analogamente, a diagonal D da base de maior area é de

D = /1586 = 28/2.

Figura 1 — Tronco de piramide idealizado por Herao

Ao projetar a base menor sobre a base maior, observamos, conforme Figura 2 que,
D=z+d+uz,

em que D e d sao as diagonais anteriormente calculadas. Assim, para se calcular a menor
distancia x entre a extremidade da diagonal da base maior e a projecao ortogonal da

extremidade da base menor observamos que
T +4V2 41 = 28V2,

ou seja,

Tr=12V/2.

1242

/
¥

t3]

4y 4 28

|

124/2

3 A

28

Figura 2 — Tronco da piramide em uma visao superior

Agora olhando tronco da pirdmide lateralmente, de modo que tenhamos um tra-

pézio de base maior D e base menor d, de acordo com a Figura 3, temos
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_________5________

b 3]

2y

2842

Figura 3 — Tronco da piramide em uma visdo lateral em relagdo a diagonal das bases

com o auxilio do Teorema de Pitdgoras, a altura h dada por
15% = h? 4 (12v/2)?,
225 = h? 4288,
h? = 255 — 288,
h = /255 — 288,
h=+v—63.

O que significa que o problema nao tinha solucao para a época, mas, desastradamente,
ele converteu essa raiz em /63. Aproximadamente dois séculos depois, o também grego
Diofanto de Alexandria (aprox. 200 a 284 d.C), conhecido popularmente como o “Pai da
Algebra” por fazer a primeira utilizacio sistematica de simbolos algébricos e cuja vida é
uma incognita, incluiu na sua obra “Arithmetica”, que é uma colecdo de 130 problemas
dando solugoes numéricas a equagoes determinadas e indeterminadas, o seguinte problema:
achar os lados de um triangulo retangulo de area 7 e perimetro 12. Dentro de seu estilo
de resolucao, Diofanto indicou os catetos por expressdes analogas, na simbologia atual,
a é e 14.x. Chegando, entdo, & equacao —336x2 + 172z = 24, que concluiu nao ter raizes

(BOYER, 2012). Possivelmente, o cdlculo de Diofanto se deu da seguinte maneira:

1. Considerando os catetos do tridngulo retangulo com medidas b = % e c= l4x,
como Diofanto o fez, o cdlculo da area é dado por
1
_ be _ 214z _ 14

7
2 2 2 ’

Ar

e satisfaz a condicao imposta ao problema.

2. Com as mesmas medidas dos catetos, calculamos o valor da hipotenusa a, pelo

Teorema de Pitagoras, e obtemos

1+1962%

a® = <1>2+ (14z)? = L 19622 =
- - :C2 - 332

T

?
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[1+19624
a = 5
s

3. Ao impormos a segunda condi¢ao, do perimetro de tal tridngulo retangulo ser

ou

igual a 12, obtemos, pela relacao 2P =a+b+c,

V(1+1962% 1
12:(—

+ —+14x.
T T

Os célculos que se seguem sao apenas manipulagoes algébricas a fim de auxiliar o leitor.

Assim,
V1+19624 + 1+ 1422

)
T

122 = /1419624 + 1+ 1422,
120 —1— 1422 = /14 19624,

(122 — 1 — 142%)? = 1419622,

12 =

14422 — 122 — 16823 — 12z 4+ 1 + 142 — 16823 4 1422 + 1962* = 1 + 19622,
196z* — 1962 — 16823 — 1682 + 14422 + 142> + 142° — 122 — 12+ 1—1 =0,
—31623 + 17202 — 242 = 0.

Por fim, dividindo-se ambos os membros por z, chegamos finalmente a equagao:
~3162% + 172z = 24.

Em meados do século IX, o matematico hindu Mahavira universalizou a conclusao de
Diofanto: “Tal como na natureza das coisas, uma quantidade negativa nao é um quadrado
e, portanto, ndo tem raiz quadrada” (COURANTE; ROBIN, 2012). Muitos longos séculos

se passariam até que essa afirmativa fosse repensada.

1.3 O Auge das Cibicas e as Legitimidade dos Complexos

Seria impraticavel falar da génese dos niimeros complexos e nao comentar das ctibi-
cas, que sao as equagoes cujo grau € 3. Em meados do século X VI, inicia-se o descobrimento
da solugao das equagoes cubicas, entao surgiram questionamentos que envolviam raizes
quadradas de ntimeros negativos e ja nao podiam mais ser evitados alegando um simples
“nao existe solu¢ao”. Entao entrava em cena G. Cardano (1501-1576), natural da cidade
de Pavia, na Italia, homem de muitos interesses, publicou em 1545 o trabalho matematico
pelo qual ele é mais conhecido atualmente, “Ars Magna” (A Grande Arte). Obra que tem
como enfoque as varias formas de equacoes de terceiro grau e suas respectivas solugoes

e onde se adianta a descoberta dos nimeros complexos, sendo o matematico pioneiro em
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divulgar essa solugdo, também foi o primeiro a operar com esses numeros, nessa mesma
obra, embora num unico problema apenas. O problema tratava de que se alguém buscar
dividir o nimero 10 em duas partes, de modo que seu produto seja 40. Tarefa impossivel
na época. Em algumas publicagoes é assegurado que Cardano encontrou as raizes por meio
da multiplica¢do, mas Cardano diz que o problema pode ser assim resolvido (BOYER,

2012):

Equacionando as informagoes temos o sistema de duas equagoes e duas variaveis,

{x—i—y—l(), (1.1)

xy = 40. (1.2)

Elevamos a equagao (1.1) ao quadrado e multiplicamos a equagao (1.2) por 4, e entao,

2 2 _

x°+2xy+y° =100, (1.3)

4dxy = 160. (1.4)
Subtraindo a equacao (1.4) da equagao (1.3) temos

2% — 2zy + 1% = —60. (1.5)

Como 22 —2zy+y? = (x— y)?, pelo critério de fatoracao do trindémio do quadrado perfeito,
temos, da equacao (1.5),

(z—y)*=—60

ou seja,

x—y=+2y/—15. (1.6)

Consideramos entao o novo sistema composto pelas equagoes (1.1) e (1.6).

r—y==x2y/-15
Somando as equagoes temos 2z = 10+ 2y/—15. Ou,

 10£2y~15
-

{ r+y=10

T

Consequentemente,

r=5+y—-15ey=5—+-15

ou

r=5—+—15ey=5++—15.
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Entdo, tendo obtido as rafzes 5++1/—15 e 5 — /=15, como solucio de z.(z — 10) = 40, que
¢ uma equacao do segundo grau, afirmou: “Pondo de lado as torturas mentais envolvidas,
multiplique 5+ /=15 por 5 —+/—15, o resultado é 25— (—15) = 40, que é o produto
pretendido” (IEZZI, 2004). Meio constrangido por ndo ter como decifra-la e ao mesmo
tempo obrigado a acatar essa solucao, comentou que a matematica é tao sutil quanto
inutil.

Mas uma nova e interessante questao, envolvendo raizes negativas, escapou ao sagaz
Cardano. Por exemplo, na resolucio da equacao x> — 152z —4 = 0, que é facil verificar que
tem como raiz o ntimero 4, a férmula de Cardano-Tartaglia ' (1.7) nos fornece a seguinte

solucao.

Consideramos a Férmula de Cardano-Tartaglia para equacoes da forma 23 + pz +

q =0, que é dada por
AGHEOHEAEE e
A férmula (1.7) para a equacio 2% — 152 —4 =0 ¢,
AEHO @ HEHO

que, ap6s algumas simplificagdbes dos niimeros racionais tem a forma

x—\/2—|— \/2— V(=224 (=53

e apos resolver as poténcias

v=V2+VI_125+{/2—vI_125.

Assim,

v= 2+ V121 + {2 V121

Portanto, pode-se observar que de alguma maneira essa expressao ¢ igual a 4. Quem
desenrolou esse segredo foi o algebrista bolonhés Rafael Bombelli (1530-1579), que depois
de intimeras atividades pormenores, passou a trabalhar para um nobre romano, Alessandro
Rufini. Periodo onde se interessou pela matematica e envolveu-se na tendéncia da época
que era a resolucao das cibicas e quéadricas que submergia todos os maiores nomes da
matematica da época, culminando com o encontro entre Ferrari e Tartaglia, em Milao.
Sua principal publicagdo sobre algebra foi a obra “Algebra”, composta de cinco volumes,

com os livros IV e o V ainda inacabados, sendo s6 publicados no ano posterior ao da sua

I A demonstracio de tal férmula nao se faz necessaria nesse momento, mas poders ser observada adiante

nesse trabalho no capitulo 2



Capitulo 1. Historia dos Numeros Complezos 23

morte. Nessa obra, Bombelli cita uma solu¢ao para o problema proposto por Cardano,
porém, para isso, teve de recorrer as raizes de nimeros negativos. Sua ideia consistiu em
supor, brilhantemente, as parcelas da solugao dada pela férmula com nimeros complexos
conjugados, que em nossa notacdo equivale a a+by/—1 e a+by/—1. No caso, Bombelli
demonstrou (LIMA, 2004) de forma dedutiva que:

2412 =2343-22./—1+3-2- (V=12 + (vV-1)

( )

(24+vV—=1)?=8+3-4-v/=1+3-2(-1)—v/—1
(2+V-1)*=8+12-vV=1-6—+v—1
( )
( )

2412 =2+11-/—-1
24++v/—1) =2++/—121.

Logo /24 +/—121 = 2+ +/—1 e, analogamente, /2 —+/—121 =2 —/—1, entdo obteve
a=2eb=1, portanto uma raiz é (2++v/—-1)+2++/—-1)=24+2+/—-1——-1=4,
como se era esperado. As outras duas raizes podem ser encontradas através do critério de

fatoracao da equacao,ou seja,
2 =150 —4=(z—4).(z>+4z+1) =0,

e entao temos,

r—4=0, (1.8)

{x2+4:1:—|—1:0. (1.9)

Isolando x na equacao (1.8) temos raiz 2’ = 4, como esperado, e calculando z na equacao
(1.9) temos que 2" = —24++/3 e 2" = —2 — \/3(confira), fazendo assim total de trés raizes

complexas como nos afirma o Teorema Fundamental da Algebra (GARBI, 2006).

1.4 Uma Nova Visao Sobre os Complexos e sua Aplicacao na

Algebra de Vetores

Apesar de todas as consideragoes ja obtidas, os niimeros complexos prosseguiram
ainda tendo certo ar enigméatico até o fim do século XVIII. Foi quando Caspar Wessel
(1745-1818), Jean-Robert Argand (1786-1822) e K. F. Gauss (1777-1855) descobriram, in-
dependentemente um em relacao ao outro, que esses niimeros admitem uma representacao
na geometria. Mas enquanto Gauss concebia essa representacao por meio dos pontos de
um plano, Wessel e Argand empregavam segmentos de reta orientados, ou seja, vetores,
coplanares (LIMA, 2004). Na realidade, Wessel e Argand escreveram trabalhos unica-
mente a respeito dessa representacao vetorial, com Wessel sendo o pioneiro na publicacao,
em 1799. J4 Gauss, apenas deixou bem claro conhecer as ideias implicitas ao assunto,

inclusive utilizando-as.
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Esses trés ilustres matematicos se deram conta que, além de representar pon-
tos ou vetores, os nimeros complexos podem ser utilizados para operar algebricamente,

formalizando-se assim a algebra dos vetores de um plano.

Hoje em dia, um plano cartesiano utilizado para representar os complexos é desig-
nado plano de Argand-Gauss (ver Figura 4), apesar das ideias de Argand contribuirem
mais para esse assunto. Argand, laborando com a ideia de rotagdo, considerava um nu-
mero complexo a4 bi como combinacdo geométrica O? de a e bi, e provia também a

representagdo geométrica trigonométrica, ou seja, z = r(cosf +isend) (BOYER, 2012).

) : a+b.i = (a,b)

\9

Figura 4 — Interpretagdo geométrica dos niimeros complexos segundo C. Wessel

Mas ainda havia uma questao formal a ser esclarecida: o fato de a expressao al-
gébrica a+ bi de um ntmero complexo envolver a soma das duas quantidades a e bi,
de espécies completamente distintas. O irlandés Sir William R. Hamilton (1805-1865),
elucidaria o assunto. Orfao de pai e mée ainda menino, Hamilton foi criado por um tio
que era linguista. Quicd por isso sua rara precocidade intelectual tenha sido concentrada
muito cedo para o aprendizado de linguas. Aos cinco anos de idade sabia grego, latim e
hebraico; aos oito, francés e italiano; aos dez, drabe e sanscrito; e aos doze, persa. Algum
tempo depois, porém, assistindo a uma apresentacao de um calculista relampago, suas
preferéncias intelectuais penderam para o lado da matematica. E logo comegou a ler os
grandes classicos da mateméatica como a Mecanica celeste, do francés Pierre-Simon de
Laplace (1749-1827), na qual, aos dezoito anos de idade, encontrou um erro. Em 1824,
entrou no Trinity College de Dublin, do qual se tornaria docente de astronomia em 1827,
antes mesmo de se tornar graduado, passando a ser, inclusive, astronomo real da Irlanda

(IEZZI, 2013).

Foi num didlogo a Academia Irlandesa, em 1833, que Hamilton tornou publica seu
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modo de ver os niimeros complexos. Por essa maneira, a estrutura dos niimeros comple-
xos era analisada como entes em forma de pares ordenados (a,b) de nimeros reais e as

operagoes de adi¢ao e multiplicacdo assim definidas:

(a,b)+ (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) x (¢,d) = (ac—bd,ab+ bc)

Dessa definicao transcorrem, espontaneamente, as propriedades algébricas aguar-
dadas para as operagoes, como, por exemplo, que todo par ordenado (a,b) # (0,0) possui

inverso multiplicativo.

Nessa sequéncia de ideias, o par (a,0) identifica-se como nimero real a. Deste modo,
se fizermos (0,1) =1 e considerando que (,0).(0,1) = (0,b), entao (a,b) = (a,0)+ (0,b) =
(a,0)+(0,0)(0,1), ou seja, (a,b) = a+bi, e, consequentemente, nesse contexto, os pares
ordenados tém a forma esperada. Por outro lado, como % = (0,1) x (0,1) = (—1,0) = —1,
entdo i = (0,1) efetivamente satisfaz o papel de unidade imagindria. Enfim, Hamilton
conseguira transcrever os niimeros complexos a limpo, com toda a elegancia que a algebra

pode proporcionar.

Mas o que Hamilton aspirava quando adquiriu esses resultados era algo bem mais
pretensioso: buscar uma algebra que fosse para os vetores do espa¢o em trés dimensoes o
mesmo que a algebra dos complexos é para os vetores de um plano. Assim como um
nimero complexo tem a forma (a,b) = a + bi, a expressao desses novos entes deveria
ser (a,b,c) = a+ bi+ ¢j. Durante mais de uma década Hamilton buscou inutilmente a
regra para multiplicar esses ternos, ja que a adicdo nao oferecia dificuldades. No ano
de 1843, ocorreu-lhe que seria preciso procurar quadruplos em vez de ternos e abdicar
da comutatividade da multiplicagdo, vinham ao mundo assim os quatérnions (a,b,c,d) =
a+bi+cj+dk, em que i2=j2 =k?= —1,ij=k = —ji, jk =i = —kj e ki = j = —ik (IEZZI,
2013).

Hamilton acreditava na aplicabilidade dos quatérnions. Por esse motivo concentrou
dai em diante a maioria do seu tempo para desenvolver a algebra que desvendara. Se os
resultados ficaram aquém das expectativas almejadas, pelo menos libertara a comutativi-

dade na algebra, perpetuando um grande avango na matematica.
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2 Estudo algébrico e qualitativo da formula de reso-

lucao de equacoes ctibicas

Esse capitulo é um conjunto de ideias e demonstragdes baseado nas obras de Gil-
berto Garbi (GARBI, 2006), Carl B. Boyer (BOYER, 2012), Howard Whitley Eves (EVES,
2004), Elon Lages Lima (LIMA, 2012) e nas aulas dos professores Augusto César Morgado
¢ Luciano Guimaraes Monteiro de Castro sobre niimeros complexos (Janeiro de 2002 e
janeiro de 2013, respectivamente), Paulo Cezar Pinto Carvalho sobre equagoes algébricas
(Janeiro de 2013) ministradas no CAPEM (Cursos do Programa de Aperfeicoamento de
Professores de Matemaética do Ensino Médio) no IMPA!.

Procedemos, fazendo algumas manipulacoes algébricas, de modo a encontrar as
mesmas formulas obtidas outrora por Scipione Ferro, primeiro a encontrar a férmula para
calcular uma raiz das equacoes cubicas, e Girolamo Cardano, primeiro a publicar, em sua
obra “Ars Magna”, em 1545, apés ter acesso aos arquivos de Ferro em Bolonha (LIMA,
2012).

O método consiste em eliminar por meio de operacoes algébricas o termo de grau

2, e obter uma equacio do tipo: 22 +pz+q=0.

2.1 Formula para resolucao de equacoes do terceiro grau

Para encontrarmos uma férmula para a resolucao de uma equagao do terceiro grau
do tipo az3 +bz? 4 cx+d =0, teremos de fazer um processo nido muito simples e, portanto,

o dividiremos em 2 passos para uma melhor e mais detalhada compreensao.

Primeiro, substituiremos x por z+w na equacao az3 4+ bxr? 4+ cx+d =0 e obtemos
a(z+w) +0(z+w)* +c(z+w) +d=0. (2.1)
Desenvolvendo todas as poténcias da equacao (2.1) temos
az® + 3a2*w + 3azw? + aw® + bz% + 2bzw 4+ bw? + ¢z + cw+d = 0. (2.2)
Colocando as potencias de z em evidéncia na equagao (2.2), temos

az® 4 (3aw + b) 22 + (3aw? + 2bw + ¢) 2 + (aw® + bw? + cw + d) = 0. (2.3)

Visto que, por substituir a incognita pela soma de duas parcelas, temos liberdade

para dar um valor qualquer tanto para z, tanto quanto para w. Para eliminar o termo de

1 Tais videos podem ser baixados do site http://videos.impa.br
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grau 2 faremos 3aw + b = 0, ou, simplesmente,

—b
= —. 2.4
v 3a (2:4)

Substituindo o valor de w, dado em (2.4), na equagao (2.3), sabendo que o coeficiente de

22 é igual a 0, e fazendo algumas manipulacoes, listadas a seguir, temos

a23+(3@(;;)12b<3;)+0)2+(a(;)ﬁb(gj)ﬁc(;)M)
oo () (32) ) o) () () ) -

v’ 2v? ¥ b
az3—|—<3a +c>z+<—a+ C+d>:o,

9a2  3a 27a3 " 942 3

az® + bj 2—bz+c z+ £+i %—Fd =0
3a  3a 27a%2  9a%2  3a -

ou, equivalentemente,
b? 20° be
3
- —— ——+d| =0. 2.

az —l—( 3a+c>z—i—<27a2 3a+ ) 0 (2.5)

Agora multiplicando ambos os lados da equagao (2.5) por %, obtemos

U (CE ) o (22 2 g)) 2 Lo
a 4z 3a “)z 2742 3a a

() (2 e )
3a? 27a3 3a2 a)

Entao ao denotarmos que p = 3@2 —|— eq= 27bas 3a2 —|— £ obtemos a equacao z 34 pz+q=

0.

Por fim, como segundo passo, faremos um artificio andlogo ao do primeiro passo.

Substituindo z por u+v na equacdo 2° + pz +¢q = 0, temos
Biprtqg=(ut+v)>®+plu+v)+q=1®+3u’0+ 3w+ 03+ plu+v)+¢=0,
que é reescrita na forma
u® + 0% + (Buv +p) (u+v) + ¢ =0. (2.6)

Novamente, temos plena liberdade para atribuir valores a u ou a v. Convenientemente,

para termos uma solucao, adotaremos 3uv +p = 0 na equagao (2.6), ou

—p
= — 2.7
uv 3 (2.7)
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Assim, a equacao (2.6) assume a forma
w03 = —¢. (2.8)

Tendo, enfim, um sistema de duas equagdes com as equagoes (2.7) e (2.8)

uv = = (2.7)
w4+ =—q. (2.8)

Elevando-se a equacao (2.7) ao cubo, teremos

wt = ()
w403 = —q.

Podemos perceber que u? e v3 sdo rafzes de uma equacao do segundo grau, cujo produto

—_— 3 7’ . . ~ ~ ’
é (Tp) e a soma ¢ —q. Mais precisamente, a equagdao do segundo grau em questao é

3
t*+qt — <§) =0

cuja solucao, dada pela formula de Bhaskara, é

t

_\3
—qi\/(—Q)2—4<3p> q qa, |4, [P\
2 2 4 2 4 3

ou seja,

SN ORIOK

Denotando por u3 =t e v3 =t teremos u = Vt' e v = V/¢"". Temos ainda,
2 3
3 3 g q p
S S EN(ORT
. J > 7V\2) T3

S SR (OR)

em suas formas expandidas.

Fazendo um retrospecto desde o passo 1, temos que x = z+w = u+ v+ w. Final-
mente chegamos & conclusdo que as rafzes da equacio az®+ bz’ + cx+d =0 podem ser

extraidas pela férmula

A e
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2.2 Um caso particular do Teorema Fundamental da Algebra

2
Antes de iniciar com o estudo algébrico e qualitativo do discriminante A = (%) +

(g)?) no calculo de raizes de equagoes do terceiro grau, faremos uma sintese sobre o
(TFA) “Teorema Fundamental da Algebra” (que nio necessitard de demonstracio nesse
trabalho)? que afirma que qualquer polinémio p(z) com coeficientes complexos de uma
variavel e de grau n > 0 tem alguma raiz complexa. E, em consequéncia, possui exatamente
n rafzes, nio necessariamente distintas (AVILA, 2002). O nome desse teorema é hoje em
dia considerado inadequado por muitos matematicos, por nao ser fundamental para a

Algebra atual.

Ao considerarmos a equagdo z" = z, (que equivale a x = {/z), sabemos que, de
acordo com o TFA, tem n raizes. A melhor maneira de se encontrar todas essas raizes
é transformarmos x e z em complexos na forma trigonométrica, ou seja, x = R(cos +
isenf), e z =r(cosa+isena), em que r é o médulo de z e a é o argumento de z. Entao,
se "' = z, temos

[R(cosB+isenf)]" = r(cosa+isena),
R"(cosf+1isenf)" = r(cosa+isena),

R"(cosf+isenf)(cosf+isenfs)---(cosS+isenf) = r(cosa+isena),

multiplicadosnvezes

R"[cos(f+ [+ -+ [)+isen(B+ [+ ...+ ()] = r(cosa+isena),

nparcelasg nparcelasg

ou, de forma equivalentemente,

R"[cos(nf)+isen(nf)] = r(cosa+isena). (2.10)

Agora é evidente que para os niimeros complexos sob a forma trigonométrica se-
rem iguais, tem de ocorrer que seus modulos sejam iguais e seus argumentos nao ne-
cessariamente sejam iguais, mas que no circulo trigonométrico tenham a mesma posi-
¢ao, isto é, sejam congruentes. Tomemos como exemplo, para argumento de z o arco

a = 75. Como no circulo trigonométrico hé infinitos arcos onde o valor de seu seno e cos-

seno serao o mesmo, por exemplo, sen (g) = sen (52”) = sen (%T) = ... = sen (W)
e coS (%) = COs (‘%T) = COs (97“) = ..+ =COS (W) para k=0,1,2,3,..., entao qualquer

que seja o valor de k, natural, temos diferentes representagoes para o nimero complexo
4k+1 . 4k+1 . :

Z=r (cos (@) +isen (%)) Observamos que, existe um intervalo em que a re-

presentacao € inica. O menor comprimento onde tal propriedade é observada, chamamos

de periodo. Mais precisamente, o valor corresponde a multiplos de 27, ou seja, 2k, para
k=0,1,2,3....

2

Demonstracido bastante intuitiva que pode ser encontrada em alguns livros, como “O Romance das
Equagoes Algébricas” de Gilberto Garbi (GARBI, 2006).
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Entao nao é necessario que os argumentos dos complexos acima sejam iguais, mas

correspondentes. Entao, se © = {/z e usando as condigoes

R'=r=R=3r

oh
nf=a+2kn = g—= 2T
n

obtidas de (2.10), podemos generalizar que

im0 (22 i (2127)) )

n n
para k=0,1,2,3,--- ,n—1.

Note que definimos os valores de £ como sendo 0 < k < n—1, pois ao aplicarmos a
formula acima em um dado complexo, notaremos que para os valores de k > n, as raizes

comegarao a se repetir.

2.3 Estudo algébrico sobre o discriminante

No Capitulo 1 vimos que a féormula (2.9), para resolucao de equagoes ctubicas, foi
colocada a desafios quando as trés raizes sao reais, visto a necessidade de se recorrer a
raiz quadrada de ntiimeros negativos. Um desses desafios foi vencido por Bombelli (LIMA,
2004), mas seu critério de resolucdo nao resolvia satisfatoriamente todas as equagoes.
Por isso, muitos matematicos procuraram determinar um método geral que solucionasse
todas as equagoes. Sera que tal método existiria? O préoprio Bombelli e o matematico
Francois Viete se destacaram com uma profunda contribuicao para tais duvidas. Viete foi
um mestre na arte de substituicao de incoégnitas como artificio matematico, conseguindo a
facanha de obter uma féormula para as equacoes de trés raizes reais distintas. Seu método
foi de utilizar a substituicao de z na equacio 2% —3pz+2¢ = 0 por rcos#, utilizando varias
identidades trigonométricas e outros artificios (GARBI, 2006).

Nessa secao, porém, apresento uma outra maneira de se chegar a uma férmula para
resolucao de equagoes cubicas com 3 raizes reais distintas que tem o mesmo propédsito da
obtida por Viete mas sem “adivinhacoes”. Nao querendo diminuir o trabalho de Viete,
visto que, quando ele obteve essa féormula, as dificuldades eram bem maiores para se
estudar qualquer assunto e os niimeros complexos nao estavam tao evoluidos quanto nos

dias de hoje.

Para uma melhor anélise denotaremos o discriminante da férmula (2.9) por

-0
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pois é este discriminante que vai nos dizer se a raiz quadrada da féormula necessitara do
uso dos complexos. Inicialmente Viete e Bombelli perceberam que, se o discriminante é
negativo, ou seja, A < 0, entao todas as raizes sao reais e distintas, e que seria necessario
do uso de ntimeros complexos para se chegar a tais raizes. Além disso, sabe-se que, se
A > 0, a equagao tem uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas; se A =0, tém-se

trés raizes reais, sendo uma repetida.

Apés a aplicagao da férmula (2.9) em uma equagao cujas raizes sao reais e distintas,

teremos uma equagao do tipo

x—\/m—l—\/_—i—\/m A—Sba (2.12)

onde m = —% e A < 0. Evidenciando a necessidade de extrair as raizes ctibicas dos com-

plexos z1 =m+ivVA e 29 =m—ivVA.

Primeiramente vamos transformar os nimeros complexos z; e z2, anteriormente

mencionados, para a forma trigonométrica. Para tal, observamos que os médulos dos dois

complexos conjugados sao iguais, por isso
2 3 3
e (5 0 (G - 6)

Logo, se A = (%)2—1— (%)3 <0,entao p<0ey/— (%)3 ¢ um numero real.

Temos ainda que, representados no plano de Argand-Gauss, os nimeros complexos
possuem caracteisticas que podem ser obsevadas na Figura 5. Por exemplo, vemos que o
argumento do niimero complexo é o angulo entre o eixo das abscissas e o segmento de

reta que liga a origem do plano ao ponto (m, \/Z), E, considerando a representacao polar

A

Figura 5 — Representagdo na forma polar de um nimero complexo.

dos ntimeros complexos, podemos obter as seguintes razoes trigonométricas para z;

_m
cosf = .

Ny

T

senf = —
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e para 29
m

C056:7

VA

Sen@ =

tais que, substituidas na equagao (2.12) nos fornece a relacao

x= f/r(cos@%—isen@)%—€/T(C089—isen9)—?il. (2.13)

Consideremos agora apenas uma das 3 raizes da equagao cibica, como visto na

secao 2.2. Por exemplo, consideramos a raiz onde £ =0 e obtemos

0 0 0 0 b

T = {”/F(cosg+isen3) +\3/F<cosg—isen3> ~ 3 (2.14)

Colocando /r em evidéncia na equacao (2.14) chegamos a

0 b
=2r. —|—=. 2.15
x = 2/r.cos (3) " (2.15)
Lembrando que, cosf = " e, consequentemente,
0 = arccos (m) , (2.16)
r

obtemos, multiplicando ambos os membros da equagio (2.16) por %, a equagao

6 1 (m>
— = —arccos | — | .
3 3 r

Substituindo o valor de % na equagao (2.15), obtemos

x = 2/rcos (; arccos (m)) b (2.17)

r))  3a
3
Mas, também sabemos que, r =/ — (%) em= _Tq e entao reescrevemos a equagao (2.17)
na forma
43 < p>3 1 R b
xr=2 — =) cos| —-arccos | ——— - —.
3 3 p\3 3a
- (%)

Como r é o médulo do niimero complexo nao real, temos entao que r > 0 e, por-

pois p € o tnico termo que pode transformar a raiz quadrada em um ntmero complexo.

tanto, podemos definir

Logo, fazendo algumas simplifica¢cdes nos radicais, finalmente chegamos a

1 i’
xr=2 @ cos | = arccos | —2— — i
3 3 Ipl
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Assim, notamos que, de fato, o calculo das raizes fundamenta-se na obtencao do
valor de A. Portanto, de posse do mesmo estrutura-se a solugdo. Resumindo o que obtemos

observamos que

e Se A=0: x:2\/>2 =;
el 3 q 3 q b .
e SeA>0:a/ = {4 +VA+-§-VA- L

e Se A<0:2' =2 (‘%')COS %arccos \/@ — 3a

que é a expressao de uma das raizes da equacado para cada um dos diferentes sinais do

discriminante.

Existem varias formas de se calcular as demais raizes, umas delas é simplesmente
dividirmos a equacao original por x — 2’ e recairemos numa equacao de grau 2, a qual
pode ser resolvido usando a férmula indevidamente atribuida a Bhaskara (Este método
de resolucao é conhecido ha pelo menos 1700 anos antes de Cristo, porém, era aplicado
somente para obtencao de raizes positivas)(BOYER, 2012). Podemos ainda utilizar duas
das trés seguintes relagoes envolvendo as raizes ¥’ (que ja conhecemos pela férmula), z”
2" da cubica. Sao elas
° x/+x//+$/// _2,

° I'IZE” + $/I'/// + x//x/// 57

o /'y = — d

Q|

Vamos agora fazer uma sinopse dos métodos acima mostrados. Sera imprescindivel

o uso de calculadora cientifica, principalmente quando o discriminante for negativo.

Passo 1: obtencao de p, ¢ e A:

*pP=- 3a2+c
© 0= P gt
a1+ ()"
Passo 2: andlise de delta e calculo de x':
o SeAzO:x’:23—%—%;
. SeA>O:a:’:\?’/—%+\/Z+\3/—%—\/Z—%
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—-q
e Se A<0:2'=2 (%)cos %arccos S )

Passo 3: calculo z” e 2/

e Fica a critério de cada um, porém o método da divisao por x — ' e posteriormente

a utilizagdo da formula para resolucao de equagoes do segundo grau é mais simples.

2.4 Estudo qualitativo sobre o discriminante

Comegaremos fazendo uma andlise grafica da fugdo f: R — R, dada por f(z)=
az3 +bxr? + cx+d com a # 0. Sabemos que cada ponto de interseccdo com o eixo das

abcissas correponde a uma raiz real da equacio ax® +bx? +cx+d = 0.

Inicialmente, colocando 2% em evidéncia na funcdo acima e considerando a > 0 (que
nao perdera a generalidade, visto que a < 0 tem raciocinio andlogo), temos:

T x?’

f(z)=2? (a—irz—l— 62+ d).

Podemos observar que, para valores positivos muito grandes de =, %, w% e gg sao despre-
ziveis. Logo, prevalece o sinal positivo de a. Entao o sinal de f(z), quando o valor de x é
muito grande, é o mesmo sinal de z2, ou seja, mesmo sinal de z. Agora, se z é um valor
muito grande em moddulo, mas negativo, entdo f(z) também serd negativo (Pensamento

andlogo ao exposto anteriormente para a > 0).

Podemos perceber que f(z), por passar continuamente de negativo para positivo
(ou positivo para negativo caso a < 0), deve se anular em um ponto qualquer, isto é,
existe algum valor para x tal que f(z)= 0. Tais argumentos nos leva a concluir que
toda equacao ctbica tem pelo menos uma raiz real e, consequentemente, o grafico de

f(z) = ax®+bx® + cx +d passa pelo eixo das abcissas pelo menos uma vez.

Temos ainda que, se um nimero complexo nao real é uma raiz de uma equacao,
seu conjugado também é raiz da mesma equagao (IEZZI, 2013). Entdo ndo existe a possi-
bilidade de ter 1 ou 3 raizes complexas nao reais. Entao temos as seguintes possibilidades

de raizes:

e 3 raizes reais distintas;
e 3 raizes reais iguais;

e 3 raizes reais, sendo que 2 delas sao iguais; e
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R . .
f(z) ="+ 62" + 11z + 6 flz) =2 — 62+ 120 — 8

A:_l A=0
7 Rais R M "no_
, , " " ajzes: ' =2, 2" =2ex =2
Raizes: 2" = —-1,2" = -2e2" = -3
feer)
F0) |-
f(:v):m3+:1:2—1x—1 f(m):x:3—5m2+8x—6
_ 675
A=0 A=_—_
Raizes: 2’ =1, 2" =1lea”" = -1 729

Raizes: 2’ =3, 2’ =1—-iea”" =1+1i

Figura 6 — Diferentes possibilidades para o grafico das fungoes polinomiais conforme os tipos
de raizes da equacao polinomial correpondente. Na parte superior, a esquerda, situagdo em que
temos 3 raizes reais distintas e, a direita, 3 raizes reais iguais. Na parte inferior, a esquerda,
temos 3 raizes reais, sendo que 2 delas sao iguais. A direita, na parte inferior, temos duas rafzes
complexas e uma real.
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e 1 raiz real e 2 raizes complexas.

Na Figura 6 ilustramos as diferentes possibilidades para o grafico das fungoes po-
linomiais conforme os tipos de raizes da equacdo polinomial correpondente. Na parte
superior, a esquerda, situacdo em que temos 3 raizes reais distintas e, a direita, 3 rai-
zes reais iguais. Na parte inferior, a esquerda, temos 3 raizes reais, sendo que 2 delas
sao iguais. A direita, na parte inferior, temos duas raizes complexas e uma real. Como

indicativo do que acontece de modo geral, pela Figura 6, apontamos que,

o se A <O:
— 3 ralzes reais distintas
e se A=0:

— 1 raiz real distinta e 2 raizes reais iguais; ou

— 3 raizes reais iguais.
e se A>0:

— 1 raiz real e 2 complexas.

Ainda analisando os graficos e denotando o valor de maximo local e o valor de

minimo local das fungdes por, respectivamente, f(a) e f(b) podemos perceber que se:

e f(a)f(b) <0, 3 raizes reais distintas;

e f(a)f(b) =0, 1 raiz distinta e 2 raizes reais iguais;

e f(a)f(b) >0, 1 raiz real e 2 raizes complexas;>

e f(a)= f(b), 3 raizes reais iguais.

Nao provamos ou demonstramos as afirmacoes sobre os tipos de raizes por acreditar
que se faz necessario um estudo mais aprofundado e foge aos objetivos desse trabalho. Mas
caso o leitor queira uma leitura mais aprofundada desse tema, recomendamos a leitura
das paginas 11 a 25 do livro “Meu professor de matemética e outras historias” do autor
Elon Lages Lima (LIMA, 2012).

3 Raiz real consideremos o complexo da forma a4+ 0.i e raiz complexa consideremos o complexo na

forma a+0b.i com b # 0.
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3 Aplicacoes

Os numeros complexos tiveram dificuldades em adquirir sua “cidadania plena”,
porém hoje sao amplamente utilizados em diversas areas, da prépria matemaéatica e da
fisica. Nos ateremos a explanar algumas aplicagoes interessantes na matematica devido

ao fato das aplicagoes na fisica necessitarem um conhecimento teérico prévio.

3.1 Numeros Complexos e Somatoérios

Uma das propriedades dos niimeros complexos que podemos citar é o comporta-

mento ciclico das poténcias de i. Os ciclos se repetem como descrito a seguir

f=i'=¥=. =1,
il=i"=i{"= ... =1
2=i=ilo=..=—1,
PB=i"=il1=..=—i

Usaremos esse fato em nosso beneficio.

Comecemos com a expansao binomial de Newton de (1+z)", ou seja,
(1+2)" =14+Cla4+C222 + C3a3 ...+ CMa™, (3.1)
e desta equacao obteremos alguns resultados bastante tteis.
Substituindo x = 1 na equagao (3.1) temos
(I+1)"'=1+C+C24+C3 .. 4O =27, (3.2)
conhecido Teorema das Linhas de Pascal.

Agora, fazendo x = —1 na mesma equagao (3.1) temos

(1I-1)"=1-Cl+C2-C34 .. +(-1)"C"=0. (3.3)

Somando as equagoes (3.2) e (3.3) e efetuando algumas manipulagdes agébricas

(14+C 424 OB 4 4 O+ (1= CL 4 C2 = OB 4o 4 (—1)C7) = 27,
1+1+C%_C}L+CTQL+072L+CT?;_C1§+"‘+C¢TLL+(—1)”C£:2n,
2+2C2+2C’3+2C’2+...+(1+(_1)n)cg:2ne
2(14—02—1—03—%02_1_..._’_05):271’
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em que k =n se n for par e k =n—1 se n é impar. Dividindo ambos os lados da tltima

equacao por 2, obtemos a equagao (3.4)
2" =14+ C2+ O+ C5 4+ CF, (3.4)
em que kK =n se n for par e k =n—1 se n é impar.
Agora, subtraindo a equagao (3.3) da equacao (3.2) e, efetuando novamente algu-
mas manipulagoes agébricas,
1+C+C24+C3 4 O -1+ CL = C2 4+ C3 — - (—1)"C = 27,
20} 4203 4205 + ... +-2C8 = 27,
2(Ch+Ca+Ch+-+Ch) =2m,
em que { =n se n for impar e / =n—1 se n é par.
Novamente, dividindo a tltima equagao por 2, encontramos a equagao (3.5)
-l 34054 1Y, (3.5)
em que { =n se n for impar e / =n—1 se n é par.

Comparando as equacoes (3.4) e (3.5) obtemos a relacao
1+072L+Ci+02+---+0ff 20%4—024_024_...4_07!; —on—1

em que k=nel=n—1sen for par e, se n é impar k =n—1 e £ =n. Assim, obtemos,
com alguma facilidade, utilizando conceitos basicos, a soma binomial de combinacoes de

n tomadas em numeros pares, como também em ntmeros impares.

Uma pergunta é muito pertinente nesse momento: Onde se encaixam os niimeros
complexos? Visto que, na obtencao das equagoes (3.4) e (3.5), ndo foi utilizado em mo-
mento algum os nuimeros complexos. Porém, serd que conseguimos calcular a seguinte
soma?

1+ Cp+CE+CY2 +--- 4 Cl,

em que 7 é o maior inteiro positivo menor ou igual a n.

Fazendo uma reflexdo com os resultados ja obtidos, seria interessante utilizarmos
um valor para x, na equagao (3.1), que altere sua poténcia em ciclos diferentes de 2.
Lembremos que no inicio desse capitulo esplanamos sobre as poténcias do complexo i que
muda em ciclos de 4. Vejamos como isso pode nos auxiliar. Substituindo x =i na expansao
binomial (3.1),
(1+1)" =1+ CH+CAH2 + 33 + O+ C21° + C80 - OTiT - OB - ... O™,
=14+ CL+C2 (1) +C3 (=) + Cr+Coi+ CO(—1) + O (—1) + CB +-- -+ CM",
—14CLi-C?-C3i+Cr 4 C3i—CC —CTi+ CB 4 ... O™,
=(1-C24+Cp—Co+Ch =+ (=)' Ch) +i(Ch— C3+ Ch = Cl + -+ (—1)1CY),
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em que h é o maior nimero par menor ou igual a n, t =0 se h é multiplo de 4 e 1 =1, caso
h seja par mas nao multiplo de 4. Se 7+ 1 for miltiplo de 4, entdo p =1, caso contrario,

com j impar, p = 0.

Da expressao anterior, destacamos dois resultados tteis, a parte real
Re(1+i)"=1-C?+C*—CS+C3— ... 4 (—1)C? (3.6)
e a parte imaginaria
Im(1+1)"=CL—C34C5—CT 44 (—1)PCY, (3.7)

em que h é o maior nimero par menor ou igual a n, t =0 se h ¢ multiplo de 4 e 1 = 1, caso
h seja par mas nao multiplo de 4. Se j+ 1 for miltiplo de 4, entdo p = 1, caso contrario,

com j impar, p = 0.

Uma vez que (1+1) ( ( os j +isen 4))71 que, pela formula de Moivre, é equi-
valente a /2" (cos or+isent ) 27 co ( )+122 sen( 4 ) temos
Re(1+i)" =27 cos <n47r) (3.8)
e
Im(14i)" =27 sen<n47r). (3.9)
E, associar ainda, por meio de somas binomiais, a equagdo (3.6) com a equagao
(3.8)

1-C24C OO+ C8 — . (—1)'Ch = 2% cos (T) (3.10)
e a equacao (3.7) com (3.9)
Cl OBy Cd Tyt (1 VW—%%%T) (3.11)

lembrando que h, ¢, j e p sao os mesmos definidos nas equagoes (3.6) e (3.7).

Somando as equagao (3.10) com a (3.4) e fazendo algumas manipulagdes algébricas,

2"~1 4 9% cos (T) —1-C24+ -5+ OB — (1) 1+ 2 A OO - 4 CF,

=2(1+Cp+CE8+CP2 4+ C),

lembrando que k é o maior inteiro positivo que é par e menor que n e h é o maior multiplo

de 4 que é menor ou igual a n. Se k£ é multiplo de 4 entao + =0, se nao, ¢ = 1.

Finalmente, obtemos

n n
1+CH+C8+C2 4o Ch =22 1227 o (I)
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em que h é o maior multiplo de 4 que é menor ou igual a n.

Utilizando um raciocinio analogo, podemos encontrar a expressao reduzida para a
soma
1 5 9 13 17 D
Cn+0n+0n+cn +On +"'+Cn7

com p inteiro positivo tal que p =4m+1 < n, para m também inteiro positivo.

Agora paira outra pergunta no ar: “E se fosse um somatorio binomial que tivesse

um ciclo de 37".

Para responder essa pergunta, analisamos problemas resolvidos para ciclo de 2 (1

e —1 que sdo equivalentes a i’ e i?) e com ciclo de 4 (1, i, —1 e —i que sdo equivalentes a
04,42 e i3).

Portanto, se quisermos encontrar uma equacao reduzida de um somatorio binomial
com ciclo 3, como CY+C2 +C8+CY+Cl2+ ...+ C! (t maior miltiplo de 3 < n) por
exemplo, temos que utilizar valores que dividam o ciclo trigonométrico em quantidade
igual ao ciclo desejado. Ou seja, para um somatério binomial de ciclo 3 temos de usar
os valores de forma que suas poténcias, com expoente multiplo de 3, sejam iguais, isto é,

V=3 =00 =29=22=.... Assim, se 1 =23 = x:cos%%jtisen%%. Desse modo,

se queremos encontar a equagao reduzida para n ciclos fazemos r = cos2k77r —|—isen2]“’7”,
assim encontramos um valor do argumento de um complexo na forma trigonométrica que

satisfaca a quantidade de ciclos que se desejar.

3.2 Figuras regulares planas através de raizes de complexos

Algo também muito interessante é a representagao no plano de Argand-Gauss das
raizes n—ésimas de um nimero complexo, pois os vetores formam figuras regulares planas,

em que a quantidade de raizes é igual ao nimero vértices.
Para checarmos o que foi afirmado, lembremos de alguns resultados.

O Teorema Fundamental da Algebra, Secio 2.2, afirma que qualquer polinémio
p(z) com coeficientes complexos de uma varidvel de grau n > 0 tem alguma raiz complexa
e, em consequéncia, possui exatamente n raizes nao necessariamente distintas. Outro fato
é que, a equagao x" = a, como visto na Secao 2.2, tem n raizes distintas com mesmo mé-

‘ a+2kmw
dulo. Também podemos perceber que o argumento =%

rad na fémula (2.11) (também
estudada na se¢ao 2.2), para k=0,1,--- ,n— 1, dividem o ciclo trigonométrico em n partes
iguais, gerando assim uma figura plana regular de n vértices inscrita num cirulo de raio

igual ao médulo das raizes em questao, onde os vertices sao as préprias raizes.

Vejamos, como exemplo, a representacao no plano de Argand-Gauss das raizes de

/8. B de uso frequente dizer que /8 =2, mas 2 nao é a tnica raiz dessa raiz cibica.
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Como vimos, é evidente que calcular /8 equivale a resolver a equacio 23 = 8. Entdo, para
encontrar todas as raizes da equagao, reescrevemos o niimero complexo 8 =8+ 0i = a+ bi
na forma trigonométrica. Para tal, temos que seu médulo é r = /82402 =164 =8 e o

b 0 a

argumento « ¢é tal que sena = Fr=3= 0ecosa="

“ = 8 = 1. Assim, temos que o = 0.

8
Logo, podemos representar o complexo 8 como sendo 8(cos(0)+isen(0)) em sua forma

trigonométrica.

Utilizando a férmula de De Moivre (2.11) temos que

3 0+2km . 0+2km
\/§:2<COS< 3 >+1sen< 3 )) (3.12)

Substituindo os valores de k =0, 1, e 2 na equagao (3.12), respectivamente, temos as raizes

V8 =2(cos0+isen0) = 2(1+0i) =2,

\3/§:2<Cos (2;> +isen (?)) =2 (—;—l-\fi) = —1+/3i,

%:2<cos <4;> +isen <4;>) =2 (—;—?i) =—1—+v3i

Entao para as raizes 2, —1++/3i e —1 —/3i tem-se um triangulo equilatero inscrito

em um circulo de raio igual a 2, conforme a Figura 7.

Figura 7 — Tridngulo formado pelas 3 raizes de /8.

Agora facamos um outro exemplo, calculemos \/ —8 4+ 8v/3i. A expressao \/ —8 + 8v/3i

que é equivalente a z* = —848+/3i. O ntimero complexo —8 +8v/3i tem médulo r = 16 e

argumento o = %77 Logo suas raizes sao
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k=0=\/—8+8v3i=3+1i,
k=1=\—8+8V3i=—1+3i,
k=2=\/—8+8V3i=—V3-1,
k=3=\—8+8V3i=1—3i

E na representacao no plano de Argand-Gauss tem-se um quadrado inscrito em um circulo

de raio igual a 2, conforme a Figura 8.

Figura 8 — Quadrado formado pelas 4 raizes de / —8+ 8v/3i.

Essa representacao pode contribuir com a formagao de figuras planas na geometria
analitica, podendo se achar as coordenadas de qualquer figura regular plana e de qualquer
tamanho, visto que todas as figuras representadas estarao inscritas em um circulo de raio
igual a {/r, isto é, o raio do circulo tem raio igual a raiz n—ésima do médulo do complexo

dado.

3.3 Rotacoes de vetores

Nessa se¢ao faremos um estudo sobre aplicagoes referentes aos nimeros complexos
na rotacao de vetores em duas dimensoes, um dos tépicos estudados em Geometria Anali-
tica. Serao propostos e solucionados problemas onde se podera chegar ao resultado através
da utilizagdo dos nimeros complexos, o que nao quer dizer que os niimeros complexos sao
a Unica maneira de se chegar ao resultado, podendo haver outras formas de alcanga-lo
através de diferentes ferramentas. Utilizaremos as notagoes a+bi e (a,b) sem distingao

para representar os nimeros complexos e/ou coordenadas de um ponto especifico.
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A multiplicacdo entre nimeros complexos gera uma rotacao seguida da multiplica-
cdo por um escalar. Para exemplificar, tomemos z; = 141/3i e 2o = /3 + 1i. A multiplicacio
desses dois niimeros é 2122 = (1++/3i)(v/3 4 1i) = V/34i+3i — /3 = 4i, como podemos

analisar na Figura 9.

]‘21.22 =4i

i Z2:\/§+i

14

Figura 9 — Produto Algébrico entre z; e z3 no Plano de Argand-Gauss.

Para uma melhor interpretacao do leitor, faremos a mesma multiplicacao na forma
trigonométrica. Pois, visualizaremos o efeito da rotacao e multiplicacdo por escalar. Pri-

meiramente, observamos que os médulos de z; e z9 sdo iguais e dados por

2
21| = 22| = /124 (V) =VI+3=Vi=2.
Em seguida, para obter o argumento de cada um dos complexos, observamos que

V3

1 1
sentd,, = > cosl, = 2 send,, = 3 cosf,, = -

logo 0., =5 e, =%.

Fazendo a multiplicacdo na forma trigonométrica de z; e zo através da formula
2129 = | 21| 22| (cos (0, +0.,) +isen (0, +0,)), obtemos, substituindo os valores corres-
pondentes, 229 = 22 (COS (% + %) +1isen (% + %)) =4 (cos 5 +i sen%). Portanto, z1z9 sig-
nifica z; multiplicado pelo médulo de 29 seguido de uma rotacao pelo argumento de zs,

rotagao obtida pela soma dos argumentos de z; e z3. Observe Figura 10.

Como vimos, no inicio desta se¢ao, a multiplicacdo entre nimeros complexos z; e
z9 gera uma rotagao de z; em um angulo, correspondente ao argumento de 22, 0, seguido

pela multiplicagdo do médulo de z; por um escalar, que é o médulo de z2. Lembrando
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™ . ™
21.29 =4 (cos 5 +i.sen 5)

T . s
21 =2 (cos 3 +i.sen g)

T T
29 =2 (cos s +i.sen E)

w3

-14

Figura 10 — Produto Trigonométrico entre z; e z3 no Plano de Argand-Gauss
que queremos apenas rotacionar um complexo z1 (que possui um angulo 6,,) de um certo

angulo 0,, com relagao a origem, consideramos os complexos

21 =aj +bii=|z1|(cosB,, +isend,,),

29 = a9+ bol = ’ZQl (COS@Z2 —i—isen@ZQ) ,
em que

a; = |z1|cosb,,, (3.13)
by = |21|send,,, (3.14)
ag = |z2]cosb,,,

b2 = |,2‘2| senHZQ.

Para que haja a rotagao por um angulo 6,, e o médulo de z; se mantenha inalterado,

vamos considerar |z2| = 1, conforme Figura 11. Logo, o produto
23 = 2122 = |21| (cos (0, +0,,) +isen (6, +6.,)),
e com o uso das relagoes (3.13) e (3.14), obtemos
as = |z1|cos (0;, +0,) = |z1]| cosB, cosB,, — |z1|send,, send,, = aj cosh,, — by send,,,

b3 = |z1|sen (6,, +0,,) = |z1| send, cosB,, + |z1|cosb, send,, = by cosb,, + ay send,.

Podemos, portanto, definir uma féormula para a rotacao de um nimero complexo

z1 por um angulo ¢,,, em termos mais precisos, uma transformacao linear, por

T (z1) =T (a1 +b1i) = aj cosb,, — by senb,, +1 (b1 cosb,, +aj senb.,). (3.15)
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21
_ zZ
23 = Z21.29 14

0. +0.,

14

Figura 11 — Rotagdo de vetores, com |z1| = |z3] =2 e |23 = 1.

E comum escrevermos uma transformagao linear na forma matricial, assim, precisamos

de uma notacao que associe os nimeros complexos com as matrizes.

Marcio G. Soares (SOARES, 2009), por exemplo, de forma diferenciada, propoe a
notacao dos nimeros complexos em forma de matriz quadrada de ordem 2. Procura-se

encontrar uma solugdo para a equagao matricial
X-X=1,

em que X é uma matriz quadrada de ordem 2 com coeficientes reais, I é a matriz identi-

W

dade também de ordem 2 e é o produto de matrizes. A solugao é dada por

) 0 —1
1=
1 0
que, geometricamente, corresponde a uma rotagao de § rad no plano R2.

a —b
Com a notagao matricial tem-se a relagado biunivoca z = a+bi <> Z = ( )
a

com a, b € R. Entao, a soma e o produto sdo definidos, respectivamente, por
—b —b —(b1+b
L 2 Ze— | ™ 1\ (o2 ") _[atae (b1 +b2) .
b1 a1 by as b1+ bo a1+ as
5 Iy Ty a1 —by ‘ as —by _ aias —biby —(a1b2—|—a2b1) ’
by wm by as a1bs + asby aias — b1bo
e satisfazem as seguintes propriedades;

3. comutatividade para adicao e multiplicagao, 21+ Zo = Zo+ 21 € Ly - Lo = Lo - 41,

4. associatividade para adi¢ao e multiplicagao, (Z1 + Z2)+ Z3 = Z1+(Za+ Z3) e (Z1.22) .23 =
Z1(Z2.73),
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. < - (00
5. existe o elemento neutro em relagao a adicao Nk

—a b
6. existe o elemento inverso em relacao a adigao ( ; ) ,
b a

1 0
7. existe o elemento neutro em relacao a multiplicagao ( 01 ),

b

a
. . ~ N T ~ 2 2 2 2
8. existe o elemento inverso em relagao a multiplicacao ( a”+b a ;Lb ) para a,b
T a2 a24b?

nao ambos nulos, e
9. distributividade da multiplicagdo em relagao a adigdo, Zy - (Zo+ Z3) = Z1-Za+ Zy -
Z3.

Portanto essa notacao matricial também representa o corpo C. Temos ainda

] a b
10. o conjugado ( ) ),

- a

a

. : o 0 -1 9 0 —1 0 —1 10
12. a unidade imaginéria ei’= . = :
1 0 1 0 1 0 01

Assim, finalmente podemos escrever a transformagao linear (3.15), em notagao

11. o médulo | Det ( Z ) , em que DetA é o determinante da matriz A,

matricial

Ty = 717 — ( aj cost,, —bysend,, —bjcosb,, +ajsend,, )

bicosf,, +ajsend,, ajcost,, —bysend,,

—b
bl al

2y — ( cost,, —senf,, ) | (3.16)

senf,, cost,,

que é o produto entre as matrizes

matriz complexa, conhecida como matriz de rotacdo de vetores no R? dos estudos de
transformacao linear em geometria analitica e algebra linear. Mas por comodidade vamos
resolver os problemas propostos utilizando a nota¢ao mais difundida z = (cosf +isenf),

quando |z| =1 para que haja rotagdo sem alterar o médulo.



Capitulo 3. Aplicagées 47

3.3.1 Construcao de um quadrado a partir de uma aresta

Comecemos com um problema de criar um quadrado ABC D, com uma das arestas
com vértices em A(2,3) e B(4,6). Queremos determinar as coordenadas dos vértices C' e
D.

Inicialmente, podemos notar que, fixados os vértices A e B podemos formar dois
quadrados ABCD e ABC'D’, conforme a Figura 12 e que o vetor E é a rotacao do
vetor AL em 90° (5 rad).

Figura 12 — Esboco dos quadrados ABCD e ABC'D'’.

Em posse desses dados, vamor determinar o vértice . Lembrando que a equacao
que determina a rotacao é dada por 1@ = /@ (cos%+isen%) obtemos, com as substi-
tuicoes E:D—A e @:B—A

D—A=(B-A) (cosg+iseng) — (B=A)(0+1i) = (B— A)i = Bi— A,
ou simplesmente,
D=DBi—Ai+A. (3.17)
Como A= (2,3)=2+43ie B=(4,6) =4+6i, fazemos a substituigdo em 3.17, para que a
utilizacao de niimeros complexos seja mais perceptivel. Assim,
D=(4+6i)i—(2+31)i+2+3i
= (4i+6i%) — (20+3i%) + 2+ 3i
=(4i—6)—(21—3)+2+3i
=—6+3+24+41—-21+3i
= —1+5i,
logo a coordenada pretendida é D(—1,5). Para determinar completamente o quadrado,

precisamos encontrar as coordenadas de C', porém, nao é necessério se fazer mais nenhuma
rotacao. Utilizaremos o fato de que os vetores A§ e D(% sao iguais. Entao, se D(% =
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1@ =(C—-D=B—-A=(C=B-—A+D e substituindo as coordenadas de A, B e D
temos C' = (4+6i) — (24 3i) + (—1+51)) =4—2—1+6i—3i+5i = 1+ 8i. O calculo das
coordenadas dos pontos C’ e D’ sao andlogos e, portanto, serao omitidos. A Figura 13

representa os quadrados ABCD e ABC'D' no plano de Argand-Gauss.

Figura 13 — Representacao dos quadrados ABCD e ABC'D'.

3.3.2 Construcao de um quadrado a partir de uma diagonal

Analisaremos agora um problema onde é dado uma diagonal de um quadrado, desse

modo vamos ter de utilizar, além do argumento, o médulo do vetor de rotacao.

O problema consiste em determinar os vértices do quadrado ABC'D cuja diagonal
AC tem vértices em A(—2,—1) e C(4,3), ou seja, devemos determinar as coordenadas
dos pontos B e D. Observemos que com os vértices A e C' podemos formar somente um

quadrado, podendo somente alternar os valores dos vérticos B e D, conforme a figura 14.

C B

D A

Figura 14 — Esboco do quadrado ABCD e a diagonal AC
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T rad), mas somente isso

Capitulo 3. Aplicagées
Inicialmente, iremos rotacionar o vetor 1@ em 45° (§
nao é suficiente, pois os modulos dos vetores 1@ e ﬁ sao diferentes. E sabido, pelo
critério da trigonometria que em tridngulo retdngulo isésceles o valor da hipotenusa é /2
vezes maior que seus catetos, entdao temos que dividir o médulo de 1@ por v/2. Logo,

ﬁ = 1@ % (cos It sen%) e fazendo algumas manipulagoes algébricas obtemos

D-A=—
D_A:;ﬁ(c—A)<\f+‘fi>
C A C A
)+(5-3);

Substituindo as coordenadas de A e C' temos D = —1+4i.
Para encontrar a coordenada de B utilizaremos o fato de ﬁ = ﬁ e apo6s al-

guns calculos simples, omitidos devido sua simplicidade, teremos B =3 — 2i. O quadrado

D

I
!

formado com as coordenadas de A, B,C' e D pode ser visto na Figura 15.

[

2

Figura 15 — Representacao do quadrado ABC D do segundo problema no plano de Argand-Gauss
de Argand-Gauss. Poderfamos calcular o ponto médio M da diagonal AC e rotacionar

Existem outras maneiras de resolver esse problema ainda usando a rotagao no plano
7 rad)

rad). Podemos ainda rotacionar o vetor AC em 90° (

o vetor MC' em 90° (5
—

seguimento C'C’, ou seja, D =

c+C’
3.3.3 Determinando um pentagono, conhecidos um vértice e o circuncentro

T
fazendo um vetor AC’, logo um dos vértices do quadrado ABC'D serd o ponto médio do
2

Agora resolvamos um tultimo problema que consiste em determinar, aproximada-
mente, os vértices B, C, D e E de um pentagono regular ABCDFE com circuncentro na

origem do plano e tendo como vértice um dos vértices A(2,0).
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Nesse problema formaremos apenas um pentagono regular com vértice em A o

circuncentro em O. Comegaremos tragando os seguimentos OA, OB, OC, OD e OFE, com
um angulo de 72° ( = rad) entre dois segmentos consecutivos tragados, conforme a Figura
16.

Figura 16 — Esboco do pentdgono regular ABCDE e o angulo entre os seguimentos OA e OB.

Como o vetor O? ¢ igual ao vetor OA rotacionado de 72° (2—7T rad), logo O@ =
OA (cos 2T 4 isen 2”) Utilizando uma aproximacao de 3 casas decimais adotaremos cos 25” =
0,309 e s.en27T 0,951, obtemos B— 0O = (A —0)(0,309+ 0,951i). Como O corresponde ao
nimero complexo nulo temos B = A (0,309 +0,951i) =2(0,309 + 0,951i) = 0,618+ 1,830i,

a coordenada do vértice pretendido é B ~ (0,618;1,830).

Para o célculo do vértice C' utilizaremos o fato de O? ser igual ao vetor O—1>4 ro-
tacionado de 144° (%ﬁ rad). Assim, 0C = OA (cos = +isendr ) Entao obtemos C'— O =
(A—0)(—0,809+0,588i). Logo C'= A(—0,809+0,588i) =2 (—O, 809+ 0,588i) = —1,618+
1,176i e a coordenada do vértice pretendido é C' ~ (—1,618;1,176).

Procedendo de modo anélogo obteremos os vértices D ~ (—1,618;—1,176) e F' ~
(0,618;—1,830). Com as coordenadas de todos os vértices, o pentdgono regular na plano

de Argand-Gauss pode ser tragado, conforme a Figura 17.

Um outro método pelo qual poderiamos ter resolvido esse tltimo problema seria en-
contrar as rafzes de v/32 utilizando a férmula de Moivre /z = {/r (cos (%) +isen (Lﬁlm))
para k=0, 1, 2, 3 e 4, em que, se k =0 a raiz é o complexo 2 (que corresponde ao vértice

A e os outros valores de k correspondem respectivamente aos outros vértices).

Utilizando a rotacao de vetores podemos encontrar figuras diferentes das mostradas
nesse capitulo. Poderemos obter triangulos, hexagonos ou qualquer figura plana regular
desde que se tenha alguma outra informacao pertinente, como o comprimento dos lados

de retangulo ou um angulo de um losango.
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Figura 17 — Representacao do pentagono regular ABC' DE no plano de Argand-Gauss.

3.4 O problema do tesouro

Nesta secao veremos uma aplicacao bastante interessante e concreta sobrea utili-

zagao de niimeros complexos como ferramenta de rotacao de vetores.

Na matematica existem problemas histéricos que ficaram famosos, temos o exemplo
do problema da heranca dos camelos, o problema da partida em um jogo de cara ou coroa
que termina antes do final por um motivo qualquer e se discute qual serd a maneira mais
justa de se dividir o prémio, entre varios outros. O problema do tesouro é um exemplo

classico do uso de vetores no plano. A estoria é a seguinte:

“Recentemente foi descoberto um manuscrito pirata descrevendo a localizagdo de
um tesouro enterrado em certa ilha (plana). O manuscrito identifica perfeitamente a ilha

e dd as sequintes instrugoes:

Qualquer um que desembarque nesta ilha verd imediatamente dois grandes carva-
lhos, que chamarei de carvalho A e carvalho B, e também uma palmeira. Eu enterrei o

tesouro em um ponto X que pode ser encontrado assim:

1. Caminhe da palmeira para o carvalho A contando seus passos. Chegando ao carvalho
A, vire para a direita e dé exatamente o mesmo numero de passos para chegar ao

ponto M, marcando o local.
2. Volte até a palmeira.

3. Caminhe da palmeira para o carvalho B contando seus passos. Chegando ao carvalho
B, vire para a esquerda e dé exatamente o mesmo niumero de passos para chegar ao

ponto N, novamente marcando o local.

4. O ponto X, local do tesouro, estd exatamente entre M e N.
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Com base nessas informagoes precisas, os exploradores chegaram a referida ilha,
mas tiveram uma desagraddvel surpresa: os carvalhos A e B ld estavam, mas a palmeira
(que representaremos por P) havia desaparecido. Serd possivel descobrir a posicao do te-

souro sem a palmeira?”
Surpreendentemente, a resposta para o problema é sim!

Para solucionarmos o problema teremos que fazer alguns calculos, mas primei-
ramente colocaremos os dados do mapa num plano seguindo suas instrugoes, conforme

Figura 18.

CARVALHOR} ARVALHOg

PALMEIRAL

Figura 18 — Esbog¢o do suposto mapa do pirata.

— .
Observemos que, para encontrar o vetor AM basta rotacionar o vetor PA por um
0
angulo de 3777 Da mesma forma, o vetor BN é obtido pela rotacao do vetor ﬁ pelo angulo

5- O tesouro se encontra no ponto médio de M'N. Obtemos as trés seguintes equagoes

3 3
AM = PA <(:0827T +isen;> = P_Zl(—i) , (3.18)
BN = PB (cos;r —|—isen72r) = ﬁi, (3.19)
M+ N
X = ‘; . (3.20)

Fagamos e resolvamos entao o sistema formado pelas equagoes (3.18) e (3.19)

AM = PA(—i),
BN = PBi.

Rescrevemos a equagao (3.18) na forma M — A= (A— P)(—i) = (P — A)i, e fazendo
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0 mesmo na equagao (3.19) o sistema anterior toma a nova forma

M—A=(P- A, (3.21)
{N—B:%B—HL (3.22)

Somando as equagoes (3.21) e (3.22) temos
M—-A+N—-B=(P-A)i+(B-P)i=(P-A+B—-P)i=(B—-A)i (3.23)

Fazendo algumas manipulagoes algébricas, perceberemos que a coordenada P da palmeira

é eliminada na equagao (3.23), entdo, por conveniéncia, escrevemos na forma
M+N=A+B+(B—-A)i. (3.24)

Substituindo M + N, da equacao (3.24), na equagao (3.20), temos a relacao

_ M+N A+B+(B-A)i A+B Abi

X
2 2 2+2

(3.25)

Pronto, encontramos a localizacdo do tesouro enterrado, s6 precisamos compreender o
significado da equagao encontrada. Ela é a soma do ponto médio entre os dois carvalhos
A e B, somado com a metade do vetor rotacionado de § (ver Figura 19). Graficamente

isso representa o seguinte

e e G g ®)

CARVALHO ARVALHOg

PALMEIRAp

Figura 19 — O mapa com as novas coordenadas descobertas.

Observamos que a pessoa que enterrou tal tesouro nessa ilha plana, fez um mapa de
tal maneira que a posicao do tesouro nao dependia da posicao da palmeira, mas dependia
exclusivamente dos dois carvalhos como podemos ver na Figura 20, que foram colocadas

em um sistema de coordenadas para se ter um ponto referencial.
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CARVALY VALHO, CARVAIND, caliaroy,

PALMEIRA,

PANRA,

CARVALHO,, CARVALHO CARVALHO,, CARVALHO

AN S

cilawrio,

CARVALHO, CARVALHO,

PARIERA,

Figura 20 — Representacao de 6 formas possiveis que poderia ser tal mapa.

Seria interessante fazermos o mapa como descrito acima em um software gratuito de
geometria (como o Geogebra), assim poderiamos notar que, ao arrastar a palmeira para
qualquer lugar que a posicao do tesouro permaneceria inalterada. Poderiamos também
dizer que os exploradores colocaram o mapa num plano cartesiano como nas quatro figuras
acima, sendo que o carvalho A fora colocado na origem e o carvalho B no ponto (d,0), onde
d é a distancia entre os carvalhos. A resposta ao problema onde se levara em consideragao

a distancia (d) entre os carvalhos vai ter uma féormula geral que é Xresouro = (%, %)
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Devemos modificar a ética de que matematica é somente algoritmos, regras e for-
mulas seguidas de memorizagao e procedimentos recursivos. Fica claro que isso esté acon-
tecendo em razao do professor entender a mateméatica como uma area do conhecimento
pronta e acabada, onde os discentes abarcados nesse processo podem até obter algum
determinado tipo de conhecimento, mas nao desenvolvem a competéncia de pensar. Mais
ainda: os problemas sao estabelecidos com uma linguagem especifica do assunto abor-
dado, sem mostrar conexoes com outros ramos da matematica, dando a impressao de que
a matematica é um fim em si mesma. No aluno mais instigador é natural que esta maneira
de apresentar o contetido desperte os questionamentos: “Para que serve isso?” e “Por que

tenho que estudar esse contetdo?”.

Durante o ensino fundamental e na maioria do ensino médio os alunos estudam
como se nao existisse raiz quadrada de niimeros negativos. Que equagoes do segundo grau
que tenham discriminante negativo nao tém solucoes reais e que as situacoes que incidem
nesse tipo de equagoes, sao situagoes que nao oferecem solucoes. Cremos que no fim do
segundo grau, para que eles passem a extrair raizes quadradas de nimeros negativos, seria

interessante apresentarmos motivagoes.

Fizemos um levantamento histérico dos nimeros complexos descobrimos que, para
a resolucao de algumas equagoes especiais do terceiro grau, era necessario calcular a raiz
quadrada de um ntmero negativo. Fazendo uma analise sobre algumas dessas equacoes,
descobrimos que elas tinham pelo menos uma raiz real. Esta foi a causa que motivou os

matemdaticos a conjecturarem a existéncia das raizes quadradas dos nimeros negativos.

A civilizagao levou milhares de séculos para descobrir os niimeros complexos, mas
apenas trés séculos apo6s seu primeiro contato comecou a compreender o verdadeiro signi-
ficado e as potencialidades de aplicagao desta magnifica descoberta. Passados mais dois
séculos o ensino dos niimeros complexos nao evoluiu como necessario para cativar o aluno
do ensino médio, por exemplo, pelo fato de dispormos de recursos computacionais que
podem dar uma visdo geométrica desse topico e que sao subutilizados ou nem sequer sao

utilizados.

Seguindo a orientagao dos PCNEMs (RASIL, 2006) que no campo da matematica
mostram que é essencial suplantar a aprendizagem focada em procedimentos mecanicos,
recomendando a resolugao de problemas como um dos pontos de inicio da atividade mate-
matica a ser desenvolvida na sala de aula, é que apresentamos a unidade imaginaria i sem
comecar com algoritmos, para s6 posteriormente formalizar e mostrar as propriedades e
aplicagoes dos niimeros complexos. Essa forma de abordar o ensino dos ntmeros com-
plexos permite que os alunos os compreendam nao somente como simbolos matematicos,
mas como numeros de verdade, com os quais se obtém as respostas de problemas reais,

conforme exemplos dados no Capitulo 3.
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Apesar de ser um assunto com amplo potencial para aplicagdes e contribuir com
o desenvolvimento de intimeras areas do conhecimento, especialmente da matematica, a
grande maioria dos livros didaticos faz uma abordagem meramente algébrica na forma
a+bi ou na forma geométrica (a,b), ficando o aluno com a impressao errdnea que esses
numeros nao possuem aplicagdo. Assim, precisamos colocar em questao a prioridade que

os livros dao a esse tipo de abordagem.

Confiamos que, para uma aprendizagem expressiva é preciso apresentarmos, pri-
meiramente, os nimeros complexos como se deu na sua linha do tempo. Somente assim,
mostraremos a serventia do ensino dos nimeros complexos, sobretudo no ensino médio.
Para os professores abarcados nesse processo, essa abordagem gera mudancas na apren-
dizagem e, assim, facilita o ensino dos niimeros complexos, tanto quanto sua significacao

€ compreensao.

Nao poderiamos finalizar este trabalho sem deixarmos de fazer uma observacao
quanto a um equivoco frequentemente cometido por alguns professores e livros-textos
didaticos relativamente a origem da Teoria dos Numeros Complexos: foram as equacoes
do terceiro grau e nao as do segundo grau que desencadearam todo o desenvolvimento
tedrico desse conjunto numérico. Quando uma equacao quadratica tinha o discriminante
negativo era simples e comum o fato de dizer que essa equacao nao tinha raizes, mas
com a descoberta da solugao das cibicas, através da formula de Cardano-Tartaglia, ficava
evidente a existéncia daquelas raizes. Fruto do trabalho que durou mais dois séculos
e iniciou a partir da ideia pioneira e corajosa de Bombelli. Como em muitas areas da
matematica, uma grande descoberta tem uma humilde e simples origem. Com a teoria

dos niimeros complexos nao foi diferente.
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