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RESUMO

Este texto relata sobre um dos maiores fascinios mateméaticos de todos os
tempos, os numeros primos. Aqui escrevo sobre principais teoricos, fatos his-
toricos, aplicacoes e outros fatos importantes que considero relevante para o
ensino e aprendizagem dos nimeros primos, pois de fato sabe-se da impor-
tancia destes na teoria dos nimeros e, além disso, o teorema fundamental
da aritmética nos afirma que todo numero inteiro natural maior que um, se
escreve de modo tinico como produto de niimeros primos. O texto mostra que
os nimeros primos sao o alicerce no qual se apdia a aritmética, enfatizando
que a idéia de namero primo é das mais simples, mas também das mais ricas
em resultados e aplicacoes, tanto na propria Matemética como nas ciéncias
e Tecnologia. A principal razao de sua enorme importancia reside no fato
de que eles funcionam como uma espécie de tijolos com os quais podemos
construir, por meio de multiplicagao, qualquer outro niimero natural (exceto
os casos triviais n=0 e n=1).

A finalidade do texto nao é a pesquisa para encontrar novos nuimeros
primos, a esséncia do estudo é tentar explicar a organizacao desses niimeros
e como eles se apresentam, e aborda-l6s de forma simples e especial como
numa espécie de revista super interessante sobre primos, imaginando que
depois da leitura desse trabalho um aluno do ensino bésico, seja capaz de ter
argumentos para responder perguntas do tipo:

-Quantos sao os ntimeros primos?

-Como sao produzidos?

-Como reconhecer um nimero primo?

-Pra que servem os ntimeros primos?

Existem algumas boas respostas para estas perguntas e algumas outras nos

textos abaixo, entao agora ¢é so ter paciéncia e ler todo o contetido dissertado.



ABSTRACT

This paper reports on one of the greatest mathematicians of all time fascina-
tions , the prime numbers . Here I write about major theoretical , historical
facts , applications and other important facts they consider relevant to the
teaching and learning of primes , for indeed we know the importance of these
in number theory and, moreover , the fundamental theorem of arithmetic in
states that all natural integer greater than one, is written in a unique way
as a product of prime numbers. The text shows that the prime numbers are
the foundation on which rests the arithmetic , emphasizing that the idea of
premier number is the simplest but also the most rich in results and applica-
tions both in mathematics itself as the sciences and technology . The main
reason of its huge importance lies in the fact that they act as a sort of bricks
with which we can build through multiplication, any natural number (except
the trivial casesn = 0 and n = 1) .

The purpose of the text is not to find new primes , the essence of the study
is to try to explain the organization of these numbers and how they arise,
and address them in a simple and special way as a kind of super interesting
magazine about cousins imagining that after reading this work a student of
basic education , be able to have arguments to answer questions like :

- How many prime numbers 7

- How are they produced 7

- How to recognize a prime number ?

- serving prime numbers 7

There are some good answers to these questions and a few others in the texts

below , so now it’s just be patient and read the entire contents lectured .
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 Justificativa do Tema

Baseando-me no fato de que a maioria dos nossos alunos e as vezes alguns de
nos professores termos dificuldades em trabalhar de modo sistemético com
este assunto é que estou desenvolvendo este trabalho, ele servird como fonte
de pesquisa sobre fatos histoéricos e aplicacoes dos niimeros primos. Justifico
este trabalho e sua abordagem no fato de que existem poucas literaturas vol-
tadas ao ensinoo basico que tratam o assunto de modo amplo, aqui escrevo
sobre principais tedricos, fatos historicos, aplicacoes e outros fatos importan-

tes que considero relevante para o ensino e aprendizagem dos nlimeros primos.

1.2 Estudo dos ntimeros primos

Logo abaixo sao apresentadas umas respostas atraentes para as perguntas
sobre o estudo dos niimeros primos. Estas respostas foram retiradas da Péa-
gina dos Nimeros Primos na Internet, pagina que que leva o nome de pagina
projeto do Instituto de Ciéncias e Mateméatica da Faculdade de Ciéncias da

Universidade de Lisboa.
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1.2.1 Tradicao

Fuclides foi provavelmente o primeiro a definir a primalidade dos ntimeros
no seu livro Os FElementos, aproximadamente 300 a.C. O seu objetivo era
caracterizar os nimeros perfeitos pares (um niamero perfeito, é um nimero
cujo resultado da soma dos seus divisores naturais é ele mesmo; por exemplo
o nimero 6 tem como divisores 1, 2, 3 e 1+2+3=6, 28 tem como divisores 1,
2,4,7, 14 e 14+2+4+7+14=28) . No entanto apercebeu-se de que os nimeros
perfeitos pares (ndo existem até ha data nimeros perfeitos impares.) eram
todos proximamente relacionados com os niimeros primos da forma 2" — 1
para algum namero primo p (agora chamados de nimeros de Mersenne).
Portanto a procura deste tipo de joias comecgou perto de 300 a.C.. Grandes
nameros primos (especialmente desta tltima forma) foram entao estudados
(segundo ordem cronologica) por Cataldi, Descartes, Fermat, Mersenne, Fre-
nicle, Leibniz, Euler, Landry, Lucas, Catalan, Sylvester, Cunningham, Pepin,
Putnam e Lehmer (para nomear alguns). Como podemos entao resistir ao
encantamento de nos juntarmos a tal ilustre grupo? Muita da teoria dos
nimeros elementar foi desenvolvida enquanto se decidia como se tratar de
grandes niimeros, como caracterizar os seus fatores e descobrir de entre os
quais, 0os que eram nimeros primos. Em pouco tempo, a tradigao pela pro-
cura de grandes nimeros primos tem sido frutuita. E uma tradicdo bem

merecida de ser continuada.

1.2.2 Pelos produtos que advém da procura

Ter sido a primeira nacao a pér o Homem na Lua foi de grande valor politico
para os EUA, mas o que foi talvez mais valorizado para a sociedade foram os
produtos que dai advieram e que melhoraram a nossa vida. Produtos esses
como as tecnologias, os materiais, (que foram desenvolvidos pelo Homem, e
para o Homem, e que so itens comuns aos nossos dias), e o e 0 melhoramento
das infra-estruturas educacionais (que levaram muitos homens e mulheres a
vidas produtivas como engenheiros e cientistas). O mesmo é verdade quando
se buscam ntimeros primos recordistas, que deixaram como legado alguns

dos maiores teoremas da teoria elementar dos niimeros primos, tais como o
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pequeno teorema de Fermat, e a reciprocidade quadratica. Mais recentemente
a busca de tais primos é ainda usada por professores para motivarem os seus
alunos na pesquisa matematica e talvez para os de mover a futuras carreiras
nas areas de ciéncias e engenharias. E estes sao apenas alguns dos produtos

que advém desta pesquisa.

1.2.3 As pessoas colecionam itens raros e bonitos

Os nimeros primos de Mersenne, que sao nos dias de hoje os maiores niimeros
primos conhecidos, sao raros e belos. Desde que Euclides iniciou a pesquisa e
o estudo de niimeros primos cerca de 300 a.C., que apenas 36 destes niimeros
primos foram descobertos. Apenas 36 em toda a Historia da Humanidade -
Isso é rarissimo! Mas sao igualmente belos. A Matemética, como todas as
ciéncias, tem uma nocao definida do belo. Quais sao as qualidades do belo
na matematica? Procuram-se demonstracoes simples, concisas e claras, e se
possivel que combinem conceitos iguais anteriores, ou que ensinem algo de
novo. Por exemplo, os nimeros primos de Mersenne sao de uma tnica forma
possivel de ntimeros primos 2™ — 1, a demonstracao da sua primalidade é
elegante e simples. Os nimeros primos de Mersenne sao belos e possuem

aplicagoes surpreendentes.

1.2.4 Pela gléria

Porque ¢ que os atletas tentam correr mais rapido do que qualquer outra
pessoa, salta mais alto, atirar um peso mais longe? E porque utilizam as
técnicas do lancamento no seu trabalho? O mais provavel é que seja pelo
desejo de competir (e ganhar). Este desejo de competir ndo é sempre direcio-
nado para outros Humanos. Os escaladores de montanhas podem "ver"uma
montanha como um desafio. Certos escaladores de montanhas nao resistem
a certas montanhas. Olhe entao para o incrivel tamanho dos ntimeros primos
recordistas! Aqueles que os encontraram sao como os atletas na sua corrida
para a vitoria. Sao como os escaladores de montanhas, no sentido em que

escalaram montanhas mais altas. As suas maiores contribui¢oes para a Hu-
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manidade nao ¢ meramente pragmatica, ¢ pela curiosidade e pelo espirito
do Homem. Se perdermos o desejo do "fazer ainda melhor", estaremos de

alguns modos ainda completos?
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1.2.5 Para testar hardware

Este tem sido historicamente utilizado como um argumento para a evolugao
computacional em geral, logo ¢ mais uma motivacao para uma companhia
do que para apenas um tnico individuo. Desde o principio da computacao
eletronica, que programas com o intuito de encontrar grandes ntimeros pri-
mos tém sido utilizados como teste para hardware. Por exemplo, rotinas de
software do projeto GIMPS foram utilizadas pela Intel para testar os chips
de Pentium II e Pentium Pro antes de serem langados no mercado. LLogo uma
grande quantidade de leitores de uma pégina de internet sao "diretamente' os
beneficiarios dessa mesma pesquisa. O famoso bug do Pentium foi descoberto
por Nicely quando tentava calcular a constante dos niimeros primos gémeos.
Porque é que programas para encontrar nimeros primos sao utilizados desta
maneira? Estao diretamente relacionados com o CPU de um computador.
Sao relativamente pequenos, fornecem uma resposta facil de verificar como
sendo verdadeira (quando se computa um ntmero primo conhecido, devem
fornecer uma resposta verdadeira apoés efetuarem os requeridos bilhoes de
célculos). Podem ser facilmente "corridos"ao mesmo tempo em que outras

tarefas "mais importantes", e sao faceis de parar e de recomegar.

1.2.6 Para saber mais sobre a sua distribuicao

Apesar da Matematica nao ser uma ciéncia experimental, freqiientemente se
procuram exemplos para testar conjecturas. Com o evoluir do tamanho dos
numeros, evolui, de certo modo, o nosso conhecimento sobre a distribuicao
dos mesmos. O Teorema dos nimeros primos foi descoberto através do sim-
ples "olhar"para tabelas de nimeros primos e verificar a sua distribuigao.
No entanto esta pequena especificacao nao é a tnica da lista das razoes, por
exemplo, muitas pessoas podem sentir-se motivadas pela pesquisa de nime-
ros primos simplesmente, ou devido a necessidade de publicar algo. Muitos
outros individuos sentem-se aborrecidos por verificarem que os seus compu-
tadores estao a desperdicar capacidade. Provavelmente estes argumentos nao

o convencerao. Se tal acontecer, lembre-se apenas de que os olhos podem nao
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ver, os que os ouvidos poderao ouvir, mas que isso nao reduz o valor do som.

Existem sempre melodias que ultrapassam os nossos
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1.3 Um pouco de histéria

Os niameros primos sao conhecidos pela humanidade h4 muito tempo. No pa-
piro Rhindi, por exemplo, ha indicios de que o antigo povo egipcio ja possuia
algum conhecimento sobre esse tipo de nimeros. No entanto, os registros
mais antigos de um estudo explicito sobre ntmeros primos sao devido aos
gregos. Os Elementos de Euclides (cerca de 300 A.C), contém teoremas im-
portantes sobre niimeros primos, incluindo a demonstracao de sua infinitude,
o teorema fundamental da aritmética de Euclides também mostrou como
construir um ntmero perfeito a partir de um primo de Mersenne. Ao grego
Eratostenes, atribui-se um método simples para o cilculo de niimeros primos,
conhecido atualmente como crivo de Eratostenes. Por outro lado, nos tem-
pos atuais, os grandes nimeros primos sao encontrados por computadores,
através de testes de primalidade mais sofisticados, como por exemplo, o teste
de primalidade AKS.

1.3.1 Euclides e Eratostenes

Quando Euclides de Alexandria publicou Os Elementos, cerca de 300 a.C., ja
haviam sido provados varios resultados importantes sobre niimeros primos.
A demonstragao de que existem infinitos nimeros primos aparece no livro
IX de Os Elementos e ¢ uma das primeiras provas conhecidas que se utiliza
a demonstragao por reducao ao absurdo. Euclides também forneceu a prova
para o Teorema Fundamental da Aritmética. Alias, os livros VII, VIIT e IX
de Os Elementos sao quase que exclusivamente dedicados & Teoria dos Ntume-
ros, area da Matemaética que estuda os nimero inteiros e suas propriedades.
Cerca de 200 a.C. o grego Eratostenes de Cirene (aprox. 276 — 194 a.C.) de-
senvolveu um algoritmo para calcular nimeros primos, conhecido como Crivo
de Eratostenes. Este algoritmo ainda ¢ a forma mais eficiente de achar todos
os niimeros primos nao muito grandes. FEle consiste em dispor os niimeros
naturais até um determinado valor e eliminar desta lista os miltiplos dos

numeros primos ja conhecidos
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1.3.2 Fermat e Mersenne

,

O mais famoso teorema de Pierre Fermat(1601-1665) é conhecido como o
Ultimo Teorema de Fermat: O altimo Teorema afirma que se n é um inteiro
maior do que 2, a equacao 2" + y” = 2" nao admite solugao x, y e z no con-
junto dos niimeros inteiros maiores do que 1.Foi um matematico e cientista
francés, Seu pai,Dominique de Fermat, era um rico mercador de peles e lhe
propiciou uma educacao privilegiada, inicialmente no mosteiro franciscano
de Grandselve e depois na Universidade de Toulouse. Ingressou no servico
ptblico em 1631. Em 1652 ele foi promovido para Juiz Supremo na Corte
Criminal Soberana do Parlamento de Toulouse, todavia esta promocao se deu
em ocorréncia da chegada da praga, que levou a vida de grande parte da po-
pulacao da Europa. Neste mesmo ano Fermat também adoeceu e chegou-se a
afirmar que ele havia morrido, entretanto ele se recuperou e permaneceu vivo
por mais de uma década. Sua morte, de fato, deu-se a 12 de Janeiro de 1665,
em Castres. Em razao de seu cargo, Fermat nao podia ter muitos amigos
para nao ser acusado de favoritismo em seus julgamentos, também em razao
da tumultuada fase que passava a Franca de entao, com o Cardeal Richelieu
sendo primeiro-ministro. Ao se investigar a producao matematica de Fer-
mat, percebe-se facilmente a caracteristica amadora predominante em seus
trabalhos. Na verdade, com pouquissimas excecoes, ele nao publicou nada
em vida e nem fez qualquer exposicao sistematica de suas descobertas e de
seus métodos, tinha as questoes da matematica mais como desafios a serem
resolvidos. Considerado o Principe dos amadores, Pierre de Fermat nunca
teve formalmente a matemética como a principal atividade de sua vida. Ju-
rista e magistrado por profissao, dedicava & Matemética apenas suas horas de
lazer e, mesmo assim, foi considerado por Pascal o maior matemético de seu
tempo. Contudo, seu grande génio matemético perpassou varias geracoes, fa-
zendo com que varias mentes se debrucassem com respeito sob o seu legado,
que era composto por contribuicoes nas mais diversas areas das matemati-
cas, as principais: calculo geométrico e infinitesimal; teoria dos nimeros; e
teoria da probabilidade. Entre os estudiosos com os quais mantinha contato

postal, estao: Sir Kenelm Dighy, John Wallis, Nicholas Hensius, além de
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Blaise Pascal, Assendi, Roberval, Beaugrand e o padre Marin Mersenne. O
interesse desperto em Fermat pela Matematica, possivelmente, deu-se com a
leitura de uma traducao latina, feita por Claude Gaspar Bachet de Méziriac,
de Aritmética de Diophante, um texto sobrevivente da famosa Biblioteca de
Alexandria, queimada pelos arabes no ano 646 d.C., e que compilava cerca
de dois mil anos de conhecimentos matematicos. A matemaética do século
XVII estava ainda se recuperando da Idade das Trevas, portanto nao é de se
admirar o carater amador dos trabalhos de Fermat. No entanto, se ele era um
amador, entao era o melhor deles, devido a precisao e a importancia de seus
estudos, que, diga-se ainda, estavam sendo realizados longe de Paris, o tinico
centro que abrigava grandes matematicos, mas até entao ainda nao presti-
giados estudiosos da Matematica, como Pascal, Gassendi, Mersenne, entre
outros. O padre Marin Mersenne teve um papel importante na historia da
matemaética francesa do século XVII e também foi uma das poucas amizades
de Fermat. Todavia, é interessante observar mais de perto o desenvolvimento
da Matematica nesta época. Diferentemente da famosa escola pitagoérica, os
franceses nao tinham o costume de trocar com os colegas os avancos recentes
de suas pesquisas, devido a influéncia dos cosistas do século XVI, italianos
que utilizavam simbolos para representar quantidades desconhecidas. Mer-
senne tinha o costume, desagradavel para seus contemporaneos matematicos,
de divulgar os trabalhos dos pesquisadores. Em suas viagens pela Franca e
por paises estrangeiros, acabou conhecendo Fermat e trocando com ele varias
correspondéncias. No entanto, mesmo com a insisténcia do padre, Fermat
nao publicou nada.

Contam os historiadores que, em 1637, Fermat afirmou que tinha uma prova
para a proposicdo que ficou conhecida com o Ultimo Teorema de Fermat.
Ele escreveu sua afirmacdo nas margens do livro de Diofanto, Arithmeticae,
uma versao feita por Claude Gaspar Bachet (1581-1683). Ele afirmou: “Te-
nho uma prova maravilhosa para esta proposicao, mas a margem é muito
pequena para cabé-la”. Muitos matematicos tentaram, sem sucesso, uma
prova: Euler, Gauss, Dirichlet, Legendre, Lamé, Kummer, Dedekind etc.
Em setembro de 1994, o matematico Andrew Wiles, de Princeton, e seu

estudante Richard Taylor concluiram uma prova usando fatos sobre curvas

18



elipticas.

Em uma carta enviada a Mersenne, Fermat afirma ter descoberto uma for-
mula para achar niimeros primos: para todo n € N,f, = 22" + 1 & primo.
Embora nao tivesse conseguido provar este resultado, a férmula funcionava
paran = 0, 1, 2, 3 e 4. Os ntimeros da forma 22" + 1, ficaram conhecidos
como numeros de Fermat, mas mais de 100 anos depois Euler provou que f5
= 22" — 9232 41— 4.994.967.297 é divisivel por 641 e portanto composto.Os
nimeros da forma M,, = 2™ — 1 sao conhecidos como ntmeros de Mersenne.
Os ntmeros de Mersenne estao diretamente ligados aos ntimeros perfeitos,
aqueles cuja soma dos seus divisores ¢ igual a duas vezes o proprio niimero.
J& na época de Euclides sabia-se que, se 2" — 1 ¢ primo, entao2" (2" — 1)
é perfeito. Sabe-se hoje que todos os niimeros perfeitos pares sao deste tipo,
mas nao se sabe se existem nimeros perfeitos impares. Marin Mersenne
(1.588 — 1.648) sabia que, se n é composto, entdo M, também serd com-
posto. Mas se n é primo, M,, nem sempre é primo 2! - 1 = 2.047 = 23 x 89
é composto). Em 1.644 Mersenne afirmou (sem provar) que Mn era primo
paran = 2,3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 e 257 e composto para os outros
primos menores que 257. Como na época s6 havia tdbuas de nlimeros primos
e técnicas para verificar até M9, Mersenne jamais soube se estava certo. O
primeiro erro da lista foi descoberto em 1.886, por Pervusian e Seelhof: Mg,
era primo. Além de Mgy, também sao primos Mgg e Mig; € 0os niimeros Mg,
e Mss7 sao compostos. Os resultados foram obtidos pelo chamado Teste de
Lucas. Usando seu teste, Lucas (1.842 — 1.891) demonstrou em 1.876 que
M7 era primo e este ntimero ficou sendo o maior nimero primo conhecido
até 1.952. Em 1.952 comecgava a era da computagao. Robinson conseguiu
mostrar que Mso; ,Megor, Miorg, Masgz € Masgy sao primos, por meio de com-
putadores. Até hoje foram descobertos 48 ntimeros primos de Mersenne. Até
o presente momento, o maior primo de Mersenne conhecido é Mz7ss5161, des-
coberto em 25 de janeiro de 2013 e que possui no sistema decimal 17425170
digitos. Um ntimero de Mersenne com mais de 17 milhoes de algarismos em
sua representacao decimal, e foi descoberto pelo Great Internet Mersenne
Prime Search. Este além de ser o maior primo de Mersenne também é o

maior primo ja calculado.
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1.3.3 Euler e Gauss

Apos Fermat e Mersenne, um século se passou e Leonhard Euler (1.707 —
1.783) trouxe novos avancos a Teoria dos Numeros. Ele estendeu o Pequeno
Teorema de Fermat e demonstrou uma afirmagao mais geral, que ficou co-
nhecida como fung¢ao j de Euler. A funcao j(n) é definida como o ntimero de
naturais menores que n que sao primos com n. Como mencionado anterior-
mente, ele fatorou o quinto nimero de Fermat e achou 60 pares de niimeros
amigos.

Existem quantos niimeros primos menores que um ntmero dado? Esta per-
gunta vem perseguindo os matemaéticos desde quando Euclides provou que
existem infinitos nimeros primos, ha 2.300 anos atras. A distribuicao dos
primos ao longo dos inteiros pode parecer “localmente” irregular, por exem-
plo, de 9.999.900 & 10.000.000 existem 9 primos enquanto que de 10.000.000
a 10.000.100 existem apenas 2. Mas em grandes escalas, ela se torna bas-
tante regular. Se x é um niimero real positivo, definimos p(x) como sendo a
quantidade de ntimeros primos menor ou igual a x. Achar uma boa aproxi-
magao para a fungao p(x) é um dos problemas mais importantes da Teoria
dos Numeros. Karl Friedrich Gauss (1.777 — 1.855) foi o primeiro matemético

a fazer alguns avancos neste sentido
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Capitulo 2

Numeros Primos

Neste capitulo estudaremos os conceitos dos ntmeros primos, um dos
mais importantes de toda matematica.Os nimeros primos , desempenham
um papel importantissimo e é associado a muitos problemas famosos cujas

solucoes tém resistido aos esforcos de varias geragoes.

2.1 Definicao:

Um nimero natural maior do que 1 e que s6 é divisivel por 1 e por se proprio

é chamado de ntimero primo.

2.2 Teorema Fundamental da Aritmética

Todo niimero natural maior do que 1 ou é primo ou se escreve de modo tinico
,a menos da ordem dos fatores, como um produto de nimeros primos. Um nu-
mero maior do que 1 e que nao é primo serd chamado de composto.Portanto,
se um numero n é composto, existird um divisor n; de n tal que n; # 1 e
ny # n . Portanto, existird um nimero natural ns tal que n = ny.ny , com
1< m < ne, 1< ny < n Por exemplo, 2, 3, 5, 7, 11 e 13 sao nimeros pri-
mos, enquanto os numeros 4, 6, 8, 10 e 12 sao compostos. Utilizaremos o

principio de inducao finita para demonstrar o teorema fundamental da arit-
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mética. Demonstragao: Se n = 2, o resultado é obvio (uma vez que dois é
primo). Suponhamos o resultado vélido para todo niimero menor do que n
e vamos provar que vale para n. Se o nimero n é primo, nada temos a de-
monstrar.Suponhamos entao que n seja composto.Logo existem n, e ny tais
que n = ny.ng, com 1< n;<< n e 1< ny < n.Pela hipbétese de inducao, temos
que existem nimeros primos pi,..., N, € gi,..., gs tais que Ny = p1...p, € Ny =
J1..-gs € portanto n = py...p,.q1...qs., que também é um produto de niimeros
primos.

Exemplol

Baseando-se no conceito de decomposicao, fatore em primos o niimero inteiro
120.

Solucgao: O nimero dado se decompoe como produto de primos do seguinte
modo:

120 — 2.2.2.3.5, portanto 120 — 23.3.5, com 2 < 3 < 5.

Ezemplo 2

Baseando-se no conceito de decomposicao, fatore em primos o niimero inteiro
4.667.544.

Solucao:O ntimero dado se decompoe como produto de primos da seguinte
maneira: 4667544 — 2.2.2.3.3.3.3.3.7.7.7.7, portanto 4.667.544 — 23.3%.74,
com 2< 3 < 7.

FEzemplo 3:Baseando-se nos conceitos acima Escreva cada um dos niimeros
360, 540 e 700, de forma tnica, como produto de primos.

Solucao:

e 360 = 2.2.2.3.3.5. = 23.3%25

e 3540 = 2.2.3.3.3.5 = 22.335

e 3700 = 2.2.5.5.7 =22.5%.7

2.2.1 Teorema decorrente do teorema fundamental da
aritmética

Dado um numero natural n > 1, existem primos p1< ... < p, € Xy, ..., X1

€ N,univocamente como determinados tais que n = pi™... p>* . Quando
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estivermos lidando com a decomposicao em fatores primos de dois, ou mais,
niimeros naturais, usaremos o recurso de acrescentar fatores da forma p°(=
1), onde p é um namero primo qualquer.Assim, dadosn € Ncomn > 1 em
> 1 quaisquer podemos escrever : n —pi™... pX" e m — qul... pgf‘ , usando o
mesmo conjunto de primos py,..., p,, desde que permitamos que os expoentes
X1y eeeey 1,01, ..., 0, variem em funcao de N*. Observe que um numero
natural m > 1, escrito na forma m = p?l... pgr ,como no teorema acima é
um quadrado perfeito se, e somente se, cada expoente ,(); é par.
Denotando-se por d(m) o ntmero de divisores do ntimero natural m, segue,
por uma contagem facil, que se m = p?l... pg,)T , P1< ... < P, SA0 Primos
e 01, ..., 0, naturais, entdo d(m) = (0;+ 1) (0 + 1)... (0, + 1). Decorre
imediatamente deste teorema que um ndmero natural m = pql)l... pg’“ possui
uma quantidade impar de divisores se, e somente se, é um quadrado perfeito
. Exemplo /

Quantos sao os divisores positivos de 5407

Solugao:Pelo que vimos anteriormente, a decomposicao de 540 em fatores
primos ¢: 540 = 22.33.5 e todo divisor positivo de 540 ¢ da forma d(m) =
01+ 1) (D + 1)...( @, + 1).Onde: §; €0,1,2,0, €0,1,2,3e0; €0,1.
Desse modo, usando o Principio Multiplicativo, a quantidade de divisores po-
sitivos de 540 é igual a (2 + 1).(3 + 1).(1 + 1) = 24. A fatoracao de nimeros
naturais em primos revela toda a estrutura multiplicativa desses ntimeros,
permitindo, entre outras coisas, determinar facilmente o mdc e mmec de um

conjunto de ntimeros, como veremos logo abaixo.

2.2.2 Teorema

. Sejam a = pX'.. pr e b = pP. pP | pondo v; = min( o, 0;) e & =
max(oc;, 0; ),com i =1, 2,..., n,tem-se que (a,b) = (p]*... pI) e [a,b] = (p...
p°), onde: (a,b) é 0 maximo divisor comum (mdc) entre a e b, quando existe
o mdc e [a,b] é 0o minimo maltiplo comum [mmc| entre a e b, quando existe

0 minc.
DEMONSTRACAO: E 6bvio, pelo teorema 2.1.3 que p]*... pyr é um divisor
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comum de a e b. Seja ¢ = pgl... p5, onde & < min( ;, ();) e portanto, ¢
|(pS*... p). Do mesmo modo, prova-se acerca do mme. Podemos usar a de-
composicao de um numero inteiro maior do que 1 como produto de niimeros
primos para encontrar o Maximo Divisor Comum de dois inteiros positivos.
A titulo de ilustracao, consideremos os ntumeros 1890 e 360 e suas decom-
posicoes em fatores primos 1890 = 2.32.5.7 e 360 = 23.32.5 Observamos que
os fatores primos comuns na decomposicao dos dois nimeros sao 2 , 3 e 5.
Para encontrar o MDC(1890, 360), basta agora multiplicar os fatores primos
comuns elevados aos menores expoentes, isto ¢, MDC(1890, 360) = 2.32.5 =
90. De um modo geral, se MDC(m, n) = d, entao, na decomposi¢ao de d em
fatores primos comparecem os fatores primos comuns aos niimeros inteiros
m e n. Como d é o maior divisor comum a m e n, entao, cada fator primo
comum comparece com o menor expoente.Analisando de um modo mais so-
fisticado uma solucao de uma questao deste tipo como a do exemplo abaixo,
poderiamos escrever:
Use o Teorema Fundamental da Aritmética para calcular o MDC e o MMC
dos nameros: 68 e 120. Solucao :Decompondo ambos os nimeros dados, ob-
temos: 68 = 22.17 e 120 = 23.3.5. Como ,ja sabemos que o (a,b) = (p]*...
) ey, = min( o, 0;), e que py = 2, pp =3, ps =5, py = 7, com 08
respectivos 71 = 2, 75 = 0, 7, = 0 e 4 = 0, teremos que o MDC(68, 120)
—922.30.50.79 = 4, do mesmo modo como ja sabemos que [a,b] = (pi*... pr) e
6; = méax(og;, 0; ), obtemos que o MMC(68,120) = 23.3.5.17 = 2040

2.3 Distribuicao dos Ntumeros Primos

Quantos serao os nimeros primos? Essa pergunta foi respondida por Eucli-
des no livro IX dos elementos, onde pela primeira vez se registra o uso de
uma demonstracao por absurdo em matematica. Essa prova é considerada

um das pérolas da matematica.
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2.3.1 Teorema. Existem infinitos primos

DEMONSTRACAO: Suponha que exista apenas um nimero finito de primos
P1y---, pr. Considere o nimero natural n = p;... p, + 1. E pelo teorema do
item 2.1.2 esse numero n possui um fator primo p que, portanto, deve ser
um dos pi,..., p,, € consequentemente, divide o produto p;... p,. Mas isto

implica que p divide 1, o que é absurdo.

2.3.2 Proposicao

. Sejan € N, com n > 2. Se n é composto, entao n admite pelo menos um
fator primo p <y/n.

DEMONSTRAQAO:ComO n é composto entao existem a e b tais que n
—ab,ondel <a<nel<b<n. Supondoa < b temos a®> < ab = n, isto
¢, a <y/n. Pela proposi¢io anterior existe p primo tal que p |a. Como pla e
a | n, entao p |n e temos também que p < a y/n . Logo, n possui um divisor
primo p <y/n

Observacao:

1. A proposicao anterior fornece um processo que permite reconhecer se um
dado natural n > 1 é primo ou composto. Basta dividir n sucessivamente
pelos primos menores do que /n , se a divisao for exata para algum primo
menor do que /n, entao ele é composto, caso contrario ele é primo.
Observacoes:

E conveniente entdo termos a nossa disposicdo uma lista de primos. Véarias
tabelas de ntimeros primos, até certo limite, ja foram calculadas. O célculo
destas tabelas baseia-se num algoritmo ou crivo, desenvolvido por Eratosthe-

nes (276-194 A.C.), que consiste no seguinte:

2.3.3 Crivo de Eratosthenes

Escrevem-se na ordem natural todos os ntimeros naturais a partir de 2 até n

e, em seguida, eliminam-se todos os inteiros compostos que sao multiplos dos
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primos p tais que p y/n isto é, 2p, 3p, 4p,...., até n.Os niimeros que sobrarem
na tabela sdo todos os primos entre 2 e n. Exemplo. Construa a tabela de
todos os primos menores do que 100.

2345678910

111213 14 1516 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

7172737475 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Observacoes:

1. O naimero 1 nao é primo nem composto.

2. Sea € Z,a > 0, entdao ou a é primo, ou a é composto, ou a = 1.

3. O nimero 2 ¢ o tnico natural par que é primo.

4. De acordo com a defini¢ao acima, para decidir se um dado nimero n é
primo é necessario verificar a divisibilidade dele por todos os nimeros na-
turais menores que ele, o que fica extremamente trabalhoso a medida que
avancamos na seqiiéncia dos ntimeros naturais. Os resultados acima nos ga-
rantem que é suficiente testar a divisibilidade de n pelos primos menores
que a sua raiz quadrada. Uma questdo muito importante que se coloca é
de como os niimeros primos se distribuem dentro dos niimeros reais. Em
particular, qual pode ser a distancia entre dois primos consecutivos? Qual é
sua freqiiéncia? Olhando para a tabela acima, nota-se que hé varios pares de
numeros primos que diferem de duas unidades. Sao eles: (3,5), (5,7), (11,13),
(17,19), (41,43), (59,61), (71,73). Pares de ntimeros primos com esta propri-
edade sao chamados de primos gémeos. Até o presente momento, ainda nao
se sabe se existem infinitos pares de nimeros gémeos. Portanto, respondendo
a primeira pergunta é que nao existe nenhum padrao que descreva o quanto
dois primos consecutivos estao longe um do outro. Respondendo a segunda

pergunta, ¢ necessario formalizar o conceito de freqiiéncia de primos, que é
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a mesma coisa que probabilidade de primos. Denotemos por I1(z), a quanti-
dade de ntimeros primos menores ou iguais a x. Portanto, a probabilidade de
. Este

quociente ¢ uma funcao bastante complexa, o que se gostaria de fazer é achar

que um elemento do conjunto 1, 2,..., x seja primo ¢ dada por

uma funcao de comportamento bem conhecido que se aproxima do quociente
acima para n suficientemente grande. Legendre e Gauss, analisando tabelas,
chegaram a conclusao de que este quociente tem a ver com e Por Volta
de 1900, J. Hadamard e Ch. De La Valleé-Poussin, independe%femente, pro-
varam o profundo resultado, chamado de Teorema do Nimeros Primos.Em
1949, A.Selberg simplificou substancialmente a prova do Teorema do Nume-
ros Primos, merecendo por seu trabalho a Medalha Fields (maior distingao
dada a um individuo por sua contribuicdo a matematica). A distribuigao
de ntimeros primos ainda é algo bastante misterioso e a ela estao associados
muitos problemas em aberto. Uma outra curiosidade matemaética, ainda em
aberto é a famosa conjectura de Goldbach, este que formulou a Euler em
1742 a conjectura que afirma que todo nimero natural par maior do que 3
pode ser escrito como soma de dois nimeros primos. O matemaético russo
Ivan Vinogradov, em 1973, demonstrou o dificil teorema que garante que
todo nimero natural impar, suficientemente grande, pode ser escrito como
soma de, no maximo, trés primos. Finalmente, nao podemos de deixar de
mencionar o mais importante problema em aberto em Teoria dos Nimeros: a
hipotese de Riemann, que se provado revelara muitos dos mistérios dos ntime-
ros primos e deixara o seu realizador num destacado lugar entre os imortais

da matemaética.
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2.4 Pequeno Teorema de Fermat

Depois de alguns séculos sem qualquer descoberta importante, surge Pierre
de Fermat (1.601 — 1.665) no inicio do século XVII. Ele provou o que ficou
conhecido como o Pequeno Teorema de Fermat, que afirma que se p é um
namero primo, entao para todo nimero inteiro a é valido que p |a? — a . Este
resultado ja era conhecido para o caso particular a = 2 cerca de 2.000 anos
antes e era conhecido como a Hipotese Chinesa. Ela afirmava também que
a reciproca era verdadeira. Além de generalizar para qualquer valor inteiro
de a, Fermat mostrou que a reciproca é falsa (2341 — 2 é divisivel por 341,
embora 341 = 31 x 11 ndo seja primo). O Pequeno Teorema de Fermat é a
base de muitos outros trabalhos na Teoria dos Niimeros e ainda hoje é utili-
zado em testes de primalidade. Numa carta para Bernard Frenicle de Bessy
(1605-1675), datada de 18 de outubro de 1640, Pierre de Fermat (1601 —
1665) deu sua versao do que hoje conhecemos como Pequeno Teorema de
Fermat. Ele descobriu algo surpreendente e que foi usado para a criacao do
sistema RSA. Fermat descobriu que se voceé, por exemplo, calcular as potén-
cias de 2 em uma calculadora comum e verificar o resto na divisao por 7,
estes restos tém um padrao:

Fermat, ainda viu que este padrao se mantinha se ele substituisse 7 por qual-

quer nimero primo, enunciando o seguinte:

2.4.1 Teorema 3

. (Pequeno Teorema de Fermat). Dado um ntimero primo p, tem-se que p|a?
, para todo a € N.

DEMONSTRACAO: Vamos provar o resultado por inducio sobre a. O re-
sultado é 6bvio para a = 1, pois p| 0.

Suponha o resultado valido para a, iremos prova-lo para a + 1. Pela formula
do binomio de Newton (a+1)? — (a + 1) = a? —a + Cpy.a? — 1 + Cpp.aP™?
+ ... + Cpp_1.a e como pela hipétese de indugao, o segundo membro da
igualdade acima é divisivel por p, logo o resultado ¢ valido.

Corolario. Se p é primo e se a ¢ um numero natural nao divisivel por p,
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entdao p| a?~ - 1.

DEMONSTRACAQ: Como , pelo Pequeno Teorema de Fermat, pla(a?~! — 1
) e como (a, p) = 1, segue-se, imediatamente, que pla?~! — 1 . Este corolario
também é chamado de Pequeno Teorema de Fermat.

O Pequeno Teorema de Fermat nos fornece um teste de nao primalidade. De
fato, dado m € N, Com m > 1, se existir algum a € N, com (a, m) = 1, tal

que m fa™ ! — 1, entdao m nao ¢ primo.

2.4.2 EXEMPLOS DE APLICACAO

( solugao de alguns exercicios do livro elementos de aritmética de Abramo
Hefez)

3 2

a) Mostre que, para todo n € N,é natural o nimero = n® + 3 nd +
11
5"

- . 3 2 . 3 2 , 3 .
Solucgao: adicionando R n + 3 n e subtraindo = n + 3 n ao nimero = n
+—n3+E 0btemos§n5 §n+2n3 gn+£n+§n+gn+
113 15"’ 5 5 3 3 15 5 5 3
s (n® —n) + 3 (n3—n)+1—5n:g (n® — n) + 3 (n® —n) + 2n,

3
mas pelo Pequeno Teorema de Fermat 5|(n® — n) e 3|n®- n, portanto R n® +

~n® + —n =—(n’”n)+ = (n’—n) + 2n & natural para todo n.

b) Ache o resto da divisdo de 12°-1 por p quando p é primo

Solugao: pelo Pequeno Teorema de Fermat temos que se p é primo, entao p|
127 — 12, portanto temos dois casos a considerar. Caso 1: se p| 12 entdo o
resto da divisdo de 12P-1 por p é zero Caso 2: se p|12, entao pelo Pequeno

Teorema de Fermat p| 127! — 1, portanto existe um q € N, tal que 12P~! — 1
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—=p.qcom 1 < q < p, logo 12P~1 = pq + 1, logo o resto da divisao de 127!
—1lporpél.

c) Se p e q sdo nimeros primos tais que 5< q < p, entdo 24| p* —

q2

Solugao: temos que 24 = 3x8 e ja sabemos pelo Pequeno Teorema de Fermat

2-1) = p* —¢* .Agora temos

que 3| p>~1e 3| ¢*—1eportanto 3 | p*> -1 - (g
que mostrar que 8| p? — ¢*>. Como p e q sdo primos maiores ou iguais a 5
entao eles sao impares, portanto podem ser escritos na forma p =2n + 1 e q
= 2m + 1. Logo teremos que p* — ¢*> = (2n+1)? - (2m +1)? = 4n’+4n-+1
(4m*+4m+1) =4n?- 4m? + 4n — 4m = 4(n**m?) + 4(n — m) = 4(n+m)(n-
m)+4(n - m) =4(n -m)n + m + 1, portanto se n e m tem paridades iguais
n—m é par e se n e m tem paridades distintas entao n + m + 1 é par, logo
p?7¢> = 4(n -m)n + m + 1 é miltiplo de 8. Como 3| p?“¢* e 8| p*>“¢* entao

24| p*“¢* , e isto & o querfamos demonstrar.

d) Todo primo da forma 3n + 1 é também da forma 6m + 1

Solucgao: Seja p-primo tal que p = 3n + 1 para algum n € N. Se n-impar
entao p nao é primo, logo necessariamente n-par. Suponhamos n = 2m; m €
N, entdop = 3n + 1 = 3(2m) + 1 = 6m+ 1

e) Mostre que o tinico nimero primo da forman® — 1 = 7

Solugao: Seja p primo tal que p = n3- 1 para algum n € N, entao p = (n-
1)(n®+ n+ 1). Se n é impar entdo p é par, isto é absurdo. para o caso n par
comop =2, entdon = 2,4 ... ;2kcomk € NSen=2=p =7, para o
cason >4 = (n-1) > 3e (n*+ nt+ 1) > 21 logo p = (n- 1)(n’+ n+ 1) é

composto, nao & primo. Portanto, p — 23-1 =7

f) Mostre que entre n e n! existe pelo menos um nimero primo

Solucao : Joseph Louiz f. Bertrand (1822 - 1900) foi um matematico, his-

toriador de ciéncias e académico francés.Em 1845 lancou a conjetura que
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sempre existe a0 menos um ntimero primo entre n e 2n — 2 para Vtodo n >
3. P. Tchebychev demonstrou essa conjetura, o postulado de Bertrand, em
1850. Pela conjetura de J. Bertrand temos que existe um primo p tal que 3
<mn<p<2n-—1).Como 2(n—1) < n! segue que existe um primo p tal
que 3 <n < p < n! Paraocason =3 = 3 <5 < 3! Portanto, entre n e n!

existe pelo menos um namero primo.

g) Mostre que se p, p + 2, e p + 4 sdo primos, entdo p = 3

Solucgao: Por hipétese os niimeros p; p+2 e p+4 sao primos, suponhamos
que p = 2k +1; k >1. Assim temos entao que os numeros p; p +2ep + 4
sao uma terna de primos ; isto é os niimeros agora terao a forma 2k + 1; 2k
+3;2k + 5 <=2k + 1;2(k + 1) + 1; 2(k + 2) + 1; k> 1, estes s@o primos,
além disso como se pode observar sao trés nimeros impares consecutivos.
Sabemos que todo nimero natural k pode ser escrito como algum elemento
do conjunto A = 3n;3n +1;3n +2;Vn e N.
sek=3n=p=6n+1;p+2=32n+1);p+4==6n-+5.

sek =3n+1=p=32n+1);p+2=32n+1)+2 ptd = 3(2n+2) + 1.
se k = 3n+2 = p = 3(2n+1)+2; p+2 = 3(2n+2)+1; p+4 = 3(2n+3).

Com qualquer hipétese para n> 1, um dos nimeros p; p + 2 ep + 4 é
composto e multiplo de trés. Quandon — O temosp = 3;p+2=5ep + 4
= 7 .Portanto, p = 3
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Capitulo 3

PRIMOS ESPECIAIS

Estudaremos agora algumas propriedades de certos niimeros primos que
possuem formas especiais e de certos ntimeros que possuem propriedades es-

peciais

3.1 Primos de Fermat e de Mersenne

3.1.1 Primos de Fermat

Os ntimeros de Fermat sio os ntimeros da forma F,,n = 22" +1, Fermat achava
que esses numeros eram todos primos.

De fato, I\ = 5; Fy, = 17; F3 = 257; F, = 65537 sao primos. Em 1732,
Euler mostrou que F; = 22" 41 = 4294967297 = 641x 6700417; portanto,
composto, desfazendo assim esta crenca de Fermat. Os nimeros de Fermat
primos sao chamados de primos de Fermat. Até hoje, ndao se sabe se existem

outros primos de Fermat além dos quatro primeiros.

3.1.2 Primos de Mersenne

Os nimeros de Mersenne sao os niimeros da forma M, = 2P -1, onde p é um
nimero primo.

No intervalo 2 < p < 5000 os niimeros de Mersenne que sao primos, cha-
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mados de primos de Mersenne, correspondem aos seguintes valores de p: 2;
3; 5; 7, 13; 19; 31; 61; 89; 107; 127; 521; 607; 1279; 2203; 2281; 3217; 4253
e 4423.Até o presente momento, o maior primo de Mersenne conhecido é
M57885161, descoberto em 25 de janeiro de 2013 e que possui no sistema
decimal 17425170 digitos. Um ntimero de Mersenne com mais de 17 milhoes
de algarismos em sua representacao decimal, e foi descoberto pelo Great In-
ternet Mersenne Prime Search. Este além de ser o maior primo de Mersenne

também é o maior primo ji calculado.

3.2 Numeros Perfeitos

Os ntmeros como 6 e 28, com a propriedade de serem iguais a metade da
soma de seus divisores, tiveram o poder de fascinar os gregos antigos, que o0s
chamaram de numeros perfeitos. Até a Idade Média, conheciam-se apenas
os seguintes numeros perfeitos: 6; 28; 496; 8128 e 33550336. Atualmente,
conhecem-se mais alguns ntimeros perfeitos. Um fato curioso é que todos os
nimeros perfeitos conhecidos sao pares. Nao se sabe nada sobre a existéncia

ou nao de numeros perfeitos impares.

3.2.1 Teorema

.Denotemos por S(n) a soma de todos os divisores de um nimero natural n.
Tem-se que S(1) =1 e se pi™.... p> & a decomposi¢ao em fatores primos de
n>1

o141 ocr+1
_ 1 r _ 1
Entao S(n) = b Lo
p1—1 pr—1

DEMONSTRACAO: Considere a igualdade
(P +pl+..pf). (P +pi +...p3) = S(n) e aplicando a formula da soma dos
termos de uma progressao geométrica o resultado da soma do lado esquerdo
resulta na formula agima do teorema dado.

Exemplos: S(3) = -1
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22 —1 32 -1
S(6)= S(2x3)= =12
(6)=5S2x3)= 5— * 5
Lema 2.4.2.2. Sejan € N.Tem-se que S(n) = n + 1 se, e somente se, n é um

nimero primo.
DEMONSTRACAO: Se S(n) = n +1, segue-se que n > 1 e que seus divisores

sao 1 e n, logo, n é primo.
n?—1

n—1

Reciprocamente, se n é primo segue-se do teorema 2.4.2.1 que S(n) =
=n+1.

3.2.2 Teorema:FEuclides-Fuler

Um ntmero natural n é um namero perfeito par se, e somente se,

n =271 x (2" — 1) onde 2” — 1 é um primo de Mersenne.
DEMONSTRACAO: Suponha que n = 2°~! x(2” — 1) onde 2?9 — 1 é um
primo de Mersenne.Logo, p > 1, e, conseqiientemente, n é par.Como 2P — 1 é
fmpar, temos que (2°~1,27 — 1) = 1. Logo pela proposigao 2.4.2.1, segue que
S(n) = S(2°71 x 2 — 1) =

=S (2P —1)x S(2\71) = (2P —1)x 2P = 2n .

3.2.3 Exemplo de aplicacao

(solugao de exercicio do livro elementos de aritmética de Abramo Hefez)

a) Mostre que a soma dos itnversos dos divisores de um nidmero

perfeito par é sempre igual a 2

Solucgao: Um nimero é perfeito par se, e somente se a soma de seus divisores
¢ igual ao seu dobro, ou seja S*(n) = 2n e também da forman = 277! x (2P —1)
onde 2P — 1 é um primo de Mersenne.

Seja S*(n) a soma dos inversos dos divisores de n, entao

S*(n):(i+i+i+...+ ) x (1 + )

200 21 22 2r—1

2r —1
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- _ 1 —
2p_12 2
2P 2P —1 2P
= 21p ><2p_1:2>< 5 ><2p_1:2:>S*(n):2,queéoque
2

queriamos demosntrar.
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Capitulo 4

CONSIDERACOES FINAIS

Os nimeros primos sempre foram um grande mistério e fascinaram matema-
ticos de todas as geracoes, entao nessa breve escrita em torno de tao maravi-
lhoso tema tentei focar os principais conceitos que sao utilizados mesmo que
implicitamente por nos professores em sala de aula.

Com demonstracoes de alguns teoremas e resolucao de alguns exercicios do
principal livro utilizado nas nossas aulas do PROFMAT tentei mostrar como
os nimeros primos nos ajuda a melhorar nossa pratica de sala de aula,
pois facilita as idéias e traz varias boas estratégias para atrair a atengao
ou mesmo diminuir a dificuldade nos ensino de fatoragoes, méximo divisor
comum(MDC), minimo miltiplo comum(MMC), ntimero de divisores, pro-
duto de divisores, conhecimento de primos em geral e conhecimento de um
numero perfeito. Como jé citei anteriormente este trabalho é apenas uma
breve escrita acerca destes fascinantes nimeros, de modo que s6 foi tratado
aqui os conceitos mais basicos de mmc e mdc, além do teorema fundamen-
tal e com mais énfase o pequeno teorema de Fermat, este material podera
posteriormente ser utilizado por estudantes que queiram se aprofundar nes-
ses conceitos ja citados, pois ¢ tratado de uma maneira bastante simples e
fundamentada em autores com notével respeito nessa area do conhecimento.
Durante o desenvolvimento desse trabalho acabei aprendendo coisas incriveis,

que certamente serao utilizadas por mim em sala de aula e possivelmente ser-
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virao como base para um artigo na area de elementos de aritmética, s6 para
citar uma dessas coisas que achei muito importante, foi a demonstracao que
nao se encontra aqui neste trabalho, mais que consegui fazer de forma bas-

tante convincente, que o produto dos divisores naturais de um ndmero inteiro
d

positivo n é n2 , onde d é o niimero de divisores de n. Apesar de ter ficado
de fora desta escrita por causa da delimitacao do tema, nao posso deixar de
citar que os nimeros primos sao de suma importancia na decomposicao do
fatorial, nas congruéncias e nos testes de primalidade de Euler e Wilson, que

sao temas presentes nos livros de fundamentos de aritmética.
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