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RESUMO

Este trabalho relata acerca de um ramo da matemaéatica que une a geometria
a algebra(a geometria analitica), com enfoque especial na contrugao das coni-
cas pelo processo de dobraduras. Mencionamos aqui seus principais tedricos,
fatos historicos, e outros fatos importantes que consideramos relevantes para
o ensino e aprendizagem das conicas, bem como as equacoes da elipse, hi-
pérbole e parabola. No caso especifico das dobraduras, é feito passo a passo
como se constréi cada uma das conicas e acompanhada das suas respectivas
figuras ilustrativas . O trabalho também traz aguns exercicios de aplicagao
com construgoes, sendo contemplada as trés conicas.

A finalidade do trabalho ¢ mostrar as defini¢coes e demosntracoes de modo
simples e pratico, sendo as dobraduras um processo de construcao que pode
e deve ser aplicado no pocesso de ensino e aprendizado de geometria anali-
tica. A esséncia do estudo é tentar explicar a organizacao e diferencga entre as
conicas, mostrando seus principais elementos e fundamentando cada um, de
modo que as dobraduras e as construgoes facilitem o entendimento de todo
o processo e analises acerca da elipse, hipérbole e parabola. Imaginando que
depois da leitura desse trabalho um aluno do ensino medio seja capaz de ter
argumentos para responder perguntas do tipo:

-O que sao conicas?

-Quem foram os precursores do estudo das conicas?

-QQuais seus principais elementos?

-Qual a diferenca entre elipse, hipérbole e parabola?

-Como se constroi as conicas com dobraduras?
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-Pra que servem as dobraduras no ensino de Conicas?
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ABSTRACT

This paper reports on a branch of mathematics that unites algebra to geome-
try ( analytic geometry ) , with special focus on the construction of conic by
the folding process. We mention its major theoretical , historical facts , and
other important facts that we consider relevant to the teaching and learning
of conic , and the equations of the ellipse , parabola and hyperbola . In the
specific case of the folding is done step by step how to build each of the coni-
cal and accompanied by their respective illustrative figures . The work also
brings aguns application exercises with buildings being contemplated three
conics.

The purpose of the study is to show the settings and Statements of simple
and practical way , with the folding process of construction that can and
should be applied in pocesso teaching and learning of analytical geometry.
The essence of the study is to try to explain the difference between the orga-
nization and conical , showing its main components and basing each, so that
the folding and buildings facilitate the understanding of the whole process
and analysis about the ellipse, parabola and hyperbola . Imagining that after
reading this work a student teaching medium is able to have arguments to
answer questions like:

- What are conical ?

- Who were the forerunners of the study of conic ?

- What are its key elements 7

- What is the difference between ellipse, parabola and hyperbola 7

- How do you build with the conical folds 7

- serving the folding in teaching Conical ?

X
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 Justificativa do Tema

Baseando-se no fato de que a maioria dos nossos alunos do ensino médio tem
dificuldade no aprendizado das demostracoes e propriedades que circundam
as coOnicas, e nos professores do ensino médio na sua maioria nao termos
costume de trabalhar construcoes em sala de aula e as vezes alguns de nos
professores termos dificuldades em trabalhar de modo sisteméatico com este
assunto é que desenvolvemos este trabalho. Ele servird como fonte de pes-
quisa sobre construgoes de conicas através de dobraduras.

A motivacao do trabalho foi a necessidade de implementacao de novas prati-
cas para o ensino de conicas no ensino médio, que tratem o assunto de modo
amplo e com técnicas que busquem melhorar a qualidade do ensino apren-
dizado desta parte da geometria analitica. Por isso escrevemos aqui sobre
precursores do estudo, fatos historicos, definicoes, demonstracoes e passos
na construcao das conicas utilizando dobraduras. Foram aqui também rela-
tados outros fatos importantes que consideramos relevantes para o ensino e
aprendizagem das conicas, utilizando a dobradura como fonte para o melhor

entendimento do contetudo em estudo.



Capitulo 2

HISTORIA DAS CONICAS

2.1 ORIGEM

Do grego - konikds(que tem a forma de cone). As curvas conicas sao obti-
das pela intersecao de um plano com um cone circular reto de duas folhas.
Fazendo a intersecao de um plano com um cone circular reto de duas folhas
podemos obter: um ponto, uma reta, um par de retas ou as curvas conicas:
circunferéncia, elipse, parabola e hipérbole. A elipse, a parabola, a hipérbole
e a circunferéncia eram obtidas como se¢oes de cones circulares retos com
planos perpendiculares a um dos elementos do cone, conforme variacao do

angulo no vértice (agudo, reto ou obtuso).

Figura 2.1: conicas
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2.1.1 HISTORIA

Tratados sobre as secoes conicas sao conhecidos antes da época de Euclides,
(325 a 265 a.C.). E, associado a historia dessas curvas, temos Apolénio que
nasceu na cidade de Perga, regido da Panfilia (atualmente Turquia) por volta
de 262 a.C. e viveu, aproximadamente, até 190 a.C. Apolonio foi contempora-
neo e rival de Arquimedes que viveu, aproximadamente, entre 287 a.C. e 212
a.C. e, juntamente com Euclides, formam a triade considerada como sendo a
dos maiores matemaéticos gregos da antiguidade.

Apolénio estudou com os discipulos de Euclides em Alexandria e foi astro-
nomo notavel. A maior parte das obras de Apolonio desapareceu. O que
sabemos dessas obras perdidas devemos a Pappus de Alexandria (Séc. TV
a.C.). A obra prima de Apolonio é Se¢oes Conicas, composta por 8 volumes
(aproximadamente 400 proposi¢oes). Da obra original sobreviveram 7 volu-
mes, sendo 4 escritos em grego e 3 traduzidos para o arabe por Thabit Ibn
Qurra, no século IX. Os trés primeiros volumes sao baseados em trabalhos
de Fuclides e o oitavo volume foi, infelizmente, perdido.

Os precursores de Apolonio no estudo das conicas foram Manaecmo, Aristeu
e o proprio Euclides. Nesse periodo, elas eram obtidas seccionando um cone
circular reto de uma folha com um plano perpendicular a uma geratriz do
cone, obtendo trés tipos distintos de curvas, conforme a se¢ao meridiana do
cone fosse um angulo agudo, um angulo reto ou um angulo obtuso.
Apolénio foi o matematico que mais estudou e desenvolveu as secoes conicas
na antiguidade. Suas contribuicoes foram: ter conseguido gerar todas as co-
nicas de um unico cone de duas folhas, simplesmente variando a inclinacao
do plano de intersecao; ter introduzido os nomes elipse e hipérbole e ter es-
tudado as retas tangentes e normais a uma conica.

As Conicas foram estudadas por Menecmo, Euclides e Arquimedes. Me-
necmo descobriu a elipse pesquisando sobre a parabola e a hipérbole, pois
ofereciam as propriedades necessarias para a solucao da duplicacao do cubo.

O tratado sobre as conicas estava entre algumas das mais importantes obras
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de Euclides, porém se perdeu pelo fato do trabalho escrito por Apolonio ser
mais extenso.

A obra de nivel mais avancado foi precisamente aquela feita por Apolonio
de Perga, que substituiu qualquer estudo anterior. O tratado sobre as Co-
nicas certamente foi uma obra-prima de Apolénio e teve grande influéncia
no desenvolvimento da matematica. Devido fundamentalmente a este estudo
sobre as conicas ele era conhecido como o "Gedémetra Magno".

Ao longo dos tempos a familia das conicas ia sendo vista de diferentes perspec-
tivas e através destas eram descobertas algumas relacoes entre a matematica
e a realidade. Estamos perante uma grandiosa e magnifica obra, considerada
por muitos, como o ponto maximo da matematica grega.

Termos adaptados dos pitagéricos o termo elipse era usado quando um retan-
gulo de area dada era aplicado a um quadrado. O termo hipérbole era usado
quando a area excedia o segmento. O termo parabola era usado quando nao
havia excesso nem falta. O cone nao precisa ser reto (pode ser obliquo ou es-
caleno) e que um cone obliquo tem, nao s6 uma afinidade de conjunto sec¢oes

circulares que chamou seccoes subcontrarias.



Capitulo 3

EQUACOES DAS CONICAS

3.1 Elipse

3.1.1 Definicao

Dados dois pontos distintos F; e Fy, pertencentes a um plano «, seja 2c¢ a
distancia entre eles.

Elipse é o conjunto dos pontos de « cuja soma das distancias a F; e Fy é
constante e igual a 2a(sendo 2a > 2¢).
elipse = { Pe a | PFy; + PFy = 2a}
Assim, temos:

QF; + QFy = 2a

RF; + RFy = 2a

SF; + SFy = 2a

AF, + AFy = 2a

B1F; + B1Fy = 2a

AoF, + AFy = 2a

BoF; + BoFy = 2a

Considere que A1F; =z e AyFy, — .

Notemos que A1Ay = 2a, pois A1F; + A1Fy = AsF; + AoFs, entao:
x4 (z+ 2¢) = (y + 2¢) + y, portanto = = y.

AjAy = A4F) + FiFo + FoAs = AjAs =2+ 2c+y=2(z+¢) = 2a
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3.1.2 Elementos principais

e Iy e Iy sdo focos B

O é o centro

A1A5 é o eixo maior

B1Bs é o eixo menor

2¢ & a distancia focal

2a é a distancia do eixo maior

2b é a distancia do eixo menor

C ..
— & a excentricidade’
a

relacdao notavel: a?> = b? + ¢
3.1.3 Equacao reduzida

Tomemos um sistema cartesiano

ortogonal tal que AjAy, C z e v A

B;B, C y. Pix.v]
E evidente que os focos sdo os

pontos Fi(-¢,0) e Fo(c,0) e nestas /

condicoes, chama-se equagao A F o F, |A,
reduzida da elipse a equacao que

P(z,y), ponto genérico da curva, \

verifica. A deducao é imediata: -

T~

P pertence a elipse se e somente se PF; + PFy = 2a, entao:

VE+e2+y—02+(r—c)2+(y—0)2=2a
(x+0)2+y%=2a-+/(x—c)+y?

lexcentricidade é a relacdo que mostra o quanto uma conica se aproxima de um seg-
mento ou uma circunferéncia de raio R, conforme seu valor se aproxima de 1 ou 0, respec-
tivamente.
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(x+c)* + 9% =4a® - day/(x — )2+ y2 + (v —c)* + 4

22 + 2zc + 2 + y? = 4a® - dar/(x — )2 + 4% + 2% - 2xc + A + P
ay/(r — )2+ 92 = a® - cx = a® (v — ¢)? + a®y® = (a® — xc)?
a’x? - 2a’cx + a*c? + a*y? — a* - 2aPcx + Aa?

a2 - 2% + a2y? = d - a2

(a2 — ) 22 + a®y? = a® (a® — )

D222+ a2y? — ab?

R A

Analogamente ao que vimos acima, se a elipse apresenta AjAs C y e B1B,
C x, temos :

PF; + PFy = 2a

V(@ =02+ (y+c)? + /(& =02+ (y—c)? = 2a

vi
A,
notemos que esta relacao ¢ a mesma que F1(0,¢) S
X, ¥
se obtém permutando z com y na relacao
inicial vista na demonstracao anterior e, dai, X
~ . B] O BZ
decorre a equacao da elipse:
¥ a2
a b
FI(O,'C) ~
Ay

Se uma elipse tem centro no ponto O’(xg,40) € A14s || z, sua equagdo em

relacao ao sistema auxiliar x’O’y’é:
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e utilizando translacao de sistema, sua

equacao relativamente ao sistema xQOy é:

(x—x0)* (¥ —0)*
a? - b2 -

Analogamente, se uma elipse tem centro no
ponto O’(zg,v0) e A1 Ay || ¥ sua equagio em
relacao ao sistema xQy é

(y - y0)2 (‘T _ xO)Q -1

a? + b2
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3.2 Hipérbole

3.2.1 Definicao

Dados dois pontos distintos F; e Fy, pertencentes a um plano «, seja 2c¢ a
distancia entre eles.

Hipérbole é o conjunto dos pontos de « cuja diferenca das distancias(em va-
lor absoluto) a Fy e Fy é constante e igual a 2a(sendo 0< 2a < 2c¢).

hipérbole = { Pe a | | PF; - PFy | = 2a}
Assim, temos:

QF; - QFy = 2a
RF; - RFy; = 2a
SFl - SF2 = 2a

A1F1 - A1F2 = 2a
A2F1 - A2F2 = 2a
Notemos que o modulo é abolido desde que

facamos a diferenca entre a maior e a menor

distancia. Se um ponto X estd no ramo da
direita, temos que:
XF; - XFy = 2a, pois XF; > XFy

Se X esta no ramo da esquerda, XF, - XF; = 2a, pois XF, > XF,
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3.2.2 Elementos principais

e Iy e Iy sdo focos

O é o centro

By

A1A,5 € o eixo real ou transverso

B1B; é o eixo imaginério . ot

2¢ é a distancia focal

2a é a medida do eixo real

e 2b é a medida do eixo imaginério

Cc ..
— & a excentricidade 2
a

relacao notavel: ¢ = a? + b?
Notemos que, sendo a hipérbole uma curva aberta, o significado geométrico

do eixo imaginario BBy é abstrato.

3.2.3 Equagao reduzida

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal tal que

Pix,v)

AjA; C x e BiBy C . E evidente que

os focos sdo os pontos Fi(-¢,0) e Fo(c,0) e

nestas condicoes, chama-se equacao reduzida

da hipérbole a equagao que P(z,y), ponto

genérico da curva, verifica.

2excentricidade é a relaciio que mostra o quanto uma hipérbole se aproxima de duas
retas paralelas, perpendiculares ao eixo real, quando a excentricidade for préxima de 1,
e o quanto ela se aproxima de duas semi-retas opostas com origem em A;eAs quando a
excentricidade tende ao infinito
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A deducao é imediata:

P pertence a hipérbole se e somente se | PF; - PFy | = 2a, entdo:

Ve+e)2+(y—0)2-/(z—c)2+(y—0)2%==+2a

VE+eo2+y?=(z—c)2+y2 £ 2a

(z+¢)? + y* = 4a® £ 4a /(v — )2 + 9% + (v — )? + o>

dex - 4a® =+ da/(z — )2 +y?2 = cx - a® = + a/(z — )2 + 32

(cx —a?)? = a® (x — ) + a® y?

c 2% - 2a%cx + a* = a® 2% - 2a’cx + a® 2 + a® y?

(2 — a?) 2% - a%y? = a® (& — a?) = b2 - ay? = a?b?

2 a2
Yy

@ B

=1

Analogamente ao que vimos acima, se a hipérbole apresenta A;A, contido
no eixo = e BB,y contido no eixo y, temos :

PF, - PFy = + 2a

V(@ =02+ (y+c)?-/(z—024+(y—c)? = +2a

Notemos que esta relacao é a mesma que

se obtém permutando x com y na relacao
inicial vista na demonstragao anterior e, dai,

decorre a equacgao da hipérbole:

2 2
v et
a? b?

Se uma hipérbole tem centro no ponto O’(xg,y0) € A1As || x, sua equagao

em relagao ao sistema auxiliar x'O’y/é:



CAPITULO 3. EQUACOES DAS CONICAS

v
y')?
b2
translagao de sistema, sua

= 1 e utilizando

equacao relativamente ao ,

sistema xQy é:

(z — $0)2 (y — y0)2

=1

12

2 - b2

a

Fa
Analogamente, se uma hipérbole v
tem centro no ponto O’(xg,yo) € yo_-_________z;:; ________ -
A1 A, || y sua equagao em relagao A,
ao sistema xQOy é: ipl
(y — 1)’ } (z — x9)” ) i
(I2 b2 ; -
o] X X
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3.3 Parabola

3.3.1 Definicao

Dados um ponto F e uma reta d, pertencentes a um plano a, com F ¢ d, seja
p a distancia entre F e d. Pardbola é o conjunto dos pontos de a que estao

a4 mesma distancia de F e d.
Parabola = { Pe a | PF = Pd}

assim temos:

VE = VV’
PF — PP’
QF = QQ’
RF = RR’
SF =SS’

3.3.2 Elementos principais

e [ ¢é o foco

d é a diretriz

e p é o parametro

V é o vértice

VF é o eixo de simetria

relacao notavel: VF = =

NS
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3.3.3 Equacao reduzida

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal
com origem no vértice da parabola e eixo das
abscissas passando pelo foco. E evidente que

o foco é F(g, 0)e a diretriz d tem equagao  °

_p P Pix, v}
X = —

2 . ~ ~
Nestas condicoes, chama-se equagao redu-

zida da parébola a equagao que P(z,y), no

<|nNlo
Nl

ponto genérico da curva, verifica.

A deducao é imediata:
P pertence a parabola se e somente se
PF — PP’, entao:
p p
Je=Brrw—0r = o+ B w-vp
_ Py 0 P2
@=2P 4y =@ +h) 2
P

xz—px+%+y2:x2+px+z

y? = 2px

analogamente ao que vimos /
acima, se a parabola apre- Pix, )

senta vértice na origem e -

xY

foco no eixo das ordenadas,

o

teremos: P’ d
PF = PP’
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Je=0+w=5r = \Jo—ar+ by

notemos que esta relacao é a mesma que se obtém permutando x com y na
relacao inicial da demonstracao anterior, e , dai decorre a equacao da paré-
bola:

2% = 2py

v

Se uma pardbola tem vértice no ponto
V(xo,y0) € VF || 2, sua equagao em relacao "
ao sistema auxiliar x'Vy' é:

(v/)* = 2pz’ e portanto sua equagao relati-

[¢]
vamente ao sistema xQy é:

(y — yo)2 = 2p(x — o)

Analogamente, se uma pa-
rabola tem vértice no ponto
V(manU) e VF || Y, sua

equacao relativamente ao

sistema xQy é:

(z —x0)* = 2p(y — o)

x" a xj



Capitulo 4

CONSTRUCAO DAS CONICAS
COM DOBRADURAS

4.1 PARABOLA

1° passo:

Trace uma reta d e marque um ponto F' fora da mesma, como mostra a figura
4.1.

Figura 4.1: Diretriz d e foco F
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2° passo: Marque n pontos P, sobre a reta d, como mostra a figura 4.2.

Figura 4.2: Pontos P, sobre a reta d
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3° passo:

Faca a primeira dobra de maneira que o ponto F' coincida com o ponto

Py, como mostra a figura 4.3.

Figura 4.3: Primeira dobra
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4° passo:

Desdobre a folha, voltando-a para a posicao inicial. Temos assim o pri-

meiro vinco, como mostra a figura 4.4.

Figura 4.4: Primeiro vinco
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5° passo:

Sobre o primeiro vinco traga-se a reta m; que ¢ a mediatriz do segmento

FP;, como mostra a figura 4.5.

Figura 4.5: Mediatriz m; do segmento F' P,
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Agora é s6 repetir os 5 passos para cada um dos demais pontos P,, de
maneira que em cada dobra o ponto F' coincida com o respectivo ponto.
Assim, obteremos as mediatrizes m,, dos segmentos F' P, e como consequéncia

a parabola de diretriz d e foco F', como mostra a figura 4.6.

Figura 4.6: Parabola de diretriz d e foco F
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4.1.1 JUSTIFICATIVA

Figura 4.7: Parabola de diretriz d e foco F

Na figura 4.7, o ponto A da parabola é a interseccdo das retas AP (perpendicular
a diretriz d) e my(mediatriz do segmento F P;). Queremos mostrar que a dis-
tancia do ponto A ao foco F' é igual a sua distancia a diretriz d, satisfazendo

assim a defini¢do de parabola.
Demonstracao:

A reta m; é a mediatriz do segmento F Py, portanto M é o ponto médio
de F'P; e as distancias M P, e M F sao iguais. Como o segmento AM é lado
comum dos triangulos AM P, e AMF', entao pelo critério de congruéncia LAL
(lado-angulo-lado) podemos afirmar que estes tridngulos sdo congruentes.
Portanto, podemos concluir que os segmentos AF e AP, sao congruentes,

como queriamos demonstrar.



CAPITULO 4. CONSTRUCAO DAS CONICAS COM DOBRADURAS23

4.2 ELIPSE

1° passo:

Desenhe uma circunferéncia A de centro F} e marque um ponto F5 interior

a mesma, como mostra a figura 4.8.

Figura 4.8: Circunferéncia A de centro F}
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2° passo:

Marque sobre a circunferéncia A n pontos P,, como mostra a figura 4.9.

Figura 4.9: Pontos P, sobre a circunferéncia A
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3° passo:

Faca a primeira dobra de maneira que o ponto F5 coincida com o ponto

Py, como mostra a figura 4.10.

Figura 4.10: Primeira dobra
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4° passo:

Desdobre a folha, voltando-a para a posicao inicial. Temos assim o pri-

meiro vinco, como mostra a figura 4.11.

Figura 4.11: Primeiro vinco
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5° passo:

Sobre o primeiro vinco traga-se a reta m; que ¢ a mediatriz do segmento

F5 Py, como mostra a figura 4.12.

Figura 4.12: Mediatriz m; do segmento F,P,
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Agora é s6 repetir os 5 passos para cada um dos demais pontos P,, de
maneira que em cada dobra o ponto F5 coincida com o respectivo ponto. As-
sim, obteremos as mediatrizes m,, dos segmentos F, P, e como consequéncia

a elipse de focos Fi e F,, como mostra a figura 4.13.

Figura 4.13: Elipse de focos F} e Fy
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4.2.1 JUSTIFICATIVA

Figura 4.14: Elipse de focos F| e Fy

Na figura 4.14 temos uma circunferéncia de centro F} e raio r = F1 P,
e uma elipse de focos F; e F5 interior & mesma. O ponto A da elipse é a
interseccao da reta m,, , mediatriz do segmento F5FP,, com o segmento FiFP,.
Queremos mostrar que AF; + AF, é igual a uma constante, satisfazendo

assim a definicao de elipse. Demonstracao:

A reta m, é a mediatriz do segmento F,P,, portanto M é o ponto mé-
dio de F,P, e as distancias M P, e M F; sao iguais. Como o segmento AM
é lado comum dos tridngulos AM P, e AMF,, entdo pelo critério de con-
gruéncia LAL (lado-angulo-lado) podemos afirmar que estes triangulos sido
congruentes. Portanto, podemos concluir que os segmentos AF; e AP, sao
congruentes. Dai, segue que AFy + AFy = AFy + AP, = r e que r = 2a (0
semi-eixo maior é igual ao raio da circunferéncia). Como queriamos demons-

trar.
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4.3 HIPERBOLE
1° passo:

Desenhe uma circunferéncia A de centro F; e marque um ponto Fy exterior

a mesma, como mostra a figura 4.15.

Figura 4.15: Circunferéncia A de centro Fj
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2° passo:

Marque sobre a circunferéncia A n pontos P,,, como mostra a figura 4.16.

Figura 4.16: Pontos P, sobre a circunferéncia A



CAPITULO 4. CONSTRUCAO DAS CONICAS COM DOBRADURAS32
3° passo:

Faca a primeira dobra de maneira que o ponto F5 coincida com o ponto

Py, como mostra a figura 4.17.

Figura 4.17: Primeira dobra
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4° passo:

Desdobre a folha, voltando-a para a posicao inicial. Temos assim o pri-

meiro vinco, como mostra a figura 4.18.

Figura 4.18: Primeiro vinco
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5° passo:

Sobre o primeiro vinco traga-se a reta m; que ¢ a mediatriz do segmento

F5 Py, como mostra a figura 4.19.

Figura 4.19: Mediatriz m; do segmento F,P,
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Agora é s6 repetir os 5 passos para cada um dos demais pontos P,, de
maneira que em cada dobra o ponto F5 coincida com o respectivo ponto. As-
sim, obteremos as mediatrizes m,, dos segmentos F, P, e como consequéncia

a hipérbole de focos F} e F5, como mostra a figura 4.20.

Figura 4.20: Hipérbole de focos F} e F5
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4.3.1 JUSTIFICATIVA

Figura 4.21: Hipérbole de focos F} e F,

Na figura 4.21 temos uma circunferéncia de centro Fi e raio r = F1 P,
e uma hipérbole de focos F} e F5. O ponto A da hipérbole é a interseccao
da reta m,, mediatriz do segmento F,F,, com a reta que passa por Fj e
P,. Queremos mostrar que AF; - AF5 é igual a uma constante, satisfazendo

assim a defini¢ao de hipérbole.
Demonstracao:

A reta m,, é a mediatriz do segmento F,P,, portanto M é o ponto mé-
dio de F,P, e as distancias M P, e M F; sao iguais. Como o segmento AM
é lado comum dos triangulos AM P, e AMF,, entdo pelo critério de con-
gruéncia LAL (lado-angulo-lado) podemos afirmar que estes triangulos sdo
congruentes. Portanto, podemos concluir que os segmentos AF; e AP, sao
congruentes. Dai, segue que AF) - AFy, = AF} - AP, = r e que r = 2a.

Como queriamos demonstrar.



Capitulo 5

ATIVIDADES PROPOSTAS

5.1 PARABOLA

e Represente graficamente a parabola de equacio y? + 6y — 4x +29 =0
num referencial cartesiano por meio de dobraduras.

Resolugao:

Utilizando o método de completar quadrados, temos:
vV +6y—4r+29=0= ¢y  +6y+9—9=4r—29 = (y+3)* =4(z — 5).
Logo, a pardbola possui a diretriz paralela ao eixo y, com vértice em V (5, —3)

a direita da diretriz e p = 2, pois 2p = 4. Segue que: foco F'(zo + g,yo) =

F(6,—3) e a reta diretriz © = xy — g =z =4
Construcao:
Num referencial cartesiano marque o foco F(6,—3) e trace a reta diretriz

x = 4, como mostra a figura 5.1.
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Figura 5.1: Foco F(6,—3) e a diretriz z = 4

Agora, seguindo as orientacoes do capitulo anterior para a construcao
de uma parabola por meio de dobraduras, obteremos a parabola de foco

F(6,—3) e diretriz = 4 como mostra a figura 5.2.

Figura 5.2: Parabola de foco F(6,—3) e diretriz x = 4
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5.2 ELIPSE

—4 2 1 2
e Represente graficamente a elipse de equacao (v 9 ) + (y—; ) =1

num referencial cartesiano por meio de dobraduras.

Resolucao:

Temos uma elipse com centro C'(4, —1), cujo eixo maior é paralelo ao eixo
z,pois 9 >5 Logo: a> =9=a=30P=5=>b=Vied®=0P+ =
9=5+ct=c=2.

Segue que:

Fi(xzog —c,y0) = Fi(2,—1)

Fy(zo + ¢,90) = F2(6,—1)

1(zo — a,yo) = A1(1,—-1)

2(x0 + a,y0) = As(7,—1)

By (0,30 4+ b) = By (4, -1+ /5)
2(T0, Yo — b) = Ba(4, -1 — \/_)

e

S|

Construcao:

Num referencial cartesiano marque os focos F1(2, —1) e F5(6,—1) e dese-
nhe a circunferéncia de raio r = 2a = 6 com centro em Fj, como mostra a
figura 5.3.
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Figura 5.3: Circunferéncia de centro F} e raio r = 2a =6

Agora, seguindo as orientacoes do capitulo anterior para a construcao de
uma elipse por meio de dobraduras, obteremos a elipse de focos F; e F, como

mostra a figura 5.4.

Figura 5.4: Elipse de focos F}| e Fj



CAPITULO 5. ATIVIDADES PROPOSTAS 41

5.3 HIPERBOLE
(z+2)? (y—5)

e Represente graficamente a hipérbole =1 de equa-

¢ao num referencial cartesiano por meio de dobraduras.

Resolucao:

Temos uma hipérbole com centro C'(—2,5), cujo eixo real ¢ paralelo ao

eixo .

Logo: a>=9=a=3,0=7T=b=VTe =+ =>32=94+T7T=>
c=4.
Segue que:
Fi(xo—¢,y0) = F1(—6,5)
Fy(xo + ¢, y0) = F5(2,5)
1(zo —a,yo0) = Ai1(—5,5)
2(0 + a,y0) = As(1,5)
By (0,0 +b) = By(=2,5+7)
2 (70, Yo — b) = Ba(—2,5 — V/7)

s

™ N

Construcao:

Num referencial cartesiano marque os focos F;(—6,5) e F»(2,5) e desenhe
a circunferéncia de raio r = 2a = 6 com centro em F}, como mostra a figura

2.5.
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Figura 5.5: Circunferéncia de centro F} e raio r = 2a =6

Agora, seguindo as orientacoes do capitulo anterior para a construcao de
uma hipérbole por meio de dobraduras, obteremos a hipérbole de focos F} e

F5 como mostra a figura 5.6.

Figura 5.6: Hipérbole de focos Fi e Fy



Capitulo 6

CONSIDERACOES FINAIS

A geometria analitica, com destaque especial nas conicas, sempre foram uma
fonte de inspiracao e despertou a curiosidade de muitos matematicos devida
a sua aplicabilidade na vida real ou mesmo para se entender os movimentos
dos corpos do sisema solar. De tudo o que ja foi produzido, é importante
destacar que uma das principais caracteristicas destes entes sao suas propri-
edades refletoras.

Nessa breve escrita em torno do tema, tentamos focar os principais conceitos
que sao utilizados, ou deveriam ser utilizados mesmo que implicitamente por
nos professores em sala de aula.

Com demonstracoes de todas as férmulas e enunciando os principais elemen-
tos, além de alguns exercicios propostos com sua devida resolucao, tentamos
mostrar como se constréi as conicas através de dobraduras, mostrando passo
a passo a construcao de cada uma, ressaltando que as construcoes por do-
bradura pode ajudar os alunos a melhorar a percepcao dos entes das conicas
bem como facilitar sua posterior aplicabilidade, além é claro de melhorar a
pratica de sala de aula, pois facilita as idéias e traz varias boas estratégias
para atrair a atencao ou mesmo diminuir a dificuldade no ensino da geome-
tria analitica.

Este trabalho é apenas uma breve escrita acerca deste tema, pois a aplicabi-
lidade das conicas também seria um bom tema para discussao, pois o assunto

é muito vasto. Este material podera posteriormente ser utilizado por estu-

43
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dantes que queiram se aprofundar nesses conceitos ja citados, pois é tratado
de uma maneira bastante simples e fundamentada em autores com notavel

respeito nessa area do conhecimento.
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