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Resumo

A presente dissertacio versa sobre o Teorema Fundamental da Algebra. A demonstra-
¢ao formal de tal teorema foge ao escopo do ensino basico, pois usa instrumentos vistos
em cursos de andlise complexa. Cientes da dificuldade que o professor do ensino médio
possui para tratar sobre tal teorema, propomos duas abordagens geométricas, utilizando
o software GeoGebra, acessiveis a este nivel de escolaridade para o tema em questao.
Para tanto, fizemos uma revisdo tedrica sobre o conjunto dos niimeros complexos e
polinémios, bem como tratamos de forma introdutoria a Teoria da Instrumentacdo para

suporte de tais abordagens com o uso do software GeoGebra.

Palavras-chave: Teorema Fundamental da Algebra, GeoGebra, Polinémios, Instru-

mentacao.
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Abstract

This dissertation examines the Fundamental Theorem of Algebra. The formal statement
of this theorem is beyond the scope of basic education, as it uses instruments seen
in complex analysis courses. Aware of the difficulty that the high school teacher has
to deal with on this theorem, we propose two geometric approaches using GeoGebra
software, accessible at this level of schooling to the topic in question. For that, we
did a theoretical study of the set of complex numbers and polynomials as well as an
introductory way to treat Theory of Instrumentation to support such approaches using
the GeoGebra software.

Keywords: Fundamental Theorem of Algebra, GeoGebra, Polynomials, Instrumenta-

tion
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Capitulo 1

Introducao

“Ndo € o conhecimento, mas o ato de aprender, ndo a posse mas o ato

de chegar ld, que concede a maior satisfacdo”. (Carl Friedrich Gauss).
Imaginemos a seguite ilustragao:

Um professor (de bom coragao) decide mostrar aos alunos da terceira
série do Ensino Médio a validade do Teorema Fundamental da Algebra.
Como ndo poderia demonstrd-lo de forma rigorosa (usando Andlise Com-
plexa, por exemplo) tenta convencé-los por meio de grdificos. Desenha di-
versos graficos de fungoes polindmiais e indica as raizes no eixo das abs-
cissas. Porém, um aluno levanta o dedo e pergunta: “Professor e o grifico
de f(z) = 22 412 Onde toca no eizo z?". Constrangido o professor diz que

para esse caso nao dd certo.

Embora seja uma “estéria”, nao esta longe essa realidade nas escolas. Varios teoremas
importantes (e nem um pouco triviais) nao sao justificados. Apenas sao validos de uma
maneira “mégica”. O aluno néo é incentivado ao raciocinio dedutivo, mesmo que de
forma intuitiva.

Ciente desse problema, a presente dissertagao oferece ao professor de ensino médio
duas abordagens geométricas (eficientes) do Teorema Fundamental da Algebra.

Nao estamos propondo demonstragoes técnicas, formais. Nem tampouco, despre-
zando o raciocinio dedutivo. Antes, somamos & intuicdo uma justificativa geométrica e
uma, exemplificacdo desse belo teorema.

Para isso, nos Capitulos 2 e 3, iniciamos com uma breve revisao de resultados

inerentes aos assuntos abordados no teorema. Detalhamos alguns resultados sobre
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nameros complexos, polinémios, etc., mas omitimos outros relacionados aos ntimeros
reais.

No Capitulo 4, apresentamos o software que usaremos nas abordagens geométricas:
o GeoGebra. Pela grande extensao desse software, analisaremos algumas de suas poten-
cialidades que irdo auxiliar o professor e o aluno no entendimento do teorema. Toda
essa abordagem serd fundamentada nas ideias propostas por (Rabardel, [11]): de que
uma ferramenta como o software GeoGebra ndo é um instrumento eficaz de forma ini-
cial, mas a medida que o aluno conhece suas potencialidades e entraves, modificando-o
segundo as condigoes de seu problema, torna-se-d eficaz.

Por fim, enunciaremos sob diversas formas o Teorema Fundamental da Algebra,

fazendo uma justificativa e exemplificagdo grafica do mesmo.



Capitulo 2

O conjunto dos Niimeros

Complexos

2.1 R: Um Corpo ordenado completo

E notavel a importancia dos axiomas e teoremas oriundos do conjunto dos ntimeros
reais: R. Em qualquer das justificativas que iremos expor, usaremos resultados desse
conjunto numérico, ou melhor, da estrutura algébrica que é formada ao munirmos R

com duas operagbes: soma e adicao.
2.1.1 Um Corpo
Dizemos que o conjunto R é um Corpo, pois ao muni-lo com as duas operacdes usuais:

+: R* - R -+ R* - R
(Ty) = z+y (Ty) — x-y

denominadas, respectivamente, por soma (“+”) e produto (“-”, ou simples justaposicao

dos objetos), estas satisfazem as condigbes (onde z,y,z € R):
i) Comutatividade da Adigao

r+y=y+w
ii) Associatividade da Adigao

(x+y)+z=x+ (y+2).
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iii) Existéncia do Elemento Neutro da Adicao
40 € R, tal que 0 +x = x.

iv) Existéncia do Elemento Oposto na Adicao

J—2z eR, tal que 2+ (—z) = 0.
v) Associatividade do Produto

2(y2) = (zy)2-
vi) Comutatividade do Produto
TY = Y.
vii) Distributividade do Produto em relagdo a Adicao
z(y+ z) = xy + zz.
viii) Existéncia da unidade
Jd1 € R (com 1#0) tal que - 1 = .
ix) Existéncia do Inverso
Existe 27! € R, tal que z - ™! = 1, para todo x # 0.

1

Definimos = —y, por z+ (—y) e z/y por zy~~, comumente chamamos de subtragao

e divisao, respectivamente. Observe que sé faz sentido a divisao se y # 0.
2.1.2 Ordenado

Por Ordenado queremos dizer que existe um subconjunto de niimeros reais positivos,
que denotaremos por R, fechado em relacio as operacoes de soma e produto usuais,
que satisfaz a Lei da Tricotomia, ou seja, dado a € R somente uma das seguintes

condicoes é satisfeita:

a€RT, —a € RT, a=0

Com isso podemos dizer, por exemplo, o que significa x < y (“2 menor do que y”).
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Definicdo 2.1 Dizemos que x <y, se y —x € RT.

Uma propriedade imediata para todo real a # 0 é que a® € R™.

Com efeito, se 0 < a, entdo a —0 = a € RT, logo como esse conjunto é fechado
em relagdo ao produto: a-a = a?> € RT. Mas, se a < 0, temos 0 —a = —a € RT, daf
(—a)(—a) = a® € RT. [ |

Observe que 1 € RT, pois 1 = 12 e RY.

Neste momento podemos nos perguntar se faz sentido o objeto V-1 pertencer ao
conjunto R.

De fato, quando lidamos com equacgoes do segundo grau, mesmo simples como por
exemplo: 22 + 1 = 0, somos impelidos a suspeitar que z = v/—1 ou & = —v/—1. Mas,
serd que esses objetos sdo nimeros reais?

Observe que 0 # V—1. Além disso, se V-1 ¢€ R, teriamos (\/—71)2 = —1 e RT.
Absurdo. Pois, como 1 € RT| necessariamente —1 ¢ R™.

O sfmbolo /—1 foi alcunhado de unidade imaginaria ao longo da histéria. Re-
tornaremos a esse objeto com mais detalhes na Secao 2.3. Por ora, apenas usaremos a
mesma notacao dada por Euler!: i = /—1.

Todavia, desde j4, queremos deixar claro que o simbolo v/—1, neste momento, nio
faz sentido. Pois, ndo definimos a radiciacdo de um nimero real negativo. Operar de
maneira descuidada, pode gerar fatos extremamente curiosos e dificeis de explicar (se
nao estiverem bem fundamentados os conceitos de “radiciagdo”) como, por exemplo, o

paradoxo de Bernoulli’:

—l=F=ii=vV/-1V-1=/(-1)(-1)=v1=1

Sabemos que v/a - Vb = Vab, para a,b € RT U{0}. Entretanto, o que nos autoriza
fazer a mesma operagdo quando a < 0 ou b < 07 Percebemos pelo paradoxo exposto a

contradicao de tal ato.

Definicao 2.2 Um corpo oredenado K é Arquimediano se, dados x,y € K, com x > 0,

existe um natural n tal que nx > y.

Observe, por exemplo, que R e Q sdo arquimedianos.

Leonhard Paul Euler(1707-1783) é considerado um dos mais proeminentes matematicos do século
XVIIL
2Matemaético Suico.
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2.1.3 Completo

O seguinte axioma, diferencia o Corpo R, por exemplo, dos racionais (pois, este também
é ordenado e arquimediano), além disso fornece a base da demostracao do Teorema
do Valor Intermédiario (2.2.2) essencial na exemplificacido que faremos do Teorema
Fundamental da Algebra (5).

Axioma 2.2 (Axioma do Supremo) Se S C R ¢ limitado superiormente, entio S

possui um limitante superior minimo real.

Ou seja, se sg € R é o limitante superior minimo de S, entdo s < sg, para todo
s € S. Além disso, se houver algum outro real s; limitante de S (ndo necessariamente
o minimo), entéo sg < 1.

De uma forma geral, um Corpo que satisfaz essa condicao é dito completo.
Proposicao 2.2.1 O Corpo dos Racionais, Q, ndo é Completo.

Prova: Considere o conjunto S = {a; €Q; 0<g< \/5} Um limitante superior é,
por exemplo, o racional 1,5. Porém o limitante superior minimo é v/2 que néio pertence

a S; pois, como ja é sabido, v/2 nao é racional. |

Teorema 2.2.2 (Teorema do Valor Intermediario) Seja f : [a,b] — R uma fun-
cao continua. Se f(a) <k < f(b) (ou f(a) >k > f(b)), entao existe ¢ € [a,b], tal que
fle) = k.

Demosntragao: A demonstragdo escapa aos objetivos dessa dissertagao. Contudo,
encontra-se no Apéndice A uma interpretacdo geométrica do mesmo. |
O seguinte Corolario seré de fundamental importancia na justificativa do Teorema

Fundamental da Algebra.

Corolério 2.2.3 (Teorema de Bolzano) ° Se f : [a,b] — R é continua e f (a) f (b) <

0, entao existe o real ¢ € (a,b) tal que f (c) =0.

Prova: Observe que ao afirmar f(a)f(b) < 0, significa que: ou f(a) > 0e f(b) <0,
ou f(a) < 0 e f(b) > 0. Em qualquer caso, f(a) e f(b) possuem sinais contrarios.
Portanto: ou f(a) < 0 < f(b), ou f(b) <0 < f(a). Logo, existe (pelo Teorema do Valor
Intermediario (2.2.2)) ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0. [

3Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848)- foi um matematico, tedlogo e filésofo da
antiga Boémia, que pesquisou também problemas ligados ao espago, a forca e & propagacdo de ondas.
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2.3 Os Complexos

Como citamos em (2.1.2) o simbolo v/—1 foi alcunhado por unidade imagindria. Com
um nome tao peculiar (e por ndo termos um melhor, continuamos a usé-lo) é notavel a
histéria que os envolve.

Durante muitos anos, os nimeros que conhecemos hoje como “complexos” foram
objetos de polémicas e controvérsias entre os mateméaticos. Mas, como disse Gauss®:
Na matemdtica nao hd controvérsias verdadeiras! Podemos perceber ao longo do tempo
a crescente evidéncia da utilidade desses niimeros, quer em fenémenos fisicos, ou mesmo
na prépria matemética®.

Para Descartes®, algumas equacoes algébricas sé possuem solucdo em nossa imagi-
nagdo. Adjetivos como “imaginarios”, “sofisticos”, etc. eram comuns & época. Com a
interpretacao geométrica dos niimeros complexos, muitos acabaram por “aceita-los”. Po-
rém, foi de fundamental importancia a divulgacao dada por Gauss a essa representacao
geométrica dos complexos e suas propriedades, culminando na defesa do seu douto-
rado com apenas 20 anos de idade sobre o Teorema Fundamental da Algebra. Nela,
fica evidente a necessidade e suficiéncia dos Complexos para a resolucao de Equagoes
Algébricas’, em outras palavras, “toda equacdo algébrica possui pelo menos uma raiz

complexa”. Alids, essa é uma das formulagoes do Teorema Fundamental da Algebra.

2.3.1 Os Complexos e o plano R?

Seja C um conjunto nio vazio do R?. Dados z,y € C, com = = (a,b) e y = (c,d)
concordaremos que:

r=y&sa=c e b=d.

Agora, consideremos também que em C estejam definidas as seguintes operagoes:

+: RZxR2 —» R2 o R2xR2 5 R?
(ry) — x4y (ry) — z-y.

*Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)- matemético, astrénomo e fisico aleméao que contribuiu
muito em diversas dreas da ciéncia, dentre elas a teoria dos niimeros, estatistica, andlise matemaética,
geometria diferencial, geodésia, geofisica, eletroestatica, astronomia e éptica. Alguns o referem como
“O Principe dos Mateméticos”. Deve-se a ele o termo nimeros complexos e a popularizagdo da notagio

ada por Euler a unidade imagiraria “i”. Contribuiu com quatro provas do Teorema Fundamental da
dad Eul dad; “i”. Contrib t doT Fund tal d
Algebra ao longo de sua vida.

5 sy A e . .

°Um matematico francés chamado Jacques Salomon Hadamard, chegou a afirmar: “O caminho mais
curto entre duas verdades da Andlise Real passa, com frequéncia, pela Andlise Complezra.”

®René Descartes (1596-1650)-foi um filésofo, fisico e matematico francés.

"Dissertaremos, com mais detalhes, sobre o que sdo as “Equacgbes Algébricas” ao longo do texto.
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Numeros Complexos

onde:

r+y = (a+bc+d)
x-y = (ac—bd,ad+ be)

Ressaltamos que, nao se deve confundir a soma entre os pares ordenados (definida

acima) com a soma usual de nimeros reais, embora estejamos usando o mesmo simbolo!

Nao é dificil verificar que a soma “+” em C é associativa, comutativa, que possui

elemento neutro (a saber 0 = (0,0)), e que possui inverso aditivo (a saber —z = (—a,—

para todo = = (a,b) em C).

Agora, para verificarmos algumas propriedades do produto

com z = (a,b),y = (¢,d) e z = (e,f), entao:

O Produto é associativo.

x(yz) =

O Produto é comutativo.

(a,b) - (ce — df,cf + de)

(a(ce — df) — b(cf + de),a(cf + de) + b(ce — df))
(ace — adf — bef — bde,acf + ade + bee — bdf)
(ace — bde — adf — bef,acf — bdf + ade + bee)
((ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + bc)e)
(ac — bd,ad + be) - (e, f)
(x-y)-z

-y = (ac—df,ad+ bc)
= (ca — fd,da + cb)

Existe Elemento neutro para o Produto. Para tanto, considere 1 = (1,0)

assim:

z-1 = (a-1=b-0,a-0+b-1)
= (a,b).

b),

2 :
, considere z,y,z € C,

e C,
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Existe Elemento inverso. Para todo x € C — {0}, basta tomarmos

x_l—( a b )GC assim:
a2+ 027 a2+ b2 ’ '

z-x7t = (a,b)-( a b )

a? + b2’ a? + b2

a? —-b —b ba
— 7_b ’a. _|_
a? + b2 a2 + b2 az +b2  a? + b2
a2+ b® —ab+ ab
a2+ b2 a®+b?
= (170)
= 1.

O Produto é distributivo em relagao a Soma.

r(y+2) = (@b)-(cted+f)
= (alc+e)=b(d+ f),ald+ f)+blc+e))
= (ac+ae—bd—>bf,ad+ af + bc+ be)
= (ac—bd+ae—bf,ad+bc+ af + be)
= (ac —bd,ad + bc) + (ae — bf,af + be)
= x-yt+x-=z.

Do exposto, podemos concluir que C é um Corpo. Denominamos tal corpo de
Complexos e denotamos por C.

E notéria a importancia de tal definicio, pois podemos identificar os ndmeros
complexos com pontos do plano cartesiano munidos com certa estrutura algébrica.

Se considerarmos as fungbes:

v Rx{0} — R vy {0} xR — R
e
(,0) — = 0y) — y.
nao é dificil verificar que 1; e 19 sdo bije¢oes. Considere agora, r; = (a,0) e

x9 = (b,0) elementos de R x {0}. Entdo %:

8Bijecdes que preservam a soma e o produto sio chamadas de isomorfismos. Ou seja, dado
f A — B uma bijecio de A em B, tal que f(z+y) = f(z) ® f(y) e f(zy) = f(x) ® f(y), entdo f é
um isomorfismo. Observando que em A estdo definidas as operacbes “+” e “-”, e, em B as operagdes &
e



Capitulo 2. O conjunto dos Numeros Complexos 10

AEixo Imaginario

z=(a,b)

Eixo Reil

Figura 2.1: O Plano Complexo

Y1 (1 +x2) = Y(a+b,0) Y1 (r1-22) = Y(a-b—0-0,a-0+b-0)
= a+b = 1 (ab,0)
= 11 (a,0) + ¢ (b,0) = ab
= Y1 (1) + 91 (22) = 1 (a,0) - 41 (b,0)

= Y1 (z1) - Y1 (22).

Isso nos diz que, somar ou multiplicar dois nimeros complexos em R x {0} é o
mesmo que somar ou multiplicar, respectivamente, dois niimeros reais. Por esse motivo
o eizo z (eixo das abscissas) é identificado com o conjunto R x {0} no plano complexo.
Denominaremos, simplesmente, Eixo Real em C.

Entretanto, se considerarmos o conjunto {0} x R, vemos que seus elementos nao se
“comportam” como numeros reais no que se refere ao produto. Com efeito, é simples
verificarmos que 2 (y1 + y2), onde y; = (0,a) e y2 = (0,b), é igual a V2 (y1) + V2 (y2),
mas se y1 = (0,2) e y2 = (0, 3), por exemplo, entao (0,2)-(0,3) = (0-0—2-3,0-3+2-0) =
(—6,0). Ora, (—6,0) sequer é um elemento de {0} x R. Por esse motivo, se identificarmos
o eizo y (eixo das ordenadas) com o conjunto {0} x R nos complexos, devemos ter em
mente que seus elementos ndo sdo niimeros reais. Denominaremos, simplesmente, Eixo
Imagirario em C.

A Figura 2.1 ilustra o Plano Complexo, também chamado de Plano de Argand-
Gauss. Nela, z € C é um ponto no Plano Complexo. Denominamos a abscissa de z por

Parte Real e a sua ordenada por Parte Imaginaria. Denotaremos, respectivamente,
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por: a = Re(z) e b= Im(z).

E notério o elemento (0,1) € C, pois:

(0,1)-(0,1) =(0-0—1-1,0-14+1-0) = (=1,0) = —1.

Ou seja, existe um elemento em C tal que seu quadrado é o oposto da unidade em

R. Euler usou a letra i para representé-lo, ou seja, se i = (0, 1), entao:
i2 = —1.

Veremos que nao hé contradicio com a notacio dada na Secdo 2.1.2, onde i = v/—1.
Todavia, com a notacdo de par ordenado nao se cria o “mal-estar” proveniente da
simbologia da raiz quadrada de um nimero negativo. Faz-se necessario definirmos, de
forma precisa, o que seria tal operagdao. Antes, porém, intriga-nos a notacido dada por
Euler para a unidade imagiraria: uma simbologia algébrica!

Embora a definicdo de ntimeros complexos como pontos no plano seja de grande
importancia para uma compreensao do conceito desses novos niimeros, no que se refere
a manipulacdo de processos mais longos de cédlculos, faz-se necessario outras represen-
tacgoes. Por exemplo, se usarmos a notagao usual para poténcias, quao trabalhoso seria
calcular (3, \/§)7!

Uma representagao natural dos Complexos para calculos iniciais é a chamada Re-

presentacdo Algébrica.

2.3.2 Representacao Algébrica

Considere um Complexo z, tal que z = (x,y). Entao, fagamos as seguintes identificagoes:

2= (@,y) = (@,0) + (0.y) = (2,0) + (1.0) - (0,1) = & + yi.

Ou seja, z = x + yi. Dizemos, entao, que z esta representado na forma algébrica.
Em outras palavras, a representagao algébrica de um niimero complexo é uma soma
formal®, onde o elemento i € C é tal que i = —1.

Segundo Shokranian (ver: [21], p. 253), com grifo nosso:

“Eles sdo chamados de complezxos pelo fato de serem formados por dois
componentes e sao chamados de imagindrios por causa de um dos compo-

nentes ser formado por niimeros ndo reais.”

ou seja, embora usemos o mesmo simbolo “+” ndo estamos somando ndimeros reais, mas duas
parcelas totalmente distintas.
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Observe que o nimero real x pode ser identificado com o complexo x + 07, o que
nos mostra R C C. Ainda mais, dizemos que o complexo z = x + yi é puro se x = 0, e,
se y = 0 dizemos que z é real.

E imediato também: Re(z) = z e Im(z) = y.

Dados dois complexos z = a + bi e w = ¢+ di podemos opera-los se definirmos, de

forma bastante natural, as operacoes de soma “+” e produto “- 7 dadas por:
z+w = (a+c)+ (b+d)i
z-w = (ac—bd)+ (ad+ be)i

Nao é dificil verificar que essas operagoes satisfazem as condi¢oes de um corpo. Onde

0 = 0+ 07 é o elemento neutro da soma, 1 = 1+ 07 é o elemento neutro do produto e
_ a —b
L= 52 g )2
a*+b a*+b
com as definigdes: z —w =z + (—w) e z/w =z - w™

dado z = x + yi, com z # 0, temos z 1. Destarte, continuamos

Na pratica, usamos as propriedades da soma e produto tendo sempre em mente que
i2 =1

Exemplo 2.4 Suponha que z =2+ 4i e que w = 3 — 51, entdo:

z+w = (243)+(4—-5)i=5—1.
2w = (2+41)-(3—51) =26 — 2i.
z—w = (2-3)+(4- ( 5))i = —1+ 9i.
_ —(=5) . -7 209,
z/w = (2+49)- 32+ 32 (5)21) ﬁ+1—7

Considere z = x + y¢ um complexo:

Defini¢do 2.3 Respectivamente o conjugado e o mdédulo de z sao definidos (e de-

Z=x—yi e 2] = /22 + 2.

No plano complexo, podemos interpretar as defini¢ées acima, respectivamente, como:

notados) por:

o ponto simétrico a z em relacdo ao Eixo Real e a distancia'® do complexo z & origem.

Veja a Figura 2.2. Nela, w = Z.

Definimos a distancia entre os complexos z1 e z2 por: |z1 — 22|.
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lz]

Y

Figura 2.2: O Conjugado e o Mddulo de z.

Listaremos algumas propriedades do médulo e conjugado de um complexo z € C
sem demonstracdo, visto que as mesmas sao imediatas. Porém, podem ser verificadas

em pelo menos uma das trés referéncias: [22], [21] ou [16].

Proposicao 2.4.1 Seja z,w € C, entdo:

1. z+w=z+w. 6. z =z se, e somente se, z € R.

2. TW=7% 0 7. 2| >0

3. Z=2z2 8. |zw| = |z| |w|

4. |Z| = |7 9. z" =2z"

5 () _ i’ para w £ 0. 10. |z +w| < |z] + |w|. (Desigualdade triangular).
w w

Note que:

zE:(ac—i-yi)-(x—yi):xz—yQ-i2:x2+y2:\z!Q.

|

Entdo, podemos exibir o inverso de um ndmero complexo nio nulo como: z~! =

)

|z
visto que |z| = 0 se, e somente se, z = 0.

Mesmo com a representacio algébrica'l, calculos como (1 + i)53 demandam esforgos.

"'H4 ainda uma terceira representacio para o complexo z = x + yi, denominada Representa-
¢do Matricial. Para maiores detalhes ver [22], todavia por curiosidade, representamos z pela matriz:

N

-y T
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Para minimizarmos tais procedimentos, recorremos para forma polar (ou trigonomé-
trica) dos nimeros complexos.

Frisamos que dado z € C os resultados operacionais independem de qual represen-
tagdo usar: seja Algébrica ou como Par Ordenado. Pois, ambas representam o mesmo
nimero complexo. Todavia, é saudavel diferenciarmos cada caso e usarmos a mais

conveniente.

Representagcao Polar

Comumente recorremos a representacoes em outros sistemas diferentes do tradicional
cartesiano. Como expomos acima, isso dependera de cada situacao.

Em um sitema cartesiano um ponto P = (z,y) possui duas coordenadas que séo
nameros reais denomidados de abscissa e ordenada, respectivamente. Para determina-
las basta medir a projecdo, do ponto em questao, nos dois eixos fixos e perpendiculares
entre si.

Em um sistema de coordenadas polares devemos considerar um semi-eixo OX fixo
orientado & direita de uma origem O. A origem do sistema polar denominamos Pélo,
e, ao semi-eixo denominamos Eixo polar.

Um ponto no sistema polar seria designado por: P = (r,0), onde r é a distancia
orientada do polo ao ponto P, e 6 é o angulo que o segmento OP faz com o eixo polar

no sentido anti-horario. Ver Figura 2.3.

P=(r,60) by
r o P=(xy)
|
r sen(8) r :
|
e .
0 Eixo Polag_ 8 L X
¢] r cos(8)
Figura 2.3: Sistema Polar Figura 2.4: Relacdo entre as Represen-
tacoes

Posicionando os dois sistemas, de maneira que coincidam suas respectivas origens
e eixo das abscissas com o eixo polar, podemos determinar as coordenadas de um em

relagdo ao outro.
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Observando a Figura 2.4 e aplicando as relagdes trigonométricas no tridngulo retan-

gulo de hipotenusa r (veja que r = |z|) podemos afirmar:
x =rcos(6) e y = rsen (0) (2.1)

Ainda mais, elevando ambos os membros de (2.1) e somando temos:

z? 4 y? (rcos())? + (rsen (0))?.
= 7’ (0052(9) + senz(ﬁ)) .
= 72 pois cos’(f) +sen?(9) =1, VO eR.
Ou seja, r = y/x2 +y2. Além disso, dividindo (dentro do dominio) membro a

membro as equagdes de (2.1) encontramos:

r cos(f) _ Y
rsen (0) x
te(0) = 2.

0 = arctg (y)
x

Estamos prontos para representar um complexo z = x + y¢ na forma polar.

Para tanto, basta substituir as equagoes de (2.1) em z obtendo:

z = rcos(f)+irsen(h).
= 7 (cosf +isenf)

Definicao 2.4 Dizemos entdo que um complexo z estd na forma polar se puder ser
escrito como:

z=r(cosf + isenb)

onder =|z| e € R.

Em alguns momentos, por comodidade, denotaremos tal expressao por z = rcis(6).

Como as fungdes trigonoméricas sao periddicas, 6 pode ser congruo a outros dngulos
reais (0 = 6y + 2k, com k € Z). A cada um desses angulos denominamos argumentos
de z, sendo denotados por arg(z). Porém, se § € (—m, 7| denominaremos de argumento
principal de z e denotaremos por Arg(z).

Convém destacar que se z = 0, entdo qualquer real § é tal que 6 = arg(z).
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Exemplo 2.5 Se z = 1+i, entdor = |z| = V2, 6 = arctg(1) = 7/4, dai a forma polar
do complexo é:

z = \/5 (COSZ + isenZ)

E relativamente simples computarmos produtos ou divisdes de complexos na forma

polar, se usarmos alguns resultados da trigonometria'?. Vejamos:

Dados z1 = r1 (cos 6 + isenf;) e zo = r9 (cos f2 + isenfsy), temos:

2122 = 11(cosfy +isenb;) - o (cosby + isenbs) .
= 711-r9[(cosf cosby — senbisenby) + (cosbisenbdy + senby cosbs)] .

= rirgfcos (01 + 62) + isen (01 + 02)] .

Portanto, basta multiplicar os médulos e somar os argumentos dos complexos dados.
r .
De forma analoga, podemos verificar que z1/z9 = 1 [cos (01 — 02) + isen (01 — 62)].
T2
H& uma rica interpretagdo geométrica dos complexos como vetores em um plano.

Nao abordaremos nessa dissertacio, mas pode ser aprecidado em [16] ou [12].

Para calcularmos poténcias de complexos, usaremos o importante teorema de D’Moivre!.

2.5.1 O Teorema de D’Moivre

Teorema 2.5.1 (D’Moivre) Dado um nimero complexo ndo nulo na forma polar

z =1 (cosf + isend), entdo:
2" =r" - [cos (nb) + isen (nb)] (2.2)
para todo n € 7.
Demonstragao. Vamos separar em casos para melhor esclarecimento.

Primeiro Caso: Se n = 0, o teorema ¢ trivialmente verdadeiro, visto que

29 =70 [cos(0) 4 isen (0)], ou seja, 1 = 1.

Segundo Caso: Se n > 1, mostraremos por induciao'* sobre n.

25en (a £ b) = sen(a) cos(b) £ sen (b) cos(a). cos(a % b) = cos(a) cos(b) T sen (a)sen (b).
13 Abraham de Moivre, matematico francés.
Myer [9], [18], ou [15] para esclarecimentos sobre esse método de prova.
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Seja X' o conjunto dos naturais tais que a afirmagado (2.2) seja verdadeira, ou seja,
X C N tal que:

X = {n €N; SN — . [COS (n@) + 7sen (n9)]}

o 1€ X; pois, como ji é sabido z = r (cos § + isen®).

e Supondo agora que algum k natural pertenca a X', vamos analisar se o seu
k+1

sucessor também pertence a esse conjunto. Para isso, basta analisarmos z

Zk+1 — Z*Zk.

= 7 (cosf +isend) - ¥ [cos (k) + isen (kO)], visto que k€ X.
= p.rk [cos (0 + kO) + isen (0 + k0)] .
= " lcos (k4 1)0) + isen ((k +1)0)].

Logo,se k€ X, entao k+1 € X.

Pelo Principio da Indugao Finita, X = N. Ou seja, para todo natural n é verdadeira

a expressao (2.2).
Terceiro Caso: Se n < 0, temos —n > 0. Sabemos que:
1 z r (COS 0+ isen@) r (cos @ — isend)

-~ _ — — 1 _ ; _
e 3 3 r " [cos (—0) + isen(—6)].

z

Entao, podemos fazer:

ey
— (r_l)in - [cos (—n(=0)) + isen(—n(—0))].

= r"[cos (n#) + isend)] .

Pelos trés casos acima, fica demonstrado o teorema. |

Exemplo 2.6 Se z =1+ 1, vimos que z = /2 (COSZ + isenZ). Logo, para desenvol-
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vermos z'° devemos fazer:

15 15 15
2% = (\/5) . [cos TW + isenf] .
= 27V/2. {cosl7r + isenj} , wvisto que —— = + 2(2m).

\[ l:COS 4 2sen4}

= 128V2- (‘/i — ﬁz) .
2 2

= 128-(1—1).

= 128 — 128i.

Um exemplo interessante de como aplicarmos o teorema de D’Moivre é o seguinte:
Exemplo 2.7 Determine todos os complezos w tais que w’ = 3.

A afirmacdo de que w é complexo é extremamente necessaria; pois, caso estejamos
operando em outro Corpo, esse exemplo nédo teria sentido. Por exemplo, em Q com as
operacdes usuais de soma e adi¢do, ndo existe w € Q tal que w’ = 3. Em R, existe
apenas um real w que satisfaz tal condicdo, a saber: w = v/3.

Todavia no Conjunto dos Ntuimeros Complexos, existem exatos sete nimeros tais
que w’ = 3. Vejamos:

Escrevendo w = 1 (cos 6 + isenf) e 3 =3 - (cos 0 + isen0), entao:
7 - (cos 70 + isen76) = 3 - (cos 0 + isen0) .

Dai, como dois nimeros complexos sao iguais se suas respectivas partes reais e imagi-

narias sao iguais obtemos:

rf = 3 7 7
ro = \/3 ro o= \/3
cos70 = 0 = = ok
70 = 0+4+2km, onde keZ 0 = ==
sen70 = 0

Sabemos que, pela periodicidade das fungbes trigonométricas, para certos valores
de k € Z, o angulo 0 sera congruo a outros angulos reais. Em particular, como nosso

argumento esta dividido por 7, existem sete restos dessa divisdo que serdo congruos
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aos outros angulos. Para determiné-los na primeira volta do circulo trigonométrico,
basta fazer, por exemplo, k = 0,1, 2,3,4,5,6. Entdo, encontraremos as seguintes raizes

(escritas na forma polar):

V3 , para k=0.
V/3 (cos & = + isen 27” , para k=1.
V/3 (cos 4T = +dsen 47” , para k=2.
w=1{ V3(cos’r = + isen 67” , para k=3.
V3 (cos 7 + isen 87” , para k=4.
V3 (cos 1(7)” + isen 1[;” , para k=25.
/3 (cos 12™ 12” + isen 1%” , para k=206.

Geometricamente, poderfamos localizar cada raiz em um circulo centrado na origem
e de raio r = v/3, se observarmos que os argumentos de w formam uma progressio
aritmética de razdo 77r Temos entdo vértices de um heptagono regular. Veja Figura 2.5.
|

4t /7
2m/7

611 /7,

8m/7

12m /7
10 /7

Figura 2.5: Complexos w, tais que w’ = 3.

Do exemplo anterior, sugere-nos uma ampliagdo do que conhecemos por radiciacio.

Agora, vista sob os complexos.

Definicao 2.5 Sejam n € N e z € C. Dizemos que w é uma raiz n-ésima de z, se

w" = 2.

—1\/3 V3.
2 77 22}

Assim, em R sabiamos que v/1 = 1, porém, em C, terfamos V1 € {1, —
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Proposicdo 2.7.1 Dado um complexo z # 0, onde z = r (cos 0 + isend), as n-ésimas raizes

de z, onde n € N, sdo dadas por:
0+ 2k 0+ 2k
2= VUr- |:COS <+ﬂ-> +isen<+ﬂ->} ,com k=0,1,...,n—1.
n n

Prova: Queremos determinar z;, tal que 2z = z. Para isso, considere z, = ¢ (cos 0y + senfy),

onde ¢ € RT. Como 2} = 2, temos:
q" (cos (nby) + isen (0y)) = r (cos @ + isend) .

Igualando as partes reais e imaginarias:

n

=
cos(nby) = O+2kmsendo ke€Z. = { 0
n
sen(nby) = 6+ 2km,sendo k € Z.

q yr Y.
= 0+2k
. = 04 2km. 0, = =T

n

<
Il

Portanto, encontramos:

{ (0+2kﬂ') . <9+2k7r>}
2L = /T |cos| — | +sen | ——— .
n n

A escolha da variacdo de k, fundamenta-se na peridiocidade das fungdes trigonométricas
em questao. Com efeito, se z, é uma raiz de z, com u > n — 1, entdo pela divisdo Euclidiana,
existem R, (@ tais que: u = R+ @ - n, sendo 0 < R < n. Dai, u é igual a uma das n primeiras
raizes, obtidas com k£ =10,1,2,...,n — 1. [ |

Denotamos a raiz n-ésima de z por:{/z. Observe que esse teorema nos diz que temos
exatamente n raizes distintas para um complexo z dado.

Do exposto acima, podemos esclarecer o Paradozo de Bernoulli (2.1.2) citado anteriormente.
Com efeito, o processo de radiciacdo ali exposto, ndo condiz com o usual, visto nos nimeros
reais. Devemos interpretar a radiciacao da ultima igualdade como a raiz quadrada do complexo

1 =1+ 0i. Dessa forma, escrevendo na forma polar: 1 = cis (0), logo:

2k 2k
V1 = cos (0+27r> +isen<0+27>, keZ

= coskm + isenkm.

para k = 0 e k = 1, encontramos v'1 = 1 ou v/1 = —1. Por conseguinte, para que nio haja
contradigoes nos cdlculos a raiz quadrada adequada de 1 seria —1.

Neste ponto, destacamos a notagao histérica a unidade imaginaria i. Pelos procedimentos
em C de radiciacdo, podemos afirmar que v/—1 = i ou v/—1 = —i. Assim, i é uma das raizes

quadradas de —1. Agora sim, faz todo sentido!
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Polinomios

Embora toda teoria sobre polinémios possa ser feita em um corpo K qualquer, interessa-nos
estudd-los em C. Faremos uma breve revisao de teoremas e propriedades essenciais as abordagens

do Teorema Fundamental da Algebra que essa dissertacio se propoe.

3.1 Funcao Polinomial versus Polinémio

Consideremos a fungao:
p: Nu{0} —» C

n = an

Podemos representar as imagens de p como uma sequéncia de niimeros complexos da forma:

(ao,al,...,an,...) (31)

Definicdo 3.1 Se em (3.1), a; # 0 para um ndmero finito de indices, dizemos que (3.1) é um

Polinémio numa varidvel sobre C.

Para que usemos de uma notagdo mais familiar, vamos definir operacgoes sobre essas listas
de nimeros complexos, que denominaremos, respectivamente de “soma” e “produto”. Para
isso, denotemos por P ao conjunto dos polinémios numa varidvel sobre C. Entao, para a =

(ag,a1,---5an,-..), b= (bo,b1,...,bpn,...) e c=(co,C1,-.-,Cn,...) definimos:

+: PxP —= P o 1 PxP —= P
(a,b) — a+b (a,b) — ¢



Capitulo 3. Polinémios 22

Onde,

a+b = (ao+bo,ar+bi,....an+0bn,...).

a-b = (CoyCly---yCnyees).

sendo o n — ésimo termo de ¢ dado por:

cn = agbp + a1bp—1 + agby_o 4+ ...+ ap_2by + an_1b1 + anbo

n
Veja que podemos escrever ¢, = Z a;b,_j, além disso se axb, ¢ um termo de c,, tem-se
§=0
A4 p=n.
Um elemento notavel de P é (0,1,0,...); pois, multiplicando-o n vezes temos:

(0,1,0,...)> = (0,1,0,...)-(0,1,0,...) = (0,0,1,0,...).
(0,1,0,...)% = (0,1,0,...)%-(0,1,0,...) = (0,0,0,1,0,...).
(0,1,0,...)* = (0,1,0,...)%-(0,1,0,...) = (0,0,0,0,1,0,...).
n o _ n—1 —
(0,1,0,...)" = (0,1,0,...) (0,1,0,...) (0,0,...,0, 1 ,0,...).
posicao n+1

Além disso,

(an,0,0,...)-(0,0,...,0, 1 ,0,..)=(0,...,0, an ,00,...).

~—
posicao n+1 posigdo n+1
Portanto, um polinémio (ag, a1, ..., an,0,...) numa varidvel sobre C pode ser escrito como:

(ao,0,0,...)+(a1,0,0,...)-(0,1,0,...) +(az,0,0,...)-(0,1,0,...)%+.. .4(an,0,0,...)-(0,1,0,...)™

O termo “numa varidvel” quando nos referimos a um polinémio, vem do fato de denotarmos o
elemento (0, 1, 0, ...) por um simbolo algébrico, geralmente . Por uma questao de simplicidade,
vamos abusar da notagdo e identificar a; = (a;,0,0,...), para cada j € {0,1,2,...,n}. Dessa

forma, temos a equivalente definicdo sobre polinémios:
Definicdo 3.2 Um polinomio p(x) com coeficientes em C é a soma formal:

p(x) = anx™ +an_12" 4. arx +ap (3.2)
onde n € NU{0} e ag,ai,...,a, € C.

Ao conjunto de todos os polinémios sobre C denotaremos por C [z].
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As constantes complexas ag,aq, . . . ,a, em (3.2) sdo denominadas coeficientes do polindémio
p(x). Se a,, # 0, dizemos que o grau de p(z), denotado por gr (p(z)) é o inteiro ndo negativo
n, além disso a, é denominado coeficiente lider. Teremos gr (p(z)) = 0, apenas no caso em

que p(z) = ag, com ag # 0.
Veja que nao estd definido o grau de um polinémio nulo.

Em particular, se gr (p(x)) = 1, ou gr (p(x)) = 2 dizemos, respectivamente, que o polindmio
p(z) é linear ou quadratico. Além disso, se p(x) = ag dizemos que p(z) é um polinémio

constante, e, se a,, = 1 dizemos que o polinémio é mdnico.

Dados dois polinémios p(z) = apz™ +an_12" 4., .+ a1z +ag e ¢(x) = bpa™ + b, 12" +
...+ bix + by, concordaremos que eles sdo iguais se seus respectivos coeficientes sdo iguais. Ou
seja,

p(z) = q(=) &a;=b; paratodo i€{0,1,2,...,n}.

E dado a € C:
a-p(x):a'anx”+a~an,1m"*1—|—...—|—a~a1:c+a-a0.

Como estamos operando essencialmente com listas de niimeros complexos, nao é dificil perceber
que a “soma” entre polindmios é: associativa; comutativa; possui elemento neutro (a saber, o
polinémio p(z) =0-2" +0-2"* +... +0 2 + 0, que representaremos apenas por p(z) = 0,
denominado polindmio nulo); possui elemento oposto (a saber —p(z) = —apz™ — ap_12" 1 +
...+ a1z 4+ ag) ; e, o “produto” é: associativo; comutativo; possui elemento neutro(a saber, o
polinémio p(z) = 0x™ + 02" ' + ... + 0z + 1, que denotaremos por p(x) = 1) e é distributivo
em relagdo a soma.

Para essa tltima propriedade, consideremos os polinémios p(x), g(x) e r(zx) escritos, respec-

tivamente, sob a notacao de somatérios por conveniéncia:

n m t
E apz” E bpz® g cpx”
k=0 k=0 k=0

Além disso, se, por exemplo, t < m, podemos fazer r(z) = 0z™ + 0x™ ' + ... + a2’ +
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ar—12t + ... + ag. Entéo, podemos supor m = ¢, dai:
n m m
p(z) - [g(z) +r(z)] = <Z aka:k> . (Z bra® + Z ckxk> :
k=0 k=0 k=0
= (Z aka:k> . (Z (b + ck)sck) )
k=0 k=0
n+m
D DI RCEIIN EY
k=0 \k=i+j
n+m
= Z Z (ai - bj +a;-c;) | 2"
k=0 \k=i+j
n+m n+m
= Z Z aibj Z‘k + Z Z @;Cy .%‘k
k=0 \k=i+j k=0 \ k=i+j
= p(z)-q(x) +p(z) - ()
[ |

Exemplo 3.2 Considere os polinémios:

r(z)

322 4+ — 1, entdo:

p(x) = 322 — bx + 1, q(x) = 723 + 322 + (3+1) e

p(x)+q(z) = (02 +32° — 5z + 1) + [Tz + 32° + 0z + (3 +4)]
= (3+0)2° +(3+3)2® + (-5 +0)z + (1 + (3+1))
= 723 +62% — 5+ (4+1).
qix) —r(z) = T3+ B (=3))2*+ (0 — Dz + ((3+14) — (—i))
= 7234622 — 2+ (3+ 2i).
p(z) r(z) = (322 —bx+1)-(-32> + 2 —1)
= 322.r(x) —5x-r(z) +1-r(2)
= —92" +32° — 3ia® 4+ 152° — 52® + 5ix — 32° +w — i
= 92" +182% + (=8 — 3i)a® + (1 + 5i)x — i
plx)+r(xz) = —dz+(1—79).

Neste momento, cabe destacarmos a relagao entre um polinémio e uma fung¢do polinomial

em C.

A todo polinémio p(z) = apx™ + ap_12™~

Ly .. 4 a1z + ag, podemos associar uma funcio
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f : C — C definida por:
[(z) = an2" + 12"+ ...+ aiz+ap.

Ou seja, os coeficientes da fun¢do sdo os mesmos coeficientes do polinémio p(x). Em corpos
finitos, existem algumas patologias em associar recipocramente uma funcdo a um polinémio
(ver [9], p.65). Todavia, como C néo é finito, com a soma e produto de fungdes usuais, podemos
indistintamente falar em “funcéo polinomial” ou “polinémio”.

Entretanto, fizemos essa consideragao para sentir-nos a vontade ao avaliar um complexo a
em um polinémio.

Ou seja, para obtermos p(«), fazemos:
pla) =apa™ + ...+ a1a + ap.
Definigdo 3.3 Dizemos' que a é uma raiz (ou zero) de p(z) se p(a) = 0.

Assim, se considerarmos o polinémio p(z) = z* 4+ 2 temos que:

1. Em Q, ndo h4 raiz para o polinémio p(x).

2. Em R, h4 uma raiz para o polinémio p(x), a saber: z = —v/2.
3. Em C, h4 exatamente trés raiz para o polindomio p(z): —v/2, V/2 (; + z?) e V2 <; - z?) )

N&o nos espantamos com a afirmagao do item (3) acima. Visto que, dado um polinémio na

forma p(z) = ax™ + b, com a,b € C e a # 0, se existe algum 2o € C, tal que p(z9) =0, entdo:

azg"+b = 0
z" = —=b/a
20 = /2, onde z= —b/a.

E por D’Moivre (2.5.1) sabemos que existem exatamente n raizes distintas.

O que fervilha o pensar, é se nos perguntarmos quantas raizes ha em um polinémio qualquer
nao constante de grau n.

Essa foi exatamente a tese de doutorado de Gauss em 1799.

Concordamos com Morgado [16] ao afirmar (grifo nosso):

“Nos livros-texto de Matemética do Ensino Médio, o Teorema Fundamental da
Algebra é apresentado ... como um resultado que faz de (modo méagico) com que
possamos garantir a existéncia de exatamente n raizes para um polinémio de grau
n. A rigor, ele é apresentado nos livros como se fosse um axioma, sem quaisquer

razbes para pelo menos mostrar que se trata de um resultado plausivel. Isso se

!Toda equacio da forma p(x) = 0 (onde p(x) é um polindmio) é dita algébrica.
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justifica pelo fato de que sua demonstracao requer argumentos que nao podem ser
feitos de modo preciso no Ensino Médio. Mas, é interessante que pelo menos o

professor tenha uma ideia sobre como demonstra-lo.2”

E para discorrermos sobre as duas abordagens que propomos do teorema, precisamos de

mais alguns resultados sobre polindémios e as func¢oes complexas.

3.2.1 O algoritmo de Euclides para Polinémios

O “algoritmo de Euclides” soa familiar, pois sabemos sua aplicabilidade em ntimeros inteiros.
Todavia, o que iremos expor é uma generalizagao desse teorema para polinémios complexos,
visto que os niimeros inteiros podem ser identificados por polinémios constantes.

Vimos na se¢do anterior que dado um polindémio p(z) = a,z™ + ... + ag com coeficiente
lider nao nulo, o grau do polinémio é definido e denotado por: gr (p(z)) = n. Ou seja, a cada
polinémio complexo, associamos sem ambiguidades um inteiro nao negativo. Podemos entao

considerar o grau de um polinémio como uma fun¢io de C[z] em N U {0}, ou seja
gr : Clz] = NU {0}

Dados dois polinémios p(z) e g(x), com respectivos coeficientes lideres iguais a a, e by,
sempre teremos a,, - b, # 0. Com efeito, suponha que a,, - b, =0 e b,, # 0, entdo como existe

um inverso para a,, temos que

a, L (an - bp) = ap" 10

1.6, = 0.
Contradicao! Logo a afirmagao de que a., - b, = 0 é falsa.

Somando a essa observacao o fato de que pode acontecer a,, + b, = 0, temos a seguintes

propriedades:

Proposigao 3.2.1 A fungdo gr goza das sequintes propriedades:
1. gr(p(x) - q(x)) = gr (p(x)) + gr (¢(x)).
2. gr (p(x) + q(2)) < maz{gr (p(x)), gr (q(x))}.*
Considere os polinémios p(z),d(z) € C[z], com d(z) # 0. Dizemos que d(x) divide p(z) se
d

existir ¢(z) € C[x] tal que p(z) = d(x) - ¢(x). Ao polindémio d(z) denominaremos um fator de

p(x).

Exemplo 3.3 Dados p(z) = 2° — 1 e d(z) = x — 1, podemos afirmar que d(z) é um fator de

p(x); pois, 23 —1 = (x —1)- (x® + x +1). Alids, podemos mostrar por inducio sobre n que x —a

2 Abordaremos com mais detalhes as implicacdes desse pronunciamento no Capitulo 4.

[73 1) [{3 1]

30nde max {x,y} é o maior dentre os niimeros “x” e “y”.
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n

sempre é um fator de x" — a*, ou seja, que:

g"—a"=(z—-1) (2" ' +az" P +a*2" P+ .+ d" Pr+ah).

E imediato pelo item (1) da Proposicio 3.2.1 que se d(z) é um fator de p(x), entdo gr (p(x)) >
gr (d(z)), supondo, claro, p(z),d(x) € C[x] — {0}. Ora, como d(z) divide p(x), existe g(x) tal
que p(z) = d(z) - q(z). Dai,

gr(p(z)) = gr(d(=)-q(x)).
= gr(d(x)) + gr(q(x))
> gr(d(z)).

Teorema 3.3.1 (Algoritmo de Euclides em C[z]) Sejam p(x),d(z) € Clx], com d(z) #
0 e coeficiente lider também diferente de zero. Entdo, existem e sGo unicos, os polindmios
complezos q(x),r(x), tais que:

p(x) = (a) - d(x) + r(z) (3.3)

com gr (r(x)) < gr (d(z)) ou r(x) = 0.

Demonstragao: Inicialmente, consideremos p(z) = apz™ + Am_12™ V. aix+ag e
d(z) = bpa™ 4 b,_12" "t + ...+ bix + by, com b, # 0. Como é um teorema de “existéncia” e
“unicidade”, vamos separar em partes.
(Ezisténcia):
Se p(x) é identicamente nulo, basta tomar ¢(z

( (x) = 0 e observaremos a veracidade de
[3.3.1], pois 0 = 0 - d(x) 4+ 0. Suponha entéo p(z) 0
)

)=r
(x) # 0. Logo:
Se gr (d(z)) > gr (p(z)), basta fazer: p(x) = 0 - d(z) + p(z); pois, neste caso g(z) =0 e
r(z) = p(z). Suponha entao gr (p(z)) > gr (d(z)).
Usaremos o 2° principio da indugéo (ver [9]).
Se gr (p(x)) = 0, e sabendo que gr (p(z)) > gr (d(x)), necessariamente gr (d(z)) = 0. Ou

seja, p(z) = ag e d(x) = by, ambos ndo nulos. Ora, como existe bal € C, podemos fazer:

p(xr) = ao
= ap- (bo"'bo)
= ((l()'bo_l) 'bo

= (aobo_l) d(z) 4+ 0, pois d(x) = bo.
= q(x)d(z) +r(z)

Dai, existem ¢(x) = aghy™* e r(x) = 0 satisfazendo (3.3.1). Ou seja, (3.3.1) é satisfeito para
qualquer polinémio de grau zero.
Supondo que esse algoritmo seja vélido para polindémios de grau menor que m = gr (p(x)).

Vamos mostrar que se isso acontece, entao o algoritmo também é valido para polindmios de
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grau m, demonstrando assim o teorema por inducao sobre m.
Para tanto, vamos construir um polinémio de grau no méaximo m — 1 conveniente.
Seja p1(z) = p(z) — @b, d(x). Observe que esse polindmio existe, pois p(z) e d(z) foram

dados, a,, é o coeficiente lider de p(z) e b, ' é o inverso do coeficiente lider de d(z). Assim:

pi(z) = (amxm Yam1z™ 4+ tax+ ao) — ambyt (bﬁm" +b, a4+ bo)

1

= ™+ am12™ 4 a1+ ag — amT™ — ambn bp_12" " — . — ambn tbo

= amo12™ ' 4. a1z + ag — ambp bp_12" " — ... — ambn tbo.

Ou seja, p1(z) tem grau no méximo igual a m — 1. Por conseguinte, possui um grau menor do

que m e poderemos usar a hipdtese de indugao.

Assim, existem ¢ (x),r1(z) € C, tais que:

Com, r1(x) = 0 ou gr (r1(z)) < gr (d(x)).

Mas, disso podemos fazer:

p1(2) + amb, " td(z)

= [q(@)d(@) + r1(2)] + amb, " d()
q1(x)d(x) 4 amby, td(z) + 71 (2)
[q1(z) + ambnfl] d(z) + 7 (z)
q(z)d(z) +r(z).

p(x)

Onde ¢(z) = q1(x) + by

existéncia dos polinémios em (3.3).
(Unicidade):

’
Para mostrar a unicidade, inicialmente vamos supor a existéncia de dois polinémios r (x),q (x) €

e r(z) = ri(z), com gr (ri(z)) < gr(d(x)). Satisfazendo assim a

C [z] tais que satisfacam as mesmas condigdes de r(z) e g(z) em (3.3.1). Ou seja,

’

p(x) = q (z)d(z) + 7 (z) (3-4)

com 7’ () =0 ou gr (r/ (x)) < gr(d(z)).
Usando o fato que gr (r(z)) < gr (d(x)) e gr (7’/ (:r)) < gr (d(z)), com mais énfase gr (r(x) —r
gr (d(z)).

Entretanto, subtraindo (3.3) de (3.4) encontramos:

/

(z)) <

/

r(@) -1 (@) = [¢ (@) - g@)] d() (3.5)

Ora, como d(z) # 0 (por hipétese), se ¢ (z) # q(x), ou seja, ¢ (z) — q(x) # 0, teremos de (3.5)
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que d(z) é um fator de r(z) — 7“,(37) e, portanto, gr (7“(3(:) 7 (x)) > gr (d(z)). Absurdo!
Esse absurdo légico vem do fato de afirmarmos que ¢ (z) # q(x), portanto q () =q(x) e
em (3.5) encontraremos r(z) = r (z). |
O seguinte lema nos auxiliard na afirmacao de que: dado um polinémio nao constante de

grau n em C [z], ele terd no maximo n raizes complexas.

Lema 3.3.2 O complexo o € raiz de um polinémio p(x) se, e somente se, (x — «) € um fator
de p(x).

Prova: Inicialmente vamos supor que « é raiz de p(x). Entao, pelo algoritmo de Euclides

para polinémios (3.3.1), existem ¢(z),r(z) € C|[z] tais que:
p(r) =q(z) - (z —a) +r(z),

com r(xz) =0 ou gr (r(z)) < gr (z — ).
Se r(z) = 0 nao ha mais nada o que fazer.
Suponha, entéo, r(z) # 0 e gr (r(z)) < gr(z —a) = 1, entdo gr(r(z)) = 0, ou seja, r(zr) =

¢ # 0. Porém, « é raiz de p(z), logo p(a) = 0. Usando esse fato, temos em p(z) = ¢(x)(z—a)+c:

pla) = gla)(a—a)+c
0 = 0+c¢

E, portanto, ¢ = r(z) = 0. Contradigdo pelo fato de termos afirmado r(x) # 0.

Supondo, agora, que (x — «) seja um fator de p(z), logo existe ¢(x) € C|[z] tal que:

Portanto, « é raiz de p(z). [ ]
O teorema seguinte ndo garante a existéncia de raizes em C [z], mas, tdo somente, limita a

quantidade maxima de raizes que esse polindmio possa ter.

Teorema 3.3.3 Seja p(x)€ C[z] — {0} um polinémio de grau n. Entdo, p(x) tem no mdximo

n raizes complezas.

Demonstracgdo: Sendo gr (p(z)) = n = 0, p(x) é constante e ndo nulo, logo nido possui raizes
em C (o que nao invalida o teoremal).

Se n =1, teremos p(z) = a1x + ag, claramente p(x) possui apenas a raiz —ag/a;.

Vamos supor que para todos os polinémios de grau menor do que n, seja valido o teorema.

Por indugéo sobre gr (p(z)) = n, mostraremos que seré vilido para p(x).
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Ora, se p(x) nio possuir rafzes® o teorema é valido. Entdo, vamos supor que p(x) possua
pelo menos uma raiz complexa «. Logo, pelo Lema 3.3.2, (x — «) é fator de p(z), ou seja,
existe ¢(z) € C|[x] tal que p(z) = q(z)(z — «). Mas, gr (x — 1) = 1 e pela Proposicdo 3.2.1
necessariamente gr (¢(x)) = n— 1. Assim, como o grau de ¢(z) é menor do que n, podemos usar
a hipdtese de indugdo e afirmar que ¢(z) possui n — 1 raizes em C. Como p(x) = q(z)(x — «),

’
se uma outra raiz « , distinta de «, existir em p(z), teriamos:

e como o — o # 0, concluimos que o 6 uma raiz de q(x).

Portanto, p(x) possuird a raiz « mais as n— 1 raizes de ¢(x). Totalizando n raizes no maximo.
]

Do exposto, dado p(z) = apz™ + ... 4+ ag em C[z] com grau n > 1, se p(z) possuir uma
raiz oy, entdo podemos fazer p(x) = ¢(z)(x — ay), onde ¢(x) tem grau n — 1 e coeficiente lider

ap, mas se g(x) possuir todas as n — 1 raizes, por exemplo e, as, ..., Q,_1,0,, teriamos:
piz)=an - (z—ar)(z—a2) ... - (T —ap—1)( — ay)
Mesmo que haja repeticdes de raizes, ainda teriamos:
p(z)=an - (x—a))" (x —ag)™ ... (. —ap_1)"* " (z — ag)™*

comny +ng+...+n=n.

Ou seja, se pudermos garantir a existéncia de alguma raiz para qualquer polindémio em C [z],
entdo um polindmio de grau n possuird, exatamente, n rafzes (contando possiveis repetigoes).

Como esse fato dependerd da existéncia de raizes de polindmios em C [z], é razodvel, entéo,
perguntarmo-nos: sempre existe raiz de um polinémio néo nulo de grau n em C [z]?

E, mais uma vez, o Teorema Fundamental da Algebra surge dvido por uma justificativa
plausivel.

Antes, porém, vejamos algumas ideias sobre fun¢ées complexas.

3.4 Funcgoes Complexas

Faremos uma abordagem elementar, extraindo apenas o necessario para as interpretagdes geo-
métricas que essa dissertagao se propoe. O leitor interessado pode se aprofundar nas referéncias:
2], [6], [7], [22] ou [17).

Dado A C C, dizemos que a fungao

f: A — C

40 teorema nio garante a existéncia de raizes, apenas limita a méxima quantidade delas.
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é uma funcdo compleza.
Dado um complexo z = x + yi, ao avalid-lo numa fun¢do complexa f, sua imagem é um

complexo da forma

f(z) =Re(f(2)) +i-Im(f(2)) (3.6)

O interessante é que as partes reais e imagindrias de (3.6) sdo fungoes reais de duas varidveis

reais: x,y. Ou seja, podemos associar a toda fun¢io complexa as fungoes:

R: RxR — R I: RxR — R
(z,y) = R(x,y) (zy) = I(z,y).

tais que f(z) = R(xy) +i- I(z,y).

Exemplo 3.5 Considere a func¢io f : C — C definida por f(z) = 2* + 2z + 5. Fazendo

z =x + yi, temos:

f(z) = (@+yi)+2(@+yi)+5
= 2°+2zxyi+y*i* + 22+ 2yi +5
= (¥ —y*+22+5) + (2zy +2y) - i.

Logo, R(z,y) = x® —y? + 2z +5 e I(x,y) = 22y + 2y.

Note que nao é possivel visualizar diretamente o grafico de uma fungdo complexa, visto que
seu dominio e sua imagem possuem duas dimensoes. Ou seja, o grafico de f seria formado por
quatro dimensoes.

Contudo, podemos sanar essa dificuldade, visualizado o efeito dessas fungoes sob certas
consideragoes.

Tlustraremos apenas algumas dessas representacoes: Transformagoes no Plano, Curvas de

Nivel e Gréficos das partes Real e Imagindria.

Graficos da parte Real e Imaginaria

Usando o Exemplo 3.5 podemos representar o grafico de R(z,y) e I(x,y) com as Figuras 3.1 e 3.2,

respectivamente.

Curvas de Nivel

Ainda usando o Exemplo 3.5, as curvas de nivel nada mais sdo do que as projecoes no plano ho-
rizontal das curvas de intersecdo entre as partes real e imagindria da funcdo f(z). Neste ponto é
pertinente a indagacdo: sempre haverd intersecdo entre as partes real e imagindria de uma fun-
¢do compleza? E surpreendente saber que a resposta é afirmativa, e, mais surpreendente ainda,

é o fato que o Teorema Fundamental da Algebra garante isso como veremos na Se¢ao 5.2.
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L

Figura 3.1: Figura 3.2:
R(z,y) =" —y* +22+5 I(z,y) = 2y + 2y

n 1

Figura 3.3: Interse¢do de R(z,y) e Figura 3.4: Curvas de Nivel de f(z).
I(z,y).
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A Figura 3.3 representa a intersecao das superficies no espago; e a Figura 3.4 representa as
curvas de nivel da fungao.

Em particular, a Figura 3.5 representa a curva de nivel apenas no plano horizontal, ou seja,
no nivel zero. E notério o fato de que f(z) = 0 se, e somente se, Re (f(2)) = 0 e Im (f(2)) = 0;
ou seja, para determinarmos a raiz da fungdo f, devemos analisar as fungdes R(z,y) e I(x,y)

no nivel zero. Se houver interse¢do no sistema:

Figura 3.5: Interseciao da Parte Real e Imaginaria de f(z) no nivel zero.

Transformacao

No Capitulo 2, Secio 2.3, identificamos o conjunto dos nimeros complexos com o plano R?. Ou
seja, um complexo z = x + yi pode ser identificado com o ponto z = (z,y) e vice-versa.

Essa ideia pode ser frutifera se pensarmos que uma fungao complexa f : C — C se comporta
como uma transformacio do plano R? no plano R2.

Para comecar, como podemos identificar geometricamente o conjunto dos pontos complexos
na forma z =t + (t2 + 2t + 5) -4, quanto o real t varia de —2 a 17

Veja que se chamarmos z = & + i, teremos z =t e y = t* 4+ 2t + 5, ou seja, y = x2 + 2z + 5:
uma parabola. Ver Figura 3.6.

Consideremos, mais uma vez, o Exemplo 3.5, todavia vamos analisar imagens de circulos
avaliados em f(z). Para isso, basta lembrar que um circulo centrado na origem de equacio

z? +y? =2, pode ser visto como um complexo z na forma polar, ou seja, z = r - (cost + isent),
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N

1 23

Figura 3.6: Parabola para —2 <t < 1.

onde t é um argumento de z. Assim, fagamos:

f(z) = 2242245 (3.7)
= [r-(cost +isent)]> +2[r - (cost + isent)] + 5
= r?cos2t +isen2t + 2rcost + 2isent + 5, por D’Moivre (3.8)
= (r®cos2t+2rcost+5) +1i- (sen2t + 2sent)

Em particular, as Figuras 3.7, 3.8, 3.9 e 3.10 representam, respectivamente, a imagem de
circulos de raios 0,6, 1,2, v/5 e 2,8. Chama-nos & atencdo a Figura 3.9; pois, nio é dificil perceber
algebricamente que zy = —1 4 2i é uma raiz de f(2) e que |zo| = V5. Ou seja, quando o raio
do circulo é igual ao médulo de uma das raizes da funcao f(z), sua imagem passa pela origem,
pois f(z9) = 0.

Como para todo z € C, podemos fazer z = r - cis(t), se f(z) é um polindémio, entao existem
as fungoes reais R(rt),I(r,t) de duas varidveis, tais que f(z) = R(rt) + ¢ - I(rt). Mesmo
sendo possivel demonstrar rigorosamente, é intuitivo afirmarmos que um polinémio complexo
f(2) é continuo se as fungdes R(r,t), I(rt) sao continuas. E como as fungdes envolvidas sdo as
trigonométricas (sen(t),cos(t)) e a linear (r), que sabemos que sdo continuas, o polindémio f(z)
serd continuo em cada intervalo dado no Eixo Real do plano complexo.

Entao, concordaremos que a imagem de circulos por f(z) serd continua. Além disso, pelas
figuras precedentes, a imagem de certo circulo - embora seja uma curva fechada (como o circulo)-
gera uma curva que pode entrelagar-se.

Logo, pelo Exemplo 3.5, & medida que o raio r assume valores em um intervalo dado, sua
imagem evolui continuadamente para cada um desses intervalos. Ou seja, para cada niimero real r
dado, a imagem de f(z) é uma curva fechada e continua. E, & medida que os valores de r crescem,

a curva da imagem de f(z) evolui continuamente. (Ver novamente as Figuras 3.7, 3.8, 3.9 e 3.10.)
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Figura 3.7: Figura 3.8:
Imagem de z = 0,6 - cis(t) por f. Imagem de z = 1,2 - cis(¢) por f.
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Figura 3.9: Figura 3.10:

Imagem de z = /5 - cis(t) por f. Imagem de z = 2,8 - cis(t) por f.
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Essa ideia serd de grande importancia na Primeira Aboradagem que faremos do Teorema
Fundamental da Algebra.

Mas, para que possamos lidar com qualquer dessas representacoes das func¢oes complexas, em
especial a dos polinémios, precisamos de um “instrumento” adequado para tais representacoes.

Discorreremos, brevemente, sobre tal instrumento a seguir.



Capitulo 4

Teoria da Instrumentacao e o
GeoGebra

“Como ensinar o Teorema Fundamental da Algebra para a terceira série do Ensino Médio?".
Talvez essa seja uma pergunta pertinente, visto que a demonstragdo do mesmo usa sofisticados
argumentos de Andlise Complexa (ver: [7]).

O professor vé-se impotente para atribuir uma justificativa aceitavel e formal aos discen-
tes naquele nivel de ensino. Entretanto, instigar a percepcdo e a investigacdo do aluno com
argumentos Geométricos acessiveis pode ser uma via muito frutifera.

Segundo PONTE [19], a investigagdo matemética divide-se em quatro etapas, que ele deno-

mina de momentos principais:

e O primeiro, abrange o reconhecimento da situacdo, a sua exploragdo preliminar e a

formulagao de questoes.
e O segundo, momento refere-se ao processo de formulacao de conjecturas.
e O terceiro, inclui a realizacao de testes e o eventual refinamento das conjecturas.

e O quarto, mas ndo menos importante, refere-se a argumentagdo, a demonstragdo e a

avaliacao do trabalho realizado.

Cada etapa do processo de investigacao é importante e estdo interligadas. O professor,
como mediador da construcao do conhecimento em sala de aula, deve estar atento aos diversos
recursos e ferramentas disponiveis para que a construgao do pensamento matematico seja eficaz,
corroborando com as competéncias inerentes a esse pensamento.

O uso racional da tecnologia! tem-se mostrado relevante como ferramenta educacional
(ver: [4]). Nesse sentido, softwares matematicos disponiveis (gratuitos inclusive) no mercado,
quando usados no processo de génese instrumental, tendem a contribuir no processo de ensino-

aprendizagem.

'"Recomendamos a leitura do artigo [23]
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Abordaremos um pouco desses itens agora.

4.0.1 A Ferramenta e o Instrumento

Partindo do principio exposto nos Parametros Curriculares Nacionais [4] sobre o uso racional
da tecnologia, é notéria a Teoria da Instrumentagio proposta por Rabardel [11].

2 cognitiva, e refere-se & aprendizagem do uso

Essa teoria sugiu de trabalhos em ergonomia
de ferramentas tecnolégicas.

A ideia base exposta nessa teoria é que uma “ferramenta” ndo é necessariamente um
“instrumento” eficaz e pratico. Sendo o artefato (ferramenta) um dispositivo material utilizado
como meio de acao, e o instrumento uma construgao do sujeito ao longo de um processo chamado
génese instrumental. Mais claramente: O processo de aprendizagem no qual um artefato torna-
se progressivamente um instrumento é chamado génese instrumental. Assim, um software de
Geometria Dindmica como o GeoGebra, pode ser apenas um artefato se o sujeito da agéo (no
caso o aluno) nao se apropriar de suas caracter{sticas, incluindo as potencialidades e os entraves
inerentes a qualquer software do género.

Se considerarmos que nessa dissertacao o objeto de estudo é o Teorema Fundamental da
Algebra, fica evidente os trés entes presentes nessa teoria: o sujeito, o artefato e o objeto. A
relacdo simbidtica entre eles proporciona um ambiente de aprendizagem notavel.

Destacamos a relacao entre o sujeito (aluno) com o instrumento (GeoGebra). Rabardel
diferencia duas categorias: a instrumentacdo e a instrumentalizacdo.

Na primeira, o aluno adapta seu problema a utilidade do software . Seria o primeiro ou
segundo estdgio da investigacao proposta por PONTE [19]. Nele o aluno constrdi as operagoes
necessarias para utilizar o GeoGebra, podendo copiar um exemplo ja pronto por imitacao.

Todavia, a instrumentalizacdo é algo mais complexo e profundo. Nela o aluno atribui
ao software GeoGebra a possibilidade de agir sobre o Teorema Fundamental da Algebra e
construir o conhecimento proveniente dessa relacao.

E nesse ponto de inflexdo que as abordagens que daremos nessa dissertacio devem ser
inseridas. Ou seja, o aluno deve ser participante e construtor de seu conhecimento. O professor
deve proporcionar um ambiente propicio a tal fato oferecendo o software como instrumento.

Para mais detalhes acerca dessa teoria ver [11].

Nesse contexto, para melhor compreender o instrumento envolvido nessa dissertagao, é
fundamental realizar uma andlise de seus recursos.

Faremos uma brave andlise do software GeoGebra, apenas selecionando o essencial para
as abordagens propostas. Pois, pela enorme extensdo do software o presente trabalho nao
analisard todos seus aspectos. Usando o manual do GeoGebra disponivel no site oficial® do

software pode-se fazer uma anélise instrumental mais completa.

2conjunto de disciplinas que estuda a organizacéo do trabalho no qual existe interaces entre seres
humanos e maquinas.
Shttp://www.geogebra.org/help/docupt_PT.pdf
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4.0.2 Apresentacao do software GeoGebra

O GeoGebra é um software de matematica dindmica que versa sobre geometria, dlgebra e célculo.
E desenvolvido por Markus Hohenwarter e uma equipe internacional de programadores. Esse
software tem por objetivo aprender e ensinar matematica em diversos niveis de ensino.
Ratificamos os varios trabalhos desenvolvidos no Brasil, e em diversos paises, sobre o
uso desse software no processo de ensino aprendizagem em Matematica, todavia chamamos a
atencdo que esse processo torna-se-a significativo a medida que as institui¢des de ensino use-o
de forma adequada. Nao basta apenas instalar os softwares ! Cada instituicdo deve fornecer ao
professor um ambiente (isso inclui ndo apenas o espago fisico, mas reducao de carga horaria,
valorizagao profissional, etc.) adequado para elaboracao de oficinas e material diddtico auxiliar.

Ao iniciarmos o GeoGebra* obtém-se a seguinte tela inicial, como podemos ver na Figura 4.1:

i eLele] | —

Janela . Janela de Visualizagéio
de . 4
Algebra
Caixa de Entrada
/ []

Figura 4.1: Tela inicial do GeoGebra

Destacamos, em particular, os itens: Janela de Algebm, Janela de Visualizagdo, Menu Princi-
pal e Caiza de Entrada. Ao clicar nos itens do Menu Principal, veremos que ha uma familiaridade
com outros softwares ou editores de texto conhecidos. A maioria dos comandos sao autoexpli-
cativos e nao aprofundaremos nesse texto. Por exemplo: abrir um documento em branco, salvar,
salvar como, visualizar, etc.

Entretanto, sera de grande ajuda uma outra “Janela” disponivel no GeoGebra. Basta seguir
o caminho: Menu Principal - Ezibir - Janela CAS. Essa janela, denominada Janela CAS junto
com a Janela de Algebra e a Janela de Visualizagio serdo usadas frequentemente nesse texto e
serd importante sabermos a interacdo mutua entre elas!

A Janela Algébrica e a Janela de Visualizacao estao interligadas dinamicamente, de maneira
que qualquer modificagdo em uma delas, ocasionara na mudanga imediata na outra. Por exemplo,
se clicarmos diretamente em um objeto na Janela de Visualizagdo e movermos o cursor para uma

posicio desejada, imediatamente é atualizada a Janela de Algebra com as novas coordenadas.

4Supondo que o mesmo j4 esteja devidamente instalado! A instalacio é autoexplicativa e pode ser
feita no site oficial do GeoGebra em: http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/download/.
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Dado um objeto matematico, poderemos representa-lo na Janela de Algébra como: coorde-
nadas de pontos, equagdes, etc.; na Janela de Visualizagdo como: graficos de fungbes, localizacao
explicita de um ponto no plano, etc. Para criar esses objetos, basta selecionar no Menu Principal
ou digitar diretamente suas equacoes na Caiza de Entrada.

Sempre que digitarmos na caixa de entrada um objeto matemaético, devemos digitar Enter
no teclado para interagirmos com o software .

As Tabelas 4.1 e 4.2 representam, respectivamente as operagoes e fungoes elementares

reconhecidas diretamente pelo GeoGebra.

] Simbolos \ Operacgoes \

+ Soma

— Subtragao

* Produto

/ Divisao

B Potenciacao

sqrt() Raiz quadrada
! Fatorial

Tabela 4.1: Operagoes Elementares

| Simbolos | Funcao |

exp() Ezxponencial
abs() Modular

In() Logaritma Natural
sen() Seno

cos() Cosseno

tg() Tangente

sec() Secante

csc() Cossecante
cotan() Cotangente

Tabela 4.2: Fungoes Elementares

E natural a ordem das operacdes, ou seja, segue-se a seguinte ordem:
Fatorial - Potenciacdo - Divisdo - Produto - Soma - Subtracdo

Deve-se ter cuidado ao separar as expressoes algebricamente; pois, os simbolos “( )”, “[ |7,
e “{ }” sdo usados em comandos especificos no GeoGebra. Apenas os parénteses separam as
operacoes.

Por exemplo, se quisermos resolver as seguintes sequéncias de operagoes, na Janela CAS, o

GeoGebra nos dara:
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| 7-3%5/2+9 ] (5-7)%3)/8) +4 | {-3}x(12-2)/2 |
| Sol. 17/2 | Sol. 13/4 | Sol. {-3}x5 |

H& uma diferenga importante entre algumas entradas de simbolos mateméticos nas janelas
de Algebra e de CAS. Em qualquer uma delas, simbolos como 7, e, a, 3, Z, etc., podem ser
inseridos por comando direto nas entradas de cada janela (por exemplo 7 = pi, tanto na Janela

de Algebra, como na Janela CAS), ou pode-se usar os simbolos disponiveis ao clicar na caixa

«

de entrada de qualquer janela no icone: “a”. Veja Figura 4.2.

Clicar no simbolo
“a”

Figura 4.2: Lista de simbolos disponiveis.

Todavia, percebemos que a unidade imaginaria ¢ pode ser digitada diretamente na Janela
de Algebra (em sua caixa de entrada), todavia a Janela CAS nao reconhece a digitacio direta

wen
1

do simbolo “i”. Devemos clicar no icone exposto na Figura 4.2 e escolher a unidade imaginaria.

@
1

Célculos como (3 4 4)? na Janela CAS resulta em i + 6i + 9, se o simbolo “i” for digitado
diretamente. Mas, se for selecionado dentre os simbolos disponiveis®, resultara: 8 + 63.
Entraves como esse devem ser expostos aos alunos para que possam interagir corretamente
com o software.
Existem dois comando na Janela CAS que usaremos muito nessa dissertagdo: Substituir

e Expandir. Possuem as respectivas sintaxes:
o Substituir[ <Ezpressio>, <O Que>, <Por> ]
o Ezpandir[ <Fungio> |

Como é natural o comando Substituir substitui em uma dada “expressdo” a variidvel que desejar
por outra qualquer. O comando Ezpandir desenvolve a expressao e faz as devidas simplificagoes.

Por exemplo:

Exemplo 4.1 Consideremos a fungio compleza f(z) = 2° =323+ 241. Se quisermos z = x+yi

em f desenvolvido e simplificado, devemos:

®Nio adianta colocar acento agudo e digitar diretamente!
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1. digitar na primeira linha da Janela CAS a expressio z° — 3z + z + 1.

2. em sequida, digitar na sequnda linha da mesma janela o comando
Substituir[ <Ezpressdo>, <0 Que>, <Por> ]J.

3. ainda na sequnda linha, clicar no lugar de "<Ezpressdo>" e em sequida clicar na expressao
de (1). Automaticamente a expressio serd copiada! Em “<O Que>" colocar z e em

"<Por>" digitar x + yi. A tecla Tab no teclado pode ajudar na passagem dos comandos.
4. digitar Enter no teclado!

A terceira linha deve exibir o resultado:
25 + Sizty — 1023y? — 323 — 1002y — 9ix?y + Sxy? + 9zy® + = +iy° + iy +iy +1 (4.1)

Poderfamos ser mais concisos se, no item (1) do Exemplo 4.1, digitdssemos
f(2) := 2° — 323 + 2z 4 1. Dai, bastava fazer f(z + yi) e digitar enter. Todavia, destacamos que
o grafico exposto na Janela de Visualizacdo representa o grafico de um polinémio real!

Como estamos trabalhando com niimeros complexos, sdo bastante tteis os comandos: “real(
)7 e “imaginary( ). Eles, respectivamente, coletam a parte real e imagindria da expressao
complexa dada.

Se no Exemplo 4.1, digitdssemos na quarta linha o comando real( ) e em seguida clicdssemos
na expressao exposta em (4.1), o software retornaria a expressao:
25+ 5zy* —1023y? — 323 + 92y + 2 + 1. De forma analoga farfamos com o comando imaginary(

) e o software retornaria: y° — 1022y + 5ty + 3y° — 922y + .

4.1.1 Graficos de Fungoes complexas

Vamos expor a construcdo de apenas duas representacoes das fungoes complexas: Grifico da

Curva de nivel zero e Transformagéoes no Plano.

Grafico da Curva de nivel zero

Consideremos ainda o Exemplo 4.1, ou seja, a funcao f(z) = 2° — 32° + 2+ 1.

Ja sabemos que:

Re(f(2)) = a°+5xy* —102%y? — 32 + 9zy® + 2 + 1.
Im (f(2)) y® — 1022y + 5aty + 3y° — 922y + .

Logo, na Caiza de Entrada, digitemos (basta copiar e colar: “Ctrl ¢”-“Ctrl v”) separadamente
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essas duas expressoes da seguinte forma:

re 25 + 5yt — 1023y — 32 + 92 + 24+ 1=0 (4.2)
im : y® =102 + 5aty + 3y — 922y +y =0 (4.3)

Em (4.2) nomeamos as curvas respectivamente de “re” e “im”, por isso usamos o sfimbolo “:”.
Tgualamos a zero, pois estamos interessados na curva de nivel zero!

Ao clicarmos na Janela de Visualiza¢cio em uma das curvas com o botao direito ou em sua
expressao algébrica (na Janela de Algebm) com o referido botao aparecerao as opgoes: forma de
entrada, Exibir Objeto, Exibir Rétulo, Habilitar Rastro, Renomear, Apagar e Propriedades (ver
Figura 4.3). Em Propriedades podemos formatar cores, espessura da linha, rétulo, mudar a gra-
duagdo dos eixos, etc. (ver Fifura 4.4). Por ser tudo muito autoexplicativo, ndo aprofundaremos
nesse texto.

{7 Preferéncizs - poliSLagh =
Curva lmplicita im EEEEED g

= Cunalmpizita
Forma de entrada by

) f

= Fonto

Exibir Objeto
Exibir Ratulo

cove

5,

f Hakilitar Rastro vz [ 0,25 coocer)

Renomear

S Apagar
=1

S

FPropriedades ...

Figura 4.3: Opc¢des de Formatagao sim- Figura 4.4: Propriedades e Formatacao
ples. avancada.

Desta forma, as curvas de nivel zero da fungdo f podem ser vizualizadas na Figura 4.5.
Colocamos a cor da parte real em azul e da parte imaginédria em vermelho, bem como mudamos
a espessura da linha para 3.

Sao notorios os pontos A,B,CD e E destacados na Figura 4.5: Pontos de intersecdo entre
a curva Re (f(z)) = 0 e Im (f(2)) = 0. Para visualizd-los basta no Menu Principal clicar no
simbolo da Figura 4.6 e em seguida na opgao “Intersecio de dois objetos” (ver: Figura 4.7).

Apés esses passos, deve-se clicar sobre as equagoes (ou diretamente nas curvas) seguidamente.

Transformagdes no Plano

Para usarmos o GeoGebra na visualizacdo de uma funcéo complexa como uma Transformagcao
do Plano no Plano, devemos conhecer o comando:

o Curva[ <Expressio>, <Expressao>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final> ]
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7NN

Figura 4.5: Curvas de Nivel Zero

B com & W - I (28 0 Gesers - i)
v DY i % G PN = &
\
A Intersecio
de
| Dols Objetos !
Figura 4.6: Opcao: “Pontos” Figura 4.7: Opgao: “Intersecao de dois

objetos”.
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Vamos analisa-lo com a fungio f(z) = 2° — 32° + 2 +5.

Fazendo z = r¢ - cis(t), sendo ro um valor conhecido, sabemos por D’Moivre que f(z) =
rocis (5t) — 3racis(3t) + rocis(t) + 5.5 Separando a parte real e imaginiria com o software
encontramos:

Re(f(z)) = rgcos(5t) — 3r3 cos(3t) + 7o cos(t) + 5
Im(f(2)) = risen(5t) — 3rosen(3t) + rosen (t)

Agora, no comando Curva/ <Expressao>, <Expressio>, <Varidvel>, <Valor Inicial>,
<Valor Final> ] nos lugares que aparece o termo “<Expressao>”, devemos substituir pelas
expressoes encontradas em Re (f(z)) e Im (f(z)). Em seguida no lugar que aparece o termo
“<Varidvel>” devemos substituir por “t” (pois rg é uma constante). Como ¢ é um angulo real,
facamo-o variar de 0 a 27. Para isso devemos substituir no lugar onde aparece o termo “<Valor
inicial>” por “0”, e em “<Valor Final >” por 2.

Na Figura 4.8 podemos visualizar as imagens de f(z) para raios iguais a 0.3,1.0,1.14 e 1.7.

H&4 um recurso que dinamiza todo o precesso acima exposto. Para isso, basta digitar r ao
invés de um ntmero real 7y especifico.” O software , entdo retornard com a mensagem vista na
Figura 4.9. Ao selecionar a opg¢ao “Criar Controle Deslizante para r” aparecerd na Janela de
Visualizagdo um controle dindmico que pode ser modificado com o mouse. Além disso, se clicar-
mos com o botao direito sobre ele, podemos modificar o intervalo de variacido desse parametro.
Recomendamos que o valor de r seja um real positivo, visto tratar-se geometricamente como o
raio de um circulo.

Ainda mais, se clicarmos com o botao direito do mouse nesse controle e, em seguida, na opcao
“ Animar” podemos visualizar a evolugao dindmica das transformagoes. Disponibilizaremos uma

demosntragao de tal visualizagdo na Secdo 5.1.

®No software ndo devemos usar a notagio z = cis(t)
"Veja que sua varidvel ainda é ¢!
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f(z) X

(a) r=0.3 (b)yr=1

by

f(2) -
X
X

<

(c)r=1.14 (d)r=17

Figura 4.8: Visualizacdo de f(z) = 2° — 32% + 2 + 5 quando z = r - cis ()

Criar Controles Deslizantes ﬂ

a=2  Criar Controle(s) Deslizante(s) para: r

 Criar Controles Deslizantes | ’ Cancelar ]

Figura 4.9: Controle Deslizante



Capitulo 5

O Teorema Fundamental da
Algebra

Serao propostas duas abordagens geométricas do Teorema Fundamental da Algebra (TFA),
com o auxilio do GeoGebra. Diversas sdo as fontes que relatam a histéria e desenvolvimento
do teorema, bem como daquele que foi considerado o primeiro matemético a demonstra-lo (no
sentido mais matemaético possivel): Johann Carl Friedrich Gauss. Belas descrigoes podem ser
obtidas em [3] e [8].

Em seu enunciado o teorema declara:

Teorema 5.0.1 (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polinomio complexo nao cons-

tante admite, pelo menos, uma raiz compleza.

Como vimos, se p(z) € Clz] de grau n > 1 admite pelo menos uma raiz, entdo possuird,

exatamente, n rafzes. Logo, um enunciado equivalente a [5.0.1] seria:

Teorema 5.0.2 (TFA versao 2) Dado um polinémio p(z) € Clx] de grau n, entio p(z)

possui, exatamente n raizes complexas.

Ainda mais, as raizes podem se repetir, todavia contadas as suas multiplicidades' nao

ultrapassara o grau do polinémio, logo temos mais um enunciado equivalente:

Teorema 5.0.3 (TFA versao 3) Todo polinomio complexo p(x) de graun > 1 se escreve de

maneira Unica (excetuando a ordem dos fatores) como:

) — n n n
p(x) =an(x — )" (z —a2)™ ...« (& — o)™
onde a, € o coeficiente lider de p(x), os complexos a1,a,...,a sdo as raizes distintas e
n1,No,...,NE SG0 suas respectivas multiplicidades, ou seja, n1 +ns + ... +ng =n.

'Quantidades de vezes que se repetem.
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Existem outros enunciados equivalentes?, porém pela simplicidade do enunciado, abordare-
mos preferencialmente (5.0.1) no texto que segue.

Enfatizamos que demonstragoes rigorosas podem ser obtidas nas referéncias [7], [17], [22],
[2], [6] ou [12]. Uma demosntragéo alcunhada de “mais elementar'(o que néo implica que seja
elementar!) pode ser apreciada em [8].

Qual(is) justificativa(s) um professor do ensino médio pode oferecer ao seu aluno a favor
da veracidade de tal teorema?

Talvez alguns exibam diversos polinémios e determinem por processos algébricos ou numéri-
cos suas raizes. Porém, nem sempre é possivel exibir, explicitamente, uma raiz de um polinémio
(ver: [10], [9]) e processos numéricos raramente sdo abordados no ensino médio. Resta-nos,
entao, a interpretagao geométrica? Uma abordagem precipitada pode ser constrangedora, como
descrevemos na Introdugao 1.

Do exposto, ndo pretendemos oferecer “a solugao incontestavel” ao problema, tampouco
nao nos privaremos de apreciar elegantes abordagens usando a geometria (com o auxilio do

GeoGebra) de forma mais eficaz.

5.1 Primeira Abordagem

Nesta primeira abordagem do TFA usaremos as ideias expostas no Capitulo 3, Se¢do 3.4 sobre
Transformacées do Plano no Plano. Usaremos de forma elementar e intuitiva, resultados sobre

continuidade de fung¢des complexas.

Exemplo de Partida

Consideremos o polinémio complexo p : C — C, definido por p(z) = 2% + 22+ 5. Como justificar
que tal polindmio possui pelo menos uma raiz complexa?

Para isso, consideremos um circulo z = r (cost + isent) em C. Logo,
p(2) = r? [cos(2t) + isen (2t)] + 2r [cos(t) + dsen (t)] + 5 (5.1)

Vimos que sua imagem é continua, mas pode entrelagar-se. Porém, para r “suficientemente
pequeno” resulta que r? serd muito menor do que 7. Assim, a imagem de z por p(z) serd uma
curva fechada centrada em 5, ou melhor, no ponto (5,0).

Para melhor compreendermos isso, observe que se ¢ varia de 0 a 27 (ou seja, z d4 uma volta
completa no circulo de raio ), entdo 2t varia de 0 a 47 (duas voltas completas no circulo de

raio 72). Desprezando o termo 2 [cos(2t) + isen2t], teremos p(z) = 2r [cos(t) + isen (t)] + 5, ou

ZPor exemplo: “o corpo C é algebricamente fechado”

3Frases como essa podem tornar-se matematicamente rigorosas, todavia com nossa experiéncia como
docente em institui¢Ges de nivel médio, percebemos que sdo intuitivas e inteligiveis pelos alunos. Quando
trabalhamos, por exemplo, com sequéncias numéricas, precisamente com somas de termos infinitos em
Progressoes Geométricas, lidamos com essa linguagem constantemente.
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seja, p(z) comporta-se aproximadamente como um circulo de raio 2r centrado no ponto (5,0)
com leves pertubacdes inerentes a contribuicdo da soma desprezada.

Por exemplo, para r = 0.2, veja a Figura 5.2, item (a).

Todavia, a medida que r cresce, a imagem p(z) evolui continuamente. Como nao podemos
analisar todos os valores de r, vamos estudar o caso oposto ao descrito para r suficientemente
pequeno.

Para isso, observe que:

p(z) 72 [cos(2t) + isen (2t)] + 2 [cos(t) + isen (t)] + 5 (5.2)

= 7 {[cos(?t) + isen (2t)] + % [cos(t) + isen (t)] + 7’52} (5.3)

Quando r é “suficientemente grande” 72 é muito maior do que r, assim desprezando os termos
2 5 .
que multiplicam — e —, o polinémio p(z) serd identificado como p(z) ~ 72 [cos(2t) + isen (2t)].
roor
Ou seja, um circulo de raio 72 centrado na origem.

Por exemplo, para r = 130 a imagem de p(z) é descrita pela Figura 5.1.

Eixo Imaginario

p(z)

Eixo Real
20000 250C

0

) |-15000 -10000 -5000

Figura 5.1: Imagem de p(z), para r = 130

Ora, para r suficientemente pequeno, a imagen de p(z) estard tdo préxima de 5 quanto
quisérmos, portanto fora da origem. Mas, & medida que r cresce, a imagem de p(z) evolui
continuamente. De maneira que a origem do sistema cartesiano fica no interior da curva. A
justificativa recai no fato de que para a imagem passar da situagdo “origem do plano exterior a
curva” para “origem do plano interior a curva”, em algum momento passard pela origem. Veja
novamente a sequéncia de imagens na Figura 5.2:

Observe que existe um zy de moédulo igual a V5, tal que f(z0) = 0. A saber z = —1 + 2i,
por exemplo.

Disponibilizamos, ao professor interessado, esse exemplo de forma interativa. O docente pode
manipular a figura como desejar para explicar pausadamente o teorema (para esse exemplo).

Recomendamos o incentivo aos alunos com outros exemplos feitos por eles mesmos com o auxilio
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6! Eixo Imaginario Im
3
54
2
4_
1
3_
0
2 1 0 1 2

Eixo Real -2

O o 1 2 3 4 \&/J & 7 8

101 103

f(z)

(c)r=+/5

Figura 5.2: Sequéncias de imagens p(z)
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do software GeoGebra. A pagina na internet é:
http://www.geogebratube.org/material/show/id/105093
Uma animac¢do do mesmo exemplo pode ser vista em:
http://www.geogebratube.org/material/show/id/105089

Estamos aptos a justificar o Teorema Fundamental da Algebra.

Justificativa: Sendo p(z) = a,z" + an_12""1 4+ ...+ a1z + ap um polinémio complexo
nao constante de grau n. Para r suficientemente pequeno, se z € C é um circulo de raio r
e centro na origem do plano complexo, entdo a curva descrita por p(z) é fechada, continua e
centrada em ag, sendo a origem do plano complexo exterior a curva. Para r suficientemente
grande, a imagem de p(z) comporta-se como uma curva continua e fechada centrada na origem
do plano. Assim, para passar da situacdo “origem do plano exterior a curva” para “origem do
plano interior a curva”, em algum momento, é necessario que a curva contenha a origem do

plano complexo, possuindo assim, pelo menos uma raiz complexa.

5.2 Segunda Abordagem

Essa segunda abordagem que propomos, na realidade foi basicamente a “visualizacdo” da
demonstragao que Gauss defendeu em sua tese de doutorado. Ele ofereceu quatro provas ao
longo de sua vida, sendo a quarta um, por assim dizer, “melhoramento” da primeira (ver [5]).
Nossa intengao é de apenas exemplificar, ilustrando uma outra forma de aliar a geometria
ao Teorema Fundamental da Algebra.
Optamos por nao incluir a generalizacao para um polinémio qualquer, pois fugiria & proposta
dessa dissertagdo. Para o leitor interessado, em ([7], p. 182-186), encontra-se uma prova do

embasamento dessa abordagem.

Exemplo de Partida

Por uma questao de organizagio diddtica, usaremos a mesma fungao complexa p(z) = 22 422+5.
Em seguida, daremos alguns exemplos sem os passos descritivos, apenas para ilustracao da
abordagem.

Fagamos z = r - (cost + isent), entdo p(z) = r2cis(2t) + 2rcis(t) + 5, ou seja:
p(2) = [r? cos(2t) + 2rcos(t) + 5] + i [r?sen (2t) + 2rsen(t)] . (5.4)

Entao, p(z) = R(r,t)+il(r,t),onde R, I sdo fungoes reais de duas varidveis reais que representam
a parte real e imagindria de p(z), ou seja, Re (p(2)) = R(r,t) e Im (p(z)) = I(r,t).
Queremos mostrar que existe pelo menos um complexo zg tal que p(z9) = 0. Mas, para que

p(z) = R(r,t) + il(rt) seja nulo, devemos ter simultaneamente R(r,t) =0 e I(rt) = 0.


http://www.geogebratube.org/material/show/id/105093
http://www.geogebratube.org/material/show/id/105089
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Destarte, nossa questdo se resume a seguinte pergunta: Fxistird solucao para o sistema

abaizo?

I(rt) = r?sen(2t) + 2rsen(t) = 0

Gauss em sua tese, mostrou que sempre havera intersecao entre as partes reais e imaginarias

{ R(rit) = 0 o { r?cos(2t) +2rcos(t)+5 = 0
0

no nivel zero de qualquer polinémio.

Facamos os seguintes passos para visualizarmos estas intersegoes:

1. Digitar na Janela CAS o polinoémio p(z).

2. Substituir a variavel z por x + yi.

3. Separar a parte real da parte imaginéria de p(z).

4. Digitar no Campo de Entrada a equagdo da parte real igualando-a a zero!

5. Digitar no Campo de Entrada a equacgdo da parte imagindria igualando-a a zero!

6. Fazer as devidas modificagoes de “cores” ou “espessura de linha” para que ndo haja

duvidas de identificagao.

A Figura 5.3 nos mostra as curvas “re” e “im”, ou seja, respectivamente os graficos das

equacoes da parte real e imaginaria no nivel zero.

re

Figura 5.3: Intersegao da parte real e imaginaria de p(z) no nivel zero.

Modificamos a cor da parte real para azul e da parte imaginaria para vermelho, bem como

a espessura da linha de ambas para “5.5” e “3” respectivamente.
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Os pontos destacados (A e B) sdo as (Unicas) intersecoes das duas curvas e representam
o nimero de raizes complexas dessa funcdo p(z). Ou seja, a fungio p(z) tem exatamente duas
raizes complexas (nimero igual ao grau de p(z)).

A justificativa de tal procedimento é um tanto técnica, todavia esbogaremos uma interpre-
tagdo acessivel especificamente para esse exemplo:

Para tanto, devemos ter em mente a seguinte ideia: tentar analisar as curvas em um sistema
polar.

Para isso, considere um circulo I' de raio r suficientemente grande. A palavra “suficiente-
mente grande” deverd contemplar interseges entre as curvas de R(z,y) =0 e I(x,y) = 0.

Na forma polar Re (p(2)) = r% cos 2t+7rcost+5 e Im (p(z)) = r’sen 2t +rsent. Reescrevendo
sob a forma: Re (p(z)) = 72 (cos 2t + %cost + 7‘52) e Im (p(z)) = r? (senZt + z), podemos
perceber que para r suficientemente grande, as curvas das partes real e imagindria de p(z)
aproximam-se, respectivamnete das curvas 72 cos 2t e r2sen2t. Como r* > 0 o sinal de Re (p(2))
e Im (p(z)) concordard com as respectivas curvas: cos 2t e sen2t.

Nao é dificil perceber que cos 2t muda de sinal em ¢ € {7 /4,37 /4,57 /4,77 /4,...}, ou seja em
miultiplos impares de t = 7/4. Entretanto, sen2t muda de sinal em ¢ € {0,7/2,27/2,37/2,...},
ou seja, no ponto médio de cada intervalo em que cos 2t = 0.

Nas Figuras 5.4 e 5.5, podemos verificar a variacdo de sinal da parte real e imaginaria,

respectivamente, das fungoes trigonométricas em questao.

im
F —
re
w4

/8 7m/8

L]
| H G
G

o8, 15m/8
74 /
51/4
E 3mw/2
\ 1M/ —
131 /8
Figura 5.4: Estudo do sinal de Re (p Figura 5.5: Estudo do sinal de Im (p(z))

Analisemos, primeiramente, a Figura 5.4. Para uma melhor visualizagéo, consideramos cada
arco de circunferéncia da cor marrom, como arcos “t” cujo cos 2t seja negativo e cada arco da
cor laranja, como arcos “t” cujo cos 2t é positivo. Mais especificamente, os arcos que possuem

sinal positivo estdo entre: 7w /4 e 7/4; 37/4 e 5w /4. Aqueles que possuem sinais negativos estao
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entre: w/4 e 3n/4; b /4 e Tn/4.

Veja novamente a Figura 5.4, um ramo da curva R(z,y) = 0 “entra” no circulo I' no ponto
D onde o sinal é positivo, e “sai” no ponto C' onde o sinal é negativo. Como essas fungoes sao
reais e continuas, pelo teorema do valor intermedidrio (2.2.2), possuird um zero nesse intervalo.

As mesmas consideragoes descritivas de cores fizemos para sen2t. Especificamente: os arcos
que possuem sinal positivo estdo entre: 0 e 7/2, m e 37/2. Aqueles que possuem sinais negativos
estdo entre: 7/2 e m, 31/2 e 2.

Analisando, agora, a Figura 5.5, percebemos que um ramo da curva I(z,y) = 0 “entra” no
circulo I no ponto F' onde o sinal é negativo e “sai” no ponto E onde o sinal é positivo. Pelo
teorema do valor intermedidrio, possuird um zero nesse intervalo.

Ora, entéo pelo menos no intervalo de 0 a 7 existe algum complexo z tal que R(z,y) =0 e
I(z,y) = 0 (simultaneamante!). Logo, p(z) possui pelo menos uma raiz complexa. [ ]

Essa abordagem nao apenas garante a existéncia de pelo menos uma raiz, mas exibe geo-
metricamente todas as raizes: as intersegbes entre a parte real e imaginéria no nivel zero!

A Figura 5.6 ilustra o Teorema para diversos polindémios:

Finalizando, gostariamos de chamar a atencdo do professor para o caso em que haja raizes
repetidas em um polinémio. A visualizagdo pode nao ficar clara se ndo houver uma explicagao
prévia para tais casos.

Por exemplo, considere o polindmio, p(z) = 22° — 112* + 182 — 1822 4+ 16z — 7. Por
uma inspecdo simples podemos ver que z = 1 é uma raiz dupla de p(z). De fato, p(z) =
(z=1(z=1)(z—=0)(z+1)(22 = 7).

A visualizacao das partes reais e imagindrias no nivel zero é dada na Figura 5.7:

Observe que mesmo p(z) possuindo grau 5, visualizamos quatro pontos de intersegio!
Obviamente o teorema nao falhou para este caso! Acontece que o ponto C' representa a raiz

repetida em questao!
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RN
AN

\W

(e) ps(2) (f) ps(2)

Figura 5.6: Visualizacdo do TFA para (a) p1(z) = 23 + 222 + 2 + 2,

(b) p2(2) =22 +9, (c) p3(2) = 2° =323 + 2+ 7, (d) pa(z) = 27 — 2* + 3,
(e) ps(z) = (10 + 71)2 - (Sz)z + (=143 +22+m2+ (5+2i) e

(f) ps(2) = (e +1)213 + 727 — i
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=

re

Figura 5.7: Visualizacao das raizes de p(z 225 — 112% + 1823 — 1822 + 162 —
O ponto C representa a raiz dupla z = 1.

Nao é coincidéncia as curvas concentradas no ponto C: Vemos dois ramos em azul (mais
espesso) e dois ramos em vermelho (menos espesso). Estes representam as curvas das partes
real e imaginaria da raiz dupla em questao.

Na Figura 5.8 podem ser observados os seguintes polinémios com raizes repetidas:

o p1(2) =2° + (=4 — 3i)2* +12i2% + (12 — 8i)2* + (—9 — 4i)z + 3.

o po(2) = 2"+ (=7 —30)2° + (18 + 244) 2% + (=10 — 70i)z* + (—35 + 100i) 2> + (69 — 75i) 2% +
(—48 + 28i)z + 12 — 4i.

o p3(z) =25 — 1225 +582% — 14423 + 19322 — 1322 + 36.

o pa(z) = 21 — 33210 +4792% — 40232% + 2164627 — 780782° + 19240225 — 3263222 +
3862892° — 33315327 4 2150552 — 80919.
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=

= (z—1)3(z = 1)( (z — )4z —2i)%(z — 3 +1)

e

Figura 5.8: Visualizagdo do TFA com raizes repetidas.

N\

3)(z+1i)(z—i)(z —6—

z—6+z






Capitulo 6

Consideracoes Finais

“A Geometria faz com que possamos adquirir o hdbito de raciocinar, e esse

habito pode ser empregado, entdo, na pesquisa da verdade e ajudar-nos na vida”.

(Jacques Bernoulli).

Sabemos que a beleza do Teorema Fundamental da Algebra ultrapassa qualquer aborda-
gem “visual”. Porém, abordagens visuais eficazes, podem acrescentar de forma significativa a
elucidagao de tal teorema.

De forma empirica, nossa experiéncia no ensino bésico, alerta-nos a constante desvalorizacéo
da matematica, quer por parte dos alunos ou por parte de nossos colegas professores. Para que
nao haja um “desgaste” no processo de ensino, troca-se a demonstracao pelas férmulas prontas.
Contudo, entendemos que demonstragoes aridas e com linguagem técnica excessiva pode afastar
o aluno iniciante na mesma medida que o total desprezo ao raciocinio dedutivo das mesmas.

O docente que leciona em tal nivel de ensino deve despertar a investigacdo em seu aluno,
tornando-o participante ativo no processo de construcao do conhecimento.

E nesse ponto de inflexdo que esta dissertacio estd inserida. Especificamente voltada a um
dos teoremas que sao apenas citados como validos no ensino médio, propomos duas abordagens
geométricas que podem auxiliar o docente em sala de aula.

Fizemos uma revisao de topicos prévios como nimeros complexos e polinémios, prezando
sempre em esclarecer notagoes ou curiosidades em forma de paradoxo. Esperando assim contri-
buir & qualificagdo continua do docente.

Estamos cientes que o texto exposto precisa ser implementado! Seja em processos mais
eficientes no software GeoGebra, ou na verificagdo metddica dessas abordagens em uma pesquisa
cientifica. Os primeiros passos ja foram dados: apresentamos um minicurso no primeiro encontro
de matematica no IFBA (Instituto Federal da Bahia) campus Valenga-BA. Estavam presentes
professores das diversas redes de ensino e alunos de licenciatura em Matematica. A proposta
foi bem aceita pelos presentes, sendo acolhidas varias sugestoes expostas.

Recomendamos que antes das aulas que abordardo o TFA, sejam feitas oficinas que expliquem
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os comandos iniciais do GeoGebra. Entendemos que dessa forma o professor podera usufruir de
tempo e esclarecimentos suficientes ao entendimento do teorema.

Concordamos com (Rabardel, [11]) no que diz respeito a “génese instrumental”. Com efeito,
esse processo é continuo e demanda esforgo por parte do professor e aluno. Todavia, ao apropriar-
se das potencialidades e entraves do software diversos sao os horizontes que o discente pode
explorar.

Do exposto, incentivar a Investigagio no aluno por meio da andlise geométrica do TFA,

gradualmente, fard com que aprecie a beleza de tal teorema em sua forma mais natural.
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Apéndice A
Teorema do Valor Intermediario

Devido a importancia de tal teorema e de sua imediata consequéncia ja mensionada (Teorema
de Bolzano), decidimos elaborar esse breve apéndice para auxilio do professor.

Daremos apenas uma interpretacdo geométrica do teorema. Todas as ideias abordadas
aqui sobre “continuidades de fungoes reais” sao elementares e intuitivas. Para uma abordagem

aprofundada recomendamos a referéncia [15].

Teorema A.0.1 (Teorema do Valor Intermediario) Seja f : [a,b] = R uma fungdo con-
tinua. Se f(a) <k < f(b) (ou f(a) >k > f(b)), entdo existe ¢ € [a,b], tal que f(c) = k.

Se k = f(a) ou k = f(b), o teorema ¢é imediato, pois basta tomar, respectivamente, ¢ = a ou
¢ =b. Por isso, vamos considerar o caso em que f(a) < k < f(b).

Observe a Figura A.1, nela os pontos A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)).

O ponto (0,k) é um ponto qualquer no eixo y tal que, esteja entre os pontos (0, f(a)) e
(0, £(5)).

Assim, geometricamente, o teorema nos diz que a reta y = k deve interceptar a curva f(z)
em pelo menos um ponto (¢, k), com a < ¢ < b.

Observe que pode haver mais de uma intersecao.

Agora, a Figura A.2 nos da a interpretacio geométrica quando f(a) e f(b) possuem sinais
opostos.

Para esse caso, necessariamente a curva f(x) intercepta o eixo x. Ou seja, dada a reta de
equacao y = 0, ela possui pelo menos um ponto de interse¢do com a curva f(z). Em outras

palavras: f(x) possui pelo menos uma raiz. [ ]
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f(b) 4

s

f(a) ¢

Figura A.1: Interpretacdo do Teorema do Valor Intermediario.

\is

Figura A.2: Interpretagdo do Teorema de Bolzano.
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