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RESUMO

Reis, E. R. S. (2013). Estudo de Simetria e seu ensino no nivel fundamen-
tal e médio. Dissertacao de Mestrado, Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacao. Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos.

Esse trabalho tem por objetivo estudar Teoria dos Grupos focando nos
Grupos de Simetrias, destacar a importancia desse estudo e analisar es-
tratégias para ensinar o conceito de simetria de forma inteligivel para os
alunos do ensino fundamental II e ensino médio.

Palavras-chave: Simetria, Grupos.

ABSTRACT

Reis, E. R. S. (2013).Study of Symmetry and its teaching in elementary
and high school. MSc Thesis, Institute of Mathematics and Computer. Uni-
versity of Sao Paulo, Sao Carlos.

The pourpose of this work is to study Group Theory focusing Groups of
Symmetries, to reiterate the importance of this study and launch strategies
for teaching the concept of simetry in an intelligible form for elementary and
high school students.

Keywords: Symmetry, Groups.
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1 Introducao

Muitas vezes ao observar a natureza vemos uma certa harmonia entre as
formas e cores como, por exemplo, na maioria das borboletas a asa direita é
igual a asa esquerda. E assim ao estabelecermos, mesmo que intuitivamente,
uma correspondéncia entre as distancias dos pontos que formam os desenhos
das asas, estamos usando o conceito de um dos tipos de simetria.

Ha registros de que os babilonios e os egipcios usavam o conceito de sime-
tria em suas pinturas, artesanatos e para resolver problemas do cotidiano. Ao
longo da histéria o homem utilizou esse conceito e eventualmente comecou a
formalizar a ideia usando linguagem matemaética e com isso pode compreen-
der melhor o conceito de simetria e aperfeicoar sua aplicacao em varias areas
do conhecimento.

O estudo de simetria tornou-se importante e fundamental em diversas
areas do conhecimento como Arquitetura, Artes, Biologia, Fisica, Quimica,
Matematica, Literatura entre outras.

No século XIX, Evariste Galois formalizou o conceito de  Simetria
Geométrica baseado na ideia de grupos de transformagoes. A ideia de grupo é
usada para se obter uma estrutura no conjunto das transformacoes isométricas
de um objeto em si mesmo.

Nosso objetivo é salientar a importancia da formalizagao do conceito de
simetria. Inicialmente focaremos nosso estudo na teoria de grupos (abstratos)
dando como exemplos o conjunto das simetrias de alguns objetos geométricos
mais simples como poligonos e poliedros, posteriormente citaremos exemplos
de aplicagoes e daremos sugestoes de como trabalhar essa formalizacao no
ensino basico.



2 Conceitos Geométricos Fundamentais

2.1 Figuras Geométricas

Ponto e Reta

Conceitos como ponto e reta sao primitivos entao os aceitaremos sem
definicao. O ponto possui ”dimensao”zero e a reta possui ”dimensao” um.

2.1.1 Figuras Planas

Plano

Um plano é um subconjunto do espaco R? de tal modo que quais-
quer dois pontos desse conjunto pode ser ligado por um segmento de reta
inteiramente contido no conjunto. O plano posssui ”dimensao” dois.

Figura 1:

Poligono

E uma figura plana e fechada delimitada por trés ou mais segmentos
de reta que se intersectam dois a dois apenas nos extremos. Os segmentos sao
denominados lados do poligono. Os pontos de interseccao sao denominados
vértices do poligono.

Poligono Convexo

E um poligono P tal que se A € P e B € P entao todo o segmento AB
esta em P.



2.1.2 Figuras Espaciais

Poliedros

Poliedro é uma regiao espacial delimitada por quatro ou mais poligonos
que se intersectam, dois a dois, apenas nos lados dos poligonos. Cada um
desses poligonos chama-se face do poliedro, cada lado comum a duas faces
chama-se aresta do poliedro e cada vértice de uma face é também chamado

vértice do poliedro.

Figura 3:

2.2 Transformacoes (Geométricas

Uma transformagao geométrica é uma aplicagao biunivoca T : X—Y,
onde X e Y sao objetos geométricos.
Especificamente estudaremos transformacgoes geométricas que levam uma
figura a outra ”geometricamente equivalente” e tomaremos em geral figuras
nos espacos R, R? e R?, onde:

e 0 conjunto dos numeros reais R é representado geometricamente pela
reta

e R? = R x R representado geometricamente pelo plano

e R3= R? x R representado geometricamente pelo espaco.

2.2.1 Homotetias

Fixado um ponto V' do plano «, e um nimero real £> 0, a homotetia
de centro V e razao k é a transformagao Hyj, que associa a cada ponto D
do plano «, o ponto F' = Hy (D) de «, tal que a medida do segmento V F
é igual a k vezes a medida de VD (VF = k.V D) e os pontos V, D e F sdo

colineares.



Uma homotetia preserva os angulos, as razoes entre os segmentos de reta
e o paralelismo.

Figura 4:

2.2.2 Isometrias

Um espaco métrico X é um conjunto munido de uma métrica
d: X x X—R onde d é chamada funcao distancia que para quaisquer =,y e
z € X satisfaz:

o d(z,y) >0
o d(z,y) =0 =y
e d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2)

Uma aplicagao f : X—Y sobrejetora entre espagos métricos é uma isome-
tria se d(f(z), f(y)) = d(z,y) para todo z,y € X, ou seja, isometria é uma
transformacao geométrica que, aplicada a uma figura geométrica, mantém
as distancias entre pontos, mantendo a amplitude dos angulos e deixando a
figura transformada ”geometricamente equivalente”a figura inicial, podendo
variar a direcao e o sentido dos segmentos. As rotacoes, translacoes e re-
flexdes sao isometrias simples. Para uma melhor visualizacao do conceito
considere a aplicacao f : R2—=R? tal quef(A) = A’ e f(B) = B, conforme o
desenho abaixo:



Figura 5:

2.2.3 Translagoes

No plano R? uma translacio T: R? — R? ¢é definida por
T(x,y) =T(x+a,y +b), para fixados a e b € R e quaisquer z, y € R.
Seja P(x1,y;) um ponto que é levado por uma translagdo, determinada

por (a,b) sobre uma reta m, a um ponto Q(xs,y2) conforme mostra a figura
abaixo:

W=¥th & — — — — — —

O

Figura 6:

Note que a translacao desliza a figura na direcao da reta m.
Entao, de forma matricial para qualquer (z1,z2) € R, temos:

r([o]) =] =[n] + 18] =[530]

Rotacoes em R?

Rotacao é um tipo de isometria que mantendo um ponto fixo O
(centro de rotagao) desloca cada ponto P; do objeto a um ponto P, sob um
angulo fixo P OP, (denominado 6).



Seja Pi(z1,y1) um ponto que é levado por uma rotacado de centro na
origem do sistema de coordenadas e angulo #, no sentido anti-horario, ao
ponto Py(z2,y2) -

Figura 7:

Como a rotagao é uma isometria entao d(O, P;) = d(O, Py) que conside-
remos igual a r e assim teremos;

r1 = rcosf
Yy = rsenf
e

xo = 1cos(f 4 0) = r(cosf.cost — senf3.sen) = rcos3.cosd — rsenf3.send
Ty = w1080 — y15enb

Yy = rsen(f + 0) = r(cosbsenf + cosfsend) = rcosfsenf + rcosfsend
Yo = x15enl + y cosd

Logo, de forma matricial temos:

T | costl —send r1 | | cosbxy — senby;
Y2 | senf  cosf y1 | | senBxy + cosby,

Entao
cos) —senb }

FRo = [ senf  cosb

Onde para € = 0° ou 360° teremos a matriz identidade que é o elemento
neutro da operagao multiplicacao de matrizes, pois Ry.I = Ry. Esta matriz

é representada por:
j cos0  —sen0 | 1 0
| sen0  cos0O 101

E se considerarmos a rotagao que leva Pj(x1,y;) ao ponto Ps(z3,y3) no
sentido horario teremos de forma andloga
xg =rcos(B + (—0)) = x1cos(—0) — yysen(—0) = x1cos0 + y, senb

7



ys = rsen(f + (—0)) = x1sen(—0) + y1cos(—0) = —x1send + yicosd
Logo R, 16 a operacdo inversa de Ry pois Ry .Ry 1 = J e esta é represen-
tada por:

Ry — [ cost sen@}

—senfl  cosf

Verificagao da representacao matricial da rotacao
Dados os pontos A = (z1,41), B = (22,%2), C = (23,¥3), D = (T4,Ys),

E = (x5,y5), F = (x6,ys) tais que formem um hexdgono regular de centro
na origem do plano cartesiano, como na figura abaixo:

C=(1,173) 2 B=(1,1.73)

D= (2,0 \ A= 2.0
3 L - 1 2 3

E=(1,-1.73) -2 F={1,-173

Figura 8:

Tomando a representacdo matricial descrita acima, § = 60° e A=(2,0)

teremos
To | cos60°  —sen60° 2
Yo | sen60°  cos60° 0
Logo 2o = 1 e y» = v/3 = 1,73 que sdo as coordenadas do ponto B, ou
seja, através da aplicacao rotacao de 60°, em sentido anti-horario, sobre o

ponto A obtém-se o ponto B e assim analogamente para os outros pontos e
outros angulos (no caso 0° ou 360°, 120°, 180° e 270°).

Rotagoes em R3

Seja F(x1,y1,21) um ponto que é levado por uma rota¢do em torno do
eixo z de um angulo 3, no sentido anti-horario, no ponto F(z2, ys, 22)



Figura 9:

Como a rotagao ¢ uma isometria entdo d(O, F') = d(O, E) que considere-
mos igual a r e d(O, A) = d(O, B) = \/r? — 2} = s, assim teremos;

xr1 = S.cosa

Y1 = s.sena

Z1 = r.sen

e

Ty = s.cos(a+0) = s(cosa.cosl—sena.senll) = s.cosa.cosl—s.sena.send

To = w1080 — y1senb

Y2 = s.sen(a + 0) = s(cosfsena + cosasend) = s.cosfsena + s.cosasent

Yo = x15enb + yicosd

Zg = Tr.8en\ = 21

Logo, de forma matricial temos:

To cosd —senf 0 1
Yo = | senf cost 0 U1
2o 0 0 1 21

Entao
cosl —senfl 0

R.p= | senfl cos® 0
0 0 1

Analogamente as rotagoes em torno do eixo z e do eixo y sao representadas
por:

1 0 0 cos) 0 —senb
Ryp= |0 cos —sent | ,R,9= 0 1 0
0 senf cosO senfl 0 cosO

E a rotacao de 0° ou 360°, é a Identidade que quando identificadas como
matrizes é o elemento neutro da multiplicacao de matrizes, que é representada



por:

1
I=10
0

o = O
_ o O

E féacil concluir que toda rotagao possui inverso, pois basta rotacionar no
sentido horario e teremos:

1 0 0 cos 0 senb
R;}; =10 cost send | =R,y , ;é = 0 1 0 =R, o
0 —senfl cos —senl 0 cosO

cos)  senfl 0
R;é: —senl cos 0 | =R, ¢
0 0 1

Verificagao da representacao matricial da rotacao

Dados os pontos I = (z1,y1,21), J = (22,92, 22), K = (x3,y3,23), L =
(T4,Ya,24), M = (25,45, 25), O = (w6, Y6, 26), P = (27, Y7, 27), Q = (¥, Ys, 28),
R = (559,9972’9)7 S = (5U10,?J10,Z10), T = (5511,?/1172’11), U= (33127912,212) tais
que formem um prisma hexagonal regular de centro na origem do sistema
cartesiano, conforme a figura.

+T

L=(1,1.73 2.0p
M=(-2,0,2.02 . - K=(11.732.02)

Y1,1.72,-2.02)
WR=2,0-202

P=C1-173,-202) | g-¢1,1173,-2.09)

Figura 10:

Tomando a representacao matricial descrita acima, 6 = 180° em torno do
eixo x e J=(2,0,2.02) teremos

10



Ty 1 0 0 2

Yo =1 0 cosl80° —senl80° 0
29 0 senl80° cosl180° 2.02
Logo xg = 2, yg = 0 e z9g = —2.02 que sao as coordenadas do ponto R, ou

seja, através da aplicacao da rotacao de 180° em torno do eixo x, em sentido
anti-horario, sobre o ponto J obtém-se o ponto R e assim analogamente para
os outros pontos, outros angulos e outros eixos.

2.2.5 Reflexoes

Reflexoes em R

Na reta R uma reflexao r: R — R é definida por um de seus pontos,
exatamente o que é fixado pela reflexao, isto é, r(P) = P e para X # P tal
quer(X)=X"#Xed(P,X)=d(P,X").

[ o

Figura 11:

Reflexoes em R?

No plano R? uma reflexdo r: R? — R? é definida por uma de suas
retas, exatamente a reta m onde a reflexao é fixa, isto é, se P € m entao
r(P) = P. Se P, ¢ m entao r(P,) = P, onde d(P,,m) = d(P;,m) e além
disso P, e P; pertencem a mesma reta « (perpendicular a m).

Seja Pj(x1,y;) um ponto que é levado por uma reflexdo em torno da reta
que passa pela origem y = mz (onde m = tgf ) no ponto Py(xs,ys).

11



Figura 12:

Considerando d(O, P,) = d(O, P;) = r, temos:

Ty = rcosa

Y1 = rsena

ecomoy=p0—«

9 = 1cos(2f — a) = r(cos2fcosa + sen2fsena) = x1c0825 + y15en23
Y2 = rsen(2f — a) = r(cosasen2f — cos2fBsena) = xysen2f — yicos2f
De forma matricial temos:

To | cos2B8  sen2f 1
Y2 | sen2B —cos2p U

. [ cos2  sen2f ]

onde

sen2f —cos2p3

Usando os conceitos e as propriedades de matrizes e transformacgoes po-

deremos obter a matriz reflexdo em relagdo a uma reta r (eixo de simetria).

Primeiramente, dado um ponto a reflexao em torno do eixo x leva o ponto

ao seu simétrico, ou seja, r: R* — R? r(z,y) = (x, —y), e analogamente em
torno do eixo y, r(z,y) = (—x,y).

24

¥

Figura 13: Figura 14:

12



De forma matricial teremos:

SRR HE (IR

Logo, as representagoes matriciais da reflexao em torno do eixo z, r, e
em torno do eixo y, r, sao dadas por:

1 0 -1 0
o A=)

Agora considere uma reflexao de um ponto A em torno de uma reta r
que passa pela origem e que nao seja nenhum dos eixos (x,y ou z). Aparen-
temente essa reflexao nao é tao simples mas se rotacionarmos r até o eixo x
(ou eixo y) e o ponto no mesmo angulo e sentido, em seguida aplicarmos a

reflexao do ponto em torno do eixo e rotacionarmos a reta e o ponto refletido
novamente ao sistema inicial teremos a reflexao pretendida, assim:

Figura 15: Figura 16: Figura 17: Figura 18:

Matricialmente temos:

1| cosB —senp 1 0 cosfp senf |
R’Berﬂl_ {senﬁ cosf3 ] [O —1} {—senﬁ cosf3 ] o

cos23  sen2f
sen2f3  —cos2f

De forma andloga teremos a reflexao do ponto através da rotacao da reta
r até o eixo y.

_ - cosfp senf -1 0 cosfB —senf3 |
RﬂlryRﬁ_{—senﬁ 005/6’1 [ 0 1} {senﬁ cosf3 ]_

—cos2f3  sen2f
sen2B  cos2(

onde [ é o angulo formado entre a reta r e o eixo referido (z ou y).

13



Verificagao da representacao matricial da reflexao

Dados os pontos A = (z1,41), B = (¥2,92), C = (23,43), D = (24, y4),
E = (x5,y5), F = (x6,ys) tais que formem um hexdgono regular de centro
na origem do plano cartesiano, como no exemplo.

C=(1,1.73) 2 Bl 173)
1_
D=2 0 \ e
3 = T » r
-1
E={1,-1.73) -21 F=(1,-1.73)
Figura 19:

Tomando a representagao matricial descrita acima, § = 120° e A = (2,0)

teremos
x5 | cos240°  sen240° 2
Ys | sen240° —cos240° 0
Logo z5 = —1 e y5 = —V/3 =2 —1, 73 que sdo as coordenadas do ponto F,
ou seja, através da aplicacao de reflexdo do ponto A sobre a reta C'F' (eixo

de simetria) com inclinacao de 120° em relac¢ao ao eixo x, obtém-se o ponto
E e assim analogamente para os outros pontos e outros eixos de simetria.

Reflexoes em R3

Dado um ponto em R?, a reflexdo em torno do plano 2Oy leva o ponto
ao seu simétrico, ou seja, r: R* — R®, r,,(2,y, 2) = (z,y, —2), analogamente
em torno do plano yOz, ry.(x,y,2) = (—z,y,2) e em torno do plano 2Oz,
re.(2,y,2) = (x, -y, 2).

Matricialmente:
1 0 0 -1 0 0 1 0 0
Tey= |10 1 0 Ty = 0 1 0| ry= -1 0
0 0 —1 0 0 1 0 0 1



Seja F'(x1,41,21) um ponto que é levado por uma reflexdo em relacao ao
plano zm, passando pela origem do sistema cartesiano e formando com o
plano zz um angulo 3, no ponto K (xs,ys, 22). Ao rotacionarmos o plano zm
até o plano xz e o ponto no mesmo angulo e sentido, aplicarmos a reflexao
do ponto em relacao ao plano xz e em seguida rotacionarmos o plano zm e
o ponto a posicao inicial, obteremos a reflexao pretendida.

Figura 20:
Matricialmente
To cos2f  sen2B3 0 1
Yo = | sen2 —cos2f 0 U1
2o 0 0 1 21
Logo

cos2f  sen2B 0
Tom = | sen2B —cos2B3 0
0 0 1

Analogamnente as reflexdes em torno dos planos xm e ym sao represen-
tadas por:

1 0 0 cos23 0 sen2p
Tem = | 0 cos2B8  sen2B |, rym = 0 1 0
0 sen2B8 —cos2p sen2f 0 —cos2f

15



3 Conceitos Algébricos Fundamentais

3.1 Grupos

Dizemos que % é uma operacao binaria definida num conjunto G nao
vazio, ou é uma lei de composicao em (G, se para quaisquer z, y € G, isto é,
para qualquer par ordenado (z,y) de GXG, corresponde um tnico elemento
de G, denotado por z =z xy :

x : GXG - G
(z,y) = =
Um grupo G é um conjunto nao vazio munido de uma operagao

binéria %, denotado (G,*), que satisfaz

i. ax(bxc)=(axb)x*c, para todo a, b e c € G (associativa).

ii. existe um elemento e € G tal que axe =a e exa =a, paratodoa € G
(elemento neutro).

iii. para cada a € G existe em elemento d € G tal que axd=ced*xa=-e
(elemento inverso).

O grupo é chamado abeliano se para todo a,b € G, a xb = b* a (comu-
tativa).

Exemplos de Grupos

5, 6) que por facilidade denotaremos nas tabelas abaixo sem o trago e observe
as tabelas obtidas da operacoes adicao e multiplicacao médulo 7.

+(0 1 2 3 4 5 6
0/{0 1 2 3 4 5 6
111 2 3 4 5 6 0
212 3 4 5 6 01
313 4 5 6 0 1 2
414 5 6 0 1 2 3
515 6 01 2 3 4
6|6 01 2 3 4 5

16
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A partir das observacoes da tabela é facil verificar que as propriedades de
grupo sao satisfeitas em (Z7, +), mas nem todas sao satisfeitas em (Z, .),
pois o 0 (zero) nao possui elemento inverso uma vez que, para esta operagao,
1 é o elemento neutro. Assim podemos afirmar que o conjunto Z, definida
na operagao adicao é um grupo mas o mesmo conjunto definida na operagao
multiplicagao nao é.

3.1.1 Grupo de Matrizes (com a operagao multiplicagao)

O conjunto das matrizes nxn inversiveis, ou seja, com determinante
nao nulo, munido da operacao de multiplicacao de matrizes é um grupo.
Denominaremos este grupo de matrizes por GL(n,R).

Exemplos de Grupo de Matrizes

Dadas as matrizes
a1 a2
a21  G22
que pertencem ao conjunto das matrizes 2x2 com determinante diferente de

zero, fica facil verificar que as propriedades de grupo sao satisfeitas pois
também sao propriedades de produto de matrizes, como descrito abaixo:

aip a2 10 _ a1 Q12
Q21 A2 ' 01 Q21 A22
Q11 Aa12 b1 bio C11 C12 _
Q21 Q22 ' ba1 Do ' Co1 (€22
a1l a2 b1 bio C11 C12
Q21 A2 ' bai by ' C21 €22
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Como por definicao o determinante é diferente de zero entao existe uma

matriz tal que:
11 Q12 dii dig _ 10
a1 aga | | da dao 0 1
Assim, dizemos que o conjunto G'L(2) munido da operagao multiplica¢ao
é um grupo.

3.1.2 Grupo de Permutagoes

Dado um conjunto A de n elementos representado por A = {1,...,n},
entao toda bijecao o : A— A é chamada uma permutacao de A, que podemos
escrever na forma matricial como a que se segue:

o= o(l) o(2) -+ o(n)

onde o(i) (i=1,...,n) é a imagem de cada i pela aplicacdo o e a ordem
deste conjunto de bijecoes, denotado Bij(A) é nl.
Exemplo de Grupo de Permutagoes

Dado um conjunto de 3 elementos B={1,23}, a aplicagao
o : B—B tal que o(1) = 3,0(2) = 1,0(3) = 2 é uma bijecao. E todas as
possiveis bijecoes o : B—B sao:
3
3

[12 3 e 9
TT=11 923|271 1
3 123
21 % =12 31

123 1
94713 92 1|97 |3

Logo Bij(B), usualmente chamado Py = {01, 09, 03,04, 05,06}
O conjunto de todas estas permutacoes munido da operagao composicao
de fungoes é um grupo.

NI
O
—_
Q
w
[
| — |
O =

—_

3.1.3 Homomorfismo de Grupos

Dados dois grupos (S,.) e (G, *). Uma aplicacao o: S — G é chamada
de homomor fismo de grupos, se e somente se, o(a.b) = o(a) x o(b), para
quaisquer a, b € S.

Um homomorfismo é sobrejetivo se o (S) = G e é injetivo se para quaisquer
aebeS, o(a) =o(b) entdo a = b. Quando um homorfismo é sobrejetivo e
injetivo dizemos que o homomorfismo é bijetor.

Obs: o é injetivo se, e somente se, o~ {e'} = {e}, onde ¢’ e € sdo elementos
neutro.
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3.1.4 Isomorfismo de Grupos

O homorfismo é chamado isomorfismo se for bijetor.

3.1.5 Grupos Isomorfos

Se a aplicacao o: S — G é um isomor fismo de grupos entao S e G sao
chamados isomorfos.

Exemplos de Grupos Isomorfos
Dados os grupos (R, . ) e (R, +), entéo a aplicagao

log : Ry — R
x +— log(x)

¢ um homorfismo de grupos pois log(x.y) = logz + logy, para quaisquer
r,y €R

Note que a aplicagao log leva elemento neutro de (R;, . ) no elemento
neutro de (R, + ) (log(1) = 0) e como a aplicacdo inverva de log:

exp : R — R,
x +— exp(x)

também é um homorfismo, ja que exp(x.y) =exp(x)+exp(y), para quaisquer
z,y €R

Podemos concluir que a aplicacao log é um isomorfismo de grupos e assim
(Ry, . ) e (R, + ) sdo isomorfos.
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4 Grupos de Simetrias de Figuras Planas

Dada uma figura geométrica F', uma transformacao bijetora T : F'—F

que preserva distancias entre os pontos de F' é uma simetria de F.

Observe que dada duas simetrias 177 : F'—F e T, : F—F a composi¢ao
Ty 0T : F—F ¢ bijetora e preserva distancias, logo ainda é uma simetria.

E claro que, [ : F—F', a aplicagao identidade ¢ uma simetria. E se T" é
uma simetria, entdo existe a aplicacio T~ ! inversa de T tal que
d(T7(a), T~(b)) = d(a, b) satisfazendo assim as propriedades de grupo.

Logo, o conjunto de todas as transformagoes bijetoras de F' em F', que
preserva a distancia entre seus pontos, munido da operagao composicao de
funcoes forma o grupo de simetria da figura.

Para ter uma ideia geométrica estudaremos o grupo de simetria de algu-
mas figuras planas.

4.1 Grupo de Simetrias de um Triangulo Isésceles

Tomemos o triangulo isésceles de vértices A, B e C conforme o desenho,
onde y é mediatriz de BC'.

Figura 21:

A rotagao de 0° em torno do centro do triangulo é determinada pela
bijecao dos vértices do triangulo.

,_[ABC
~|lABC

A reflexdo r : R2—=R?, fixa a reta y e leva B em C e C em B de tal
forma que se tenha uma isometria ja que d(B, M) = d(C, M). Essa reflexao

¢ determinada por:
_|A B C
"“lAcCc B
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Esses movimentos formam um conjunto {/,r} que denominaremos por
S

Acompanhando a tabela abaixo de operacao composicao dessas trans-
formacoes no plano

E facil concluir que as trés propriedades de grupo com a operagao com-
posicao sao satisfeitas e entao o conjunto Sy; é denomidado grupo de simetria
do triangulo isosceles.

4.2 Grupo de Simetrias de um Retangulo

Consideremos o retangulo (ndo quadrado) ABC'D, onde x e y sdo me-
diatrizes dos lados AD e DC

Figura 22:

Os movimentos de reflexao em torno dos eixos de coordenadas z e y sao
simetrias e sao descritas pelo esquema

[A B C D [A B C D
""T|IpD c B A|™T|B A4 D C

Se rotacionarmos 0°, 180° em torno de E (centro do retangulo) no sentido
anti-horario, teremos

I_ABCD R [A B CD
" |A B C D B~ D A B

Esses movimentos formam um conjunto que denominaremos
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S, I{[a"”ya"“x,Rwo}-
Acompanhando a tabela abaixo de operacao composicao dessas trans-
formagoes no plano

© I T Y Ty R180

I I T Y Ty ngo
’I“y Ty I R180 Tz
Ty ry  Rigo I Ty
Rigo | Riso T Ty I

observamos que:

1y (r°Rigo) = 1r,,°1y = 1 = Ri180°Riso = (1,°15)° Riso para quaisquer trés
elementos do conjunto S,.

r,°I =1y, ..., R180°] = Riso , entdo I ( elemento neutro) pertence a S,.

ry°Rigo = I, ...,7:°75, assim cada elemento do conjunto S, possui inverso.

Além disso, analisando a tabela vemos que é simétrica implicando que
r3°ry = 1,°r;, OU seja, satisfaz a propriedade comutativa.

Logo o conjunto S, munido da operacao composi¢ao é o grupo de simetrias
do retangulo e esse é comutativo.

4.3 Grupo de Simetrias de um Triangulo Equilatero

Dado um triangulo equildtero ABC, temos:

Figura 23:

[4 B C [A B C " [A B C
m=1lA cB|™ |c B A|™T|B A C

onde ry,,r, e r, sao os movimentos de reflexao em torno do eixo de simetria
axial, ou seja das retas m,n e p.

Ao rotacionarmos 0°, 120° e 240° em torno de D (centro do triangulo
equildtero) no sentido anti-horario, teremos:

22



ABC ABC A B C
I:{A B C} R”OO:{C A B] R24°°:{B C A}

Logo o grupo de simetrias do triangulo equilatero é

D= {1, 7,70, rp, R1, Ra}.

Para facilitar nosso entendimento para futuras andlises tomaremos a =
Risg0 € b = 1, e entdao obteremos, pela operacao composicao, a?> = Raagpo,
a® = Ragoo = I, ab =1, a®b =1, a*b =r,.

Assim fica facil concluir que para determinarmos o grupo de simetrias de
figuras geometricas planas e limitadas basta operarmos as rotagoes n vezes,
onde n é o nimero de lados e em seguida através de uma tunica reflexao
operada com essas rotagoes serao obtidas as outras reflexoes.

Logo o grupo de simetria pode ser descrito como D3= {1, a,a?, b, ab,a’b}
e podemos notar que o grupo de simetrias do triangulo equilatero é isomorfo
ao grupo de permutacgoes do conjunto {A, B, C'}.

4.4 Grupo de Simetrias do Quadrado

Considere um quadrado ABCD, onde x e y sao mediatrizes dos lados
AD e DC, respectivamente, g e h sao as diagonais do quadrado.

q Y
D

0

A - B
h/

Figura 24:

Os movimentos de reflexao em torno dos eixos de simetria axial sao mos-
trados pelo esquema

[A B C D " [A B C D
""T1B A DcC|"™ | DcCc B A
[A BCD [4 B CD
""=lc B AD|™ |4 DcC B
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Se rotacionarmos 0°, 90° , 180° e 270° em torno de E(centro do quadrado)
no sentido anti-horario, teremos

]_ABCD R [A B CD
" | A B C D W=1D A B A

A B C D ABC D
Fise=1 6 p Ao g|few=|pcp a4

Logo essas transformacoes formam o grupo de simetria do quadrado que
denominaremos Dy = {I,a, a?, a®, b, ab, a®b, a®b} , onde a = Rygo, a*> = Ryggpo,
a® = Ry7p0 € b é uma reflexao do quadrado. D4 é um subgrupo do grupo de
permutagoes do conjunto {A, B,C, D}, e é facil observar que, por exemplo,
a bijecao a seguir nao preserva a figura invariante no plano, ou seja, nao é
uma isometria.

»_[A B CD
|4 B DC

Figura 25:

4.5 Grupo de Simetrias do Pentagono Regular

Seja o pentdagono ABCDE, onde g, j, f,7 e h sao mediatrizes dos lados
AE,CD,AB,ED e BC, respectivamente.

Figura 26:
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Os movimentos de reflexao em torno dos eixos de simetria axial sao:

A BCDE A B C D E
""T1'E D C B A B A E D C

5}

—as

B
Tj: E
| A B C D E A B C D E
"Tlc B A E D D C B A E

Se rotacionarmos 0°, 72° | 144°, 216° e 288° em torno de F'(centro do
pentdgono) no sentido anti-hordrio, teremos
B C D FE
A B C D

,_[ABCDE
~|ABCDE

D FE

R_ABCDE A B C D E
571 C D E A B B C D E A

Logo essas transformacgoes formam o grupo de simetria do pentagono
regular que denominaremos Dy = {I,a,ad? a®, a*,b,ab,a’b,a’b, a*b}, onde
a = Ryg0, 0> = Riao, a® = Rag0, a* = Raggo € b é uma reflexao do pentégono.
Analogamente a conclusao feita para D4 temos que Dy C Ps.

A composigao das transformacoes estao representados na tabela abaixo;

A B D
m- | p

| I rg vy vy i T Ry Ry Ry Ry
rg | g I Ry Ry Ry Ry 1; 15 15 13
reglry Ry I Ry Ry Ro vy 1 14 7y

T T R4 R1 I R2 Rg ry T; Th g
T Tr; R2 R4 Rg 1 R1 Tn g T ry
rh | th R Rs Re Ry I 1y 15 15 T
Rl R1 Th T Ty Ty T R2 Rg R4 I
R2 R2 T Tg Th ] Ty Rg R4 I R1
Rg Rg T f Th T Tg T j R4 1 Rl R2
R4 R4 Tj T; T f Th T g I R1 RQ Rg
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4.6 Grupo de Simetrias de um Poligono Regular de n
lados

Dado um poligono regular de n lados centrado na origem do plano R?
com as mediatrizes de todos os lados, obteremos

Figura 27:

Um grupo constituido por n rotacoes de

2km
n

radianos (k = 0,1,2,...n—1) em torno do centro do poligono e por n reflexdes
nos eixos de simetrias do poligono.

Se o poligono tiver um nimero par de lados representado por n = 2k
teremos k eixos de simetria passando por dois a dois vértices opostos e k
eixos passando pelos pontos médios de dois a dois lados opostos do poligono
totalizando 2k = n reflexoes.

Se o poligono tiver um nimero impar de lados representado por n = 2k+1,
teremos eixos de simetrias passando pelo ponto médio de cada lado e pelo
vértice oposto a este lado, totalizando 2k + 1 = n reflexoes.

Assim, o grupo de simetrias de um poligono de n lados é constituido por
2n bijecoes.

Ao refletirmos um poligono regular de n lados em relacao a uma reta
y = mz (eixo de simetria) em que m = tgf (B = 0...180°), que passa pela
origem do sistema cartesiano, teremos em forma matricial:

cos2  sen2f
sen2f —cos2p3

Ao rotacionarmos um poligono regular de n lados em relacao a origem
sob um angulo #, em sentido anti-horario, teremos:
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Ry = [ cosd —senb ]

senfl  cosO

E assim fica facil verificar que I € D,, , ja que:

cosh) —send | [ cosO —sen0 | - [ cosh —send
senl  cosO | | sen0  cosO | o I senfl  cosO
e
cos2  sen2B | [ cosO —sen0 ] - [ cos2B  sen2f3
sen23 —cos2f | | sen0  cosO | N | sen2f8 —cos23
onde

| cosO —sen0 | | 1 0
| sen0 cosO | |0 1
De forma anéloga o elemento inverso pertence a D,
cos —senb cosh sent | |1 0O
senf  cosf —sen) cosh | | 0 1
onde

1 _ | cosf senf
Ry = [ —senf)  cosf }

¢ a inversa de Ry sob uma rotacao de um angulo 6 no sentido horério,
e

cos2  sen2f cos2f  sen2B | |1 0
sen23 —cos2p3 sen2 —cos2B | | 0 1

Logo a inversa da reflexao r é dada por:

1| cos2B  sen2f
"= sen23 —cos2p3

Da composicao de transformagoes temos:

([ cos2  sen2f } [ cos) —sent }) [ coskf  senk6 } _

sen2f —cos23 senf)  cost senkf —cosk

cos2  sen2f cos —senb coskl  senkf
sen2f3 —cos2f senfl  cost senkf —coskf
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De modo geral pela propriedade associativa de multiplicacao de matrizes,
dadas as matrizes A, B e C, temos:

ABC)= "4y aik Doy breyy = 35—y Do awbacyy = D27y aibia 3, cy
= (AB)C

Entao propriedade associativa também é satisfeita, logo D,, é um grupo.
Esse grupo pode ser representado por D,= {I,a,a? a3, ...,a""* b, ab, a®b,
a®b, ...,a" b}, onde n é o nimero de lados do poligono, b = r (uma das
reflexdes do poligono), a* = Ry, (rotacdes do poligono onde Ry, = I = Ry,)
para 0, = %Tﬂ ek=0,1,..,n—1.

Analisaremos, agora, a simetria de alguns poliedros.

5 Grupo de Simetrias de Poliedros

5.1 Grupo de Simetrias dos Prismas

Prisma é um sélido geométrico delimitado por faces planas, no qual as
bases se situam em planos paralelos. Quanto a inclinagao das arestas laterais,
os prismas podem ser retos ou obliquos.

5.1.1 Grupo de Simetrias do Paralelepipedo

O paralelepipedo é um prisma cuja base é um paralelogramo.
Considere o paralelepipedo com faces retangulares nao quadradas e centro
na origem do sistema cartesiano:

Figura 28:

Observe que ao rotacionarmos o paralelepipedo 180°, em sentido anti-
horario em torno de cada eixo coordenado, teremos 3 eixos de grau 2 que
passam pelos centros das faces opostas coincidindo com os eixos x,y e z uma
vez que o centro do paralelepipedo é a origem dos sistema cartesiano. Essas
rotacoes estao descritas abaixo:

Em torno do eixo x
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R,
Em torno do eixo
R,
Em torno do eixo

R,

A
C

QW
T Q
& S
S =

& W

B
D

= Q

C
A

QT

D
B

svlles
NS

E
G

A transformacao identidade é dada por:

I =

Q =

F
H

@
ANy

S Q
QT

G
E

A B CDZFEVF GH
A B CDFEF F G H

e
F

Assim, o paralelepipedo possui, juntamente com a identidade, 4 rotagoes.

T =

A
D

A
B

A
B

B
F
B
C

B
A

C
G

C
B

C
D

D
H
D
A

D
c

E
A

E
H

E
F

F
B

F
G

F
E

G
C

G
F

G
H

H
D

A B CDFEFF G H
G HE F CD A B

.
E

QX

Logo o grupo de simetrias do paralelepipedo possui 8 transformacgoes

sendo D,= {I, Ry, Ry, R, "0y, Tz Tyz, T} -

A composicao entre as transformacoes estao descritas na tabela abaixo:

° I R, R, R, ryy T4, Ty, T
I I R, R, R, 7y 7o Ty T
R, | R, I R, Ry 7Ty Ta T Ty
R, R, R, I Ry ry Ty Taz
R.| R, R, R, [ T Tys Tpr Tay
Tay | Tey Taz Tyz T I R, R, R,
Taz | Taz Tay Ty. Ry Ty, Iy
Tyz | Tyz T Tay T Ry R, T R,
r T Tay T Tay R Ry Ry 1




Observando a tabela verificamos que a composicao de duas reflexdes gera
uma rotacao e a composicao das rotagoes com uma reflexao gera as outras re-
flexGes. Assim, o grupo de simetrias para poliedros também pode ser descrito
como:

Sparai= {1, a,as,as,b,ab, asb, azb} onde a,as, az sdo as rotagdes em torno
dos eixos coordenados, e b = r,, ¢ uma reflexao em relagao ao plano zy.

5.1.2 Grupo de Simetrias do Prisma Pentagonal Reto

Considere um prisma pentagonal regular reto com faces laterais retan-
gulares nao quadradas e com centro na origem do espaco cartesiano.

= e

’

Figura 29:

No prisma pentagonal tem-se 1 eixo de grau 5 (eixo z) e 5 eixos de grau 2
que passa pela origem, pelo centro de cada retangulo e cruza o ponto médio
de cada aresta vertical. As rotagdes em torno do eixo de grau 5 com giro
anti-hordrio de 72°, 144°, 216°, 288° sao descritas como:

A B CDEFGH I J

Be=\papcpJFcuHuiI
R . _[ABCDEFGHTI J]
W7 |DEABCTI JFGH),|
ro_|ABCDEFGHI J]
#°7|C D EABHTI JF G,
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A [ABCDEFGHTIJ
B=\'p oD E AGH I JF

Além disso hé 5 eixos de grau 2 que passam pelo ponto médio das arestas
laterais e pelo centro da face oposta a aresta. As possiveis rotagdes em torno
de cada um desses eixos no sentido anti-horario num angulo de 180° estao
descritas nos esquemas abaixo:

R _|ABCDEFGHIJ
““~|HGF JICBAED,
r _|ABCDEFGHI J]
"e=1J I HGFEDC B A|
R_ABCDEFGHIJ'
=G F H J I BAEE D,
r _|ABCDEFGHIJ]
711 HGF JDC B AE,|
R . _|ABCDEFGHI J]
A=l F J I HG AFE D C B|

Assim, o ntimero de rotacoes é dado por:
14+51=9

Logo o ntimero de rotagoes mais a identidade perfazem um total de 10.

Sabendo que a partir da composicao de cada rotagao com uma reflexao
sao obtidas as outras reflexoes, tomemos a reflexao obtida através do plano
que passa pelos pontos médios das arestas laterais, e assim:

[ABCDEFGH I J
"w=|\'r G HI JABG CDE

R?QOT:cy
[ABCDETFGHTI J
"=l FG HTIEATUBTCD
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R1440 Txy

A B
N A
R2160T33y
A B
BTIH T
R2880rxy
A B
“"Tlae H
RGBTxy
A B
"B=1C B
RHCsz
A B
Tae = E D
RIDTxy
A B
TID = B A
RJETxy
A B
TJE = [ D C
RFArwy
A B
Tra = A E

Logo o grupo de simetrias do prisma pentagonal reto de faces laterais

= Q aa w ~ ~Q = Q

W Q

C
D

D FE
G H
D FE
F G
D FE
J F
D FE
E D
D FE
B A
D FE
D C
D FE
A FE
D FE
¢ B

= oS Q = T =

<

Q=

F
F

G H I J
E A B C
G H I J
D E A B

H I J
C DI A
G H I J
G F J I
G H I J
I H G F
G H I J
F J I H
G H I J
H G F J
G H I J
J I H G

retangulares (ndo quadrada) é descrito pelo conjunto:

Sprismapent = {Ia a, (12, a37 a47 b7 (lb, a2b7 a3b7 a4b> ay, alb> a2, aQba as, a3b7 Qy,

, a* 530 as rotacoes em torno do eixo z de grau 5 e
ai, as, as, a4 € az sao as rotacoes em torno dos eixos de grau 2 que passam
pela origem, cruzam o ponto médio de cada aresta vertical e passam pelo

asb, as,asb} onde a, a?, a?

centro das faces laterais.

Assim o prisma pentagonal possui 20 simetrias.
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5.1.3 Grupo de Simetrias de um Prisma de n faces laterais

Considere o prisma cuja base é um poligono de n lados com faces retan-
gulares nao quadradas e centro na origem do sistema cartesiano:

Figura 30:

Sprisman= {1, a1, ..., an,a,a?, ...,a" ' b ab, arb, ..., a,b, a®b, ...,a" b} onde
ai,...,a, sao as rotacoes em torno dos eixos de grau 2; a,a?,...,a" ! sao as
rotacoes em torno do eixo z de grau n e b = ry, ¢é a reflexao em relag¢ao ao
plano xy.

Se o poligono da base do prisma tiver um nimero par de lados, os eixos
de grau 2 passam pela origem e pelos pontos médios das arestas verticais
opostas e outros que passam pelos centros das faces opostas.

Se o poligono da base do prisma tiver um numero impar de lados, os
eixos de grau 2 passam pela origem, pelo ponto médio da aresta vertical e
pelo centro da face oposta.

Seja p o niimero de eixos de simetria do poligono da base, entao o grupo de
simetrias de um prisma (nestas condigdes) é composto por 4p transformagoes.

5.2 Grupo de Simetrias das Piramides

Consideremos um poligono convexo situado num plano e um ponto V'
fora deste plano. Chama-se piramide a reuniao dos segmentos com uma
extremidade em V' e a outra nos pontos do poligono.

5.2.1 Grupo de Simetrias da Piramide Hexagonal Reta

Consideremos a piramide reta com base um hexagono regular cujas la-
terais sao triangulos isdsceles. O hexagono esta no plano xy com centro no
ponto de coordenadas (0,0,0) e o vértice esta no eixo z (positivo).
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Figura 31:

A piramide apresenta seis rotagoes em torno do eixo z, apresentadas como:

;_[ABCDEFG] , [ABCDEFG
" |ABCDETFQG “T|F ABCDEGQG
po._[ABCDEFG], _[ABCDETFG]
Y"1 EFABCDG| ™ |DEFABCG
po._|ABCDEFG], _[ABCDETFG]
“w°~7lcDEF ABG| ™™ |BCDETFAGQG,|

Considerando os planos de simetria formados pelo ponto GG e pelas retas
que passam pelos vértices da base da piramide (denominados por BE, AD
e C'F) ou pelas retas que passam pelo pontos médios dos lados do poligono
da base (denominados por AB, BC e CD), teremos as reflexoes:

[ABCDEFG] [ABCDEFG]
""E=lCc B AFEDG| " |AFEDCB G|
" [ABCDEFQG] [ABCDEFQAG]
"“r“lEDCBAFG| ™™T|BAFEDC G|
[ABCDEFQG] [ABCDEFQG]
"B¢=|IpD CcBAFEG| °T|FEDCBAQG,|

Logo o grupo de simetrias da piramide reta hexagonal possui 12 trans-
formacoes sendo descrito por:

Spiran= {I,a,a? a® a* a® b,ab,a?b,a®b, a*b, a’b} onde a,a? a.a* a® sdo
as rotagbes em torno do eixo z (grau 6) e b = r é uma das reflexdes da
piramide.
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5.2.2 Grupo de Simetrias da Piramide Reta de n faces laterais

Considerando a piramide reta cuja base é um poligono de n lados e as
faces laterais sao triangulos isésceles e centro na origem do sistema cartesiano:

Figura 32:

Spiran= {I,a,d?, ...,a" " b,ab,d®,...,a"'b} onde a,a?,...,a"" ! sdo as
rotacoes de em torno do eixo z de grau n e b = r é uma reflexdo em relagao
ao plano que passa pelo eixo z e pelos pontos médios das arestas opostas ou
pelos vértices opostos do poligono da base quando o ntimero de lados for par.
Se o nimero de lados do poligono da base for impar a reflexao é em relacao
ao plano que passa pelo eixo z, pelo ponto médio da aresta e pelo vértice
oposto.

Assim com a composicao das n — 1 rotagoes com uma reflexdo teremos
mais n — 1 reflexoes perfazendo, juntamente com a identidade, 2n simetrias.

Podemos assim concluir que sendo p o ntimero de eixos de simetria do
poligono da base entao o grupo de simetrias da piramide é composto por 2p
transformagoes.

Sabendo que as rotacoes e as reflexoes podem ser representadas matri-
cialmente, entao fica trivial demonstrarmos que o conjunto das rotagoes e
reflexoes de um poliedro é um grupo.

A matriz Identidade pertence ao grupo de simetrias do poliedro ja que:

cos0 —sen0 0 1 00
I=1] sen0 cosO O =101 0
0 0 1 0 0 1

Cada elemento do grupo possui um inverso pertencente a esse grupo.

1 0 0 1 0 0 1 00
R,R'= |0 cosd —sen 0 cost senf | =0 1 0
0 senfl cosb 0 —senf cos 0 0 1
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cos) 0 —senb | cos®) 0 send | 1 00
R R, 0 1 0 0 1 0 |[=|010
| senfl 0 cosf | | —senfl 0 cosO | | 0 0 1
[ cos® —sen 0] [ cos® send 0] 1 0 0]
R.R;'=| senf cosf 0 —senfl cos® 0 | =1|0 1 0
| 0 0 ][ © 0 1] | 0 0 1 ]
10 o J[1 o0 0 |1 [100]
TemToh = | 0 cos2B  sen2f3 0 cos28 sen28 | =10 1 0
| 0 sen28 —cos2B | [ 0 sen2B —cos23 | | 0 0 1 ]
[ cos2B8 0 sen2B | [ cos2B 0 sen2B | [1 0 0]
TymTym = 0 1 0 0 1 0 =010
| sen28 0 —cos2f | | sen2B8 0 —cos28 | | 0 0 1]
[ cos2B8  sen2B 0] [ cos2B8 sen2B 0 ] (1 0 0]
TomTok = | sen2B —cos2B 0 sen2f3 —cos26 0 | =10 1 0
|0 0 L] O 0 1] | 0 0 1 ]

E finalmente como a propriedade associativa € satisfeita para multiplicacao
de matrizes entao vale para a composicao de simetrias.
Assim, por exemplo:

(szRa:)Tym -
cos2f3  sen2B 0 1 0 0 cos28 0 sen2f
sen2f3 —cos2B 0 0 cosf —send 0 1 0
0 0 1 0 senf cosf sen2fB 0 —cos2f
cos2  sen2B 0 1 0 0 cos28 0 sen2(
= | sen2f —cos2B 0 0 cosf —senb 0 1 0
0 0 1 0 senf cosf sen2f 0 —cos2p
- sz(RzTym)

5.3 Grupo de Simetrias dos Poliedros Regulares

Um poliedro convexo é chamado de regular se suas faces sao poligonos
regulares, cada um com o mesmo numero de lados e, para todo vértice,
converge um mesmo numero de arestas.

Existem cinco poliedros regulares também chamados de Poliedros de
Platao: Tetraedro, Hexaedro, Octaedro, Dodecaedro e Icosaedro.
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5.3.1 Grupo de Simetrias do Tetraedro Regular

O tetraedro regular é um poliedro regular formado por quatro triangulos
equilateros.

Figura 33:

Como o tetraedro possui 4 vértices entao o grupo de simetrias é menor ou
igual ao grupo de permutagoes desses 4 pontos, ou seja, o grupo de simetrias
é menor ou igual a 24 = 4!,

Para analisarmos as simetrias do tetraedro tomaremos as rotagoes de 120°
e 240°, no sentido anti-horario, em torno dos eixos que passam pelo vértice
e centro da face oposta, denominados eixos de grau 3, e assim obteremos:

Figura 34:
(A B C D] A B C D]
Bowo=| 0 4 g p| f20e=|p ¢ 4 D
A B C D] A B C D]
Rewo=1 4 p g a| few=1|p 4 ¢ B




RBI2O =

= Q
QT

(A B C D
Rpo=1|~ p p A

o
o W

‘A B C D ‘A B C D
Ran=1| 4 o p p| faen=|,4 p 5 ¢

Além dessas rotacoes temos a identidade e as em torno dos eixos que
passam pelos pontos médios das arestas que nao se intersectam, denominados
eixos de grau 2, temos:

Figura 35:

]_ABC’D R [A B CD
" |A B C D AB=1\' B A D C

R [A B C D R [A B C D
BC=1'D ¢ B A ACT 1o A D C

Como o tetraedro possui trés eixos de grau 2 com giro de 180° e quatro
eixos de grau 3 com giro de 120° e 240°, entao

3.1+42=11

Incluindo a identidade tem-se 12 rotagoes.
_|A B C D _|A B C D
"MBE=Ip A Cc D| ™MPT| D B C AC

B C D [ABCD
D C B| ™M~ |c B A D
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'BCc =

Rai20 =

B
C

B
A

C
B

C
B

D
D

D
D

TCD:|:

RA240 =

A B C D
A B D C

|

A B C D
B C A D

|

Além dessas rotacoes, o tetraedro possui a identidade com um giro de

360° e outras tres rotagoes de 180° em torno dos eixos que passam pelos
pontos médios das arestas que nao se intersectam.

A B C D A B C D

RAlQO = C A B D RA240 = B C A D
A B C D] A B C D]

RAIQO - C A B D RA240 - B C A D

Denominando a, a?, a1, a?, as, a3, as, a3 as rotagdes em torno dos eixos de

grau 3, s, o € S3 as rotacoes em torno dos eixos de grau 2 e b uma reflexao,
obteremos ao compor essa Unica reflexao com as rotagoes as outras reflexoes,
perfazendo 24 isometrias do tetraedro. Esse grupo de simetrias pode ser
descrito por:
Dictra= {I,a,a? ay,a?, as, a3, az, a2, b, ab, a®b, arb, a3b, azb, ab, asb, a3b, sy,
S9, S3, Slb, Sgb, S3b} .

5.3.2 Grupo de Simetrias do Hexaedro Regular ou Cubo

O hexaedro regular é um poliedro regular formado por seis quadrados.
Sao identificados no cubo trés tipos de eixos de rotacao, onde 6 sao de grau
2, 4 de grau 3 e 3 de grau 4.

Figura 36:
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As rotagoes do cubo sao obtidas com um giro de 180° em torno dos eixos
de grau 2 que passam pelos pontos médios de cada par de arestas opostas,
com giro de 120° e 240° em torno dos eixos de grau 3 que passam por cada
par de vértices opostos, e finalmente com giros de 90°, 180° e 270° em torno
dos eixos de grau 4 que passam pelo centro de cada par de faces opostas.

Figura 37: Figura 38: Figura 39:

Assim teremos,

6.1+42+33=23

e incluindo a identidade 24 simetrias de rotacao e como as composicoes de
uma unica reflexao com as rotagoes geram as outras reflexoes entao o grupo
de simetrias do cubo possui 48 isometrias.

5.3.3 Grupo de Simetrias do Octaedro Regular

O octaedro regular é um poliedro regular formado por seis triangulos
equilateros.

Figura 40:

O octaedro possui 6 eixos de grau 2, 4 eixos de grau 3 e 3 eixos de grau
4.
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Figura 41: Figura 42: Figura 43:

O numero de rotagoes do octaedro é igual ao do hexaedro. O grupo de
simetrias de ambos sao isomorfos, assim o grupo de simetrias do octaedro
também é composto por 48 isometrias.

5.3.4 Grupo de Simetrias do Dodecaedro Regular

O dodecaedro regular é um poliedro regular formado por 12 pentagonos
regulares.

Figura 44:

Esse poliedro possui trés tipos de eixos de rotacao sendo 15 de grau 2, 10
de grau 3 e 6 de grau 5.

Figura 45: Figura 46: Figura 47:
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As rotagoes do dodecaedro sao obtidas sob um giro de 180° em torno
dos eixos de grau 2 que passam pelos pontos médios de cada par de arestas
opostas, com giro de 120° e 240° em torno dos eixos de grau 3 que passam por
cada par de vértices opostos e com giros de 72°, 144°, 216° e 288 © em torno
dos eixos de grau 5 que passam pelo centro de cada par de faces opostas.

Assim

15.1+10.2+6.4 =59

teremos, incluindo a identidade 60 simetrias de rotacao e como cada com-
posicao de uma reflexao com as rotagoes geram as outras reflexdes entao o
grupo de simetrias do dodecaedro possui 120 simetrias.

5.3.5 Grupo de Simetrias do Icosaedro Regular

O icosaedro regular é um poliedro regular formado por 20 triangulos
equilateros.

Figura 48:

Esse poliedro possui trés tipos de eixos de rotagao sendo 15 de grau 2,
10 de grau 3 e 6 de grau 5. O grupo de simetrias do icosaedro é isomorfo ao
grupo de simetria do dodecaedro.

Figura 49: Figura 50: Figura 51:

Assim, o icosaedro possui 120 simetrias.
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6 Aplicacoes

Na Fisica, um sistema fisico possui uma simetria quando apds ser rea-
lizada uma operagao sobre o sistema ele permanecer inalterado. O conceito
de simetria é muito usado pelos fisicos para descricao de muitos fenomenos
como o das forcas forte e fraca que interagem no nicleo atomico.

Entretanto se destaca a aplicacao do conceito de simetria no conhecido
teorema de Noether: "para cada simetria que encontramos em um sistema
fisico temos associada uma lei de conservacao, ou seja, uma grandeza do sis-
tema mantém seu valor (permanece inalterada) quando realizamos a operagao
associada a simetria”. Devido a isso é que os fisicos dao tanta importancia
a simetria pois é a conservagao das grandezas que os permitem ”prever a
evolucao dos sistemas”, como se o Sol vai engolir os planetas, entre outros
fenomenos da Natureza (Uma década em busca da simetria da natureza -
S.F. Novaes - IF'T/Unesp).

Figura 52:

Na Quimica o conceito de simetria ajuda a determinar propriedades fisicas
das moléculas, a construir orbitais moleculares além de indicar reacoes e gerar
discussoes em outros aspectos. Como exemplo de aplicacao desse conceito,
as moléculas que possuem pelo menos um dos elementos: plano, eixo e centro
de simetria, sdo simétricas e, por isso, nao tém atividade éptica (opticamente
inativas), ou seja, nao desviam o plano da luz polarizada. Ja as moléculas
que possuem somente o eixo de simetria podem apresentar atividade optica e
sao ditas dissimétricas. No entanto as moléculas que nao posuem eixo, plano
ou centro de simetria sdo assimétricas e ditas opticamente ativas (Simetria

Molecular - Prof. Augusto Leite Coelho - UECe).

Figura 53:
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Analisando uma molécula de dgua verificaremos 4 simetrias : I, R, r,, e

Tyz-

Figura 54:

I R r, r
1 I R 1y 1y

R I 7y, 74
Tez | Tz Tyz 1 R
Tyz | Tyz T2z R I

Através da tabela verificamos que as composicoes obedecem as proprie-
dades de grupo e em particular é um grupo abeliano pois ha comutatividade.
Constatando as propriedades de simetria de uma molécula podemos definir
o grupo de pontos a qual pertence. Temos por exemplo as moléculas perten-
centes ao grupo de pontos C; (Si, I, Cl, Br, F) ,Cy (Hy03), C5(N HFy), entre
outros perfazendo 32 grupos. A partir disso é possivel dizer se a molécula é
polar ou quiral, além de possiblitar a construcao e classificagao dos orbitais
moleculares e a interpretagao dos dados espectograficos usados na deter-
minagao das estruturas.

Na Biologia existe a distingao entre os grupos que possuem simetria ra-
dial e simetria bilateral. A simetria auxilia na coordenacao da locomocao,
enquanto os animais bilateralmente simétricos andam, nadam, rastejam ou
pulam, os que possuem simetria radial, na maioria das vezes, sao sésseis
(nao se locomovem) ou possuem locomogao ambulacraria, como é o caso dos
equinodermatas. Sendo assim, a simetria afeta mais do que o visual e sim a
sobrevivéncia e a adaptacao a certos ambientes (bioajuda.blogspot.com.br).
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Figura 55:

Na Arte a simetria representa beleza, harmonia e perfeicao entao muitos
adotaram e adotam esse conceito nas suas obras embora outros prefiram re-
presentar a assimetria como forma de expressar a criatividade e o inesperado.

Figura 56:

A seguir sao propostas algumas atividades com o propésito de desenvolver
a percepcao e abstracao dos conceitos e propriedades de simetrias de Reflexao
e Rotacao. Inicialmente serao desenvolvidas atividades com auxilio de do-
braduras e desenhos em papel quadriculado dando énfase nas coordenadas
cartesianas. Usaremos também conjunto de espelhos para uma melhor com-
preensao de eixos de simetrias e movimentos de rotagao, além de recorrermos
a pavimentacao do plano.

7 Atividades

Atividade 1

Dobre uma folha ao meio, faca recortes formando um desenho, em
seguida desdobre e responda:

Figura 57:
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O que voceé observou no desenho obtido em ambos os lados em relacao a
dobra?

Atividade 2

Verifique se as figuras possuem eixos de simetria.

Figura 58: Figura 59: Figura 60: Figura 61:

Atividade 3

Dado um ponto A no plano cartesiano, localize o ponto B tal que
seja a reflexao do ponto A em relagao ao eixo Ox e responda:

v

Figura 62:

Comparando as coordenadas do ponto A e do ponto B, o que vocé pode
concluir?

Atividade 4

Dado um ponto A no plano cartesiano, localize o ponto C tal que
seja a reflexao do ponto A em relagao ao eixo Oy e responda:
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Figura 63:

Comparando as coordenadas do ponto A e do ponto C, o que vocé pode
concluir?

Atividade 5

Dado um triangulo (equilatero ou isdsceles), o professor sugere que o
aluno faga um desenho colorido e observe o que ocorre ao colocar o triangulo
no livro de espelhos.

Figura 64:

Apo6s a observagao, o professor pode levantar questionamentos como:
Qual forma geométrica foi obtida?

Qual o angulo formado entre os espelhos?

Existe algum tipo de simetria na figura formada pelo livro de espelhos?

Atividade 6
Através de varios recortes de uma mesma figura, o professor propoe

aos alunos que facam os encaixes ou realizem os giros necessarios para pavi-
mentacao do plano, como exemplificado na figura a seguir.
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Figura 65:

Atividade 7

De quantos graus o floco de neve da figura 66 foi girado em torno de
seu centro para obter a figura 677

Figura 66: Figura 67:

Atividade 8

Nomeando os pontos do floco de neve, represente todos os giros,
distintos, possiveis. Quantos giros diferentes podemos dar no floco de neve
da figura sem mudéa-lo aparentemente?

Figura 68:
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Atividade 9

Quantos eixos de simetria possui o floco de neve da figura? Repre-
sente todas as reflexoes, distintas, possiveis.

Figura 69:

Atividade 10

Das atividades 8 e 9 é possivel calcular quantas simetrias, incluindo
a identidade, o floco de neve da figura possui?

Atividade 11

O conjunto das simetrias de uma figura compoe o grupo de simetrias
dessa figura. Assim dado um losango, nao quadrado, represente todas as
simetrias possiveis.

Figura 70:

Atividade 12

Dada a figura
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Figura 71:

Verifique qual simetria obtemos se aplicarmos :

a) a operacgao Identidade seguida da reflexado sobre o eixo de simetria h?

b) a operagao rotagao de 180° em sentido anti-horério em torno do centro
da figura seguida da Identidade?

¢) a operagao rotagao de 180° em sentido anti-horario em torno do centro
da figura seguida da rotacao de de 180° em sentido horario?

d) a operagao reflexao sobre o eixo de simetria h seguida da reflexao sobre
o eixo de simetria g?

Atividade 13

Dizemos que uma figura tem simetria de cardinalidade n se o niimero
de simetrias da figura for n. Assim, quais das figuras abaixo tem a mesma
cardinalidade de simetria?

Figura 72: Figura 73: Figura 74:

Atividade 14

Considere o quadrado da figura
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A=(22)

D=1(2-2)

Figura 75:

Tomando 6 = 90°, calcule z; e y; tal que:
a)ry = x4.c080 — ya.senl e y; = wa.senl + ya.cosh onde , x4 = 2 e
Yya = 2.

b)zy = xp.cosd — yp.sen e y, = rp.send + yp.cosh onde , rp = —2 e
yp = 2.

c)rz = wc.cosd — yo.senb e y3 = xco.senb + yo.cosh onde , xc = —2 e
Yo = —2.

d)xy = xp.cosd — yp.senb e y, = xp.senf + yp.cosh onde , rp = 2 e
Yyp = 2.

Localize no plano cartesiano os pontos obtidos (z1,y1), (%2, y2),(3,y3) €
(x4, y4), trace segmentos unindo os pontos e a seguir o que vocé pode concluir
da figura obtida em relacao a figura dada?
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