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Resumo: O trabalho descreve trés exemplos de sistemas de identificagao modular analisando-
os em relacao a capacidade de deteccao de erros. Também propoe uma aplicacao direta em
sala de aula, utilizando o recurso dos blocos légicos.
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1 Introducao

“Os erros sao quase sempre de uma natureza sagrada. Nunca tente os corrigir. Pelo contrdrio:
Racionalize-0s, compreenda-os a fundo. Depois disso, lhe serd possivel sublimd-los.”
(Salvador Dali)

Imagine se em uma transferéncia bancaria o operador cometesse um erro ao digitar o
nimero da conta e o valor fosse depositado para um desconhecido. Seria uma situacao
realmente desagradavel, mas as chances desta falha ocorrer sao raras.

O nimero que identifica uma conta bancaria é gerado por um sistema capaz de detectar
a maioria dos erros cometidos durante a sua leitura, digitagao e transmissao. Estes sistemas
utilizam um ou mais algarismos acrescentados ao nimero original que permitem alertar o
operador da ocorréncia de um erro. Este digito adicional é conhecido como digito verificador.

O digito verificador é determinado por algoritmos que utilizam conceitos simples da Te-
oria dos Numeros, mais especificamente Aritmética Modular. Por isto, estes sistemas sao
conhecidos como Sistemas de Identificacao Modular.

Os Sistemas de Identificacao Modular tém grande importancia no comércio, na identi-
ficacao civil, na arrecadacao de tributos e em muitas outras areas. Eles sao amplamente
utilizados em cédigos de barra, documentos de identificacao, passaportes, notas fiscais, bole-
tos de cobranca bancaria etc.

Este artigo estuda os Sistemas de Identificagao Modular e apresenta alguns exemplos que
sao avaliados quanto a capacidade de detectar erros. Além disso, propoe uma aula para
alunos do ensino fundamental sobre o tema. Para isso, a se¢ao 2, apresenta as nogoes bésicas
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da Teoria dos Numeros, que fundamentam o texto. A secao 3, discute sobre os tipos de erros
cometidos ao digitar um nimero de identificacao, define os Sistemas de Identificagao Modular
e estabelece as condicoes para que os sistemas possam detectar determinados tipos de erros.

As segoes que seguem descrevem trés exemplos concretos de sistema de identificagdo em
utilizacao no pais: o CPF, o ISBN e o cartao de crédito. Para uma melhor compreensao
da estrutura de cada um destes modelos sao analisadas situacoes concretas. Estes sistemas
também sao avaliados em relacao a capacidade de detecgao de erros.

Finalmente, a secao 7 apresenta uma possibilidade de trabalho deste tema com alunos
do 6° e 7° anos do ensino fundamental. Uma sequéncia didatica baseada na metodologia de
Resolucao de Problemas e Investigacao Matematica é cuidadosamente descrita para orientar
o trabalho do professor. A proposta utiliza o recurso dos blocos légicos para oportunizar a
vivéncia de experiéncias de codificacao e transmissao de dados.

Deseja-se que a realizacao da pratica possibilite aos estudantes refletir, investigar e cons-
truir conhecimento. Também, espera-se que esse trabalho seja til a professores e alunos,
mostrando como ideias e conceitos abstratos levam ao desenvolvimento de tecnologias que
visam ao bem estar da nossa sociedade. Almeja-se ainda, que a leitura deste artigo motive um
estudo mais aprofundado sobre a Teoria do Numeros e os Sistemas de Identificacao Modular.

2 Conceitos Iniciais

Esta secao, apresenta algumas defini¢oes e propriedades referentes a Teoria dos Ntimeros,
mais especificamente a Aritmética Modular. Um estudo mais detalhado desse tema pode ser
encontrado em Hefez [1], Neto [6] e Santos [10].

Neste texto, Z representa o conjunto dos niimeros inteiros com suas operagoes usuais de
adi¢ao (+) e multiplicagao () e suas relagoes de ordem (<).

Definigao 2.1 Sejam a e b niumeros inteiros com a # 0 dizemos que a divide b e vamos
denotar por a | b, se existir um inteiro ¢ tal que b = ac. Se a ndo divide b, escrevemos a { b.

E usual dizer que a é um divisor de b, ou b é divisivel por a, ou ainda b é um multiplo
de a quando a | b.

Exemplo 2.1 Como 6 = 2.3, entdo 2 divide 6 e denotamos por 2 | 6. Segque que 2 é um
divisor de 6, ou 6 € divisivel por 2, ou ainda 6 é um maltiplo de 2. &

Definicao 2.2 Um numero inteiro n € primo se n > 1 e se possui apenas dois divisores
positivosn e 1. Sen > 1 nao € primo dizemos que n é composto.

Exemplo 2.2 Os inteiros 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23, 127 e 239 sao numeros primos. Jd o0s
inteiros 8 (8 = 2.4) e 33 (33 = 3.11) ndo sao primos, ou seja, sao nimeros compostos.

Proposicao 2.1 Se a,b,c,m e n sao inteiros, ¢ | a e ¢ | b, entao ¢ | (ma+ nb).

Demonstracao. Se ¢ | a e ¢ | b entao existem inteiros k; e ko com a = cky e b = cko.

Multiplicando essas duas equagoes por m e n, respectivamente, teremos ma = mck; e
nb = ncky. Somando membro a membro, obtemos ma + nb = c(mk; + nky), segue da
Definigao 2.1 que ¢ | (ma + nb). O



Definicao 2.3 Para cada inteiro x, define-se o inteiro modulo ou valor absoluto de x, de-
notado por |x|, pela igualdade:

x sex >0
|x|: —x sex <0

Segue da definigao que |z| > 0, para todo = e que |z| = 0 se, e somente se, x = 0.

Teorema 2.1 Sejam a, d e n numeros inteiros. Entao:

~

S T e

1ln,ninen|0
d|n=ad|an

ad|an ea#0=d|n
dlnen#0=|d <|n|
dlnen|d=|d =|n|

dlnemeZ=d|nm

Demonstracao. As afirmacoes sao verificadas individualmente.

1.
2.

Observe que n = 1.n, n =n.1 e 0 = n.0.
Se d | n entao existe ¢ € Z tal que n = de. Logo an = (ad)c, isto é, ad | an.

Se ad | an entdo an = ade, para algum inteiro ¢. Logo an — adc = 0, colocando a em
evidéncia escrevemos a(n — dc) = 0, como a # 0, segue que (n — dc) = 0 e portanto
n = dc.

Se d | n, temos que n = dc e n # 0 implica que ¢ # 0. Logo |¢|] > 1. Portanto,
n| = |de| = |d]|c] = |d].

Sed|nen|d temos que n = dky e d = nky entdo n = nkiky. Assim, k1ks = 1, logo,
ki = ke = £1 e portanto, |d| = |n|.

Se d | n entdao n = dec, multiplicando ambos os lados desta igualdade por m € Z temos
nm = dem = d(em) e segue pela Defini¢ao 2.1 que d | nm.

O

O préximo resultado é conhecido como Algoritmo da Divisao ou Algoritmo de Euclides.

Teorema 2.2 Sejam a e b dois niumeros inteiros com a > 0. Entao existem inteiros q e r
tais que

b=aq+r onde0<r<a

Os inteiros q e r sao unicos e sao designados, respectivamente, por quociente e resto da
divisao de b por a.

Demonstracao. Veja Teorema 1.2 no livro [10]. O



Definicao 2.4 Se a e b sao inteiros dizemos que a € congruente a b mddulo m (m > 0) se
m | (a —b), notagio a = b (mod m). O caso em que a nao é congruente a b mddulo m
denotamos por a Zb (mod m).

Exemplo 2.3 Temos que 11 = 3 (mod 2) pois 2 | (11 — 3). &
Proposicao 2.2 Sejam a e b inteiros. Entao a =b (mod m) se, e somente se, a e b possuem
0 mesmo resto na divisao por m.

Demonstracao. Pelo Algoritmo da Divisao, Teorema 2.2, existem ¢, g2, 71, 72, inteiros com
0 <ry,7r9 < m, tais que a = gym + 11 e b= gam + ry. Logo, a —b=m(q — q2) + (r1 — 12),
segue que (a —b) —m(q — q2) = (11 — ra).

Como a = b (mod m), temos que m | (a —b), temos ainda que m | m(q; — ¢2). Portanto,
pela Proposicao 2.1, m | (a — b) — m(q1 — q2), ou seja, m | (r; — rz). Agora note que
|r1 — 3| < m. Contudo isso sé é possivel se 11 = 7.

Reciprocamente, se a e b possuem o mesmo resto na divisao por m, pelo Teorema 2.2,
existem inteiros r, q;, ¢z tais que a = mq; +r e b = mgs+r. Logo, a—b = m(q; — q2). Assim,
m | m(q1 — g2) e, portanto, m | (a — b), segue pela Defini¢ao 2.4 que a = b (mod m). O

Exemplo 2.4 Como 21 =210+ 1 e 13 = 2.6 + 1 temos que 21 = 13 (mod 2) pois o resto
da divisao de 21 e de 13 por 2 sao iquais a 1. &

A relacdo (mod m) é uma relacdo de equivaléncia, ou seja, é reflexiva, simétrica e tran-
sitiva (veja 2.3).

Proposicao 2.3 Seja a, b, ¢ e m numeros inteiros e m > 0. Entao
1. a=a (mod m)
2. Sea=0b (mod m), entio b=a (mod m)
3. Sea=0b (mod m) eb=c (mod m), entdo a = c¢ (mod m)
Demonstracao.
1. Como m | 0, entdo m | (a — a), o que implica a = a (mod m).

2. Como a = b (mod m), pela definigao 2.4 temos m | a — b, segue pelo Teorema 2.1 que
m | —(a—0b) =b—a. Logo m | b— a e portanto, b = a (mod m).

3. Comoa =b (mod m)eb=c (mod m), entdom | a—bem | b—c. Segue da Proposigao
2.1 que m | [(a —b) + (b— ¢)], logo m | a — ¢, 0 que implica a = ¢ (mod m).

O

No teorema a seguir percebe-se que a relagao de equivaléncia é compativel com as operagoes
de adicao e multiplicacao nos inteiros.

Teorema 2.3 Se a, b, ¢, 7, s e m sao inteiros tais que a = b (mod m) e r = s (mod m),
entao

1. a+c=b+c (mod m)

2. a—c=b—c (mod m)



3. ac = bc (mod m)
4. a+r=b+s (modm)
5. ar =bs (mod m)
Demonstracao. Aplicando o Teorema 2.1 e a Defini¢ao 2.4, obtemos:

1. b(modm) = m|a—-b=>m|a—-c+c—b=>m]| (a+c)—(b+c) =

+c¢=b+c (mod m).
2.a=b(modm)=m|a—b=>m|(a—c)—(b—c)=a—c=b—c (mod m).

3.a=b (modm)=m|a—b=m]|(a—bc=m|ac—bc= ac=bc (mod m).

4.0 = b(modm) e r = s(modm) = m | a—bem | r—s =
ml(a=b)+(r—s)=ml|(a+r)—(b+s)=a+r=>b+s (mod m).
5. = b(modm) e r = s(modm) = m | a—bem | r—s =

a
m | r(a—0b)+b(r—s)=m|ar—>bs=ar =bs (mod m).

OJ

Definigcao 2.5 Sejam a e b inteiros, com a # 0 ou b # 0. O mdximo divisor comum de a e
b, denotado por mdc (a,b), € o inteiro positivo d que satisfaz:

1.d|laed]|b.

2. Se existe um inteiro ¢ tal que ¢ | a e ¢ | b entao ¢ < d.

Exemplo 2.5 Observe que mdc(4,14) = 2 pois os divisores de 4 sao {+1,£2,+4} e 4 ndo
divide 14. &
Proposicao 2.4 Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros. Se a | be e mde(a,b) =1 entdo a | c.
Demonstragao. Veja Proposi¢ao 1.21 em Neto [6]. O
Teorema 2.4 Sejam p e k numeros inteiros.  Entio pb # 0 (mod k), para todo
be{l,...,k—1} se, e somente se, mdc(p, k) = 1.

Demonstragao. Suponha que mdc(p, k) =d > 1. Entdao d | pe d | k, e assim p = dd; e
k =ddy com dy € {1,...,k —1}. Fazendo b = dy temos que

pb = pdg = ddldg = dlddg = dlk =0 (mod ]C)

Como pb # 0 (mod k) temos um absurdo. Portanto d = 1, ou seja, mde (p, k) = 1.
Reciprocamente, como mdc (p, k) = 1 temos que k { p. Seja b € {1,...,k — 1} tal que

pb = 0 (mod k). Logo k | pb e mde(p, k) = 1. Segue da Proposicao 2.4 que k | b. Um

absurdo, pois 0 < b < k — 1. Portanto, pb # 0 (mod k). O



3 Sistemas de Identificacao Modular

Frequentemente utilizam-se um numero para identificar rapidamente um artigo, uma
propriedade, um livro ou uma pessoa. Estes ntimeros de identificagao podem armazenar
uma grande quantidade de dados e informagoes. Sua utilizacao é observada no Registro
de Identidade (RG), no Cadastro de Pessoa Fisica (CPF), no Cédigo de Enderecamento
Postal (CEP), na identificagao de livros (ISBN), no cdédigo de barras, na conta bancdria e em
varias outras situagoes. Estes nimeros de identificacao sao, em geral, formados de algarismos
(cédigos numéricos) ou de letras e algarismos (c6digos alfanuméricos).

Para se detectar e evitar fraudes e possiveis erros de transmissao, digitacao ou leitura,
a maioria dos sistemas de identificacao utilizam alguma informacao redundante transmitida
em simultaneo com o cédigo que se pretende comunicar. Essa informacao adicional ou re-
dundancia é chamada de digito verificador, algarismo de controle ou ainda algarismo de teste.
Na maioria dos sistemas de identificacao o digito verificador é o tltimo digito da sequéncia
e seu valor é calculado utilizando Aritmética Modular. Por esse motivo, estes sistemas sao
conhecidos como Sistemas de Identificacao Modular.

A utilizagao de digitos verificadores nao permite a correcao automatica do erro. Contudo
permite que o sistema alerte ao operador sobre a ocorréncia do mesmo. E, consequentemente,
da necessidade de reescrever o niimero.

Os erros cometidos ao digitar um numero foram sistematicamente investigados por au-
tores como Beckley e Verhoeff citados por Milies [4] e [5] e também por Picado [7]. Estas
pesquisas revelam que cerca de 79% dos erros ocorrem com a digitacao equivocada de um
unico digito, como, por exemplo, digitar 1573, quando o correto seria 1673. Este tipo de erro
recebe o nome de erro singular. Outros 11% dos erros, chamados de erros de transposicao,
dividem-se em dois casos: os erros de transposicao adjacente e os erros de transposicao inter-
calada. O primeiro tipo refere-se a troca de posicao de dois digitos diferentes situados lado
a lado e o segundo, refere-se a troca de posicao de dois digitos diferentes intercalado por um
terceiro digito. Por exemplo, escrever 3876, quando o correto seria 3786 configura um erro de
transposicao adjacente, enquanto escrever o nimero 3687 representa um erro de transposicao
intercalada. Os demais 9,9% dos erros estao distribuidos em diversas categorias, nenhuma
delas representando mais de 1% do total. Estes estudos também nos dizem que a incidéncia
de mais de um erro ao digitar um nimero ¢ muito pouco provavel.

Assim, os erros que serao considerados neste texto, singular e de transposicao, cobrem
mais de 90% dos erros possivelmente cometidos pelo homem. Como vemos na Tabela 1, que
citamos abreviando tabela publicada em Milies [5] e Picado [7].

Tipo de erro Frequéncia relativa
erro singular R SRR R 79,1%
erro de transposicao adjacente ceeab-ss— o ba- - 10,2%
erro de transposicao intercalada | ---acb--- — ---bca - - - 0,8%
outros erros — 9,9%
Total 100%

Tabela 1: Tipos de erros mais comuns.

E necessario esclarecer que existem especificidades em cada sistema de codigos ou até
mesmo em cada idioma que podem mudar significativamente essa distribuicao de probabili-
dades.



Nos sistemas que utilizam a aritmética modular um nimero de identificagao é da forma
12973 . .. 1,0,

onde C' é o algarismo de controle ou digito verificador. O valor de C' é determinado pela
congrueéncia
p1w1 + oty + -+ ppy +C =0 (mod k)

onde os elementos {pi1, ps,- - ,pn} sdo previamente escolhidos e denominados pesos.

Os sistemas deste tipo sao chamados de Sistema mddulo k e a soma,
p1x1 + pexo + -+ + pux, + C, por soma controle ou soma teste, sendo designada por S.

Usualmente ¢ utilizado o zero nesta congruéncia embora qualquer outro valor inteiro entre
0 e k — 1 possa ser empregado. Essa escolha se deve a vantagem de que, se S =0 (mod k)
temos que k | S e portanto a soma teste é um multiplo de k.

Outra forma para determinar o digito verificador ¢ utilizar a congruéncia

p1T1 + pato+ - + Pz,  (mod k) =C
Veja a situacao a seguir para melhor compreensao da estrutura de um sistema modular.

Exemplo 3.1 Uma empresa utiliza trés digitos, xixox3, para identificar cada produto que
vende. Para ter certeza de que estes niumeros serao corretamente transmitidos, ela acres-
centa um quarto digito (o algarismo de controle) em cada niumero, criando o cddigo de
identificacao xi1x0x3C. O digito de controle, C', € determinado resolvendo a equacao,
3r1 + w9 + 3x3 + C = 0 (mod 10) , ou seja, a empresa utiliza um sistema mddulo 10 com
pesos {3,1,3}.

Assim, para o produto identificado pelo niumero 854, C' = 9, pois C € escolhido para
satisfazer a sequinte congruéncia,

3.845+3-4+C=0 (mod 10)
24+5+124+C =0 (mod 10)
41+ C =0 (mod 10)

O digito 9 foi escolhido como digito de controle porque 41 +9 = 50 e 50 = 0 (mod 10).
Portanto, o codigo de identificacao desse produto é 8549. Jd o numero 7632 € um cddigo
invdlido, uma vez que 3-7+6+3-3+2=238 ¢38%# 0 (mod 10). &

Os teoremas a seguir estabelecem as condig¢oes para que Sistemas de Identificacao Modular
detectem os erros singulares e de transposicao.

Teorema 3.1 Um sistema de identificagcio mddulo k, com pesos {p1,pa, -+ ,pn}, detecta
todo erro singular, a; — a}, na i—ésima posi¢ao se, e somente se, mdc (p;, k) = 1.

Demonstragao. Considere um nimero ajasas - - - a, de um sistema de identificacao médulo
k, cujo digito de verificagao ¢é a, e a soma teste é S. Sabe-se que S = 0 (mod k). Designa-
remos por S’ a soma teste com a troca a; — a; na i—ésima posicdo. Apesar de se tratar de
uma soma incorreta podemos ter S’ =0 (mod k) ou S” #Z 0 (mod k) , casos em que o erro é
ou nao é detectado, respectivamente.

Calculando a diferenca, S — S, temos:

S"'— S8 = (pra1 + paag + - - + pial + - - - 4+ pnay) — (pra1 + paag + - -+ pia; + -+ pray)

= p1ay + Paay + -+ Pid; + -+ Ppln — P1G1 — P2y — - = PG — = Pply

7



= pia; — pia;

= pi(a; — a;)

Dessa forma, um erro a; — a, na i—ésima posi¢do é detectavel se, e somente se,
pi(a, —a;) 0 (mod k), para a;, a, € {0,1,2,--- .k — 1} e a; # al.

E esta condigao é equivalente a mdc (p;, k) = 1, pelo Teorema 2.4. O

Teorema 3.2 Um sistema de identicagio mddulo k, com pesos {p1,p2,....,pn}, detecta to-
dos os erros de transposicao dos algarismos a; e a; nas posicoes ¢ e j se, e somente se,
mde (p; — pj. k) = 1.

Demonstracao. Neste caso, a diferenca entre a soma teste do nimero errado e a soma teste
correta é
S'=S = (pray+---+piaj+- - +pjait- - +paan) — (pray+- - +piai+- - +pja;+- -+ paan)
=piay + -+ pia; + -+ pia; A Py — D1a1 — < — D — - — Piaj — -+ — Pply,
= Ppiaj + pja; — pia; — p;a;
= Pi; — Pi; + Pja; — Pja;
= pila; — a;) + pj(a; — a;)
= (pi — pj)(a; — a;)
Portanto, o sistema detecta todas as transposicoes de algarismos nas posigoes i e j se, e so-

mente se, para quaisquer a;a; € {0,1,2,...k — 1} com a; # a;, se tem
(pi — pj)(a; —a;) # 0 (mod k) que é equivalente a mdc(p; — p;j, k) = 1, pelo Teorema
2.4 . O

Estes resultados justificam uma maior utilizagao de sistemas mddulo 11, pela facilidade
de encontrar pesos primos com 11, usando apenas um caracter para algarismo de controle.
Este método, porém, tem uma pequena desvantagem, no conjunto dos digitos de 0 a 9,
nao ha nenhum que represente o ntimero 10, sendo necessario incluir mais um simbolo para
representar este nimero. Em geral utiliza-se sua representacao em algarismo romano, “X”,
sendo este método denominado moédulo 11 completo. Outra possibilidade é o esquema maédulo
11 restrito, que utiliza o digito 0 para representar o 10.

No caso k = 10 as condigoes dos Teoremas 3.1 e 3.2 sao incompativeis: é impossivel
satisfazer o segundo se o primeiro for verificado pois, nesse caso, os pesos sao necessariamente
impares e temos que a diferenga entre dois nimeros impares é um ntimero par. Portanto,
qualquer sistema moédulo 10 que tenha 100% de eficiéncia na deteccao dos erros singulares
nao detectara todos os erros de transposicao.

Faz-se necessario destacar a importancia dos Teoremas 3.1 e 3.2 como mecanismo para a
construcao de novos sistemas modulares.

4 Numero do CPF

O Cadastro de Pessoas Fisica, mais conhecido como CPF ¢é o registro de um cidadao na
Receita Federal brasileira no qual devem estar todos os contribuintes (pessoas fisicas bra-
sileiras ou estrangeiras com negdcios no Brasil). O CPF armazena informagoes fornecidas
pelo proprio contribuinte e por outros sistemas da Receita Federal. Sua posse nao é obri-
gatdria, mas é necessaria em varias situagoes, como abertura de contas em bancos e emissao
de passaporte, por exemplo.

O numero de um CPF tem nove digitos de identificacao e mais dois digitos verificadores
que sao indicados por ultimo. Portanto, um CPF tem onze algarismos.



O digito anterior aos digitos verificadores (isto é, o terceiro digito da direita para a es-
querda) identifica a unidade federativa em que a pessoa registrou-se pela primeira vez. Por
exemplo, a origem do CPF 043.658.306-27 é Minas Gerais, cujo cédigo é “6”. Segue a lista
com o numero que identifica cada um dos estados brasileiros:

Rio Grande do Sul.

Distrito Federal, Goias, Mato Grosso, Mato Grosso do Sul e Tocantins.
Amazonas, Para, Roraima, Amapd, Acre e Rondonia.

Ceara, Maranhao e Piaui.

Paraiba, Pernambuco, Alagoas e Rio Grande do Norte.

Bahia e Sergipe.

Minas Gerais.

Rio de Janeiro e Espirito Santo.

Sao Paulo.

Parana e Santa Catarina.

© NSO W= o

Seja T1XoT3T4T5TeT7T8T9T1or1; um numero de CPF, onde x; representa um digito de
identificagao para 1 < ¢ < 9 e w19 e x1; sao os digitos de controle. O algoritmo abaixo,
adaptado de Souza [13], permite calcular estes digitos de controle.

T = (Z iz; (mod 11)) (mod 10)

i=1

T = (i(z —1)z; (mod 11)) (mod 10)

i=2
Com a finalidade de ilustrar a aplicacao deste algoritmo, vamos verificar a autencidade
do CPF 043.658.306 — 27 calculando os digitos de controle, x1g9 € x1;.
Fazendo as devidas substitui¢oes obtém-se a seguinte expressao para xig:

r10=(10+24+33+46+55+68+73+8.0+9.6) (mod 11)) (mod 10)
r10=((0+84+9+4+24+25+48+21+ 0+ 54) (mod 11)) (mod 10)

z10 = ((189 (mod 11)) (mod 10)

x19 = 2 (mod 10)

T1g = 2

Esse resultado confirma o valor do primeiro digito verificador, agora calcula-se o segundo
digito, z11:

211 = (14423436 +45+58+63+7.0+86+9.2) (mod 11)) (mod 10)
211 = (446418420 +40 + 18 + 0 + 48 + 18) (mod 11)) (mod 10)

z1; = ((172 (mod 11)) (mod 10)

T = 7 (mod 10)

T = 7

Os calculos confirmam o valor do segundo digito de controle. Assim, conclui-se que o
CPF 043.658.306 — 27 é auténtico.

E importante ressaltar que o fato de um ntimero de CPF ser autenticado pelos seus digitos
verificadores nao o torna um CPF valido. Para isso, é necesséario que ele esteja cadastrado
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no banco de dados da Receita Federal. Assim, um nimero correto de CPF nem sempre serd
um documento ja emitido. E o que acontece, por exemplo, com numeros de CPF que téem
todos os digitos iguais, apesar de serem autenticados pelos seus digitos verificadores, eles nao
sao validos.

Esse sistema, que utiliza dois digitos verificadores, melhora o método médulo 11 restrito.
Porém, poderia ter uma maior capacidade de deteccao de erros, caso a escolha dos pesos
tivesse sido feita de forma mais criteriosa. Mesmo assim, a falha na deteccao de erros é de
apenas 0,22% dos casos de erro singular e 0,17% dos erros de transposicao. A demonstracao
destes resultados pode ser encontrada em Souza [13], ANEXO A.

Um fato interessante é a implementacao no Brasil do Registro de Identidade Civil (RIC).
Ele serd um cartao com chip que conterda os nimeros de RG, CPF, Titulo de Eleitor, PIS
(Programa de Integragao Social), PASEP (Programa de Formacgao do Patriménio do Servidor
Piblico), Carteira de Trabalho e Carteira Nacional de Habilitagdo. Nele constard, ainda, um
campo com informacoes como o tipo sanguineo e se a pessoa ¢ ou nao doadora de 6rgaos.

O identificador serd um niimero de onze digitos, sendo o ultimo um digito verificador, que é
calculado empregando o sistema médulo 11 restrito e os seguintes pesos {9, 8, 7,6, 5,4, 3,2,9, 8}.

Com o RIC, havera uma padronizacao nacional do sistema para emissao de RG, colo-
cando um fim a emissao de identidade por estado. O governo pretende substituir todos os
documentos em até 10 anos.

5 Cédigo ISBN

O ISBN - International Standard Book Number - é um dos sistemas de indentificacao
mais antigos, criado em 1967 e oficializado como norma internacional em 1972. Ele identi-
fica numericamente os livros segundo o titulo, o autor, o pais e a editora, individualizando
inclusive edicoes diferentes.

O sistema é controlado pela Agéncia Internacional do ISBN, que orienta e delega poderes
as agéncias nacionais. No Brasil, a Fundacao Biblioteca Nacional representa a Agéncia Bra-
sileira desde 1978, com a funcao de atribuir o nimero de identificacao aos livros editados no
pais.

Inicialmente o ISBN era composto por dez digitos, xrsx3rsr506T720379C, Onde os nove
primeiros identificavam o livro e o décimo era o digito verificador. Segundo Picado [7],
este sistema que indicaremos por ISBN-10, utiliza os pesos {10,9,8,7,6,5,4,3,2,1} e uma
congruéncia modulo 11.

Assim, o célculo do digito verificador do ISBN-10 era efetuado da seguinte forma:

10z + 929 + 8x3 + Txy + 625 + b + 47 + 328 + 209 + C' =0 (mod 11)

Se o valor C' necessario para satisfazer esta condicao fosse 10, este seria substituido por um
“X”. Como no ultimo romance de Eca de Queirds, A Cidade e As Serras, cujo ISBN-10 é o
nimero 85-87328-14-X.

A partir de 1° de janeiro de 2007, o ISBN passou de dez para treze digitos, sendo conhecido
por ISBN-13, o que tornou possivel o uso do cédigo de barras denominado EAN (European
Article Number)?. O objetivo foi aumentar a capacidade do sistema, devido ao crescente
nimero de publicacoes. A nova numeracao foi precedida pelo nimero 978, que identifica o

30 sistema EAN (European Article Number) adotado na Europa em 1976 é analogo ao sistema UPC
(Universal Product Code), o primeiro cédigo de barras, criado nos E.U.A. em 1973. Esse c6digo de 13 digitos
é atualmente utilizado no mundo inteiro principalmente para a identificacao de itens do varejo.
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produto livro e o nimero de controle foi recalculado. Quando o “prefixo 978" se esgotar, serd
adotado o “prefixo 979”.

O digito de verificagao de um ISBN-13 é de 1 digito com valores entre 0 e 9, mos-
trado como um caractere final no término da sequéncia. Veja o exemplo de ISBN-13:
978 — 85 — 85818 — 25 — 8, referente ao livro Elementos de Aritmética de Abramo Hefez. O
primeiro elemento, 978, é especificado pela Agéncia Internacional do ISBN, em conformidade
com o sistema global de numeracao de produtos e indica a industria, neste caso, publicagao
de livros. O segundo elemento identifica os grupos nacionais geograficos, sendo o identifica-
dor do Brasil o 85. O terceiro elemento refere-se ao editor, nesse caso a Sociedade Brasileira
de Matematica (SBM). O quarto elemento é um elemento de publicagao, destinado para o
editor da publicagao, que etiquetou o livro com o nimero 25. Por fim, o quinto elemento
corresponde o digito verificador.

Os diferentes componentes do ISBN-13 (indtstria, pais, editor e titulo) possuem quan-
tidade variada de digitos. Esta variacao permite que os idiomas mais utilizados e que as
grandes editoras tenham um nimero de identificacao menor, possibilitando catalogar um
maior nimero de livros.

O ISBN-13 utiliza os pesos {1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1} e k = 10. Logo, determina-se o
digito verificador deste sistema resolvendo a equacao abaixo, adaptada de Lourengo [3]:

{L’l+3l‘2+ZL’3+3ZL’4+I5+3l’6+ZE7+3ZE8+J]9+3$10+$11+35E12+CEO (HlOd 10)

onde x; sao os algarismos do cédigo ISBN-13 na posicao ¢ e C o digito de controle.
Por exemplo, o livto O homem que calculava, de Malba Tahan, tem como ISBN-13 o
numero 978-85-0106-196-6. O digito final, de verificacao é 6 porque

S=9+37+8+38+5+30+1+30+6+31+9+36+6=
=9+21+8+24+5+0+14+0+6+3+9+18+6=110=0 (mod 10)

Teorema 5.1 O sistema ISBN-13 detecta todo erro singular.

Demonstracao. Como os pesos do sistema ISBN-13 sao {1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1},
mde(1,10) = 1 e mdc(3,10) = 1, segue direto pelo Teorema 3.1 que esse sistema detecta
todo erro singular. 0

Portanto, este sistema tem uma eficiéncia de 100% na deteccao de erros singulares.
Teorema 5.2 O sistema ISBN-13 nao detecta todos os erros de transposicao adjacente.

Demonstragao. Segue direto do Teorema 3.2, uma vez que mdc(2,10) =2 > 1. O

Exemplo 5.1 Seag =6 eag =1 forem trocados teriamos S'—S = 2(ag—ag) = 2(6—1) = 10
e o erro nao seria detectado. &

Verifica-se que as trocas de algarismos adjacentes ...a;a;1... — ...a;110a;... que este sistema
nao detecta sdo aquelas em que | a;11 — a; |= 5. Com efeito, supondo i par, temos que a
diferenca entre a soma teste do nimero errado e a soma teste correta é dada por:

S—S=(@m+-+3a1+a;++C)—(a1+-+3a;+ a1+ +C)=2(ai11 — a;)
No caso em que i é impar, tem-se a diferenga com o sinal trocado, 2(—a;y1 + a;). Segue que,

10 | S =10 | (S/—S><=>1O | 2(@2'_‘_1—0,1‘) <:>| iyl — Ay |:5
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Logo, o sitema ISBN-13 nao detecta os seguintes casos de transposi¢ao adjacente “05”,
“507, “167, “617, “277, “727, “38”, “83”7, “49”e “94”0 que corresponde a 10 dos 90 casos
possiveis. Este sistema tem assim uma eficiéncia de 88,9% na deteccao deste tipo de erro.
Mas esse ¢ um problema sem relevancia pratica, uma vez que leitores épticos sao muito
precisos e, quando muito, cometem erros singulares.

6 Numero do Cartao de Crédito

Os principais nimeros de cartoes de crédito no Brasil possuem uma sequéncia de 16
digitos, os 6 primeiros digitos definem a instituicao emissora, sendo que o primeiro desses seis
digitos caracteriza a bandeira do cartao, por exemplo, 4 - Visa e 5 - Mastercard. Os nove
digitos que seguem identificam o cliente e o tltimo digito, na extremidade direita, representa
o digito verificador.

Esse digito final do niimero do cartao, digito de verificagao, ¢é utilizado para decidir se um
cartao de crédito é valido e pode ser calculado por uma férmula chamada Algoritmo de Luhn.
Segundo Kirtland [2] esta férmula foi assim nomeada em homenagem ao cientista Hans Peter
Luhn (1896-1964), um engenheiro da IBM (International Business Machines), que recebeu
em 1960 a patente dos Estados Unidos por inventar a técnica. Atualmente, o algoritmo é de
dominio publico, conhecido como Mdédulo 10 IBM, sendo largamente utilizado por bancos e
demais entidades financeiras para validar cartoes de crédito e débito.

Verifica-se a autencidade de um cartao resolvendo a equacao que segue, adaptada de
Kirtland [2] e Souza [13]:

21+ + 223 + 24+ 205 + 26 + 207 + @5+ 209 + T10+ 2011 +T10 + 22013+ 214+ 2015+ C = 0
(mod 10), onde z; é o algarismos do nimero do cartdo na posi¢ao i e C' o algarismo de
controle. Temos ainda que:

5 — 21’1‘, se 2x; < 10
TiTY 22, -9, se 2> 10

Portanto, apds os algarismos do identificador serem multiplicados pelos pesos 2 e 1 alter-
nadamente, em cada produto, subtrai-se 9 quando este é maior ou igual a 10 e escolhe-se o
algarismo de controle C' de forma a que a soma teste seja um mulpiplo de 10.

Esse sistema, com um tnico digito de verificacao, detecta erros tipicos que as pessoas
cometem quando transcrevem numeros de cartao, por exemplo, em compras via internet.
Para ilustrar esta situagao, suponha que ao digitar o nimero 4073038870480971 de um
cartao de crédito, tenha se cometido um erro, e que o numero de fato digitado fosse
4072038870480971. Ao fazer a verificacao de leitura, o computador que recebeu a informacao
faz as seguintes operacoes:

S=24+0+27+2+20+3+28+8+27+0+24+8+20+9+27+1=
=8+0+14+24+0+34+16+8+14+0+8+84+0+9+14+1=

=840+ (14—-9)+2+0+34+(16—9)+8+(14—9)+0+8+84+04+9+(14—-9)+1=
=8+04+5+24+0+3+7+8+5+0+8+8+0+9+5+1=069

Como o resultado obtido nao é um multiplo de 10, o computador avisa que foi cometido
algum erro e o numero deve ser novamente digitado.

Teorema 6.1 O Algoritmo de Luhn ou Mddulo 10 IBM detecta todo erro singular.
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Demonstragao. Considere separadamente dois casos: o erro ocorre num algarismo com
indice par ou o erro ocorre num algarismo de indice impar.

Nas posigoes de indice par o peso é 1 e sendo mdc (1,10) = 1, pelo Teorema 3.1, todos os
erros singulares sao detectados.

No caso de erro num algarismo de indice impar, temos que S’ — S = 2_a; — 2a;, onde S’ é
a soma teste de um nimero com um erro singular e S é a soma teste de um ntimero correto.
Mas observe que 2_(12 e 2a; sao o resultado de uma das seguintes transformacoes:

0—20 5—10—1
1—2 6 —12—3
2—4 7T—14 -5
3—6 8 —=16 =7
4 —8 9—18—=9

Segue, que se S’ fosse multiplo de 10, terfamos que 10 | (S’ —S). Logo, 10 dividiria
(2a, — 2a;), o que é absurdo, pois (2a] — 2a;) é um nimero inteiro nao nulo entre —9 e 9.
Portanto, todos os erros singulares também sao detectados quando ocorre num algarismo de
indice impar. 0

Assim, o Algoritmo de Luhn detecta todo erro singular. Ele também detecta todas as
transposicoes de algarismos adjacentes, com excecao dos casos “09”e “90”, ou seja, detecta 88
casos em 90. Dessa forma, o Algoritmo de Luhn possui uma taxa de detecgao de transposicoes
adjacentes de 97,8%, melhor do que os 88,9% observado no sistema ISBN. Uma exposi¢ao
mais detalhada sobre os erros de transposigao pode ser encontrada em Souza [13].

Mas o digito verificador nao é o bastante para garantir a seguranca no uso de cartoes de
crédito, por isso ainda ha um codigo de trés digitos que fica atras do cartao. Esse codigo é
gerado pela propria instituicao e calculado ao criptografar o niimero do cartao e sua data de
validade. Cada empresa decide qual algoritmo usar nessa criptografia e a chave de decodi-
ficacao nao é publica.

7 Uma aplicacao em sala de aula: Blocos Légicos

Os blocos logicos foram criados pelo matematico hiingaro Zoltan Paul Dienes, por volta
da década de 50. Segundo, Simons [12], o modelo mais frequente nas escolas apresenta-se em
caixas contendo 48 pecas geométricas, divididas em:

1. Quatro formas: circulos, quadrados, triangulos e retangulos;
2. Trés cores: amarelo, azul e vermelho;
3. Dois tamanhos: grande e pequeno;

4. Duas espessuras: fino e grosso;

Assim, cada peca possui 4 atributos. Por exemplo, pode-se ter um circulo, vermelho,
grande e fino. O objetivo desta proposta ¢ trabalhar com este material estimulando os
estudantes a representar cada bloco por uma sequéncia numérica, um codigo.

Espera-se que o trabalho com esse material favoreca o desenvolvimento cognitivo dos es-
tudantes nas nogoes abstratas de classificacao, seriacao, ordem e sistematizacao de padroes,
bem como possibilite vivenciar as ideias iniciais de transmissao de dados, percebendo a im-
portancia dos digitos verificadores e conhecendo a teoria dos codigos identificadores de erros.
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Figura 1: Blocos Logicos

7.1 Proposta de trabalho

Propoe-se uma sequéncia didatica para o trabalho com estudantes do Ensino Fundamen-
tal, para desenvolver o tema, cédigos identificadores de erros, utilizando os blocos légicos.

O objetivo é estimular os alunos a compreender a tecnologia dos codigos identificadores,
estabelecendo uma relacao entre as caracteristicas de cada peca e um cédigo que a identifi-
que. Uma sugestao ¢ uma sequéncia de 5 algarismos onde o 1° algarismo identifica a forma,
0 2° a cor, o 3° o tamanho, o 4° a espessura e por ultimo o 5° algarismo é o digito verifi-
cador calculado a partir dos anteriores. As tabelas, a seguir, associam um algarismo a cada
caracteristica.

FORMA ALGARISMO COR ALGARISMO
Circulo 1 Amarelo 1
Quadrado 2 Azul 2
Triangulo 3 Vermelho 3

Retéangulo 4

TAMANHO ALGARISMO ESPESSURA | ALGARISMO
Grande 1 Fino 1
Pequeno o Grosso 2

Figura 2: Tabelas

Para determinar o algarismo de controle, C, do c¢6digo xxsx3x4 — C basta calcular o resto
da divisao por 5 da soma: x1 + 2x9 + 3x3 + 4x4. Esse é um sistema modulo 5 com pesos
{1,2,3,4}.

Assim, por exemplo, um circulo, vermelho, grande e fino sera identificado pelo cédigo
1311 — 4. Uma tabela com essa sugestao de cddigo, referente as 48 pecas dos blocos 1ogicos,
pode ser encontrada no Anexo 1.

Observe que mde (p;,5) = 1 para i = {1,2,3,4}, verificando a condi¢ao do Teorema 3.1
para deteccao de erro singular. Agora, perceba que mdc (p; —p;,5) = 1 parai,j € {1,2,3,4},
verificando a condi¢cao do Teorema 3.2 para deteccao de erros de transposicao. Portanto, a
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escolha por este modelo nao é aleatéria uma vez que ele detecta todos os casos de erro singular
e de transposicao.

Vale ressaltar que outros cédigos podem ser elaborados pelo professor (ou pelos alunos)
para identificacao dos blocos logicos nessa sequéncia de trabalho.

7.2 Metodologia

A proposta baseia-se na metodologia de Resolucao de Problemas e Investigacao Ma-
temdtica discutidos por Polya [9] e Ponte [10] e estd em consonancia com as orientagoes
apresentadas nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN). Nesta concepgao o aluno tanto
aprende matematica resolvendo problemas, como aprende matematica para resolvé-los. As-
sim, guardada as devidas proporcoes, diante de um problema, o aluno se vé em uma situagao
analoga aquela em que muitas vezes o mateméatico esta ao exercer sua atividade. Isto ¢, o
aluno deve ser capaz de realizar tentativas, estabelecer hipdteses, testar essas hipdteses e va-
lidar seus resultados, provando que sao verdadeiros ou, em caso contrario, mostrando algum
contra-exemplo.

Essa opcao de trabalho traz implicita a conviccao de que o conhecimento matematico
ganha significado quando os alunos tém situacoes desafiadoras para resolver, e trabalham
coletivamente para desenvolver estratégias de resolucao. Neste sentido, é fundamental que o
professor estabeleca condi¢oes adequadas para a interacao dos estudantes, criando um clima
favoravel a convivéncia em grupo de maneira produtiva e cooperativa.

A organizacao dos alunos em grupos de trabalho influéncia o processo de ensino e apren-
dizagem, e pode ser otimizada quando o professor interfere nessa organizacao. Agrupamentos
adequados, que levem em conta a diversidade dos alunos, tornam-se eficazes na individua-
lizacdo do ensino e atendimento a diversidade de aprendizagem. A esse respeito, os PCN
trazem:

Como um incentivador da aprendizagem, o professor estimula a cooperacao
entre os alunos, tao importante quanto a prépria interacao professor-aluno. O
confronto entre o que o aluno pensa e o que pensam seus colegas, seu professor
e as demais pessoas com quem convive é uma forma de aprendizagem significa-
tiva, principalmente por pressupor a necessidade de formulacao de argumentos
(dizendo, descrevendo, expressando) e de valida-los (questionando, verificando,
convencendo). (PCN, 1998, p. 38).

Assim, para o desenvolvimento dessa proposta, sugere-se a organizagao da turma em
grupos de trabalho heterogéneos, compostos de 4 a 5 alunos em diferentes niveis de aprendi-
zagem.

O trabalho nessa perspectiva exige do professor uma conduta diferente da aula tradicional.
Neste papel, o professor é responsavel por relatar os procedimentos empregados e as diferencas
encontradas, promover o debate sobre resultados e métodos, orientar as reformulacoes e
valorizar as solugoes mais adequadas apresentadas por cada grupo. Ele também decide se é
necessario prosseguir o trabalho ou se ¢ o momento de elaborar uma sintese.

A sequéncia proposta é indicada para o trabalho com estudantes do 6° e 7° anos do
Ensino Fundamental, sendo previsto, aproximadamente, quatro aulas de 50 minutos. Um
maior tempo pode ser exigido em funcao dos diferentes niveis de aprendizgem da turma,
conhecimento prévio sobre o tema e envolvimento com a dinamica.

No que tange aos recursos didaticos, serao necessarios: blocos logicos, etiquetas adesivas,
dicionario, folha de almaco, caneta, lapis, lapis de cor e borracha.

15



7.3 Objetivos

Os objetivos dessa sequéncia de trabalho sao:

Etiquetar as pecas dos blocos logicos.

e Vivenciar as ideias iniciais de transmissao de dados.

Perceber a importancia do digito verificador.

Conhecer a teoria dos codigos identificadores de erros.

Calcular o digito verificador de algumas pecas.

Reconhecer o uso dos cédigos identificadores em situagoes do cotidiano.

7.4 Expectativas de aprendizagem

As expectativas de aprendizagem desenvolvidas nessa proposta serao:

e Reconhecer as figuras planas que tém a forma do quadrado, retangulo, triangulo e
circulo.

e (lassificar, ordenar e estabelecer padroes.

e Efetuar calculos com nimeros naturais envolvendo as operacoes de adicao, subtracao,
multiplicacao e divisao.

e Utilizar os conceitos de niimero primo, multiplos e divisores de niimeros naturais.

7.5 Sequéncia didatica

A primeira etapa dessa sequéncia é a motivacao para o trabalho com o tema. Orienta-
se uma conversa informal sobre codigos e ntimeros de identificacao. Também é interessante
organizar uma pequena exposicao de embalagens com codigos de barras, documentos pessoais,
cartoes de crédito, folha de cheque, livros, entre outros objetos que possuam numeros de
identificagao.

Para criar um ambiente estimulador, sugere-se ao professor fazer perguntas que despertem
o interesse sobre o tema e permitir que os alunos fagcam o relato de alguma experiéncia pessoal.
No final desse primeiro momento, caso nenhum aluno faga a sugestao, o professor deverd
orientar a consulta ao diciondrio e registro do significado da palavra cddigo.* Pode-se aqui,
manusear o diciondrio observando o contexto semantico da palavra e selecionar a acepg¢ao
mais adequada no verbete do dicionario.

Apoés esse primeiro momento, as caixas com os blocos 16gicos serao entregues aos grupos
e os alunos irao explorar o material livremente. Orienta-se ao professor fazer perguntas que

4Verbete no diciondrio Aurélio: s.m. Colegao de leis: Cédigo Penal. / Colegao de regras e preceitos. /
Sistema de simbolos que permite a representacao de uma informagao: cédigo Morse. / Conjunto de regras
que permite a transposicao de sistemas de simbolos sem alterar o significado da informagao transmitida. /
Lingtifstica Conjunto de todos os elementos lingiiisticos vigentes numa comunidade e postos a disposi¢ao dos
individuos para servir-lhes de meios de comunicagao; lingua. // Cddigo de barras, cédigo que utiliza barras
verticais, impresso na embalagem de um artigo e que, submetido a um leitor 6ptico, permite a identificagao
do artigo, seu preco e dados sobre seu estoque.
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oportunizem aos grupos pensar sobre os atributos das pegas. Em seguida, o professor solici-
tara aos alunos que formem conjuntos considerando caracteristicas comuns das pecas, isto €,
a forma, a cor, o tamanho e a espessura. Nesta etapa, nao se espera que os estudantes de-
monstrem dificuldades, embora seja interessante que o professor represente no quadro algum
dos esquemas, tabelas ou desenhos utilizados pelos grupos como forma de registro.

Logo em seguida a exploragao do material, o professor fixara, em local adequado para
que todos possam visualizar, um cartaz com a relagao que associa um algarismo a cada
caracteristica das pecas, Figura 2 - Tabelas. O professor fard a leitura das tabelas esclarecendo
possiveis duvidas e apresentara a atividade a ser realizada:

e Etiquete cada peca com um codigo relacionando suas carac-
teristicas aos dados das tabelas apresentados no cartaz.

E possivel responder a questao com diferentes codigos, pois cada grupo pode estabelecer
uma ordem distinta para os atributos das pecas. Por exemplo, um grupo pode estabelecer
que o 1° algarismo identifique a forma, o 2° a cor, o 3° o tamanho, o 4° a espessura e um
outro grupo pode identificar as pecas segundo o critério, espessura, cor, forma e tamanho.

O professor devera explorar essa situagao, pedindo aos grupos que digam alguns cédigos
e que os outros grupos tentem descobrir qual é a peca associada a esse cédigo. O objetivo
é que os alunos percebam a necessidade de se estabelecer um padrao e elaborem um codigo
Unico para identificacao das pecgas. Por exemplo:

1°algarismo — forma
2%algarismo — cor
3°algarismo — tamanho
4°algarismo — espessura

Uma preocupagao do professor neste momento deve ser que todos compreendam a situacao
problema proposta e participem das discussoes.

Dando continuidade ao trabalho, o professor orientara que todos os grupos etiquetem os
blocos 16gicos. Aqui, o professor deve ficar atento para que todos os grupos utilizem a ordem
estabelecida pela turma e os dados do cartaz, Figura 2 - Tabelas. Quando todos concluirem,
o professor ird propor a transmissao de dados entre os grupos:

e Selecione 10 pecas e anote a descri¢ao em seu caderno.

e Escreva uma lista com o cédigo que identifica cada uma das
pecas escolhidas.

e Envie a lista com os cédigos a um outro grupo.

Nesta atividade, os alunos poderao perceber que identificar numericamente as pecas sim-
plifica e agiliza a transmissao de informacoes.

Apoés cada grupo transmitir e receber uma lista com os dez cédigos o professor indicard a
préxima atividade:
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e Decodifique a lista que vocé recebeu.
e Identifique as pecas escolhidas pelo outro grupo.

e Confira as informagoes com o outro grupo.

As atividades anteriores, estabelecer um codigo padrao e enviar mensagens entre os gru-
pos, podem motivar o debate sobre seguranca na transmissao de informacoes e erros na
leitura, escrita e transmissao de dados. Sendo propicio novas questoes:

e Quais foram os erros cometidos na transmissao das listas?
e Ha erros comuns aos grupos?

e Como evitar ou minimizar essas falhas?

E importante ressaltar que os grupos devem ser orientados a sistematizar e registrar as
observagoes e as conclusoes que forem surgindo durante o trabalho. Conceitos como erro
singular e de transposicao devem ser formalizados pelo professor.

Apos discussao sobre os erros cometidos na transmissao e recepcao de dados, o professor
ir4 apresentar a teoria dos digitos verificadores. Em sua exposicao, o professor deve ressaltar
a simplicidade dessa teoria, suas iniimeras aplicagoes no dia a dia e eficiéncia na deteccao de
erros. A situagado proposta no Exemplo 3.1 ou o Cédigo de Barras (Sistema EAN-13) pode
ser utilizado para ilustrar o uso do digito verificador e seu célculo.

Retomando o trabalho com os blocos 1égicos e o cédigo de identificagao criado, chegamos
ao momento em que surge o grande desafio da proposta:

Elabore uma férmula para determinar o digito verificador do
codigo criado para identificacao dos blocos logicos.

A férmula elaborada estabelece uma relagao com os primeiros
algarismos?

Essa formula é eficiente na deteccao de erros?

Quais as limitagoes do sistema elaborado pelo seu grupo?

Acredita-se que os alunos ja se apropriaram do sentido do problema e espera-se que
estejam motivados a buscar uma solucao para essas questoes e fazer novas perguntas. Nesse
sentido, varias estratégias e ideias informais podem surgir e devem ser discutidas pela turma
e valorizadas pelo professor.

E importante que o professor solicite o registro dos processos gerais utilizados na ela-
boracao da féormula para o calculo do digito verificador. E também, estimule as justificativas,
pedindo aos alunos que mostrem se os codigos criados sao adequados, do ponto de vista da
detecgao de erros. Neste ponto, esperamos que os estudantes percebam que a utilizacao de
nimeros primos torna o sistema mais eficiente.

18



Em seguida o professor pode apresentar (ou construir coletivamente) uma férmula tinica
para o calculo do digito verificador para a turma. Uma sugestao de sistema modulo 5 com
pesos {1,2,3,4} foi apresentada na Secao 5.1 e uma tabela com os cédigos para as 48 pegas
dos blocos logicos segundo esse sistema encontra-se no Anexo 1.

Neste momento é importante que o professor faca uma sintese dos conceitos trabalhados:
algoritmo da divisao, resto da divisao, niimeros primos, divisores e multiplos de ntimeros
naturais.

Para verificar se os estudantes compreenderam o algortimo elaborado para o cédlculo do 5°
algarismo, o professor podera escolher algumas pecas e pedir que os alunos calculem o digito
verificador. Outra estratégia é escrever alguns codigos invalidos, ou faltando um dos digitos
e solicitar que os alunos tentem encontrar o erro e em seguida corrigi-lo.

Para finalizar, os grupos irao produzir um relatorio, descrevendo a pratica, as conclusoes e
os conceitos matematicos envolvidos, incluindo uma autoavaliacao e a avaliacao da atividade.

7.6 Avaliagao e encerramento

Esta sequéncia de trabalho deve fazer parte do processo de ensino e aprendizagem e como
tal precisa ser avaliada. Avaliar permite ao professor e ao estudante monitorar o desempenho
e verificar quais aspectos precisam ser melhor trabalhados. Assim, os grupos irao produzir
um relatorio, descrevendo a pratica, as conclusoes e os conceitos matematicos envolvidos,
bem como deverao ser incentivados a realizar uma autoavaliacao e a avaliacao da atividade.

Durante os trabalhos, o professor devera avaliar os estudantes, observando a postura, as
estratégias que desenvolvem, a capacidade de argumentar e utilizar a linguagem e simbologia
prépria da matematica. Desenhos, esquemas e tabelas também devem ser valorizados como
forma de registro.

Pode ocorrer que os relatérios produzidos pelos estudantes sejam inicialmente pouco de-
senvolvidos, com respostas curtas e justificativas insuficientes ou nao fundamentadas. Uma
alternativa, para sanar essa dificuldade, é fornecer roteiros e indicar, durante a discussao nos
grupos, pontos importantes de serem mencionados nos relatos.

Outra possibilidade de avaliagao é uma apresentacao oral para a classe, onde cada grupo
explicard a proposta elaborada para o calculo do digito verificador e a matematica envolvida
em suas investigacoes.

8 Consideracoes Finais

Neste trabalho abordou-se as nogoes basicas de Teoria dos Numeros e sua aplicacao no
calculo do digito verificador de Sistemas de Identificacao Modular.

Versou-se sobre a utilizacao dos niimeros de identificagao no cotidiano e os erros cometidos
na leitura, escrita e transmissao destes nimeros. Recorreu-se a Aritmética Modular para
generalizar os sistemas de identificacao estudados e percebeu-se a importancia dos Teoremas
3.1 e 3.2 para a construgao de novos sistemas modulares.

Foram apresentados trés exemplos concretos de sistema de identificagao em utilizagao no
pais: o CPF, o ISBN e o cartao de crédito. Situacoes concretas foram utilizadas para ilustrar
a aplicacao destes modelos e para uma melhor compreensao da estrutura de cada sistema.

Uma proposta de aplicacao da teoria dos codigos foi didaticamente descrita para o trabalho
com estudantes do ensino fundamental. A sequéncia didatica recorreu a exploracao dos blocos
logicos para criar um ambiente motivador e estimulador da aprendizagem.
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Problemas relativos a correcao de erros nao foram discutidos neste texto. Acredita-se
ser necessario a realizagao de estudos posteriores para melhor compreensao de métodos que
possam além de detectar os erros, fazer sua correcao automatica. Os chamados Sistemas
Corretores de Erros.

Espera-se que a realizacao da pratica em sala de aula contribua para o desenvolvimento
dos alunos e fomente o interesse por projetos e atividades de investigacao e exploracao.

Em relagao aos professores, deseja-se ter cumprido o objetivo de motivar um estudo mais
aprofundado sobre Artmética Modular, mostrando como ideias e conceitos matematicos levam
ao desenvolvimento de tecnologias que visam o avanco e o bem estar social.

Enfim, acredita-se que este trabalho possa contribuir para que alunos e professores cons-
truam uma visao mais completa da verdadeira natureza da atividade matematica. E perce-
bam que o estudo de temas aparentemente abstratos como Sistemas de Identificacao Modular
¢ uma fantastica oportunidade de aprendizagem, possibilitando momentos de reflexao, inves-
tigacao e construgao de conhecimento que, em geral, nao observamos no dia-a-dia da sala de
aula.
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ANEXO 1

PECA VETOR PESO i
1 2 3 4

1 1 1 1 1 0
2 1 1 1 2 4

3 1 1 2 1 3
4 1 1 2 2 2

5 1 2 1 i 2
6 1 2 1 2 1

7 1 2 2 1 0

8 1 2 2 2 4
9 1 3 1 1 4
10 1 3 1 2 3
11 1 3 2 1 2
12 1 3 2 2 i
13 2 1 1 1 1
14 2 1 1 2 0
15 2 1 2 1 4
16 2 1 2 2 3
17 2 2 1 1 3
18 2 2 1 2 2
19 2 2 2 1 1
20 2 2 2 2 0
21 2 3 1 1 0
22 2 3 1 2 4
23 2 3 2 1 3
24 2 3 2 2 2
25 3 1 1 1 2
26 3 1 1 2 1
27 3 1 2 1 0
28 3 1 2 2 4
29 3 2 1 % 4
30 3 2 1 2 3
31 3 2 2 1 2
32 3 2 2 2 1
33 3 3 1 1 1
34 3 3 1 2 0
35 3 3 2 1 4
36 3 3 2 2 3
37 4 1 1 ;) 3
38 4 1 1 2 2
39 4 1 2 1 1
40 4 1 2 2 0
41 4 2 1 1 0
42 4 2 1 2 4
43 4 2 2 i 3
44 4 2 2 2 2
45 4 3 1 1 2
46 4 3 1 2 1
A7 4 3 2 1 0
48 4 3 2 2 4

* Digito Verificador (Reste da divisdo po

Q

5)

Figura 3: Etiquetas para as pecas dos blocos légicos
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