2014: Trabalho de Conclusao de Curso do Mestrado Profissional em Mateméatica - PROFMAT
Universidade Federal de Sao Joao del-Rei - UFSJ
Sociedade Brasileira de Matemaéatica - SBM

Sobre Pombos e Gavetas

Vinicius Barbosa de Paiva '

Marcelo Oliveira Veloso?

Resumo: Nesse trabalho estuda-se trés versoes do Principio das Gavetas de Dirichlet e suas
aplicagoes em diversos problemas geométricos e aritméticos.
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1 Introducao

Se todos os pontos do plano forem pintados, cada um com uma dentre 2 cores, seria
possivel encontrarmos dois pontos cuja distancia entre eles é de exatamente 10 cm? O que
acontece se distribuirmos 12 bombons para 9 criancas? E possivel afirmar que em determi-
nada sala de aula existem alunos que nasceram no mesmo dia da semana? E no mesmo dia
do ano?

Neste texto pretende-se responder a essas questoes, entre outras, utilizando o Principio
das Gavetas de Dirichlet, também conhecido como Principio da Casa dos Pombos, que diz:

“Se distribuirmos n objetos em m gavetas com n > m, entao pelo menos uma gaveta tera
mais que um objeto”.

Acredita-se que o mateméatico alemao Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet tenha utili-
zado este principio pela primeira vez em 1834, na forma de ocupacao de gavetas. O Principio
da Gavetas é uma ferramenta simples, cujo enunciado é de facil entendimento e de grande uti-
lidade na solucao de problemas e demostracoes de alguns resultados classicos em Matematica
Discreta.

A técnica para aplicar o Principio da Gavetas é identificar os “objetos”, as “gavetas” e qual
“regra” ¢ utilizada para distribuir os objetos nessas gavetas. Neste trabalho é explicitado,
nos diversos exemplos, estas trés etapas.

O texto esta organizado da seguinte maneira: na secao 2 relembramos alguns conceitos que
serao utilizados nesta discussao. Na terceira secao, apresentamos trés versoes do Principio das
Gavetas e alguns exemplos de sua aplicacao, destacando a importancia da escolha “ideal”dos
objetos e das gavetas. As secoes 4 e 5 foram dedicadas aos temas de aritmética e geome-
tria, respectivamente. O texto termina com uma coletanea de problemas propostos sobre o
assunto.
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2 Conceitos Basicos

Nesta secao listamos os conceitos utilizados ao longo do texto. Alguns resultados sao
acompanhados da respectiva demonstracao. Os resultados cujas demonstracgoes sao omitidas
possuem uma indicacao de bibliografia sobre o assunto.

Definicao 2.1 Sejam a e b numeros inteiros com a # 0. Dizemos que a divide b e vamos
denotar por a | b, se existir um inteiro ¢ tal que b = ac. Se a ndo divide b, escrevemos a 1 b.

E usual dizer que a é um divisor de b, ou b é divisivel por a, ou ainda b é um multiplo
de a quando a | b.

Exemplo 2.1 Como 12 =26, entao 2 divide 12 e denotamos por 2 | 12. Seque que 2 é um
divisor de 12, ou 12 é divisivel por 2, ou ainda 12 é um multiplo de 2. Também temos
que —3 | 12, wisto que 12 = (—3)(—4).

&

Definicao 2.2 Um numero inteiro n é primo se n > 1 e se possui apenas dois divisores
positivosn e 1. Sen > 1 nao é primo dizemos que n € composto.

Exemplo 2.2 Os inteiros 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,67 e 277 sao numeros primos. Jd os inteiros
8 (8 =2.4) €33 (33 =3.11) nao sao primos, ou seja, sGo nimeros compostos.

%

Vejamos algumas propriedades da divisao dos inteiros:

Teorema 2.1 Sejam a, d, m e n numeros inteiros. Entao:

~

.1ln,n|inen|0;
2.d|n=ad|an;

3. adlan ea#0=d|n;
4. d|n=d|nm;
5.albeblc,=alc

Demonstracao. Veja a demonstragao: (1 e 5) no livro [7]: unidade 1 - pdgina 3 e (2) no
livro [8] - pagina 3. O

Teorema 2.2 (Algoritmo da Divisao) Sejam a e b nimeros inteiros com b > 0. Entdo
existem dois, unicos, numeros inteiros q e r tais que:

a=b-q+r, com0<r<hb

Demonstragao. Veja a demonstragao do algoritmo no livro [8] pagina 5. 0



Exemplo 2.3 Como 13 =5-2+ 3, o quociente e o resto da divisio de 13 por 5 sao q = 2
er=23. Ja—17=>5-(—4) + 3, ou seja, o quociente e o resto da divisao de —17 por 5 sao
q=—4er=23.

&

Definicao 2.3 Sejam a, b inteiros nao simultaneamente nulos. Um inteiro d > 0 € dito o
mdzximo divisor comum de a e b se, e somente se

i) d|a e d|b,
ii) ¢ inteiro tal que cla e c|b implica que c|d.
O inteiro d é denotado por mdc(a, b).

Observe que o segundo item garante a unicidade do mdc(a,b). De fato: suponha que
d = mdc(a,b) e di = mdc(a,b). Segue do segundo item que d|d; e di|d e assim d = d.

Exemplo 2.4 Omdc(12,18) = 6, pois os niumeros {£1,+2, £3, £6} sao os divisores comuns
de 12 e 18.

&

E usual dizer que a e b sdo coprimos, ou primos entre si, quando mdc(a,b) = 1. O préximo
resultado elenca algumas propriedades do maximo divisor comum.

Teorema 2.3 Sejam a e b numeros inteiros. Entao:

5.a|b < (a,b) =]lal.

Demonstragao. Veja a demonstragao no livro [7]: unidade 5 - péginas 2 e 3. O

Para provar a existéncia do maximo divisor comum de dois inteiros nao negativos, Euclides
utiliza, essencialmente, o resultado abaixo que chamaremos de Lema de Fuclides.

Lema 2.1 (Lema de Euclides) Sejam a,b,q e r nimeros inteiros. Se a =b-q+r entdo
mdc(a, b) = mde(b, 7).

Demonstracao. Seja d = mdc(a, b) e dy = mdc(b, r). Como d = mdc(a, b) temos que d|a e
d|b e entdo d|(a — bq), ou seja, d|r. Portanto d|d;, pois d; = mdc(b, ). De maneira andloga
temos que d;|d. Portanto, d = d; e o temos o resultado. Il

Exemplo 2.5 Para calcular o mdc(20,35) basta observar que 35 = 1-20+15, 20 =1-15+5
e15=3-5+0 e aplicar o Lema de Fuclides trés vezes

mdc(35, 20) = mdc(20, 15) = mde(15, 5) = mdc(5, 0) = 5.



Exemplo 2.6 Dados m e n inteiros positivos e distintos, temos que:
mde(22” +1,2%" +1) = 1.
De fato, suponha que m > n e note que
22" 1= 27"+ T+ 1) (2T D)2 - 1).
Assim 22" +1= (22" 4+ 1) - ¢+ 2 e portanto pelo Lema de Euclides

mde(22" +1,2%" +1) = mde(2?" +1,2) = 1.

Teorema 2.4 Sejam a,b e ¢ nimeros inteiros. Se a | b-c e mdc(a,b) =1 entdo a | c.

Demonstracao. Veja a demonstragao do teorema no livro [7]: unidade 6 - pagina 4. Il

Definicao 2.4 Seja x um nimero real. Denotamos por | x| o maior inteiro que é menor ou
wqual a x, ou seja,
|z] =max{n € Z | n < x}.

A fungao | | : R — Z é chamada de maior inteiro ou fun¢ao piso.
Exemplo 2.7 2] =2, [2,71] =2, [1,618] =1, |-3,71] = —4
Teorema 2.5 Sejam x, y numeros reais e m um numero inteiro. Entdao:

1. |z] <z <|z]+1;

2. se x <y entao |z| < |y];

g lr]+lyl <lv+yl <l|z)]+ |yl +1;

4. sem >0 entio {mJ - FJ

m m

Demonstracao.

1. Seja x = n + a onde n é inteiro e 0 < o < 1. Logo,

lz] = n
n+1
lz] +1
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2. Sejam x =n+«a ey =p+ [ onde n e p sao inteiros, e 0 < o, f < 1. Entao

lz] =[n+al=n<p=|p+8]=ly].



3. Sejam x =n+«a ey =p-+ [ onde n e psao inteiros e 0 < «, f < 1. Logo,

lz) + Ly)

IN

IN

n+p

[+ p]
In+a+p+ G
[z +y]
n+p+ o+ 3]
n+p+1

) + ly) +1

Seja x = n + «, onde n é inteiro e 0 < a < 1. Sabemos, do algoritmo da divisao, que

existem ¢ e r tais que n = m.q+r, 0 <r < m. Portanto,
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o que prova (4).
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Definigao 2.5 Seja x um nimero real. Denotamos por [x| o menor inteiro que € maior ou

wqual a x, ou seja,

[] =min{n € Z | n > z}.

A fungao [ | : R — Z é chamada de fungdao menor inteiro ou fungao teto.

Exemplo 2.8 [2] =2, [2,71] =3, [1,618] =2, [-3,71] = -3

Teorema 2.6 Sejam x, y numeros reais e m um numero inteiro. Entdao:

1. [z] = 1<z <Jz];

2. sex <y entao [z] < [y];
3. [zl + [yl 1< [z +y] <[] +[yl;

-l

Xz

m

4. se m >0 entao {
m

Demonstracao.

1. Seja x =n — a onde n ¢é inteiro e 0 < o < 1. Logo,

[x] —1

A\

n—1
n—aq

[]



2. Sejamx =n—aey=p— [ onden e psao inteiros e 0 < a, § < 1. Entao
[z]=[n—al=n<p=[p-F]=[yl

3. Sejamx=n—aey=p— P ondenepsaointeirose 0 < a <1,0< [ < 1. Logo,

[#]+ [yl -1 = n+p—1
< n4p+-a—p5]
= [n—a+p—F]
< [n+p]
= n+p

= [zl + [y

4. Seja x =n — «a, onde n é inteiro e 0 < a < 1. Sabemos, do algoritmo da divisao, que
existem ¢ e r tais que n = m.q+r, 0 <r < m. Portanto,

ERENSHRAET

pois0<r—a<m,umavezque 0 <a<lel<r<m. Mas,

0] 3 5] < oo 51

o que prova (4).

3 Principio de Dirichlet e Generalizagoes

Nesta secao vamos apresentar trés versoes do Principio de Dirichlet, ou Principio da casa
dos Pombos, e varios exemplos de suas aplicacoes.
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Figura 1: Comoda.

Principio das Gavetas 3.1 Se colocamos n + 1 objetos em n gavetas, entao haverd pelo
menos uma gaveta com dois ou mais objetos.



Demonstracao. Como temos n gavetas e se cada uma delas contiver, no maximo, um objeto,
o numero total de objetos assim distribuidos serd, no maximo, n, o que ¢ uma contradicao. [J

Note que n 4+ 1 é o nimero minimo de objetos que satisfaz o Principio das Gavetas 3.1,
e, claramente, o resultado é vélido para todo inteiro [ > n + 1. Veremos que o Principio das
Gavetas de Dirichlet nos auxiliard na resolucao de exercicios de Combinatoéria, Teoria dos
Numeros e Geometria, dentre outros.

Vejamos, nos exemplos abaixo, como aplicar o Principio das Gavetas 3.1.

Exemplo 3.1 Em um conjunto de 8 pessoas podemos afirmar que: pelo menos duas nasce-
ram no mesmo dia da semana.
Identificando as gavetas e os objetos.

e Objetos: As oito pessoas;
o Gavetas: Os sete dias da semana;

e Regra: Cada pessoa estd associada ao dia da semana que nasceu.

Temos 8 objetos (pessoas) para serem distribuidos em 7 gavetas (dias da semana). Pelo
Principio das Gavetas 3.1, temos que, pelo menos uma gaveta ird conter ao menos dois
objetos, ou seja, no minimo 2 pessoas nasceram no mesmo dia da semana.

&

Exemplo 3.2 O que acontece se distribuirmos 12 bombons para 9 criancas?
e Objetos: Os doze bombons;
e Gavetas: As nove criancas;
e Regra: Cada bombom estd associado a uma crianga.

Temos 12 objetos (bombons) para serem distribuidos em 9 gavetas (criangas). Pelo
Principio das Gavetas 3.1, temos que, pelo menos uma gaveta ird conter pelo menos dois
objetos, ou seja, pelo menos 1 crianca ird receber pelo menos 2 bombons.

&

Definicao 3.1 Uma funcdio f: A — B € dita injetora se para cada y € B existir um unico
x € A tal que f(x) =1y.

Exemplo 3.3 Sejam A e B conjuntos finitos com n e m elementos respectivamente. Se
n > m, entao nao eriste nenhuma funcao f: A — B injetiva.

e Objetos: Os elementos do dominio (n);
e Gavetas: Os elementos da imagem (m);

o Regra: A funcao f(z) =1y.



Sabemos que n > m, ou seja, hd demasiados elementos no conjunto A em relacdo ao
conjunto B, portanto, pelo Principio das Gavetas 3.1, temos que, pelo menos uma gaveta ird
conter pelo menos dois objetos, ou seja, existe pelo menos um y € B, que é correspondente
de pelo menos dois x € A.

&

Exemplo 3.4 Marcam-se cinco pontos (A, B,C, D, E) sobre um quadrado de lado 2. Mostre
que, pelo menos, 2 destes pontos estio a uma distincia menor ou igual a /2.

Nosso desafio em cada exercicio € determinar quem sao as gavetas e quem sao os objetos.
Se a escolha nao for bem sucedida acarretard em complicagcoes. Por exemplo, se escolhermos
as gavetas como sendo 0s quatro triangulos da figura abaizo:

— ) —

Nl
Figura 2: Quadrado.

Aplicando o Principio das Gavetas 3.1 temos que ao menos uma gaveta conterd 2 pontos,
como mostra figura abaizo:

2

P

2
Figura 3: Possiveis gavetas.
Nesse caso, podemos obter uma distincia entre os pontos A e B maior que v/2. Logo, a

escolha das gavetas nao foi adequado para o nosso problema.
Mas, se dividirmos o quadrado original em 4 quadrados de lado 1, como na figura abaizo:

Figura 4: Objetos nas gavetas.
Vamos obter

e Objetos: Os cinco pontos (A, B,C, D, E);

o Gavetas: Os quatro quadrados de lado 1;



e Regra: Cada ponto estd associado a um quadrado (Caso um ponto esteja na fronteira
entre dois ou mais quadrados, “ele pode escolher”a qual deles quer pertencer).

Pelo Principio das Gavetas 3.1, ao distribuirmos os 5 pontos (A, B,C, D, E) dentro dos
4 quadrados de lado 1, teremos pelo menos dois pontos dentro de um mesmo quadrado.

Sabemos que a maior distancia entre dois pontos contidos no interior de um quadrado é
1qual a sua diagonal (l\/ﬁ) Portanto, como os quadrados possuem lado 1, temos que o maior
comprimento entre estes dois pontos serd V2.

o

Exemplo 3.5 Lanca-se uma dado, nao viciado, 7 vezes. Podemos afirmar que uma de suas
faces repete pelo menos duas vezes.

o Objetos: Os sete lancamentos;
o Gavetas: Os seis resultados possiveis do langamento de um dado;
o Regra: Cada lancamento estd associado ao seu resultado.

Temos 7 objetos (langamentos) para serem distribuidos em 6 gavetas (resultados possiveis).
Pelo Principio das Gavetas 3.1, temos que, pelo menos uma gaveta irda conter ao menos dois
objetos, ou seja, no minimo 2 lancamentos vao assumir o mesmo valor numeérico.

%

Exemplo 3.6 Em um ano, nao bissexto, em qualquer conjunto com 366 pessoas existem pelo
menos duas que nasceram no mesmo dia.

e Objetos: As pessoas;
e Gavetas: Os dias do ano (365 dias, nesse caso);
e Regra: Cada pessoa estd associada ao dia do seu nascimento.

Temos 366 objetos (pessoas) para serem distribuidos em 365 gavetas (dias do ano). Pelo
Principio das Gavetas 3.1, temos que, pelo menos uma das gavetas ird conter pelo menos
dois objetos, ou seja, pelo menos 2 pessoas vao nascer no mesmo dia do ano.

&

O Principio das Gavetas 3.1 garante que em qualquer grupo de 366 pessoas, em um ano
nao bissexto, pelo menos duas nasceram no mesmo dia do ano. Um fato curioso é que em um
grupo de apenas 23 pessoas existe a chance de pelo menos duas nascerem no mesmo dia do
ano, e esta, ¢ maior que 50%. Ou seja, no referido grupo, é mais provavel ter duas pessoas
com o mesmo aniversario do que todas aniversariarem em dias diferentes. Indicamos a leitura
do texto O paradozo gémeo e o velho e bom logaritmo na se¢ao 2.5 do livro [1] - pdgina 36.

Exemplo 3.7 Mostre que em um grupo de n pessoas hd sempre duas pessoas que conhecem
exatamente o mesmo nimero de pessoas desse conjunto.(Conhecer é uma rela¢ao simétrica,
ou seja, se a conhece b, b conhece a.)

Dentro desse grupo de n pessoas, qualquer uma delas pode conhecer no minimo 0 (quando
nao se conhece ninguém - “penetra”) e no mdaximo (n — 1) pessoas (quando se conhece todo
mundo).



o Objetos: As pessoas;

e Gavetas: Numero de pessoas que cada individuo pode conhecer (de 0 a (n — 1), nesse
caso);

e Regra: Cada pessoa estd associada ao numero de pessoas que ela conhece.

Note que uma das gavetas 0 e n — 1 permanecerd desocupada, pois nao exriste a possi-
bilidade de conhecer 0 e n — 1 pessoas simultaneamente. Portanto, temos n objetos para
serem distribuidas em n — 1 gavetas. Pelo Principio das Gavetas 3.1, temos que pelo menos
uma gaveta ird conter pelo menos dois objetos, ou seja, existem pelo menos duas pessoas que
conhecem o mesmo niumero de pessoas do referido conjunto.

&

O préximo exemplo estava proposto na secao de exercicios do livro [9] pagina 159.

Exemplo 3.8 Um certo livreiro vende pelo menos um livro por dia. Sabendo que o livreiro
vendeu 463 livros durante 305 dias consecutivos, mostre que em algum periodo de dias con-
secutivos o liwvreiro vendeu exatamente 144 livros.

Seja Sk o total de livros vendidos até o K-ésimo dia inclusive. Sabemos que o livreiro vende
pelo menos um livro por dia e que durante 305 dias vendeu um total de 463 livros. Logo:

1§51<SQ<53<...<5305:463

O numero de livros vendidos do dia q ao dia p (inclusive) € S, — S,—1. Nossa inten¢io é
mostrar que existem termos na sequéncia S, cuja diferenca € 144. Com esse intuito definimos

a sequinte sequéncia
T, = Sk + 144, onde k=1,...305

Note que
145 < T, < Ty < T3 < ... < Ts5 = 60T7.

Agora estamos em condicoes de definirmos nossas gavetas e objetos:
e Objetos: Si,S9,53,5305, 11, T2, - . ., Ts05
e Gavetas: Os 607 numeros inteiros de 1 a 607;

e Regra: Cada numero Sy ou Ty, k=1,...,305, estd associada ao seu valor inteiro.

Temos 610 objetos (termos) para serem distribuidos em 607 gavetas. Pelo Principio das
Gavetas 3.1 pelo menos uma gaveta ird conter pelo menos dois objetos, ou seja, pelo menos
2 termos desse grupo sao iguais. FEstes numeros nao podem pertencer a sequéncia Sk, pois
esta € estritamente crescente, o mesmo vale para a sequéncia Tj,. Portanto, existem S, e Ty
tais que S, = T,, ou seja: S, = S, + 144. Assim S, — S, = 144. Portanto, entre os dias e
q+1 e p, inclusive, foram vendidos 144 livros.

%

Principio das Gavetas 3.2 Se colocamos n-k+1 objetos em n gavetas, entao haverd pelo
menos uma gaveta com k+ 1 ou mais objetos.

10



Demonstracgao. Se cada gaveta conter no maximo k objetos, entao teremos n.k objetos
distribuidos. Como temos n -k + 1 objetos, entao pelo menos uma gaveta contera pelo menos
k + 1 objetos. O

Abaixo, segue alguns exemplos e sua aplicagao.

Exemplo 3.9 Mostre que ao distribuirmos 49 presentes a um grupo de 12 criancas, pelo
menos uma delas ird receber ao menos 5 presentes.

e Objetos: Os presentes;
e Gavetas: As criancas;

e Regra: Cada crianca estd associada a seu presente.

Pelo Principio das Gavetas 3.2, que se n gavetas sao ocupadas por n -k + 1 objetos entao
pelo menos uma gaveta deverd conter pelo menos k + 1 objetos. Como temos 49 objetos
(presentes) e n = 12 gavetas, podemos escrever:

n-k+1=49
12-k+1=149
12- k=148
k=4

Pelo menos uma gaveta, ou seja, pelo menos uma crianca receberd k + 1 presentes.
Portanto, como k = 4, temos que k+ 1 =5 presentes.

&

Exemplo 3.10 Uma caiza contém 4 tipos de bolas (azuis, verdes, amarelas e brancas). Qual
o numero minimo de bolas que devemos retirar da caira para garantirmos que temos duas
bolas da mesma cor?

Queremos obter duas bolas de mesma cor. Cada bola estd associada a sua cor, portanto,
temos:

e Objetos: As bolas;
o Gavetas: As cores (Azul, Verde, Amarela e Branca);

e Regra: Cada bola estd associada a sua cor.

Sequndo o Principio das Gavetas 3.2 para afirmarmos que alguma gaveta contém pelo
menos k—+1 objetos, apos uma distribuicao de objetos em n gavetas, é necessdario pelo menos
n-k+1 objetos .

Como queremos 2 bolas de mesma cor, basta fazer uma “gaveta”assumir 2 “objetos”, ou
seja, k+ 1 =2, donde temos que k = 1. Agora, o total de objeto é dado por: n.k + 1, onde
n =4 gavetas (cores) e k = 1. Substituindo: n-k+1=4-141=>5 bolas.

Portanto, € necessdrio retirar pelo menos 5 bolas da caixa para se ter certeza de que 2 sao
da mesma cor.

&
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Exemplo 3.11 Um estojo contém 5 canetas vermelhas, 8 canetas azuis, 7 canetas pretas e
4 canetas verdes. Qual o menor nimero de canetas que devemos retirar para que possamos
garantir que retiramos 4 de uma mesma cor?

o Objetos: As canetas;
e Gavetas: As cores (Vermelha, Azul, Preta e Verde);
e Regra: Cada caneta estd associada a sua cor.

Sabemos, pelo Principio das Gavetas 3.2, que se n gavetas sao ocupadas por n-k+1 objetos
entao pelo menos uma gaveta deverd conter pelo menos k + 1 objetos. Como queremos obter
4 objetos (canetas) de uma mesma cor, entao:

k+1=4
k=3
Agora, como temos n = 4 gavetas (cores) e k = 3, pelo Principio das Gavetas, podemos

escrever:

n-k+1 = 4-3+1
= 13

Dessa forma, para termos certeza de que retiramos 4 canetas de uma mesma cor, € ne-
cessdrio retirar do estojo no minino 13 canetas.

&

Principio das Gavetas 3.3 Suponha que distribuimos S = a1+ as + ...+ a, objetos em n
gavetas da sequinte maneira:

ay objetos ma primeira gaveta,
as objetos na sequnda gaveta,

a, objetos na ultima gaveta

Entao

L . S .
i) existe uma gaveta com no minimo L— objetos.
n

ii) existe uma gaveta com no mdzimo [——‘ objetos.
n

Demonstragao: i) - Queremos mostrar que existe, pelo menos um a;, 1 < i < n, tal que:

-]
a; 2 — .
n
S

Suponha que todos os als sejam menores que {—J , Ou seja,
n
S
a; < {—J —1, parat=1,...,n.
n
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S
L0g0a1+a2+---+an§n({—J — 1) e temos que
n

§:a1+a2+~--+an§ PJ Yy
n n

S S
Um absurdo visto que L—J < —, Teorema 2.5. Portanto, existe uma gaveta com no minimo
n n

S .
{—J objetos.
n
i1) Queremos mostrar que existe, pelo menos um a;, 1 < i < n, tal que: a; < [——‘ Vamos
n

S

supor que todos os als sejam maiores que [——‘ , Ou seja,
n

S
[—-‘+1§aiparai:1,...,n.
n

S
Entéon([—w +1)<a;+ay+ -+ a, e assim
n

PWﬂgaﬁaﬁ”'anf
n n n

S S S S
Logo [——‘ < — — 1. Um absurdo visto que — < [——‘, Teorema 2.6. Portanto, existe uma
n n n n

L. S .
gaveta com no maximo |— | objetos. 0
n

Uma consequeéncia direta desta demostracao é que se M é a média aritmética dos niimeros
ai,as,...,0,, entao ao menos um dos numeros ¢ maior ou igual a M, e, ao menos um dos
nimeros ¢ menor ou igual a M.

Exemplo 3.12 Em um restaurante, ha 16 amigos sentados em torno de uma mesa circular
para uma confraternizacao. Um garcom serve a cada um deles, sem perguntar a sua pre-
feréncia, um suco. Alguns desses sucos sao de laranja e outros de abacazi. Sabendo que 8
desses amigos preferem suco de laranja e os outros 8 preferem suco de abacaxi, mostre que,
sem mexer nos amigos e fazendo apenas rotag¢oes na mesa (por exemplo sentido hordrio), é
possivel fazer com que pelo menos 8 amigos tenham suas preferéncias respeitadas.

A mesa pode assumir 16 posicoes diferentes. Seja a;, 1 =1,...,16, o numero de amigos cuja
preferéncia € atendida com a mesa na posi¢ao i. Portanto, temos:

e Objetos: O numero total de preferéncias atendidas pela mesa em cada posi¢ao i (ay +
as + ... “I_alﬁ);

o Gavetas: As 16 posigoes distintas que a mesa pode assumir;

e Regra: Cada numero de amigos cuja preferéncia é atendida estd associado com a mesa
na posicao 1.
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Mas cada suco é colocado, sucessivamente, em frente a cada um dos amigos e sabemos
que existem exatamente 8§ amigos que preferem cada sabor, ou seja, cada suco atende a
exatamente 8 amigos. Como o garcom serviu 16 sucos, podemos concluir que o total de
preferéncias atendidas serd 128. Assim, temos:

a1+a2+...+a16

ar+as+ ...+ a1 =128 = 16 =38

Logo, pelo Principio das Gavetas 3.3, podemos concluir que pelo menos um a;,i =1, ..., 16,
serda no minimo igual a 8, ou seja, ha uma determinada posi¢ao da mesa em que pelo menos
8 dos amigos terao suas preferéncias atendidas.

&

Exemplo 3.13 A média de idade do elenco dos 23 jogadores da Selecao Brasileira de futebol
campea da Copa das Confederacoes, realizada no Brasil, no ano 2013, era de 26 anos. O que
se pode dizer da idade do atleta mais velho do time?

Como temos 23 atletas, podemos ter no mdximo n = 23 idades diferentes (Gavetas). Sabemos
que a média de idade da selegao € 26 anos. Portanto:

e Objetos: Cada um dos 23 atletas;
o Gavetas: As 23 possiveis idades;

o Regra: Cada atleta estd associado a sua idade.

a1+a2+...—|—a23

=26
23
Assim, pela consequéncia do Principio das Gavetas 3.3, existe pelo menos um atleta,
a; com1=1,...,23, que possui idade de pelo menos 26 anos.

%

O exemplo abaixo foi retirado do livro [9] pagina 146.

Exemplo 3.14 Numa familia formada por cinco pessoas a soma das idades € de 245 anos.
E possivel selecionar 3 membros da familia cuja soma das idades nao € menor que 147. De
fato: Vamos indicar as pessoas pelas letras A, B, C, D, E e por |Al|, |B|, |C|, |D|, |E| as
respectivas idades. Primeiramente, vamos determinar quantos grupos de 3 pessoas distintas
podemos formar.

(3) = 10 grupos®. Sao eles:

Gl - {AaB7C}7 G2 - {AuB7D}7 G3 = {AvBaE}v G4 - {AJC7D}7 G5 = {A7C7E}J
G¢={A,D,E}, G, ={B,C,D}, Gs ={B,C,E}, Gy ={B,D,E}, Gio = {C, D, E}.

Note que cada pessoa aparece exatamente em 6 grupos. Poderiamos ter determinado esse
fato da sequinte maneira:
Temos & pessoas e queremos formar grupos de 3 pessoas. Imagine que uma determinada

30 ntimero de maneiras distintas de escolher p elementos de um conjunto de m elementos, ou seja, o

nimero de Combinagoes de m elementos tomados p a p é (g””) = #;:)';7'

14



pessoa jd estd escolhida, por exemplo A. Agora faltam escolher mais 2 pessoas de um total
de 4 pessoas, pois A estd escolhida:
(%) =6, ou seja, cada pessoa aparece exatamente em 6 grupos.

o (Objetos: A soma das idades de cada um dos 10 grupos;
o Gavetas: Os 10 possiveis grupos;
o Regra: Cada soma de idade estd associada a um determinado grupo.

Agora, basta calcularmos a média da soma das idades dos 10 grupos:

|G1|+|Ga|+...+]G1ol _  6]A|+6|B[+6|C|+6|D|+6|E]|
10 1
6(|A| + | B +|C| + |D| + |E])
10

6-245
10
1470
10
= 147
Portanto, pela consequéncia do Principio das Gavetas 3.3, existe pelo menos um G;, com
1=1,...,10, tal que G; > 147.

&

Exemplo 3.15 Suponhamos que os nimeros de 1 até 12 sejam distribuidos aleatoriamente
nas posigoes em torno do circulo da figura abaizo. Mostre que a soma dos elementos de pelo
menos um conjunto de 3 elementos consecutivos tem que ser maior ou igual a 20.

12
e . ‘ s
posi¢io posigio
N

&

10° 4
posigio posigio

& A

9 5
posigia posigio

L
g 6
posigio ' » ‘ posicio
posigio

Figura 5: Circulo.

Sabemos que 0s numeros de 1 até 12 serdao distribuidos, aleatoriamente, nas 12 posicoes
(ay,...,a12) do circulo. Feito a distribui¢ao, nos resta fazer os conjuntos de 3 elementos
consecutivos. Comegando, por exemplo da 1% posicao e no sentido hordrio, vamos obter 12
conjuntos:

G, = {al,a%@s}, Gy = {@27613,@4}, Gs = {ag,a4,a5},
Gy = {Cl4,CL5,a6}, Gs = {61576167@7}, Ge = {%‘,a?,as},
Gy = {G7,a87a9}7 Gy = {a87a970’10}7 Gy = {Gg,fho,au},
Gio = {a10,G117CL12}, Gn = {a11,a127a1}7G12 = {a12,a1,a2}
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Note que cada posicao aparece em 3 conjuntos, ou seja, podemos afirmar que todos os
numeros vao repetir exatamente 3 vezes, independente da posicao que este miumero ocupar.

e Objetos: A soma dos trés niumeros consecutivos de cada um dos 12 grupos;
o Gavetas: Os 12 possiveis grupos;

e Regra: Cada soma dos trés niumeros estd associada a um determinado grupo.

Agora, basta calcular a média da soma dos niumeros dos 12 conjuntos:

12
> 1Gil
=1

|G+ |G|+ .. 4+ |Gre|  Bar 4 3az + ...+ 3age

12 12 12
- 3(&1+a2+-..—|—a12) - 3(78) _E_195
B 12 12 12 T
Pelo Principio das Gavetas 3.3, eziste pelo menos um G;, onde ig € {1,...,12}, tal que

G, > 20. Ou seja, a soma de pelo menos um conjunto de 3 elementos consecutivos tem que
ser maior ou igual a 20.

%

4 Aritmética

Nesta se¢ao combinamos a Aritmética e a aplicacao do Principio das Gavetas de Dirichlet.
Aqui, apresentamos alguns exemplos mais complexos.

Exemplo 4.1 Mostre que em um conjunto de sete inteiros, nao necessariamente consecuti-
vos, existem pelo menos dois que possuem o mesmo resto quando divididos por seis.
Sabemos que

b=a-q+r, com0<r<a.

Sejam os sete numeros: {xy,xs, T3, T4, T5, T, T7}, NGO necessariamente consecutivos. Ao
dividi-los por seis, os possiveis restos sao da forma {0,1,2,3,4,5}.

e Objetos: Os sete numeros;

o Gavetas: Os seis possiveis restos;

o Regra: Cada numero estd associado a seu resto.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, ao dividirmos os sete numeros por seis, teremos pelo
menos dois numeros com o mesmo resto.

%
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Exemplo 4.2 Dados 5 ou mais niumeros inteiros existirao, pelo menos dois inteiros cuja
diferenca € divisivel por quatro.
Considere os quatro conjuntos:

Ko={ .., —8-4,0,4,812...}

{
Ky={..,-7,-3,1,59,13..}
.., —6,-2,2,6,10,16...}
., =5,—1,3,7,11,15.. .}

Observe que cada conjunto K;, com 0 < i < 3, € formado pelos niumeros que deizam
restos: 0,1,2 e 3, respectivamente, na divisio por 4.
Sejam os cinco numeros inteiros: {xy, T2, T3, Ty, T5}, nao necessariamente consecutivos. Cada
um desses numeros, estard associado a exatamente uma classe de K;’s, com 0 < 1 < 3.
Portanto, os possiveis restos serao da forma {0,1,2,3}.

e Objetos: Os cinco numeros;
e Gavetas: Os quatro possiveis restos (da divisao por 4);
e Regra: Cada numero estd associado a seu resto.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, pelo menos, dois desses nimeros vao possuir o mesmo
resto e, portanto, a diferenca entre eles serd um maultiplo de 4.

%

Note que, o que acabamos de fazer com o niimero 4, pode ser feito com qualquer niimero
n. Basta considerarmos os n conjuntos: Ky, K1, Ks, ..., K,,_1, onde em cada K;, com 0 <7 <
(n — 1), colocamos todos os inteiros que deixam restos i quando divididos por n. Sabemos
que cada inteiro estara associado a exatamente uma classe de K;’s. Agora, basta tomarmos
um conjunto de nimeros com m elementos, m > n + 1, de onde podemos concluir que, pelo
menos, 2 deles estarao na mesma classe K; e portanto, a diferenca entre eles sera divisivel
por n.

Exemplo 4.3 Provar que 11 divide infinitos nimeros da forma 919191 ...91.

Sabemos, do algoritmo da Divisao Euclidiana, que os possiveis restos de uma divisao por
11 sao: v =10, 1, 2, 3, ,4 5, 6, 7, 8, 9, 10}.
Agora, considere os doze niumeros abaizo:

91
9191
919191
91919191
9191919191
919191919191
91919191919191
9191919191919191
919191919191919191
91919191919191919191
9191919191919191919191
919191919191919191919191
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e Objetos: Os doze niumeros;
o Gavetas: Os onze possiveis restos (da divisao por 11);

e Regra: Cada numero estd associado a seu resto.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, ao dividirmos os doze nimeros por onze vamos obter,
pelo menos dois deles, que possuem o mesmo resto. Logo, a diferenca entre eles serd divisivel
por 11.

Note que esta diferenca € da forma:

— 1n2*
919191...91...0000 = 919191...91 1(1

Podemos concluir, pelo Teorema 2.4, que 11| (919191...91), uma vez que 11 nao divide
102°. Para mostrarmos que sao infinitos numeros, basta procedermos de forma andloga, mas
com sequéncias suficientemente grandes, afim de excluir as repeticies.

&

O exemplo abaixo foi retirado do livro [9], pagina 151, e mostra que podemos escrever o
mdc(a,b) = d como uma combinagao linear de a e b.

Exemplo 4.4 Sejam os nimeros naturais a eb e o mdc(a,b) = 1. Mostre que ezistem
numeros inteiros m e n tais que:

am—+bn=1
Se mde(a,b) = 1, considere a sequéncia A = {a,2a,3a,...,ba}. Afirmamos que existe

algum numero do conjunto A que deixa resto 1 quando dividido por b. Se isso ndao ocorresse,
teriamos:

e Objetos: Os b numeros do conjunto A;
e Gavetas: Os b — 1 restos diferentes quando divididos por b (0,2,...,b—1);

e Regra: Cada nimero da sequéncia estd associado a seu resto.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, pelo menos dois deles, digamos ia e ja, com1 < i < j < b,
deizarao o mesmo resto quando divididos por b. Logo a diferenca entre eles, (j — i)a serd
divisivel por b.

Mas o mde(a,b) =1, entdo b | (j —1), pelo Teorema 2.4, com j—i > 0. Como b > j—i,
temos um absurdo. Assim, algum dos niumeros em A deixa resto 1 quando divididos por
b. Digamos que esse niumero seja am. Logo, am — 1 é multiplo de b, ou seja, 3 n tal que
am — 1 = bn, onde obtemos o resultado desejado.

&

O exemplo que segue estava proposto na se¢ao de exercicios do livro [5] pagina 140.

Exemplo 4.5 Prove que, dentre os nimeros 5,5%,5%,...,5'3, pelo menos um deiza resto 1
quando dividido por 14.

Considere r sendo o0s possiveis restos da divisao por 14. Note que o mdc(5™,14) = 1,
1 <n <13, portanto 14t 5™ = r={1,2,...,13}.
Afirmamos que eziste algum 5", com 1 < n < 13, que deiza resto 1 quando dividido por 14.
De fato! Se isso nao ocorresse, teriamos:

18



o Objetos: Os treze numeros;
e Gavetas: Os doze possiveis restos (2, ..., 13);
e Regra: Cada numero estd associado a seu resto.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, ao dividirmos os 13 numeros por 14 vamos obter, pelo
menos dois deles, digamos 5" e 52, com ny > ng, com o mesmo resto. Logo, a diferenca
entre eles serd divisivel por 14.

14 ] (5™ —5") = 14]5"(5™ " — 1)

Mas o mdc(5™,14) = 1, entao 14 | (5™ "2 —1), pelo Teorema 2.4. Logo 3 q tal que 5™ "> —1 =
14.q, ou seja, 5™~ " = 14.q + 1. Contradicao. Portanto, existe algum 5", com 1 < n < 13,
que deiza resto 1 quando dividido por 14.

&
Teorema 4.1 Fxistem infinitos nimeros primos.
Demonstracao. Suponha que o conjunto dos niimeros primos é finito. Sejam
D1 <p2<-"<DpPn
todos os primos ordenados. Agora considere os subconjuntos Gy, G, ..., GG, dos nimeros
inteiros, onde G; é o conjunto dos multiplos do primo p;, para i = 1,...,n. Afimamos que

nao existe nenhum conjunto
{ar,a9, ... an, ani1}
com n + 1 elementos primos entre si dois a dois. De fato, sendo
e Objetos: ay,ag,...,a,, Ay
e Gavetas: Gy, Go, ..., G,

e Regra: a; € G; se p; é o maior divisor primo de a;

Portanto, temos pelo Principio das Gavetas 3.1, que para algum 1 < j < n existem
ar,as € G;. Ou seja, p; divide a, e a,, e entdo mdc(a,, as) > pj, verificando nossa afirmagao.
Mas isto é um absurdo! Visto que existem subconjuntos infinitos com elementos primos entre
si, como no Exemplo 2.6. 0

5 Geometria

Apresentamos agora alguns exemplos de como podemos utilizar a aplicagao do Principio
das Gavetas de Dirichlet na Geometria.

Exemplo 5.1 Todos os pontos de um plano sao pintados de azul ou vermelho. Prove que
podemos encontrar dois pontos da mesma cor que distam exatamente 10 cm.

Como queremos distancias de exatamente 10 cm, basta imaginarmos um triangulo equildtero
de lado 1gual a 10 cm.

o Objetos: trés pontos (Vértices do Triangulo Equildtero);
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o Gavetas: duas cores;

e Regra: Cada ponto estd associado a sua cor.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, ao pintarmos os 3 pontos com uma das 2 cores (Azul
ou Vermelho), teremos dois pontos da mesma cor que distam exatamente 10 ¢cm pelo fato do
triangulo ser FEquildtero.

&

Exemplo 5.2 Durante uma partida de futebol entre Botafogo x Cruzeiro, vdlida pelo cam-
peonato Brasileiro de 2013, um torcedor Botafoguense fez o sequinte comentario a seu colega:

“Considerando os jogadores em campo e o arbitro da partida, existem pelo menos duas
pessoas que estao a uma distancia maxima de 36 metros”.

Sabendo que a partida ocorreu no Maracana e que as dimensoes do gramado sao: 110m x
68m, mostre que o torcedor foi feliz quanto ao seu comentdrio.
Pelo Teorema de Pitagoras, temos que a diagonal de um retangulo é: d = /a? + b?, sendo a e
b, comprimento e largura, respectivamente. Para definirmos nossas gavetas, basta dividirmos
o gramado em 22 retangulos de dimensoes 10m x 34m.

110m

68m

10m |

Figura 6: Campo - 22 gavetas.

e Objetos: Os vinte e trés personagens da partida (Jogadores e o /frbz'tro);
o Gavetas: Os vinte e dois retangulos;

e Regra: Cada personagem estd associado a um retangulo (Caso um ponto esteja na
fronteira entre dois ou mais retangulos, “ele pode escolher”a qual deles quer pertencer).

Pelo Principio das Gavetas 3.1, ao distribuirmos os 23 personagens dentro dos 22 retangulos
de dimensoes 10mx34m, teremos pelo menos dois personagens dentro de wm mesmo retangulo.
Sabemos que a maior distancia entre dois pontos contidos no interior de um retangulo € a
sua diagonal (d =+/a? + b?). Portanto, como os retangulos sao da forma 10m x 34m, temos
que a maior distancia entre eles serd:

d=+Va2+ b2 =102 + 342 = /100 + 1156 = V1256 =2 35,44 < 36metros.
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Exemplo 5.3 Dado um cubo de lado 4 , mostre que ao marcarmos 9 pontos em seu interior,
a distancia, entre pelo menos dois deles, serd menor ou igual 2v/3. A diagonal de um cubo

¢ dada em funcdo de seu lado, ou seja, 1\/3.
Vamos definir as gavetas e os objetos! Considere o cubo abairo, de aresta 4.

— ] —
Figura 7: Cubo.

Para cada par de faces opostas desse cubo, tomamos um plano paralelo a essas faces,
que passa pelo centro do cubo (Plano Mediador). Serao 8 planos que dividirao esse cubo em
outros 8 cubos de aresta 2, figura abaixo.

Figura 8: Cubo - 8 gavetas.

e Objetos: Os nove pontos;
e Gavetas: Os oito cubos de aresta 2;

e Regra: Cada ponto estd associado a um cubo (Caso o ponto esteja sobre o vértice ou
intersecgao de um cubo, ele pode pertencer a ambos).

Pelo Principio das Gavetas 3.1, um cubo de aresta 2 irda conter, pelo menos, 2 pontos no
seu interior ou em sua superficie. Sabendo que a maior distancia entre estes dois pontos esta
no seu interior, ou seja, coincide com sua diagonal que vale 2v/3, onde temos o resultado

desejado.

&

Exemplo 5.4 Uma sala de estar possui um aqudrio ornamental de dimensoes: 120cm X
60cm x 30cm, comprimento, largura e altura, respectivamente. Sabendo que o mesmo possui
38 peixes, mostre que existem, pelo menos dois deles que distam entre si, de mo mdximo,
10v/14. Para definir nossas gavetas, vamos dividir o aqudrio em 36 “sub aqudrios”de di-
mensoes: 30cm x 20cm x 10cm, ver figura:

o (Objetos: Os trinta e oito peizes;
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Figura 9: Aquario - 36 sub aquarios.

o Gavetas: Os trinta e seis “sub aqudrios”;

e Regra: Cada peize estd associado a um dos “sub aqudrios”(Caso o peize esteja sobre o
vértice ou na intersec¢ao de um “sub aqudrios”, ele pode pertencer a ambos).

Pelo Principio das Gavetas 3.1, pelo menos um dos “sub aqudrios”ird conter pelo menos 2
peizes em seu interior ou em sua superficie. Sendo a maior distancia entre estes dois pontos
no seu interior, ou seja, a diagonal do “bloco” que vale:

d = Va>+b2+¢2
V302 4 202 + 102
= /900 + 400 + 100
= V1400
= 10V14

Portanto, d = 10/14 centimetros, o que comprova o resultado desejado.

%

No préximo exemplo exibimos uma figura do brinquedo gira-gira. A figura foi retirada
do sitio www.animamix.com.br/subcategoria/gira-gira/71.

Exemplo 5.5 Na praca de uma cidade, seis criancgas se diwvertem no brinquedo gira-gira,
figura abaizo. Mostre que, necessariamente, existem trés delas que se conhecem mutuamente
ou trés delas que nao se conhecem mutuamente.

Figura 10: gira-gira.

Vamos considerar as criancas A, B, C, D, E e F como sendo os vértices de um hexdgono
reqular.

Agora, vamos associar as criancas duas a duas, através de segmentos de retas.
(8) = 15 possibilidades
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Figura 12: Criancas associadas duas a duas.

Vamos identificar as relagoes: conhecer (cor Azul) e nao conhecer (Cor Vermelha). Co-
nhecer ou nao conhecer € uma relagio simétrica (Se A conhece B entdo B conhece A). Note
que cada crianc¢a estd relacionada as outras cinco através de cinco segmentos de retas.

Observemos, por exemplo, a crianca A (O raciocinio vale para todas as criangas).

e Objetos: Os cinco segmentos de retas;
e Gavetas: As cores disponiveis (Azul ou Vermelha);

e Regra: Cada segmento estd associado a uma das cores.

Pelo Principio das Gavetas 3.2, n.k + 1, como 5 = 2.2 + 1, temos pelo menos 3 dos 5
segmentos da mesma cor. Vamos supor que os 3 segmentos (AB, AD, AF) sejam Azul (caso
contrdrio o argumento serd andlogo), ver figura.

Figura 13: Crianca A conhece trés criangas.

Agora, se algum dos segmentos BE, BD ou DE (lado do triangulo BDE) for Azul, entao
este segmento junto aos que se ligam com A, formam um triangulo Azul, ver figura.
Do contrdrio, se nenhum deles for Azul, entao eles formam um triangulo de lados na cor

Vermelha, o que completa a demonstracgao.
Triangulo na cor Azul indica que as criancas se conhecem e triangulo na cor Vermelha

idica que as criancas nao se conhecem.

&
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Figura 15: Trés criancas que nao se conhecem mutuamente.

Exemplo 5.6 Considere cinco pontos reticulados®, distintos, no plano R?. Mostre que ao
menos um dos segmentos definidos por esses pontos possui um ponto reticulado como seu
ponto médio (veja proposi¢ao 24.2 do livro [11] pdgina 237).

Sabemos, da geometria analitica, que as coordenadas do ponto médio de um segmento XY
¢ dado pela média aritmética das coordenadas dos pontos X e Y. Sejam os pontos reticulados

e distintos:

A(xlayl)a B(1327?/2)7 C<x37y3)7 D(x47y4) € E(x57y5)

Figura 16: Pontos Reticulados.

Podemos formar (3) = 10 segmentos de retas distintos com extremos nesses pontos, ver

2
figura.
As coordenadas de um ponto reticulado vao assumir valores pares ou impares e podem ser

classificadas:

(par, par), (par, impar), (impar, par) ou (impar, impar)

4Ponto Reticulado é todo ponto cujas coordenadas sdo ambas nimeros inteiros. Por exemplo: (0,0), (2,5)
e (-1,3) sdo pontos reticulados, mas (v/2,1) nio é.
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Figura 17: Pontos reticulados ligados dois a dois.

e (Objetos: Os cinco pontos reticulados;
o Gavetas: Os quatro tipos de paridade;

o Regra: Cada ponto reticulado estd associado a sua paridade.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, pelo menos dois desses pontos vao ter a mesma paridade.
Suponhamos que estes pontos tenham coordenadas (z;,y;) € (z;,y;), com 1 <i#j< 5. O ponto

médio desse segmento tem coordenadas do tipo: %,%) Como x; e xj tem a mesma

) ~ 4 . xitx; - . ity . .
aridade, entao x; + x; € par e, assim ==L € inteiro. Analogamente, L% ¢ inteiro. Na
) J ) 2 ’ 2

figura 17, temos que o ponto médio M de BD ¢ reticulado.
&

Exemplo 5.7 Suponha que todos os pontos do plano R? sejam pintados, cada um com uma
dentre 2 cores, Vermelha (V) ou Azul (A). Mostre que existem j pontos de mesma cor que
formam os vértices de algum retangulo.

Retangulo é um paralelogramo que possui, pelo menos um angulo reto.

Figura 18: Retangulo.

Queremos que os quatro vértices do retangulo tenham a mesma cor. Como temos dis-
poniveis apenas duas cores, vamos imaginar, inicialmente, trés pontos distintos Py, Py e Pj
alinhados sobre uma reta r1 - vertical, ver figura:

e Objetos: Trés pontos alinhados na reta vertical;
e Gavetas: Duas cores (Vermelha ou Azul);

o Regra: Cada ponto estd associado a sua cor.
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re

P3

P2

Py

Figura 19: Trés pontos alinhados.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, pelo menos, 2 destes 3 pontos, necessariamente, terao
que assumir a mesma cor. Por exemplo:
(V. V.V), (V\VA), (V,AV), (A V,V), (VA A), (A V,A), (A, AV) ou (A A A)

Encontramos 8 configuragoes de cores. Tome trés retas ti,ts ety perpendiculares a ry,
passando cada uma, por cada um dos trés pontos alinhados Py, Py e Ps.

r1

Figura 20: Retas paralelas e perpendiculares a ry.

Agora, para obtermos retangulos, vamos tracar um feize de 7 retas, ra,...,rs paralelas e
distintas ari. A interseccao de cada uma dessas 7 retas: ro, ..., 18, com as 3 retas: t1,1y e ts3,
nos fornece 3 pontos distintos e alinhados que pode assumir uma das 8 configuracoes de cores
encontradas.

Podemos visualizar retangulos com vértices de mesma cor, mas ainda nao é garantido que
consequimos sempre. Para finalizar, basta tomarmos uma reta vy, paralela as retasry, ..., rs,
e aplicar, novamente, o Principio das Gavetas 3.1 da sequinte maneira:

e Objetos: As nove retas paralelas (rq,...,79);
o Gavetas: As oito configuracoes de pontos;
o Regra: Cada uma das nove retas estd relacionada a uma das configuracgoes.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, pelo menos, 2 destas 9 retas, necessariamente, terao que
assumir a mesma configuracao e sabemos que em cada configuracao, pelo menos, dois pontos
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ri| r2| r3| ref rs| re| r7| s

t1

t2

t3

Figura 21: Feixes de retas paralelas e perpendiculares.

POSSUEM UMa Mesma cor, o que nos garante que sempre teremos algum retangulo com vértices
de mesma cor. Para melhor visualizacdo, vamos supor que a configuracdao de ro seja a mesma
de rs.

ri| rz| r3| r4| rs| ref r7| rs| ro9

5

t2

Figura 22: Retangulo com vértices de mesma cor - retas 5 e 9.

Vale ressaltar que, por conveniéncia, iniciamos o exercicio supondo r1 sendo uma reta
vertical, e 1sto nao precisa ser obrigatorio. Basta termos trés pontos alinhados, em qualquer
posicao, que define a mossa reta r1 e a partir daqui tmaginarmos um feixe de nove retas
paralelas. Agora tome um outro feixze de trés retas paralelas e perpendiculares as outras nove.
A conclusao € idéntica!

&

6 Coletanea de Problemas

Apresentamos a seguir uma lista de atividades que podem ser resolvidas utilizando o
Principio da Casa dos Pombos. Sao problemas interessantes que podem ser utilizados com
alunos do Ensino Fundamental e Médio para introduzir o tema. Estes problemas sao exemplos
e exercicios obtidos dos textos [8] e [10].

6.1 Quantos estudantes, no minimo, uma turma precisa conter para que pelo menos dois
deles tirem notas iguais no exame final, dado que as notas variam de 0 a 10 e apenas uma
casa decimal € utilizada quando necessario?
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6.2 Suponha agora que as notas possiveis sao conceitos A, B,C, D e F. Qual o numero
minimo de estudantes para que pelo menos 5 tenham conceitos iguais?

6.3 O mapa abaizo representa a divisao do Brasil em suas regioes. Esse mapa deve ser
colorido de maneira que as regioes com uma fronteira em comum sejam de cores distintas.
Determine o numero n de maneiras de se colorir o mapa, usando-se 3 cores. Mostre que em
um grupo de 37 alunos existem pelo menos 7 mapas coloridos da mesma maneira.

I SN
& -
kL/\bH ‘L]L\Jj
WA

</

Figura 23: Mapa

6.4 Em um bosque hd 180 darvores. Sabe-se que cada drvore tem pelo menos 30 frutos e que
nenhuma drvore tem mais de 200 frutos. Prove que existem, pelo menos, 2 drvores nesse
bosque com a mesma quantidade de frutos.

6.5 FExistem 25 milhoes de linhas telefonicas em um determinado Estado, identificadas por
uma sequéncia de 10digitos da forma NXX — NXX — XXXX, onde N é um digito entre 2
e 9, inclusive, X € um digito qualquer e os primeiros 3 digitos constituem o codigo de DDD.
Quantos codigos distintos de DDD, no minimo, o Estado deve admitir para que cada linha
telefonica, corresponda uma sequéncia de 10 digitos distinta das demais?

6.6 Ezxistem 83 casas em uma rua. As casas sao numeradas com numeros entre 100 e 262,
inclusive. Mostre que pelo menos 2 casas tém niumeros consecutivos.

6.7 Quantas pessoas, no minimo, devemos ter em um grupo para que possamos garantir a
existéncia de pelo menos duas tendo nomes que comegam com a mesma letra? (Considere
um alfabeto com 26 letras).

6.8 Suponha que os numeros de RG sejam constituidos de 7 digitos, quantas pessoas, no
minimo, devemos ter em uma cidade para que se tenha certeza da existéncia de pelo menos
duas com os primeiros dois digitos (da esquerda) iguais? (admita que um RG possa ter “0”
como digito inicial).

6.9 Um restaurante possui 62 mesas com um total de 314 cadeiras. FE possivel garantir a
existéncia de pelo menos uma mesa com pelo menos 6 cadeiras?

6.10 Dados 12 livros de portugués, 14 de historia, 9 de quimica e 7 de fisica, quantos livros
devemos retirar (sem olhar) para que estejamos certos de termos retirado 6 de uma mesma
disciplina?

6.11 Mostre que em toda reuniao com 10 pessoas existem 3 que se conhecem mutuamente
ou 4 que se desconhecem mutuamente. Mostre que, na realidade, o resultado vale mesmo que
na reuntao so existam 9 pessoas.

6.12 Mostre que 1319 divide infinitos numeros da forma 3, 33, 333, ...
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6.13 Qual € o numero minimo de pessoas que deve haver em um grupo para que possamos
garantir que nele hd pelo menos 7 pessoas nascidas no mesmo meés?

6.14 40100 candidatos estio fazendo uma prova de 20 questoes de maltipla escolha, com
b alternativas por questao. Suponha que nenhum candidato deixe de responder a nenhuma
questao. Considere a afirmacao: “Pelo menos K candidatos responderao de modo idéntico
as 4 primeiras questoes da prova”.

Determine o maior valor de K para o qual a afirmacao é certamente verdadeira.

6.15 /0100 candidatos estao fazendo uma prova de 20 questoes de multipla escolha, com
5 alternativas por questdo. Suponha que nenhum candidato deixe de responder a nenhuma
questao. Considere a afirmacao: “Pelo menos 4 candidatos responderao de modo idéntico as
K primeiras questoes da prova”.

Determine o maior valor de K para o qual a afirmacdo é certamente verdadeira.

6.16 Os pontos de uma reta sao coloridos com 11 cores. Mostre que € possivel achar dois
pontos com a mesma cor tal que a distancia entre eles é um numero inteiro.

6.17 Selecionam-se oito nimeros distintos no conjunto {1, 2, ..., 15}. Mostre que hd pelo
menos trés pares de numeros selecionados com a mesma diferenca entre o maior e o menor
numero do par.

6.18 Durante um periodo de 44 dias, um nadador vai treinar, pelo menos uma vez por dia,
totalizando 70 treinamentos. Mostram que existe um periodo de dias consecutivos que ele
treina exatamente 17 vezes.

6.19 FEscolhem-se 10 inteiros entre 1 e 100 inclusive. Prove que podemos encontrar dois
subconjuntos de niumeros inteiros, disjuntos e nao-vazios, de tal modo que obtemos a mesma
soma de seus elementos.

6.20 Marcam-se 9 pontos em um quadrado de lado 1. Mostre que existe pelo menos um

triangulo com drea mo mdximo %.

6.21 Prove que em qualquer conjunto de 51 pontos dentro de um quadrado de lado 1, hd
sempre trés pontos que podem ser cobertos por um circulo de raio 1/7.

6.22 Mostre que dados 5 pontos do plano, trés a trés nao colineares, existem 4 pontos que
sao vértices de um quadrildtero convezo.
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