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Resumo

A geometria analitica é um tema bastante importante em matematica que possi-
bilita a comunicacao com diversos outros temas. Todavia, essa caracteristica versatil
da geometria analitica acaba sendo pouco explorada na maioria das abordagens e o
que se percebe é o ensinamento mecanico de manipulacoes algébricas sem contextu-
alizagoes. Nesse trabalho pretendemos apontar nuances que visam colaborar com a
correcao dessa postura equivocada de apresentacao da geometria analitica.

Palavras-chave: geometria analitica, nuances, comunicacao e manipulagoes algébricas



Abstract

Analytic geometry is a very important topic in mathematics that enables commu-
nication with several other topics. However, this versatile feature of analytic geometry
ends up being little explored in most approaches and what we see is the mechanical
teaching algebraic manipulations without contextualization. In this work attempts
to point out nuances that aim to collaborate with correcting this mistaken position
presentation of analytic geometry.

Key-words: Analytic geometry, nuances, communication e algebraic manipulati-

ons



Introducao

A geometria analitica é um assunto cuja beleza se baseia em dois adjetivos: simpli-
cidade e eficicia. E realmente surpreendente como a ideia simples de associar pontos
de um plano a pares ordenados de niimeros acabou desencadeando um vasto legado a
toda matematica moderna. Por exemplo, areas nobres como a geometria diferencial
e algébrica possuem em seus fundamentos os principios da geometria analitica.

Apesar da importancia da geometria analitica para a matematica e areas afins, o
que se percebe no ensino desta disciplina é uma série de equivocos que obscurecem
o seu aprendizado. Como sabemos, a geometria analitica é uma via de mao dupla,
que permite tratar algebricamente questoes geométricas e, de forma reciproca, tra-
tar geometricamente questoes algébricas. Contudo, a maneira que esta disciplina é
apresentada na grande maioria dos livros didaticos enfatiza exageradamente o ra-
ciocinio algébrico em detrimento do geométrico. Tais abordagens acabam discipli-
nando o aluno em uma postura erronea de encarar os problemas, onde ele manipula
os simbolos algébricos mecanicamente sem se preocupar com seus significados.

Neste trabalho nosso principal objetivo é chamar a atencao para os excessos
algébricos e propor uma apresentacao mais equilibrada da geometria analitica. Res-
saltamos, de uma vez por todas, que nao é do nosso interesse escrever um texto com
o conteido da disciplina, mas de apontar fatos que nao sao observados usualmente
nas referéncias bibliograficas tradicionais.

Para realizar esta empreitada, dividimos o texto em tres capitulos os quais passa-
mos a descrever brevemente a partir de agora.

No Capitulo 1 iniciamos apresentando o sistema de coordenadas cartesianas sem
necessariamente exigir a condi¢ao de ortogonalidade entre os eixos coordenadas. Logo
em seguida justificamos o motivo desta configuracao entre os eixos ser a mais esco-
lhida. Chamamos a aten¢ao nessa parte do texto para conjuntos de pontos descritos
por equacoes cartesianas que descrevem outros tipos de subconjuntos de pontos que

nao sejam retas, circunferéncias ou conicas. Também damos énfase nesse momento
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a conjuntos de pontos determinados por inequacoes cartesianas. Na ultima secao
do capitulo entramos na discussao referente a auséncia de geometria do ensino da
geometria analitica, mostrando através de exemplos a ocorréncia desse fenomeno.

No Capitulo 2 nos aprofundamos na questao da construcao e analise do esboco
de graficos determinado por equacoes cartesianas. Tratamos das descrigoes de certos
tipos de simetrias planares tanto do ponto de vista sintético (i.e., sem uso de coorde-
nadas) quanto analitico (i.e., com uso de coordenadas). Outra questao que lidamos
é sobre a convexidade - para decidir como uma curva determinada por uma dada
equacao se curva no plano - e sobre a limitacao. Finalmente, discutimos na tltima
secao do capitulo como usar os recursos acima citados para determinar caracteristicas
dos graficos determinados por equagoes cartesianas.

No Capitulo 3 fazemos a conclusao do trabalho, exibindo ponderagoes sobre como
encontra-se o ensino de matemaética na educacao basica, em especial, o ensino da
geometria analitica, mostrando a necessidade de uma apresentagao mais equilibrada

dos conteidos de matemaéatica dos ensinos fundamental e médio.



Capitulo 1

Um breve discussao sobre o ensino

da geometria analitica

Como ja mencionado na introducao, o objetivo deste trabalho nao é construir
toda a geometria analitica, nem muito menos fazer as demonstracoes de féormulas que
certamente ja fazem parte das referéncias usuais do ensino médio. O objetivo deste
texto é mostrar nuances do ensino desta matéria que sao de extrema importancia e que
muitas vezes acabam sendo despercebido por parte do docente. Também desejamos
chamar atencao para os excessos algébricos, que se opoe a escassez geométrica, pre-
sente na maioria dos livros diddticos utilizados na escola. E fato que a apresentacao
da geometria analitica no ensino médio tem tratado tal disciplina sobre um ponto de
vista extremamente algébrico baseando-se na memorizacao de férmulas, chegando até
mesmo a fazer com que este contetido limite-se a resolucao de equagoes e isto acaba
acarretando em um “descaso” com a geometria, omitindo fatos e propriedades que

poderiam serem facilitadores da aprendizagem.

1.1 O sistema de coordenadas cartesianas no plano

No ensino fundamental aprendemos, de forma separada, a existéncia de dois uni-
versos matematicos: o geométrico e o algébrico. A grosso modo, o universo geométrico
se ocupa em estudar figuras e medidas enquanto o algébrico! lida com equacoes. Um

dos principais legados de Descartes, é a geometria analitica. Em poucas palavras,

lenfatizamos que o significado do termo dlgebra nesse contexto estd relacionado com seu sentido
classico



esta é uma area da matematica que estabelece uma forma unificada de estudar estes
dois universos.

A idéia fundamental segundo a qual a geometria analitica se baseia é através da
bijecao existente entre os pontos de um plano IT e o conjunto {(a,b) | a,b € R} dos
pares ordenados. Esta correspondéncia biunivoca é realizada da seguinte maneira:
inicialmente, escolhemos duas retas x e y no plano que se intersectam em um tnico
ponto O; em seguida coordenamos estas retas a partir do ponto O; depois, dado
um ponto P do plano tracamos retas, passanto por este, paralelas as retas x e vy;
a intersecao dessas retas paralelas com as retas x e y determinam, respectivamente,

coordenadas a e b; finalmente, associamos ao ponto P o par ordenado (a,b).

0
a T

Figura 1.1:

O sistema formado pelo ponto O e as retas x e y é chamado de sistema de coor-

denadas cartesianas. Temos as seguintes nomenclaturas:
e O ponto O é chamado origem do sistema;
e As retas x e y s@o chamadas de eizos coordenados;
e A primeira coordenada de P é chamada de abcissa e a segunda de ordenada.

Observacao 1.1.1. Notemos pela definicao que os eixos coordenados nao precisam

ser em geral ortogonais tal como se é ensinado nas referénciais usuais do ensino médio.
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Figura 1.2:

De fato, para a solugao de certos problemas essa liberdade na escolha do angulo entre
os eixos se faz bastante util. Contudo, a justificativa pela preferéncia do sistema
ortogonal é bastante simples e tem haver com o problema de calcular distancia entre
pontos. De fato, imaginemos P = (a,b) e @ = (¢, d) pontos em um plano com sistema
de coordenadas cartesianas Ozy tal como ilustrado na Figura 1.2. Se 6 é o angulo
formado entre os eixos coordenados entao, usando a lei dos cossenos, temos que a

distancia entre P e () é calculada pela expressao:

Via—c)?2+ (b—d)?—2(a—c)(b—d)cos(m —6). (1.1)

Assim, quando 0 = /2 a expressao (1.1) fica consideravelmente simplificada. Mais

especificamente, a distancia nesse caso é dada por:

Via—c)?+(b—d)2. (1.2)

Observacao 1.1.2. Na primeira série do ensino médio aprendemos uma sucessao
de informacoes a respeito de funcoes. Entre estas, as nogoes de funcao injetora,
sobrejetora e bijetora. Contudo, o aluno conclui as demais séries do ensino médio

e nao é apresentado a ele a importancia desses conceitos. Consequentemente, estes
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acabam caindo em esquecimento. A fase inicial de apresentacao da geometria analitica
é um momento propicio para destacar a importancia da nocao de bijecao. E uma
oportunidade para esclarecer a filosofia de que as bijegoes servem como mecanismos

de explicar universos distintos, um em funcao do outro.

Nota historica: Existem controvérsias a respeito de quem realmente foi o criador
da geometria analitica mas, em geral, os créditos sao dados ao filésofo e matemaético
francés René Descartes (1596-1650). A obra em que figura as contribuigdes de Des-
cartes para o surgimento da geometria analitica é O discurso do método publicado
em 1637. Descartes se propoe a encontrar um método capaz de resolver qualquer
problema. Inicialmente, ele duvida de todas as coisas e depois procura aquelas verda-
des que sao claras e distintas. Em seguida, procura estudar as coisas desconhecidas
comparando-as com as verdade claras e distintas. Como apéndices em O discurso
do método, Descartes elabora trés aplicacoes para ilustrar seu método, a geometria,
a dioptrica e os meteoros. E em A geometria que Descartes inventa a geometria
analitica. Ele observa que a geometria é “dificil” e a dlgebra “facil”, e que seu método,
nesse caso, se limitava a resolver os problemas dificeis que os gregos haviam proposto

através da algebra, mais clara e facil de manipular.

1.2 Equacoes cartesianas

Durante toda antiguidade os matematicos empregaram boa parte do tempo para
estudar curvas que geralmente descreviam lugares geométricos que satisfaziam certas
condicoes. Essas curvas eram o recurso empregado na resolucao de problemas para
os quais o uso de régua e compasso nao obtinha éxito, tais com a duplicagao do cubo
e quadratura do circulo. Pensando em reconhecer essas caracteristicas do ponto de
vista algébrico passou-se entao a estudar estas curvas analiticamente e para isso foram

criadas as equagoes cartesianas.

Definicao 1.2.1. Considere um subconjunto € de um plano com sistema de coor-
denadas cartesianas Oxy fixado. Uma equag¢do cartesiana deste conjunto € é uma
equagao da forma F(X,Y) = 0 tal que seu conjunto solucao consiste de todos os

pontos (a,b) pertencentes a €, ou seja,
“(a,b) € € se, e somente se, F'(a,b) =0."

12



Como ja mencionado na secao anterior, a geometria analitica é uma ferramenta
que permite uma conexao entre os universos geométricos e algébricos. Esta conexao

faz-se muito clara a partir da nocao de equagao cartesiana.

Exemplo 1.2.2. Suponhamos P um ponto com coordenadas cartesianas (a,b). Uma

equagao cartesiana para o conjunto € = {P} é
(X —a)’+ (Y —b)? =0.
Exemplo 1.2.3. Suponhamos € = (). Uma equacao cartesiana para este conjunto é
X*+Y?+1=0.

Exemplo 1.2.4. Suponhamos €; e &; conjuntos de pontos com equagoes cartesianas
Fi(X,Y) = 0e Fyp(X,Y) = 0, respectivamente. Uma equagao cartesiana para o
conjunto €, U €, é

F(X)Y) F(X,Y)=0.

Exemplo 1.2.5. Combinando os exemplos 1.2.2 e 1.2.4 temos que se Py, ..., P, sao
pontos cujas coordenadas sdo respectivamente (aj,b1), ..., (a,,b,) entdo a equacao
cartesiana que descreve o conjunto € = {Py,..., P,} é

(X —a)? + (Y = b1)*) -+ (X = an)* + (Y = 0,)*) = 0

Observacgao 1.2.6. Usualmente, os subconjuntos do plano que apresentam as equacoes
cartesianas sao as retas e as conicas. Porém, é importante enfatizar que outros sub-
conjuntos também possuem equacoes cartesianas. No capitulo 2 iremos dar um maior

destaque aos conjuntos de pontos determinados por outras equacoes cartesianas.

Observacgao 1.2.7. Os exemplos tratados acima sao de facil entendimento e consis-

tem em bons exercicios a serem explorados.

1.3 Inequacoes no plano cartesiano

Assim como certos conjuntos de pontos do plano cartesiano sao conjunto solugao
de uma equacao cartesiana, também podemos pensar conjuntos de pontos que sao

conjunto solucao de uma inequagao nas variaveis cartesianas. Em geral, esse é um
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tema omitido na apresentacao da geometria analitica, mas que poderia ser melhor
explorado. Exemplos como os que apresentamos sao de facil compreensao e podem
auxiliar numa melhor compreensao da interpretagao geométrica de fatos algébricos e

vice-versa.
Exemplo 1.3.1. Determinar o conjunto de pontos determinado pela inequacao

aX +bY —c<O.

/
\/
/

>

Figura 1.3: Gréfico quando b > 0 Figura 1.4: Gréfico quando b < 0

NN

Notemos que no caso em que b > 0 a inequagao ¢ equaivalente a y < —%x + {.
Dai fica imediato observar que um ponto (z,y) satisfaz esta inequagao se, e somente
se, o ponto estiver abaixo da reta ax + by = ¢ tal como ilustra a figura acima.

Para o caso em que b < 0 basta observar que a inequacao dada é equivelente nessa

3 e a C
situagao a y > —7 + 3.

Exemplo 1.3.2. Determinar o conjunto de pontos determinado pela inequacao
(X —a)*+ (Y =b)?<r?

Note que a desigualdade (X —a)?+ (Y —b)? < r? significa dizer geometricamente

que o ponto (z,y) dista r ou menos que r do ponto (a,b). Assim, se (x,y) satisfaz

14



Figura 1.5:

a desigualdade ele deve ser um ponto do circulo. Por outro lado, claramente cada

ponto do circulo com raio r e centro (a, b) satisfaz a desigualdade.

Exemplo 1.3.3. Determinar o conjunto de pontos determinado pelas inequagoes

O<rm<(X—a)l+ (Y —-b><nr

Ny
N
\
\\\\',

S\
S

Q\\\
\
N

Figura 1.6:
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1.4 Dificuldades com a geometria

Um inconveniente percebido no ensino da geometria analitica é com respeito a falta
de conhecimento geométrico por parte dos alunos. Isso acontece pelo fato de que se
¢ ensinado durante os anos do ensino fundamental muitas manipulagoes algébricas e
pouca geometria. Para se ter ideia desse problema, basta fazer uma consulta em uma
turma para saber quantos dos alunos tem conhecimento dos axiomas da geometria
euclidiana (em geral a resposta nao serd nada animadora).

Possivelmente, um bom ponto de partida para se iniciar a apresentagao do contéudo
de geometria analitica seja através do uso da propria geometria sintética - i.e. a geo-
metria sem uso de coordenadas, deduzida pura e simplesmente a partir dos axiomas
de Euclides - para efeito de motivacgao.

Vejamos o seguinte exemplo para ilustrar o que seria uma prova baseada pura-

mente em manipulagoes algébricas e uma outra que utiliza propriedades geométricas

Exemplo 1.4.1. Calcule o comprimento da corda determinada pela intersecao da
reta \/2x + %y — 1 =0 e a circunferéncia x> + 3> — 2v/2x — 6y — 14 = 0.

Solucao 1: Primeiro precisamos determinar as coordenadas dos pontos de intersegao

entre a reta e a circunferéncia. Para isso, devemos encontrar a solucao dos sistema

Ve + 3y~ 1 =
22+ — 220 —6y—14 =

Isolando o valor de y na primeira equacao e substituindo na segunda temos:
3 ? 3
2?4 {5(1 - \/ix)] —2V2z — 6 {5(1 - \/ix)] —14=0
Simplificando esta equacao obtemos:

2222 + 10v2x — 83 =0

Resolvendo esta equacao do segundo grau obtemos

—10v2 + /7504
l‘ =
44
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Fazendo substitui¢oes para encontrar o valor de y obtemos:

48 T 3v/73%
y= 22

Assim, os pontos de intersecao entre a reta e a curva sao:

b (—5\/5 + 2469 48 — 3\/738>
B 22 ’ 22

—5v2 — 24/469 48 + 3/738
@= 922 ’ 22 '

Assim, o comprimento da corda é

2 2
PO —5vV2 4+ 2469  —5v2 — 21/469 N 48 — 3738 48+3v738\ _ V10318
- 22 22 22 22 11

Ul
Solucao 2: Completando quadrados na equagao da circunferéncia temos que a mesma

pode ser escrita na forma
(= V2 + (y—3)* =25

Assim, vemos que a circunferéncia determinada por esta equacao tem centro no ponto
C = (\/5, 3) e raio igual a 5. Notemos que a distancia d do ponto C' & corda determi-

nada pela intersecao da reta com a circunferéncia é:

_v2-v2-3-3-1 9422

d

Sejam P e () os pontos de intersecao da reta com a circunferéncia. Temos que
os lados PC' e C'() possuem o mesmo comprimento e que o pé da altura R desse

triangulo, referente ao vértice C, divide o lado PQ ao meio (ver figura abaixo).
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Figura 1.7:

Usando os fatos de que CR = d = 9';/?, CP = 5 e que o triangulo CPR é

retangulo, temos pelo teorema de Pitagoras as seguintes igualdades

22

=y

2
PR=\/CP - CR - 52_(9'2\?> _ V10318

logo,

— — 1031
7= 2. = YO

O

A primeira solucao usa simplesmente a interpretagao algébrica dos fatos. Nao se
preocupa com o reconhecimento dos elementos geométricos contidos no enunciado do
problema. Tipicamente, esta primeira solugao, ou algo préximo a ela, seria a maneira
que muitos alunos escolheriam para resolver o problema. Como percebe-se, é uma
método que soluciona, porém nao é muito inteligente, pois as contas que aparecem
sao demasiadamente exaustivas. Ja a segunda solucao, por considerar nao somente
a algebra, mas também a geometria do problema, faz-se bem mais econémica em
termos de contas. Exemplos como o Problema 1.4.1 sao interessantes pois ensinam que
nao devemos olhar para uma equacgao cartesiana apenas do ponto de vista algébrico,

devemos fazer uma leitura critica delas e extrair o que elas nos oferece de informacoes
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geométricas.
O exemplo a seguir foi retirado de [3]. Nés apreciaremos duas solugoes, a ébvia e

a sugerida pelo livro.

Exemplo 1.4.2. A distancia entre os pontos A e B é 5 u.c. Com base na figura

determine as coordenadas do ponto A.

s A

-7 A €

Figura 1.8:

Solugao ébvia: Por pitdgoras temos: BC = v AB? — AC? = /52 — 32 = /16 = 4.
Dai temos que a distancia da origem do sistema ao ponto A é 7— 4 = 3. Logo, a

abcissa do ponto A é —3.

Solugao sugerida pelo livro: Digamos que (x,0) sejam as coordenadas do ponto A.
Sabendo que as coordenadas do ponto B sao (—7,3) e usando a férmula da distancia

temos:

5= (x—(=7)2+(0-3)?
5=+/(x—T7)2+9
25 = (x —7)*+9
25 =22 + 142+ 49 + 9

22+ 142 +33=0
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Resolvendo esta ultima equagao obtemos z = —3 ou «x = —11.

O exemplo é simples, mas ele revela alguns equivocos na abordagem do livro. Pri-
meiro por ignorar o que realmente importa no exercicio, que é o teorema de Pitagoras.
Vé-se claramente a énfase a memorizacao da férmula da distancia em detrimento do
seu significado geométrico. Em seguida, até na prépria maneira de manipular as
equacgoes a solugao do livro envereda pelo caminho da memorizacao. Em vez de re-
solver a equacgao 25 = (r — 7)? + 9 de maneira direta, a solugao dada pelo livro
desenvolve o quadrado e poe a equagao em sua forma normal, sugerindo com isso o

uso desnecessario da formula de Béaskara.
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Capitulo 2

Estudo de graficos determinados

por equacoes cartesianas

Fixemos um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais Oxy e uma equagao

cartesiana

F(X,Y) =0. (2.1)

Uma questao natural é saber como esbogar ou determinar caracteristicas do conjunto
dos pontos do plano determinado pela equagao F'(X,Y) = 0. Por exemplo, qual seria

o esbogo da curva determinada pela equacao

X3 4+Y?-3XY =07 (2.2)

Aprendemos nos cursos elementares de geometria analitica a responder esta per-

gunta para equacoes da forma:
aX +bY =0, (ondea®+b*#0) (2.3)

ou
aX?+bXY +cY?+dX +eY + f=0 (ondea® +b*+c*#0).  (24)

(como sabemos, estas equagoes correspondem, respectivamente, a retas e conicas no
plano).

Para responder esta questao em um ambito maior nao existe uma receita geral,
cada caso exibe um tipo de particularidade. Contudo, existem principios béasicos que

quando combinados, e/ou adaptados, podem ser aplicados para se obter informacgoes
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substanciais em diversas situagoes. Explorar estes principios envolve ideias que sao
bastante titeis para um bom treinamento do raciocinio légico dedutivo e para uma
melhor compreensao da interpretacao geométrica de fatos algébricos. Apesar destes
aspectos, e da beleza estética inerente ao assunto, este ¢ um tema usualmente omitido.
Nosso objetivo neste capitulo é apresentar uma proposta de como esse contetido pode
ser exposto no ensino médio respeitando-se o conhecimento adquirido nessa etapa da

formacao escolar.

2.1 Simetrias

A nocao de simetria ocorre em varios contextos: na arte, na biologia, na quimica,
na fisica e etc. Apesar de ser um conceito intuitivamente simples e de facil com-
preensao, defini-la em termos matematicos precisos e gerais é tarefa bastante dificil.
Nesta secao trataremos da formalizacdo matematica de certas simetrias planares e
em seguida mostraremos, através de exemplos, que estas sao ingredientes titeis para

determinar o esbogo de figuras geométricas planares.

Figura 2.1: Ao mencionarmos que esta é uma figura simétrica, todos entenderao intui-
tivamente o que queremos dizer com isso. Contudo, dizer o que isso significa em termos
matematicos poucos saberao.

2.1.1 Simetria com respeito a um ponto

Sejam P e C dois pontos em um plano II
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Definigao 2.1.1. Um ponto P’ do plano II é dito simétrico a P com respeito ao
ponto C' se o ponto médio do segmento PP’ é C. O ponto C' é chamado de centro de

simetria.

1)‘

Figura 2.2:

Observacgao 2.1.2. Notemos que se definirmos o simétrico de C' sendo ele préprio
entao a correspondéncia que associa a cada ponto P de II o seu simétrico P’ é uma

aplicagao bijetora de IT em II.

A definicao acima de simetria pode ser generalizada para um conjunto de pontos

do seguinte modo:

Definicao 2.1.3. Seja F' um conjunto de pontos no plano e C' um ponto fixado.

Dizemos que um conjunto F’ de pontos é simétrico a F' com respeito a C' se:
(a) Cada ponto P de F' é simétrico com respeito a C' a um ponto P’ de F.
(b) Cada ponto P’ de F’ é o simétrico com respeito a C' de algum ponto P de F.

A figura seguinte ilustra um exemplo de simetria de um conjunto com respeito a

um centro de simetria fixado.
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- -
- . - ;
¢
27 ; centro de
‘ simetria
/
Figura 2.3:

Em termos de coordenadas cartesianas, suponhamos que P = (z1,y1) e C' =
(20, Yo). Denotemos por P = (z),y]) as coordenadas do ponto simétrico a P com

respeito a C. Como (zg,yo) € ponto médio do segmento PP, temos as relagoes:

x + o)

o — B
_ Tty

Yo 5

Dai temos que as coordenadas de P’ em fungao dos dados P e C' sao:

Ty = 29— 1
i = 2yo—
Observacao 2.1.4. Consideremos uma equagao cartesiana F'(X,Y) = 0. Para saber

se o conjunto € determinado por esta equacao é simétrico com respeito a um ponto

C = (0, yo) basta verificar a igualdade F(z,y]) = 0 para cada ponto (z1,y;) € €.

Usualmente, a simetria com respeito a um ponto mais facil de se perceber alge-
bricamente é aquela em que o centro de simetria C' coincide com a origem do sistema

de coordenadas. De fato, neste caso teremos:

¥ = —x
y = -y

Para esta situagao a substituigdo F'(2’,y’) é bem mais simples em termos de algébricos.
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P(z,y)

€(0,0)

Q(=x,~y)
Figura 2.4: Centro de simetria coincidindo com a origem do sistema

Exemplo 2.1.5. Para cada par de inteiros impares (m,n) temos que o conjunto de

pontos determinado pela equacao cartesiana Y — X" =0

yhA

Y

Figura 2.5: Grafico da equacao X° — Y3 =0

Exemplo 2.1.6. A curva € determinada pela equagao
2X°% +3Y? —3X* +3XY? =0
nao ¢ simétrica com respeito a origem pois (2,0) € € e (—2,0) ¢ €.

29
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2.1.2 Simetria com respeito a uma reta

Fixemos um ponto P e uma reta r em um plano II.
Definigao 2.1.7. Um ponto P’ em II é dito simétrico a P com respeito a reta r se:
(a) r intersecta o segmento PP’ em seu ponto médio;

(b) r é perpendicular ao segmento PP’

Figura 2.6:

Observacgao 2.1.8. Se definirmos o simétrico de cada ponto P de r com sendo ele
préprio entao a correspondéncia que associa a cada ponto P de II o seu simétrico P’

¢ uma aplicacao bijetora de II em II.

De maneira analoga ao que fizemos para as simetrias com respeito a um ponto,
também podemos definir simetria com respeito a uma reta para um conjunto de

pontos.

Definicao 2.1.9. Seja F' um conjunto de pontos no plano e r uma reta fixada.

Dizemos que um conjunto £’ de pontos é simétrico a F' com respeito a reta r se:
(a) Cada ponto P de F' é simétrico com respeito a reta r a um ponto P’ de F”.

(b) Cada ponto P’ de F’ é o simétrico com respeito a reta r de algum ponto P de
F.

Em termos de coordenadas cartesianas, suponhamos que P = (x1,y;) e que

ar+by =c
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seja a equagao cartesiana da reta r. Denotemos por P’ = (z/,y}) as coordenadas do
ponto simétrico a P com respeito a reta r. Notemos que a reta PP’ é perpendicular

a reta r e passa pelo ponto P, assim, sua equacao ¢ dada por
—bx + ay = —bx1 + aypy

Resolvendo o sistema

ar +by = c
—br+ay = —bri+ay

obtemos que sua solucgao é o ponto

ac + b*x, — aby; be + a’y, — abx;
a? + b? ’ a? + b? '

Como este ponto é o ponto médio entre P e P’ temos:
r ac+b’z1 —abyy
T = 2 (W I

C a2 —aobx
yi = 2 (_b +a2y«ib2 b 1) — U
Observagao 2.1.10. Consideremos uma equagcao cartesiana F'(X,Y’) = 0. Para saber

se o conjunto € determinado por esta equacao é simétrico com respeito a uma reta r

basta verificar a igualdade F'(z), ;) = 0 para cada ponto (z1,y;) € €.

Usualmente, as simetrias com respeito a uma reta mais faceis de se perceber

algebricamente sao aquelas em que r coincide com uma das seguintes retas:

e arecta X =0
e arctaY =0
e aretayY — X =0

e arctaY + X =0.

Nesses casos as coordenadas do ponto P’ ficam, respectivamente:

r, = —n

VB = W
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= —U
I

. = Y
/ _

h = 1

e

r_

T = —U
/ _

Yy = —n

Exemplo 2.1.11. Para cada n par a curva determinada por uma equacao cartesiana

da forma Y™ — F(X) = 0 ¢ simétrica com respeito a reta Y = 0.

y A

Figura 2.7: Grafico da equacao Y2 — X =0

2.2 Conjuntos limitados

Definicao 2.2.1. Seja S um subconjunto de um plano com coordenadas cartesianas
Ozy fixadas. Dizemos que S é limitado superiormente (resp. limitado inferiormente)
com respeito ao eixo das abcissas se existe nimero real M tal que para cada ponto
P = (z,y) € S tivermos

x< M (resp. M < ).
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De maneira andloga definimos conjuntos limitados superiormente (resp., inferior-

mente) com respeito ao eixo das ordenadas.

Definicao 2.2.2. Seja S um subconjunto de um plano com coordenadas cartesianas
Ozy fixadas. Se S é limitado superiormente e inferiormente com respeito aos dois

eixos coordenados entao dizemos que ele é um subconjunto limitado.

Exemplo 2.2.3. O conjunto
S={(z,y) eR*| (z —a)’ + (y — )* <%}

¢é limitado.

Exemplo 2.2.4. O conjunto
S={(z.y) eR*[(y - 1)’z =1}

é apenas limitado inferiormente com respeito ao eixo das abcissas.

Solugao: Notemos que ﬁ ¢ sempre uma quantidade positiva; logo, para cada
(xz,y) € S teremos 0 < x 0 que mostra a limitagao inferior com respeito ao eixo das
abcissas. Agora mostraremos que o conjunto S nao é limitado superiormente com
respeito ao eixo das abcissas. Assim, devemos exibir para cada M > 0 um (z,y) € S
tal que z > M. Para isso, basta escolher um 1 <y < \/LM +lex= ﬁ Com esta
escolha temos (z,y) € S e z > M. A maneira de se demonstrar as demais afirmacoes

é analoga. O

Exemplo 2.2.5. O conjunto

S:{(x,y)€R2|x2— (“313 )}

(y

é limitado inferiormente e superiormente com respeito ao eixo das ordenadas mas nao

é limitado inferiormente nem superiormente como respeito ao eixo das abcissas.

Solugao: Mostraremos inicialmente a limitacao superior e inferior com respeito ao

eixo das ordenadas. Para isso, suponha (z,y) € S. Como

2 Yy 3y +1)
(y—1)?
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entdo (—y + 3)(y — 1) tem que ser maior que 0. Mas isso é verdade se, e somente se,
-1 <y <3 (2.5)

Dai concluimos que S é limitado inferiormente e superiormente com respeito ao eixo
das ordenadas.

Agora mostraremos que S nao é limitado superiormente nem inferiormente com
respeito ao eixo das abcissas. Primeiro mostraremos que para cada M > 0 existe

(x,y) € S tal que x > M. Primeiro observemos que para cada 1 < y < 2 temos:

1<y’ 1<—y+3el<y+l

Desse modo, para cada 1 < y < 2 temos

L Y (—y+3)(y+1)
(y —1)2 (y—1)? '

Agora fixemos um

1
I<y<min{2,1+—
Y mln{, —i—M}

Com isso teremos:

1 yQ(—y+3)(y+1)_

M <(y—1)2< (y — 1)

Logo, fazendo

. \/y2<—y+3)<y+1>
(y—1)?

temos (x,y) € S e x > M. A prova para mostrar que S nao é limitada inferiormente

com respeito ao eixo das abcissas é anédloga. O
n

Proposicao 2.2.6. Se Si,...,S5, sao conjuntos limitados entao USi é conjunto
i=1

limitado.

Prova. Como cada S; (i = 1,...,n) é limitado, entdo existem numeros reais

K;, L;, M; e N; tais que



qualquer que seja (x,y) € S;. Consideremos

K =min{K; |1<i<n}

L=max{L; |1 <i<n}

M =min{M; | 1 <i<n}

e
N =max{N; |1 <i<n}.
Agora suponhamos (z,y) € U S;. Entao (z,y) € S; para algum 1 < i < n. Assim,

i=1
K<K, <z<L; <L

e
M < M; <y < N; <N.

Portanto, U S; é realmente um conjunto limitado. O

i=1

Proposicao 2.2.7. Todo subconjunto de um conjunto limitado € também limitado.
Prova. Imediato. |
Exemplo 2.2.8. O conjunto de pontos determinado pela equagao cartesiana
(X —a) +Y)(X +a) +Y?) =0 (2.6)
¢ limitado.
Solugao: Suponhamos que (z,y) seja um ponto de tal conjunto. Entao
(x — ) + 1) ((z +a)? +y?) = b

Em particular:
(x—a)P+y* <V
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ou
(z +a)* +y* < b

Destas desigualdades segue que (z,y) pertence a uniao do circulo centrado no ponto
(a,0) e raio |b| com o circulo centrado no ponto (—a, 0) e raio |b|. Portanto, o conjunto
de pontos determinado pela equagao cartesiana (2.6) estd contido em um conjunto

limitado, o que mostra que ele também ¢é um conjunto limitado.

Nota histérica: Em 1694, Jacob Bernoulli publicou um artigo na Acta Eruditorum,
no qual descrevia uma curva plana, que designou por lemniscus. Catorze anos antes,
no ano de 1680, Cassini ja tinha descrito, de modo genérico, uma familia de curvas
planas, que mais tarde passariam a ser chamadas de ovais de Cassini. Muito em-
bora a lemniscata de Bernoulli seja um caso particular de uma oval de Cassini, na
época de Bernoulli nao havia ainda consciéncia desse fato. S6 mais tarde, quando
se passou a conhecer propriedades e caracterizacoes alternativas dessas curvas, é que
este fato tornou-se mais evidente. Importantes matematicos como Gauss e Euler
também se ocuparam em estudar a lemniscata. No caso de Gauss, merece destaque
suas investigacoes acerca do comprimento de arco da lemniscata, que o conduziram ao
desenvolvimento da teoria das fungoes elipticas. Quem, contudo, primeiro forneceu
uma descricao analitica da lemniscata foi Giovanni Fagnano em 1750. Geometrica-
mente, a oval de Cassini corresponde ao lugar geométrico dos pontos cujo produto

das distancias do ponto a dois pontos fixados é constante.

Figura 2.8: Cada linha da figura ilustra a curva correspondente a oval de Cassini de
acordo com a escolha dos parametros a e b. Se b* < a? entdao a curva consiste de
duas componentes conexas idénticas (na figura, estas sao as curvas mais internas). Se
a’ = b? entao temos a lemniscata (na figura, esta corresponde & curva no formato do
sfimbolo do infinito). Se a? < b? entdo temos a oval de Cassini propriamente dita (na
figura, estas correspondem as curvas mais externas).
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2.3 Convexidade

Definicao 2.3.1. Seja F' uma funcgao real em uma variavel. Dizemos que F' é funcao

convezxa se para cada a,b no dominio de F' tivermos
Flat+0b(1—1t)) < F(a)t+ F(b)(1 —1t)

qualquer que seja t no intervalo [0, 1].
De maneira analoga, definimos fungoes concavas

Definicao 2.3.2. Seja F' uma funcgao real em uma variavel. Dizemos que F' é func¢ao

concava se para cada a,b no dominio de F' tivermos
F(at+b(1 —1t)) > F(a)t+ F(b)(1 —1t)

qualquer que seja t no intervalo [0, 1].

Geometricamente, dizer que uma fungao é convexa (resp., concava) significa que
para qualquer dois pontos no grafico da funcao os pontos do segmento de reta que
liga este pontos situam-se acima (resp., abaixo) dos pontos do grafico. De maneira
imprecisa, o gréafico de uma fungao convexa (resp., concava) emborca para cima (resp.,

para baixo).

- = e e o e o ==

=]
=

Figura 2.9: Grafico de uma fungao Figura 2.10: Grafico de uma fungao
convexa concava

Exemplo 2.3.3. Toda func¢ao linear afim é convexa e concava simultaneamente.
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Exemplo 2.3.4. Considere a funcio F : R — R definida por F(x) = 22 Dados
a,b e R, com a < b, temos para cada 0 <t <1 que

F(at +b(1 —t)) — F(a)t — F()(1 —t) = (at+b(1—1)%—da’t—b*(1—1)
= a®(t — 1)t + 2ab(1 — t)t + b*(t — 1)t
= (t—1)t(a—1b)* <0;

logo,
F(at +b(1 —t)) < F(a)t + F(b)(1 —t).

Portanto, a fungao F(z) = z? é convexa.

Exemplo 2.3.5. Considere F : [0,00) — R definida por F(z) = v/x3. Mostrar que

esta funcao é convexa.

Solugao: Devemos mostrar que para cada 0 < a <bet € [0, 1] temos

Vita+ (1= 1)b)3 < tVad + (1 — t)VI3. (2.7)

Ora, para provar esta desigualdade podemos considerar a desigualdade equivalente

(ViaT @ —009) < (Wa+ (1 - V) (2.8)
ou seja, devemos provar que

2

(tVa? + (1 - t)\/b_3)2 ~ (Vi@ opp) 20, (2.9)

Desenvolvendo o primeiro membro de (2.9) obtemos:

(tVa?+ (1 t)x/zﬁ)Q ~ (Vita+ (1= t)b)3>2 = (a¥+ (1~ t)x/zﬁ)Q ~(ta+ (1—)b)°
- [tQag +2t(1 — £)\/(ab)® + (1 — t)%ﬂ —[3a3 4 3t2(1 — t)a%b + 3t(1 — t)2ab + (1 — 1)°b%]
=t2(1 —t)a® +t(1 — t)%6® — 3t*(1 — t)a®b — 3t(1 — t)%ab® + 2t(1 — t)y/(ab)3
=t(1—1t) [ta?) + (1 —t)b® — 3ta®b — 3(1 — t)ab® + 2@}

—t(1—1) [t(a3 — 3a?b + 3ab® — b%) + b% — 3ab® + 2@]

—t(1-1) [t(a —b)3 + b3 — 3ab? + QW}
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Como t(1 —t) > 0, para 0 < t < 1, segue dessa ultima igualdade que para concluir

o desejado devemos deduzir que

t(a —b)* +b* — 3ab® + 24/ (ab)3 > 0 (2.10)

Mas notemos que
0<tla—b)?*+(b—a)

para cada 0 < ¢t < 1. Assim, para conluir 2.10 é suficiente que
tla—b)* + (b—a)® <t(a—b)> +b> — 3ab® + 24/ (ab)3

ou seja,

(b—a)® < b — 3ab® + 24/ (ab)3 (2.11)

ou ainda, equivalentemente,

(b—a)® <V —3ab®> +2¢/(ab)? & (b — a)® — b* + 3ab* < 2+/(ab)3
& —a® + 3a’b < 24/(ab)® & (—a® + 3a*b)* < (24/(ab)3)?
& 0 < 4(ab)® — a® + 6a°b — 9a*b* < 0 < a*(46* — a® + 6a*b — 9ab?)
& 0 < 4b* —a® +6a*b—9ab® < 0 < (b* —3ab® +3a*b—a®) + (3b? — 3ab?) + (3a*b— 3ab?)
0< (b—a)*+3b(b—a)—3ab(b—a) <0< (b—a)®+3b(b—a).

Mas notemos que esta tultima igualdade ¢ verdadeira pois o segundo membro é soma

de nimeros positivos (lembre-se que 0 < a < b). Portanto, temos o resultado. O

Existem funcgoes que nao sao convexas nem concavas.

Exemplo 2.3.6. Considere a fungao F(z) = z*® definida em todo R. Mostrar que

esta funcao nao é convexa nem concava.

Solugao: Supondo a = —1 e b =1 consideremos ¢ = 1/3. Nesse caso temos:
1 1
F(at+ (1 —1t)b) = 77 < 3= tF(a)+ (1 —1t)F(b)

Por outro lado, fazendo ¢ = 2/3 temos:



Flat+ (1 —t)b) = —— > —= = tF(a) + (1 — t)F(b)

Portanto, destas desigualdade segue que F(x) = 23 nao é convexa nem concava. [

Notemos que apresentar fungoes convexas além de ser uma oportunidade de rever o
assunto de inequagoes (visto no primeiro ano do ensino médio) é também um momento

de vé-lo contextualizado e sendo interpretado geometricamente.
Proposicao 2.3.7. Sejam F e G funcoes reais em uma varidvel. Entao:
(a) F(x) € convezxa se, e somente se, —F(x) é concava.

(b) Se F' e G sao fungoes convexas (resp. concavas) definidas em wm mesmo

dominio entao F + G é convexa (resp. concava).

(¢) Suponhamos que G € uma fun¢ao convexa crescente e que a imagem de F' esteja

contida no dominio de G. Se F' € convexa entdo G o F ¢ func¢ao conveza.
(d) Se G € fungdo linear afim crescente e F' é convexa entao F o G € conveza.
Prova. (a) Suponhamos H(z) = —F(z). Como F é convexa temos:

Flat + (1 —t)b) < tF(a) + (1 — t)F(b)

para cada a,b no itervalo de definicao de F e t € [0, 1].

Multiplicando esta desigualdade por —1 vem

—F(at + (1 =1)b) > t(—=F(a)) + (1 = t)(=F (b)),
ou seja,
H(at + (1 —=1t)b) > tH(a) + (1 — t)H(b).
Logo, H é concava como queriamos demonstrar. A prova da reciproca é anéloga.

(b) Como F e G sao convexas, entao para cada a,b no intervalo de definigdo de F' e
G et e 0,1] temos

Flat + (1 —t)b) < tF(a) + (1 — t)F(b)
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Glat + (1 — t)b) < tG(a) + (1 — )G (D).

Somando estas deseigualdades vem:

(F +G)(at + (1 —t)b) F(at + (1 —t)b) + G(at + (1 — t)b)
tF(a) + (1 — t)F(b) + tG(a) + (1 — t)G(b)

t(F+ G)(a) + (1 —t)(F+ G)(b)

IN

Portanto, F' + G é realmente convexa. A prova para func¢oes concavas é anédloga.

(¢) Como F é convexa entdo para cada a,b no dominio de F e t € [0, 1] temos
Flat+0b(1—1t)) <tF(a)+ (1 —t)F(b)
Desta desigualdade e do fato que G é crescente segue
GoF(at+b(1—1t)=G(F(at+b(1—1))) <G(tF(a)+ (1 —1t)F(b)) (2.12)
Por outro lado, como G também é convexa, temos:
G(tF(a)+(1-t)F (b)) < tG(F(a))+(1-t)G(F (b)) = tGoF (a)+(1—t)GoF(b). (2.13)

Portanto, de (2.12) e (2.13) segue que G o F' é fungao convexa.

(d) Como G ¢ fungao afim crescente entao G(x) = cx + d com ¢ > 0. Dados a,b e

t € [0, 1] temos

FoG(at+ (1 —1t)b) = F(c(at+ (1 —1t)b)+d)
= Flcta+c(l—t)b+td+ (1—t)d)
= F((ca+d)t+ (1 —1t)(cb+d))

tF(ca+d)+ (1 —t)F(cb+d)

tF(G(a)) + (1 =) F(G(b))

tFoG(a)+ (1 —t)FoG(b). (2.14)

A

Portanto, F' o G é realmente convexa como queriamos demonstrar. |
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No exemplo abaixo estudaremos a convexidade de fungoes polinomiais quadraticas
quaisquer utilizando a Proposicao 2.3.7 e o Exemplo 2.3.4. O objetivo deste exemplo

¢ mostrar a utilidade da nogao de composicao de fungoes.

Exemplo 2.3.8. Mostrar que a fun¢ao F : R — R definida por F(x) = ax? + bx + ¢

é convexa para qualquer a > 0.

Solugao: Notemos que podemos rescrever a funcao F' da seguinte maneira:

P = (va(er ) 2o

(para chegar a este formato basta completar quadrados). Assim,

F(z)=So HoG(x), (2.15)
onde
G(r) = ﬁ(m—i—%) ,
H(z) = 2?
e S(x)=x+ 462—;[)2.

Usando a igualdade (2.15) juntamente com a Proposicao 2.3.7 (itens (c) e (d)) temos

o desejado. O

2.4 Esbocando graficos

Nesta secao discutiremos através de exemplos como explorar os recursos apre-
sentados nas secoes anteriores para fazer o esboco de conjuntos determinados por

equacoes cartesianas.
Exemplo 2.4.1. Esbocar o gréfico da curva € determinada pela equagao cartesiana
Y? - X% =0. (2.16)
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Solucao: Temos as seguintes informacgoes a respeito da curva €

(1) (z,y) ésolucao de 2.16 se, e somente se, (z, —y) é solucao de 2.16. Logo, a curva
¢ é simétrica com respeito ao eixo das abcissas. Assim, basta que conhecamos o
tragado de € acima do eixo das abcissas para conhecermos-na completamente.
De sorte que para conhecermos este pedago do grafico necessitamos apenas
conhecer os pontos (z,y) que satisfazem a igualdade y = V23, ou seja, podemos

ver y como funcao de x.

(2) A fungdo y = Va3 é crescente. Logo, para entender o seu tragado podemos
explorar a sua convexidade. Mas, pelo Exemplo 2.3.5 temos que esta funcao é

convexa. Assim, seu grafico deverd ter o seguinte aspecto:

Figura 2.11: Esboco do grafico da funcao y = v23

Finalmente, usando a simetria verificada no item (1) temos que o esbogo da curva

determinada pela equacao 2.16 é:

Figura 2.12: Esboco da curva determinada pela equacao Y2 — X3
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Problema 2.4.2. Determinar entre as sequintes figuras qual grdafico melhor repre-

senta a curva determinada pela equacao cartesiana

(Y —1)*(X? +Y?) =4Y? (2.17)

Y

Figura 2.13: Figura 2.14:

yh

| T

Figura 2.15: Figura 2.16:
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Solugao: Notemos inicialmente que fazendo X = 0 na equacao (2.17) ficamos com a
equacao
(Y —1)%Y? = 4Y?

a qual é equivalente a
Y3HY =3)(Y +1)=0

cujas raizes sao ¥ = 0, ¥ = 3 e Y = —1. Desse modo, temos que os pontos
(0,—1), (0,0) e (0,3) pertencem & curva. Assim, as figuras 2.13 e 2.15 ficam descar-
tadas pois a ambas intersectam o eixo das ordenadas em menos que trés pontos. Por

outro lado, a equacao (2.17) é equivalente a

2 Yy +3)ly+1)
(y—1)
e o conjunto solugao desta equacao, segundo o Exemplo 2.2.5, nao é limitado. Por-
tanto, a figura 2.14 fica também descartada. Logo a resposta correta é a figura 2.16
(|

Nota historica: Entre os séculos VI a.C. e V d.C. surgiram na Grécia trés problemas
geométricos que desafiaram matematicos e intelectuais por mais de dois mil anos.
Estes problemas ficaram conhecidos como Os Trés Problemas Cldssicos da Geometria

Grega. Estes sao eles:

e Trisseccao do angulo - este é o problema de dividir um angulo arbitrario em

trés partes iguais;

e Duplicacao do cubo - este é o problema de construir a aresta de um cubo cujo

volume é o dobro do de um cubo dado;

e Quadratura do circulo - este é o problema de construir um quadrado cuja area

¢ igual a de um circulo dado.

A dificuldade em resolver estes problemas esta na exigéncia de fazé-los utilizando
apenas régua nao graduada e compasso. De fato, no século XIX foi mostrado que
tais problemas nao podem ser resolvidos apenas com o uso de régua nao graduada e
compasso. Contudo, antes desse periodo varios matematicos pensaram ter encontrado

solugoes para tais problemas, mas estas solugoes nao seguiam fielmente as restrigoes de
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uso exclusivo de régua nao graduada e compasso. Uma destas solugoes foi apresentada
por Nicomedes e nela figurava a curva determinada pela equagao (2.17). Em virtude

disso, esta curva recebe nos dias de hoje o nome de concdide de Nicomedes.

Figura 2.17: Compasso de Nicomedes

Exemplo 2.4.3. Analise as caracteristicas da curva Y2 4+ X2 — 3XY = 0 e indique

qual das figuras mais se aproxima do esboco do seu grafico.

/)

5 ¥

C/

Figura 2.18: Figura 2.19:
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Figura 2.20: Figura 2.21:

Solugao: Inicialmente percebemos com base na equacao que esta curva passa pela
origem, mas nao possui simetria com relagao aos eixos ordenados.

Posteriormente verificamos que esta curva nao toca os eixos em nenhum outro
ponto diferente da origem.

Também vemos que esta curva é simétrica em relagao a bissetriz dos quadrantes
fmpares, visto que (z,y) satisfaz a equacao se, e somente se, (y, z) satisfaz.

Por fim, notamos que esta curva nao passa pelo terceiro quadrante pois y e x nao
podem ser ambos negativos.

Portanto, com base nestas informacoes podemos concluir que a figura que melhor

representa a curva determinada pela equacao X2 +Y3 —3XY =0 ¢ a 2.18.
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Capitulo 3
Conclusao

O ensino de matematica tem sido constantemente alvo de criticas. Isto ocorre na
maioria das vezes pelo fracasso no aprendizado desta disciplina. Um igrediente que
contribui para o acontecimento desse insucesso é a maneira de apresentacao de certos
conteudos. Vimos durante todo este trabalho que a geometria analitica possibilita a
articulacao entre a geometria e a dlgebra, devendo o professor, por exemplo, trabalhar
o entendimento de figuras geométricas por meio de equagoes, e o entendimento de
equacoes por meio de figuras geométricas, abandonando a simples apresentagao de
equacgoes sem explicagoes geométricas, evitando com isso as memorizagoes excessivas
de férmulas.

Grande parte dos equivocos na apresentacao da geometria analitica é corrobo-
rada pelos livros didaticos que muito constantemente nao conseguem chegar a um
equilibrio entre conceituacao, manipulacao e aplicacao. De fato, enquanto alguns
(poucos) livros formalista priorizam a conceituagao, outros (a grande maioria) revela
uma forte tendéncia a preferéncia pela manipulacao, negligenciando demonstracoes e
justificativas logicas.

Outro inconvenite percebido na abordagem do assunto em questao diz respeito
a auséncia do estabelecimento de conexdes com outros temas. Além das conexoes
ja citadas no texto o estudo de simetrias serviria muito bem pra se estabelecer as
conexoes com a a simetria de arcos trigonométricos.

Nosso proposito nesse trabalho foi dar énfase a geometria, chamar atencao para
os excessos algébricos e explicitar através da geometria analitica detalhes que estabe-

lecem ligacoes entre diversos contetiddos matematicos do ensino médio.

44



Referéncias Bibliograficas

[1] Elon Lages, Coordenadas no plano, 2* Ed. Rio de Janeiro: SBM, 1992
[2] Vaisencher, Israel, Introdugao das curvas algébricas planas, IMPA, 1% edigao.

[3] Farago, Jorge Luiz e Carneiro, Lucio, Matemdtica ensino médio, 3% - Curitiba:
Positivo, 2012.

[4] Eves, Howard, Introducao a histéria da matemdtica, Editora Unicamp, 2007

45



