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Resumo

Visando dar maior fundamentacao tedrica e exibir uma aplicabilidade das Funcgoes
Polinomiais do 1° e 2° Graus, tanto para professores quanto para alunos, o presente
trabalho abordara alguns conteudos relacionados a estas func¢oes. Tais conteidos
nao sao mostrados na maioria dos livros didaticos, bem como o emprego dessas
funcoes no estudo da cinematica, de modo a estabelecer a ligacao entre essas duas
areas do conhecimento, a saber: a Matematica e Fisica.

Para isso, foi desenvolvido nesse trabalho, o estudo das equacgoes polinomiais do
1° e 2° graus, como fundamentacao tedrica ao estudo das fungoes, dando destaque
para: os principios aditivo e multiplicativo e o completamento do quadrado, como
métodos utilizados na resolucao dessas equagoes. Em seguida, abordou-se as
Funcgoes Polinomiais do 1° e 2° Graus, expondo conteudos dessas fungoes que
raramente sao trabalhados no Ensino Médio e de grande importancia para deter-
minar certas caracteristicas e/ou propriedades dessas fungoes, e por fim, o estudo
dos principais movimentos da cinematica (MRU, MRUV e queda livre), que foram
abordados no ambito das Fungoes Polinomiais do 1° e 2° Graus.

Palavras chave: Equacoes Polinomiais, Fungoes Polinomiais, Cinematica.



Abstract

To ensure greater theoretical basis and display a applicability of Polynomial Func-
tions of the First and Second Degrees, both for teachers and for students, this
paper will address some content related to these functions. Such content is not
shown in most textbooks , as well as the use of these functions in the study of
kinematics, in order to establish the link between these two areas of knowledge,
namely: Mathematics and Physics.

So, was developed in this work, the study of polynomial equations of the First and
Second Degrees, as theoretical foundation for the study of functions, giving em-
phasis on: the additive and multiplicative principles and completion of the square,
as methods used to solve these equations. Then addressed if the Polynomial Func-
tions of the First and Second Degrees, exposing contents of those functions that
are rarely worked in high school and of great importance to determine certain char-
acteristics and/or properties of these functions, and finally, studies of the major
movements kinematics ( movement Retilinio Uniform Rectilinear Motion uniformly
Miscellaneous and free fall ), were addressed in the context of polynomial functions
of the First and Second Degrees.

Keywords: Polynomial Equations, Polynomial Functions, kinematics.
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Introducao

Os livros didaticos do Ensino Médio, em sua maioria, e até mesmo por grande
parte dos professores, abordam o tema Funcoes Polinomiais do 1° e 2° Graus,
basicamente da seguinte maneira:

1. defini¢ao: sem a devida caracterizacao® dessas funcoes e sem relaciona-las
com outros areas do conhecimento;

2. grafico: sem a sequéncia construtiva de que a reta e a parabola representam
graficamente tais funcgoes;

3. estudo do sinal: nao é mostrado a forma analitica de trabalhar esse
contetdo;

ou seja, o estudo das fungoes polinomiais do 1° e 2° graus, em sua grande parte,
pecam nos seguintes aspectos:

v/ nao é feito um estudo analitico e nem grafico mais aprofundados dessas
fungoes. Como exemplo: nas fungoes quadraticas é dito que o seu grafico é
uma parabola, sem antes definir o que seja uma parabola ou a demonstracao
de tal afirmacao;

v' nao relaciona essas funcoes com outras areas do conhecimento ou sao defi-
cientes no que diz respeito as aplicagoes de tais funcoes. Para esta situacao,
como exemplo, poderia ser comentado que a conversao entre as escalas
de temperatura, Celsius (C') e Fahrenheit (F'), é dada pela relagao F' =
1,8C" + 32, que nada mais é que uma funcao polinomial do 1° grau;

v’ os conceitos sao dados, muitas vezes, sem a énfase interdisciplinar?;

LA caracterizacido de uma funcdo torna possivel utilizar, satisfatoriamente, os seus conceitos
e métodos matemadticos para resolver os problemas concretos do dia-a-dia ou para aplica-los nas
outras ciéncias.

2Interdisciplinaridade é a integracdo de dois ou mais componentes curriculares na construcao
do conhecimento.
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v/ a conexao com outros assuntos de Matemaética nao é abordado, mas serda
mostrado no trabalho presente que a conexao ¢ ampla e promove a transdis-
ciplinaridade® de modo abrangente;

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) de Matemadtica para o Ensino
Médio em [1], destacam o ensino das fungoes:

“O estudo das funcoes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica

como a linguagem das ciéncias, necessdria para expressar a relagao en-
tre grandezas e modelar situacoes-problema, construindo modelos de-
scritivos de fenomenos e permitindo vdrias conexoes dentro e fora da
propria matemdtica. Assim, a énfase do estudo das diferentes funcoes
deve estar mo conceito de funcao e em suas propriedades em relagao
as operagoes, na interpretacao de seus graficos e nas aplicagoes dessas
funcoes.
Tradicionalmente o ensino de funcoes estabelece como pré-requisito o
estudo dos numeros reais e de conjuntos e suas operagoes, para de-
pois definir relagoes e a partir dai identificar as funcoes como partic-
ulares relagoes. Todo esse percurso €, entao, abandonado assim que
a definicao de funcao € estabelecida, pois para a andlise dos difer-
entes tipos de funcoes todo o estudo relativo a conjuntos e relagoes
¢ desnecessdrio. Assim, o ensino pode ser iniciado diretamente pela
noc¢ao de fun¢ao para descrever situacoes de dependéncia entre duas
grandezas, o que permite o estudo a partir de situagoes contextual-
1zadas, descritas algébrica e graficamente. Toda a linguagem excessi-
vamente formal que cerca esse tema deve ser relativizada e em parte
deizada de lado, juntamente com os estudos sobre funcoes injetoras,
sobrejetoras, compostas e modulares.”

Tendo em vista, a importancia dada pelos Parametros Curriculares Nacionais so-
bre o estudo das fungoes, o presente trabalho tem o escopo de fazer um estudo
mais detalhado das funcoes polinomiais do 1° e 2° graus, apresentando informacoes
analiticas e/ou gréficas que geralmente nao sdo abordadas com énfase global nos
livros do Ensino Médio de forma a complementar esses conteudos. Além disso,
serao mostradas algumas das aplicacoes dessas funcoes na Fisica*, mais especifica-

3Trandisciplinaridade é o principio tedrico que busca uma intercomunicacio entre as disci-
plinas, tratando efetivamente de um tema comum (transversal). Ou seja, na transdisciplinaridade
nao existem fronteiras entre as disciplinas.

4Fisica é a ciéncia que estuda a natureza e seus fenémenos em seus aspectos mais gerais.
Analisa suas relacoes e propriedades, além de descrever e explicar a maior parte de suas con-
sequéncias.
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mente, na cinematica®. O tema em questao, segundo os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN) em [1]:

”A necessaria articulacao entre as disciplinas da drea de conhec-
imento para a promocao das competéncias gerais certamente inclui o
desenvolvimento de instrumentos de investigagao comuns, como con-
ceitos e procedimentos partilhados pelas vdrias ciéncias, na investiga¢ao
e compreensao de diferentes processos naturais.”

Nota-se claramente o aspecto da articulagao com outras areas do conhecimento.
Assim, pretende-se aplicar tal conexao a Fisica, mostrando que as fungoes polino-
miais do 1° e 2° graus sao os modelos matematicos® que descrevem os principais
movimentos da cinematica (MRU, MRUV e queda livre) e com este resultado,
diferentemente de como é feito nos livros de fisica, serao apresentadas as demon-
stragoes das equacoOes horarias, fazendo a correspondéncia entre os conceitos ab-
stratos destas fungoes com os conceitos fisicos desses movimentos, ou seja, serd es-
tabelecida uma conexao entre esses dois contetdos, atingido uma das competéncias
dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) em [1]:

?” Articulacao dos simbolos e codigos
Ler, articular e interpretar simbolos e codigos em diferentes linguagens
e representacoes: sentencas, equagoes, esquemas, diagramas, tabelas,
graficos e representacoes geométricas.”

Portanto, o objetivo é elaborar um material de estudo, consulta e até mesmo
pesquisa, com maior fundamentacao tedrica sobre as func¢oes polinomiais do 1° e
2° graus e com aplicacoes concretas de tais fungoes em outra area do conhecimento,
com a finalidade de dar maior suporte para professores e alunos. Para tanto, serao
feitas, nos proximos capitulos, as definicoes necessarias das respectivas fungoes e
em seguida, a andlise dos movimentos da cinematica no contexto das fungoes.

No primeiro capitulo, serao estudadas as equagoes polinomiais do 1° grau, dando
énfase aos principios aditivo e multiplicativo na resolucao de tais equagoes, pois,
para determinar os zeros de uma funcao polinomial do 1° grau, deve-se encontrar
as raizes da equagao polinomial do 1° grau correspondente.

No segundo capitulo, o estudo das fungoes serd iniciado com a funcao polinomial
do 1° grau f(z) = ax + b, mostrando informagdes que nao sao dadas na maioria
dos livros do ensino médio, como:

5Cinemadtica é o ramo da fisica que se ocupa da descricio dos movimentos dos corpos, sem se
preocupar com a analise de suas causas.

6 A modelagem matemética é a drea do conhecimento que estuda a simulacao de sistemas reais
a fim de prever o comportamento dos mesmos, sendo empregada em diversos campos de estudo,
tais como fisica, quimica, biologia, economia e engenharias. Ou seja, modelagem matemaética
consiste na arte (ou tentativa) de se descrever matematicamente um fenémeno.
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v a sua caracterizacao;
v’ os significados analiticos dos niimeros reais a e b e;

v' a demonstracao e a reciproca, de que o seu grafico é uma reta nao-vertical e
nao-horizontal;

Seguindo com o estudo das equagoes, no terceiro capitulo serao abordadas as
equacoes polinomiais do 2° grau, com destaque para o método do completamento
do quadrado que serd utilizado na determinacao das raizes de tais equagoes.
Dando continuidade ao estudo das fungoes, o quarto capitulo é dedicado a funcgao
polinomial do 2° grau f(z) = ax? + bz + ¢, tendo este capitulo como pontos prin-
cipais:

v' a sua forma canonica;

a sua forma fatorada;

«\

o estudo analitico do seu sinal;

<

a demonstracao e a reciproca, de que o seu grafico é uma parabola;

v' a demonstragao de que possui valor maximo ou minimo e ele ocorre no vértice
da parabola;

E finalmente, no quinto capitulo, serd feito um estudo do movimento retilineo
uniforme e do movimento retilineo uniformemente variado, demonstrando suas
equacoes horarias através da comparagao entre as caracteristicas e propriedades
desses movimentos com as propriedades tipicas das fungoes polinomiais do 1° e 2°
graus e concluimos o capitulo, com a andlise do lancamento obliquo variando o
angulo 6.

14



Capitulo 1

Equacao Polinomial do 1° grau
com uma variavel

1.1 Definicao

Denomina-se equagao polinomial do 1° grau na variavel x, toda equacao que

pode ser reduzida a forma:
ar+b=0

sendo a e b nimeros reais com a # 0.

Exemplo 1.1 Sdo equagoes polinomiais do 1° grau com uma varidvel:

a) dr —8 =10
5) 3

b) —2z 42 =

) 4x+8 0

¢) 23z — 16 = 14 — 17z

r—5 1—2x 33—z
d =
) 10 + 5 4

Nota-se que as equagoes, nos exemplos ¢ e d, nao estao na forma az+0b = 0, en-
tretanto, essas equacoes podem ser reduzidas a forma mais simples de uma equagao
polinomial do 1° grau através de transformacoes algébricas. Tais transformacoes
sao baseadas na aplicacao dos principios de equivaléncia das igualdades.

15



1.2 Equacoes Equivalentes

Duas ou mais equagdes sao equivalentes quando elas tém as mesmas raizes (solugdes)
ou quando ambas sdo impossiveis (ndo tem solugao).

Exemplo 1.2 A equacgdo, 2x +5 = 9 € equivalente a equacao x + 1 = 3, porque
ambas tém a mesma raiz, que é 2.

De fato:
v’ 2 é a solucao da equacao 2x + 5 =9, pois:

2:24+5 =
4145 =
9 = 9. (verdadeiro)

v’ 2 é a solucao da equacao z + 1 = 3, pois:

2+1 = 3
3 = 3. (verdadeiro)

1.3 Resolucao de Equacoes Polinomiais do 1° grau
com uma variavel

Determinar a solugao de uma equacgao polinomial do 1° grau significa obter, através
de propriedades ou processos algébricos, o valor da incégnita x que verifica a
igualdade.

Os processos algébricos utilizados para a resolucao de uma equagao polino-
mial do 1° grau, baseiam-se nos seguintes principios mateméticos (ou principios
de equivaléncia):

P;) Principio Aditivo
Quando aos dois membros de uma equagao se adiciona (ou deles se subtrai)
a mesma quantidade, obtém-se uma nova equagao equivalente a primeira.

Exemplo 1.3 Dada a equacao —7x + 5 = 8 — 2x que tem por raiz 5

adicionando-se aos seus membros (—5), obtém-se a equagao:

16



—T7x+5+(—=5) = 8—2z+(-5H)
—7r+5—-5 = 8—2x—-5

—Tr = 3-2x, (1.1)
3 .
fazendo x = 5> ha equagio (1.1), segue que:

3 3

7. (=2} = 3_9.(-2

(5) =2 (55)

21 6
= - 342
) + 5
21 21
5 = 35 (verdadeiro)

3
Logo, —% ¢ solugao da equacao —7x = 3 — 2x.

Portanto, as equagoes —7x +5 =8 — 2x e —7x = 3 — 2x sao equivalentes.

25
Exemplo 1.4 Dada a equacao 8x — 10 = 15 4 dx que tem por raiz 3

adicionando-se aos seus membros (—bx), obtém-se a equagao:

8r — 10+(—bx) = 15+ bz+(—bx)
8 —10—-5x = 15+ 5z — 5z
32-10 = 15. (1.2)

2
fazendo = = - na equacao (1.2), segue que:

25
3-——10 = 15
3
75
— =10 = 15
3
45
— = 15
3

15 = 15. (verdadeiro)
Logo, 3 é solucao da equacao 3z — 10 = 15.
Portanto, as equagoes 8x — 10 = 15 + bx e 3x — 10 = 15 sao equivalentes.
Conclusao: no principio aditivo, adicionando-se aos membros de uma equacao,
tanto numeros reais como variaveis, sempre obtém-se uma equacao equiva-

lente a primeira.
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P,) Principio Multiplicativo
Quando aos dois membros de uma equagao se multiplica (ou deles se di-
vide) a mesma quantidade (diferente de zero), obtém-se uma nova equagao
equivalente a primeira.

7 3
Exemplo 1.5 Dada a equagao g + 0= Ex + 1 que tem por raiz —3,
multiplicando-se os seus membros por 10, obtém-se a equacao:

T 7 3z
—+ —1]-10 = —+1)-1
(2+10) 0 (5+) 0

7 3
T0+L10 = §-10+1-1o

2 10
br+7 = 6x+10. (1.3)
fazendo x = —3, na equagao (1.3), segue que:

5-(—=3)+7 = 6-(=3)+10
—15+7 = —18+10
-8 = —8. (verdadeiro)

Logo, -3 é solucao da equacao 5x + 7 = 6x + 10.

7
Portanto, as equacoes ; + 0= Em +1edbr+ 7 = 6z + 10 sao equiva-
lentes.

Exemplo 1.6 Na equagao x —2 = 0 que tem por raiz 2, multiplicando-se os
seus membros por x, obtém-se a equacgao:

(x—2)-x = 0-x
r(r—2) = 0
?—2x = 0.

ou seja, multiplicando-se a equagao (x — 2) por z, gerou-se uma equagao
polinomial do 2° grau que tem por raizes 0 e 2. Portanto, obteve-se uma
equagao que nao é equivalente a (x — 2) e também nao é polinomial do 1°
grau .

Conclusao: no principio multiplicativo, sé multiplica-se os membros de
uma equagcao por numeros reais diferentes de zero, para obter uma equacao
equivalente a primeira.

18



O professor deve comentar com o aluno que, apesar de os principios aditivo e
multiplicativo estarem sendo usados na resolucao de equagoes polinomiais do 1°
grau, estes principios podem ser utilizados para auxiliar na resolucao de qualquer
equacao.

Portanto, o processo para resolver uma equagao polinomial do 1°grau, consiste
em obter equagoes equivalentes sucessivamente através da aplicagao dos principios
aditivo e multiplicativo, até que a solucao (ou raiz) da equagao seja encontrada.

Exemplo 1.7 Resolva a equac¢ao abaixo bx — 5 = 4x + 10.
Resolucgao:

5 — 545 = 4dxr+10+5 aplicando (P;)

dr = 4x+15
br—4r = 4dx+ 15—4x aplicando (P;)
r = 15.

Portanto, S = {15}
Exemplo 1.8 Resolva a equacgdo abaizo 2(x —5) + 4(1 — 2x) = 5(3 — x).

Resolugao:

Para este tipo de equacao deve-se, inicialmente, eliminar os parénteses apli-
cando a propriedade distributiva da multiplicacao e em seguida reduzir os termos
semelhantes em cada membro.

20 —104+4 -8z = 15 -5z

—6r -6 = 15—5x
—6z —6+6 = 15— 5z+6 aplicando (P;)

—b6z = 21 -5z
—6z+5r = 21 —5x+5x aplicando (P;)
-z = 21
(—x)-(=1) = 21-(—1) aplicando (P,)
r = —21.

Portanto, S = {—21}.

(2x+3) 52z —1) 1
— 5z — =
3 T 3 Y76

Exemplo 1.9 Resolva a equagao abaixo

Resolucgao:
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Nesse tipo de equagao, inicialmente, elimina-se todos os denominadores, utilizando-
se 0 m.m.c dos mesmos, ou seja m.m.c(2,3,6) = 6.

(2043) 5(2;1:—1)] y

3 2

1
— <5x — 6) -6 aplicando (P,)

22 4+3)+15(2x —1) = 30z —1,
aplicando a propriedade distributiva da multiplicacao e reduzindo os termos semel-
hantes em cada membro, obtém-se:
dr4+6+30x—15 = 30x—1
3r—9 = 30z —1
3Mxr —9+9 = 30z —1+9 aplicando (P;)
34xr = 30x+8
34x—30r = 30z + 8—30x aplicando (P;)

dr =
4x

4
Tr =

aplicando (Py)

DN | 00 OO

Portanto, S = {2}.

O principio aditivo e o principio multiplicativo servem para facilitar o entendi-
mento da resolucao de uma equacao polinomial do 1° grau, mas para resolve-la
existe um método simples e pratico que é o seguinte:

1. Coloca-se no 1° membro os termos que tem z e no 2° membro os termos que
nao tem x. Trocando o sinal dos termos que mudam de um membro para
outro (Principio Aditivo);

2. Reduz-se os termos semelhantes em cada membro da equacao;

3. Por fim, isola-se a variavel z, dividindo o segundo membro pelo coeficiente
de z (Principio Multiplicativo);

Exemplo 1.10 Resolver a equagao 5r — 8 = 12 + .
Resolucgao:
or—8 = 12+4=x aplicando 1
br—zx = 1248 aplicando 2
dr = 20 aplicando 3

20
r = —
4
r = b.

20



Portanto, S = {5}.
Exemplo 1.11 Resolver a equagdo 2(xz +5) — 3(5 — x) = 5.
Resolucgao:

2z +5)—-306—-2) = 5,

Nessa equacao, inicialmente, é necessério eliminar os parénteses aplicando a pro-
priedade distributiva da multiplicacao.
20+ 10—-15+3x = 5 aplicando 1
20 +3rx = 5—10+15 aplicando 2
S5 = 10 aplicando 3

10
r = —
5
r = 2.

Portanto, S = {2}.

3r+1 2x+3_
5 3

Exemplo 1.12 Resolver a equacgao x —4.

Resolugao:
3x+1 243
5 3

Nesse tipo de equacao, inicialmente, elimina-se todos os denominadores, mul-
tiplicando os membros da equagao pelo m.m.c dos denominadores. Ou seja,
m.m.c(3,5) = 15.

= -4,

341 20+3
(”3; - x; )-15 = (z—4)-15

33z +1)—5(2x+3) = 15(x—4),
Elimina-se os parénteses, aplicando a propriedade distributiva da multiplicacao.

92 +3 —10x — 15 = 152 — 60 aplicando 1

9z — 10x — 152 = —60 -3+ 15 aplicando 2
—16x = —48 aplicando 3
—48
r = —
—16
r = 3.

Portanto, S = {3}.
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1.4 Equacoes Impossiveis e Equacoes Identidade

Definicao 1.1 Chama-se equag¢ao impossivel, toda equacao que ndao possui
solugao, ou seja, nao existe x € R, tal que x torna a equagao uma sentenca
verdadeira. Neste caso, a solucao serd representada pelo conjunto vazio.

Exemplo 1.13 Seja a sequinte equacdo 2(6x —4) = 3(4x — 1).
Resolucgao:

26z —4) = 3(dw —1)

120 -8 = 122—3

120 — 120 = —3+8
0.2 = 5 (1.4)

Nota-se que nao existe x € R, que torne a equacdo (1.4) uma sentenga ver-
dadeira, entdo a equagao 2(6z — 4) = 3(4x — 1) é impossivel e, portanto, nao tem
solugao. Logo, S = @.

Portanto, uma equagao polinomial do 1° grau ax + b = 0 é impossivel, quando
a=0eb#0.

Definicao 1.2 Chama-se equagao identidade, toda equacao que possui infinitas
solugoes, ou seja, a equagao ¢ uma sentenca verdadeira para qualquer valor de
x € R. Neste caso, a soluga serd representada pelo conjunto dos niimeros reais.

Exemplo 1.14 Seja agora a sequinte equagio 3(3 —x) —7=2(1 —x) — z.
Resolucgao:

33—2)—7 = 2(1—2)—x
9-3z—-7 = 2-2z—x
—3r+2x+2x = 2-947
Oz = 0 (1.5)
Fica claro que todo =z € R, torna a equagao (1.5) uma sentenga verdadeira,
entao a equagao 3(3—xz) —7 = 2(1 —x) — x é uma equacao identidade e, portanto,

possui infinitas solugoes. Logo, S = R.

Portanto, uma equagao polinomial do 1° grau ax 4+ b = 0 é impossivel, quando
a=0eb=0.
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Capitulo 2

Equacao Polinomial do 2° grau
com uma variavel

2.1 Definicao

Denomina-se equagao polinomial do 2° grau na variavel x, a qualquer ex-
pressao matematica que pode ser escrita na forma

ar* +br +c=0
onde a, b e ¢ sao numeros reais, com a # 0.
Exemplo 2.1 Sao equacoes do 2° grau:

v 2224232 -39=0,com: a=2, b=23ec=—39

<~

—422 +25=0,com: a=—4, b=0ec=25
vV 322 —2=0,com: a=3,b=—-lec=0

vV 22=2,comia=1,b=0ec=0

2.2 Resolucao de equacgoes incompletas do 2° grau

Resolver uma equacao do 2° grau em R significa determinar, através de processos
algébricos, o valor ou valores de x que verifiquem a igualdade correspondente a
equacao, ou seja, as suas solugoes.

Para as equacoes incompletas do 2° grau, podemos determinar as suas solucoes
utilizando apenas propriedades algébricas.
Sejam as duas situacoes:
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12 situagao: Equacdo incompleta do 2° grau na forma ax? + bz = 0, sendo

(a#0eb#0).
Para resolucao deste tipo de equacao incompleta do 2° grau, usa-se a seguinte
propriedade:

Propriedade 2.1 SeaeR, beRea-b=0, entaoa=0 ou b=0.

Resolugao de az? +bx =0, (a #0).
ar? + br = 0 = z(ax + b) = 0, entao pela propriedade 2.1

=0 ou ax+b=0

=0 ou axr=—-b
b

r=0 ou z=——.
a

-2}

22 situacao: Equacdo incompleta do 2° grau na forma az® +c¢ = 0 , sendo
(a#0ec#0).

Para resolucao deste tipo de equacao incompleta do 2° grau, usa-se a seguinte
propriedade:

Portanto, a solugao é dada por:

Propriedade 2.2 Se a € R, be R, e a®> =b, entdo a = —vb ou a = /b.
Resolugao de az? + ¢ =0, (a #0).

ar®+c = 0 (2.1)
ar® = —c (2.2
9 c
= —— 2.3
? = (2.
c
= £4/—. 24
: : (2.4

Portanto, a solugao é dada por:

c
A aplicagao da propriedade 2.2 na equagao (2.3) s6 é possivel quando —— > 0.
a

c
Caso —— < 0, da equagao (2.3), conclui-se que a equagao (2.1) nao possui solugao

real, pois, o quadrado de z nao pode ser negativo.
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2.3 Método do Completamento do Quadrado

Basicamente, o método do completamento do quadrado consiste em adicionar ao
binémio do 2° grau da forma 22 + kz um termo de modo a se obter um trinomio
quadrado perfeito.

Portanto, o problema consiste em determinar qual o termo a ser utilizado para
realizar o completamento do quadrado.

Seja T o termo que completa o quadrado do binémio do 2° grau 22 + kx, logo
a expressao algébrica:

??+kx+ T, (2.5)

¢ um trinomio quadrado perfeito.
Desenvolvendo o produto notavel (p + ¢)?, obtém-se um trinémio quadrado
perfeito, ou seja:
(p+q)° =p"+2pg+ ¢ . (2.6)
Considerando, sem perda de generalidade, p,q > 0, e comparando os termos
do trinémio (2.5) com os seus correspondentes no trindmio obtido em (2.6), isto é,
fazendo:

?+kr+T =p*+2pq+ ¢, (2.7)
obtém-se de (2.7), as seguintes igualdades:
2 = p? (2.8)
kx = 2pq (2.9)
T = ¢. (2.10)
Da igualdade (2.8), segue que:
z? = p? ©=0 r=p. (2.11)

Substituindo o resultado obtido em (2.11) na igualdade (2.9) e isolando ¢, tem-se:

A k k
kx = 2pq Sy kp =2pq = q:2—p 29 =7 - (2.12)
P

Finalmente, substituindo o resultado obtido em (2.12) na igualdade (2.10), segue

que:

4

Logo, da igualdade (2.13), conclui-se que o termo que transforma o binémio do
2° grau da forma x? + kx em um trinémio quadrado perfeito é:

2 2
T = ¢ Q‘:”QT:(%) M (2.13)

T="
4
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. Pois,

k? E\?
?+kr+—=(x+-) . (2.14)
4 2
Portanto, o método do completamento do quadrado consiste na obtencao da
seguinte igualdade:
AN
2+ k= <x+§) -7 (2.15)

De fato:

4 4 2
—_———

(2.14)

k2 k2 EN? k2
x2+kx:x2+kx+———:<x—|——) - .

2.4 Resolucao de equacoes completas do 2° grau

Na resolucao da equagao completa do 2° grau, o processo algébrico que utiliza-
se para determinar as suas solugoes, serd o método do completamento do
quadrado.
Resolugao de az? + bz +c=0,(a#0, b#0e c #0).
Dada a equagao:

ar’* +br+c=0, (2.16)

como a # 0, podemos escreve-la da seguinte forma:

b b
a<x2+—x+g>:0:> (352—1-—96)—1-5:0- (2.17)
a a a

a

Do método do completamento do quadrado, sabe-se que:

E\® k2
x2+kx:<x+—> —— .

2 4
Logo,
b b\* b
24 2= — ) - = 2.1
x° + 7 (x+ 2@) 107 (2.18)
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Substituindo a igualdade (2.18) na equagao (2.17), tem-se:

L D
v 2a  4a?2
b\?2 b? — dac
I - . 2.1
<x * 2a) 4a? (2.19)
b b? — dac
— = 44/ — 2.20
(CIj i 2a> 4a? (220)
2 _
($ N i) _ j:\/b dac
2a 2a
b b2 — dac
r = ——
2a 2a
. —b+b? — 4dac
N 2a ’

Fazendo A = b? — 4ac, obtém-se':

b VA

2a

X

Logo, as rafzes r, e 15 da equacao az? + bx + ¢ = 0, sao dadas por:

e a solucao é dada por:

Note-se que a passagem da equagao (2.19) para a equagao (2.20) s6 é possivel
se A > 0. Caso contrario, A < 0, da equagao (2.19), a equagao (2.16) nao possui

2
b

raizes reais, pois, (x + 2% nao pode ser negativo.
a

Lessa expressdo é conhecida como férmula de Bhaskara.
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2.5 Propriedades das raizes

Dada uma equacido do 2° grau da forma az? + bx + ¢ = 0, as suas solugoes sao

dadas por:
—-b—VA —b+ VA
r=-———O0oury = ———
2a 2a
desde que A > 0.
E possivel, a partir das raizes, obter a equagao que deu origem as mesmas.
Para isso, ¢ necessaria a apresentagao de duas propriedades existentes entre os

coeficientes a, b, c e as raizes r1 e 7.

Propriedade 2.3 (Soma das raizes) A soma das raizes vy e rq, da equagao do
2° grau ax® + bx +c =0, € dada por:

7’1+7’2:——.
a

Demonstracgao:

—b—\/Z+—b+\/Z

ntr: = 2a 2a
~b—VA-b+VA
7“1—{—7“2 = %
2b
7’1+T2 = _2_(1
b
7”1—{—7"2 = —a

Propriedade 2.4 (Produto das raizes) O produto das raizesry ery, da equagao
do 2° grau ax® + bx +c =0, € dada por:

&
N -T9g = —.
a
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Demonstragao:

(b= VAY [—b+ VA
fete = 2a ‘ 2a

(=b)? - (A)?
etz = (2@)2
b? — A?
b2 — (b* — 4
r-Te = (4a2 ac),poisA:b2—4ac.
b2 — b% + 4ac
dac
Ty = 1o como a # 0, tem-se:
c
T Ty = a

Com estas duas propriedades, é possivel formar uma equagao do 2° grau a
partir de suas raizes, da seguinte forma.
Sejam 71 e ry as raizes da equacao do 2° grau ax? + bz + ¢ = 0, tem-se que:

az® +bxr+c¢ = 0, dividindo por a # 0 obtemos,

b
-zt — = 0
a a
9 b c
= |—)z+- = 0. (2.21)
a a
b c o .
Mas, 1 + 719 = —— e 11 - r9 = —, substituindo na igualdade (2.21), tem-se:
a a

22— (ry+r)r+(ry-r) =0,
Fazendo, S =ry +1ry e P =1 -1y, segue que:
2>~ Sz +P=0. (2.22)

Faz-se importante comentar com o aluno que como as equagoes da forma
22 — Sz + P = 0, apresentam explicitamente, a soma e o produto de suas raizes,
para algumas dessas equagoes ¢ possivel determinar, mentalmente, as raizes. Para
isso, basta encontrar dois niimeros reais que tenham soma S e produto P, se for
determinado, tais niimeros sao as raizes.
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Exemplo 2.2 Dada equagio x> + 4x — 5 = 0, comparando com a equagao (2.22),
tem-se:
S=—-4 e P=-5

Os dois nimeros que tem soma —4 e produto —5 sao —5 e 1, pois, —5+1 = —4
e (=5)-1=-5.

Logo, os ntiimeros —5 e 1 sdo as raizes da equacao 22 + 4z —5 = 0.

Outra observagao importante que decorre das propriedades (2.3) e (2.4), que
poderd ser mencionada ao aluno, é o fato de que é possivel determinar a soma e o
produto das raizes de uma equacao do 2° grau, mesmo quando estas equagoes nao
possuem raizes reais.

Exemplo 2.3 Na equacio x* — 2z + 10 = 0, comparando com a equacao (2.22),
tem-se:
S=2 e P=10

Entretanto, nessa equagao A = (=2)2 —4-1-10=4—-40= -36 = A <0,
ou seja, a equacao x2 — 2x + 10 = 0 nao possui raizes reais.

O professor podera aproveitar a oportunidade para fazer um comentario super-
ficial sobre os niimeros complexos e que esses nimeros é que garantem a existéncia
da soma e do produto das raizes de equagoes do 2° grau que nao possuem raizes
reais, ou seja, para tais equacoes as raizes sao dois niimeros complexos cuja a soma
¢ S e o produto é P.
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Capitulo 3

Funcao Polinomial do 1° grau

3.1 Definicao

Chama-se funcao polinomial do 1° grau, toda funcao f : R — R definida
por:
y=f(z)=ax+0b

sendo a e b nimeros reais com a # 0.

Exemplo 3.1 Sao funcdes polinomiais do 1° grau:
v f(x) =3z —-10
vVoy= —gx + V7
v f(z) = -4z
vV flz)==2
Casos Particulares:

1. Na fungao polinomial do 1° grau f(z) = ax + b, quando b = 0 , a funcao
resultante f(x) = ax é chamada de fungao linear.

Exemplo 3.2 Sao funcoes lineares:

v f(z)=-—mzx
v y=+13z

2. Na fungao polinomial do 1° grau f(z) = ax + b, quandoa =1 e b =0, a
funcao resultante f(r) = axr é chamada de fungao identidade.
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3.2 Caracterizacao da funcao polinomial do 1°
grau
flz+p) - f(z)

p
for um niumero real diferente de 0, para quaisquer x,p € R, com p # 0, entao [ é
uma fun¢ao polinomial do 1° grau.

Teorema 3.1 Dada uma funcao f : R — R. Se o quociente

De fato:
Seja fl@ +p]1 — /@) =a, onde a € R e a # 0. Entao, obtém-se:
flatp)—f@)
p
flea+p)—flx) = ap
fle+p) = fl@)+p (3.1)

Como a igualdade (3.1) é verdadeira para quaisquer z,p € R, com p # 0,
entdo, para x = 0 na igualdade (3.1), temos:

f(O+p) = f(0)+ap
fp) = f(0)+ap. (3.2)
e fazendo f(0) = b na igualdade (3.2), segue:
f(p) =ap+0.

Logo,
f(z) = ax + b, para todo x € R.

flz+p)— f(z)

Desenvolvendo a igualdade

=a,coma € Reaz#0. Dai:

p
fa+p) I _
p
fle+p)— f@) = ap
fla+p) = () = al(w+p)—al (33)

Da igualdade (3.3), conclui-se o seguinte:

Se no estudo de determinado fenomeno ou tabela que relaciona duas quanti-
dades (ou grandezas) x e y , para variagoes iguais na variavel independente z corre-
sponderem variacoes iguais na variavel dependente y , entao o modelo matematico
que descreve o fenomeno ou a tabela sera a fungao polinomial do 1° grau.
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Exemplo 3.3 (ENEM 2009) Um ezperimento consiste em colocar certa quan-
tidade de bolas de vidro idénticas em um copo com dgua até certo nivel e medir o
nivel da dgua, conforme ilustrado na figura a sequir. Como resultado do experi-
mento, concluiu-se que o nivel da dgua é fun¢do do niumero de bolas de vidro que
sao colocadas dentro do copo.

O quadro a sequir mostra alguns resultados do experimento realizado.

nidmero de bolas (x) | nivel da dgua (y)
) 0,35 cm
10 0,70 cm
15 7,05 cm

Determine o modelo matemdtico que permite calcular o nivel da dgua (y) em fungao
do numero de bolas (x).

Resolucgao:

Observe que a cada novas 5 bolas que sao colocadas no copo, o nivel da dgua
aumenta em 0,35 ¢m, ou seja, para variagoes iguais no numero de bolas (z) cor-
respondem variagoes iguais no nivel da dgua (y), entdo o modelo matematico que
descreve o experimento serd a funcao polinomial do 1° grau y = ax + b.
Portanto, no quadro acima:

v quando x =5 e y = 6, 35, tem-se:
6,35 =5a+b = b=06,35—5a . (3.4)
v quando z = 10 e y = 6, 70, tem-se:
6,7=10a+b . (3.5)

Substituindo a igualdade (3.4) na igualdade (3.5), obtém-se:
6,7 = 10a+ (6,35 — 5a)
5a = 0,35
a = 0,07
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substituindo o valor de a na igualdade (3.4), segue que:

= 6,35—5-0,07
= 6,35-0,35
= 6.

Portanto, o modelo matemético que permite calcular o nivel da dgua (y) em funcao
do nimero de bolas (z), é dado por:

y=0,072 +6 .

3.3 Significado analitico de a e b na fungao f(z) =
ax + b

Na maioria dos livros diddticos, os niimeros reais a e b presentes na lei de formagao
da funcao polinomial do 1° grau f(x) = ax+b, sdo apresentados, respectivamente,
como coeficiente angular e coeficiente linear.

Entretanto, tais denominacoes dadas aos nimeros reais a e b sao geométricas,
pois, estao associadas ao grafico da fun¢ao polinomial do 1° grau, que como
provaremos neste capitulo, é uma reta nao-vertical e nao-horizontal.

Portanto, como forma de enriquecer o estudo da fungao polinomial do 1° grau,
serd apresentado neste capitulo os significados analiticos dos nimeros reais a e b.

3.3.1 Taxa de variacao da funcao polinomial do 1° grau

Na fungao polinomial do 1° grau f(xz) = ax + b, o coeficiente a serd chamado de
taxa de variacao da funcao f, pois:

_ f(z2) = flz1)

To — 1

onde 1 e x5 sao elementos distintos do dominio de f.

De fato:

~ L L. A .
Definicao 3.1 Taxa de variacao média, denotada por A—y, de uma funcgao f
x

em relacdo ao intervalo de extremos x1 e xo, com x1 # T3, € dada por:

%: Y2 — _f(xz)_f(iﬁ)

Ar  xy— 1 To — X1
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Portanto, ao determina-se a taxa de variagao média da funcao polinomial do
1° grau em relacao ao intervalo de extremos x; e x5, tem-se:
s )

% fla2) — f(1)

Az Ty — T (3.6)
como f(z) = ax + b, entdo:
f(z1) =ax; +0b (3.7)
e
f(z2) = aza+0b (3.8)
substituindo as igualdades (3.7) e (3.8) na igualdade (3.6), segue que:
Ay (az2+b) — (ax1 + )
Axr To — T1
Ay B ars +b—axry — b
N To — T1
A —
29 M, como xy # To, obtemos:
Az To — X1
Ay

Logo, com base na igualdade (3.9), serd adotado para a fungao polinomial do
1° grau f(z) = ax + b, que a taxa de variagdo média serd chamada de taxa de
variagao, pois, para quaisquer x; e x5 € R, com x; # x,, a taxa de variacdao
média é sempre a mesma e igual ao coeficiente a.

Basicamente, dizer que a taxa de variacao da funcao polinomial do 1° grau
f(z) = ax + b é igual ao coeficiente a, significa dizer que, cada variacao de 1
unidade na varidvel « produz variagdo de a unidades em f(z).

3.3.2 Valor inicial da funcao polinomial do 1° grau

Na fungao polinomial do 1° grau f(x) = az + b, o nimero real b, serd chamado de
valor inicial da funcao f, pois:

b= £(0).

De fato:
Fazendo z = 0 em f(z) = ax + b, temos que:

F0)=a-0+b= f(0)=0b.
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A razao do nimero real b na fungao f(x) = ax + b ser chamado valor inicial,
esta relacionada as aplicacoes da fungao polinomial do 1° grau na Fisica, especi-
ficamente na cinemadtica, que serao apresentadas posteriormente neste trabalho.
Nestas aplicagoes a funcao polinomial do 1° grau serda uma funcao do tempo ¢, ou
seja, o dominio serda dado por ¢t > 0, com t € R.

Exemplo 3.4 no inicio do capitulo 03, pdgina 81, do livro do Joamir. OBS.:
resolver, citando a taxa de variacao e o valor inicial.

3.4 Grafico da funcao polinomial do 1° grau

Definicao 3.2 O grifico de uma fungao f € o conjunto G de todos os pontos (z,y)
do plano, tais que = f(x), onde x € R, ou seja:

G={(z,y) e RxRly= f(z) e x € R}

No caso da fung¢ao polinomial do 1° grau f(x) = ax + b, serd mostrado que o
seu grafico, isto é, o conjunto descrito por

G={(z,y) eRxRly=ax+bexecR}

representa uma reta nao-vertical e nao-horizontal.

Teorema 3.2 O grdfico de uma fun¢ao polinomial do 1° grau é uma reta nao-
vertical e nao-horizontal e, reciprocamente, toda reta nao-vertical e nao-horizontal
¢ o grafico de uma funcdao polinomial do 1° grau.

Demonstracao
(=) O gréfico da funcdo polinomial do 1° grau é uma reta nao-vertical e nao-
horizontal.

Seguem agora duas demonstracoes, sendo a primeira analitica e a segunda
geométrica.

Demonstracao Analitica

Para realizar a demonstracao, serd usada a férmula da distancia entre dois
pontos.

Dados dois pontos A(x4,y4) € B(zp,yp) e sendo d(A, B) a distancia entre eles,
temos que:

d(A, B) = \/(%B - xA)2 + (yB — yA)Z.
Sera demonstrado que o grafico da funcao polinomial do 1° grau é uma reta

nao-vertical e nao-horizontal, mostrando que trés pontos quaisquer do seu gréfico
estao em uma mesma reta, ou seja, sao colineares.
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Sejam A(x4,ars +b), B(xg,axg +b) e C(xc,axc + b) trés pontos quaisquer
do grafico da fungao polinomial do 1° grau f(z) = ax + b, tais que x4 < zp < z¢.

Como

d(A,B) =

d(A,B) =

d(B,C) =

d(A,C) =
Note-se que

d(A,B)+d(B,C)

TR —TaA a’(xp — xa)?
rp —x4)*(1+ a?)
(xp —xa)\/ (1 + a?)
V(ze — 25)? + [(azc + b) — (axp + b)]2
V(ze — p)2 + [aze + b — axg — b))?
V(ze — 28)? + [aze — axp]?
V(ze —zp)? + a(zc — zp))?
V(ze — xp)2 4 a(x¢ — zp)?
V(ze — 25)2(1 + a?)
(xc — zp)V/ (1 4 a?)

(xp —xa)\/ (1 +a?) + (z¢ — xp)V/ (1 + a?)
V(1+a?)(xp—za+ 20 —2B)

(1+a?)(xc — x4)
d(A,C),
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ou seja,

d(A,B) +d(B,C) = d(A, C).

Logo, tres pontos quaisquer do grafico da funcao polinomial do 1° grau estao
alinhados. Portanto, o seu grafico é uma reta nao-vertical e nao-horizontal.

Demonstracao Geométrica

Considerando trés pontos A(za,axs + b), B(xp,axp +b) e P(xp,axp + b) do
grafico da fungao polinomial do 1° grau f(z) = az + b.

Sem perda de generalidade, admite-se que r4 < zp < xg e a > 0, acarretando em

f(za) < f(zp) < f(xp).

De fato:
Sendo x4 < xp < xp e a > 0, tem-se:

axs < axp < arp . (3.10)
adicionando b, aos membros das desigualdades em (3.10), segue que:
ara+b<arp+b<arp+b = f(ra) < flxp) < f(zp) .
Salientamos, que a demonstragao para a < 0 é feita de forma analoga.

Localizando os pontos A(x4,axa +b), B(xp,axrp +b) e P(xp,axp + b), no plano
cartesiano, tem-se a figura abaixo.

arqa+b

o / Tp Tp T T

Figura 3.1: demonstragao do grafico da funcdo f(x) =ax +b
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Nota-se nos triangulos retangulos ACP e PDB da figura 3.1, que:

BD  (axp+b)— (axp +b)
CP — (awp+b) — (axa+b)
BD  axp+b—axp—b
CP  axp+b—ary—0b
BD  axp—axp

CP  axp—axa

BD —
= alzp xp)’ como a # 0, tem-se:

cP a(xp —x4)
BD . Ip —Tp
CP  zp—1xa
BD DP

Da igualdade (3.11), os triangulos retangulos ACP e PDB possuem lados
proporcionais. Portanto, pelo caso de semelhanca LAL (lado-angulo-lado) os
triangulos ACP e PDB sao semelhantes. Logo, seus angulos correspondentes
sao congruentes.

Como o lado AC é paralelo ao lado Wﬁgﬂ—se > que os angulos CAP e DPB

sao correspondentes. Portanto, os angulos CAP e DPB sao conguentes, o que é
possivel somente se os pontos A, B e P estiverem na mesma reta, transversal as
retas paralelas AC e DP.

Portanto, o grafico da funcao f(x) = ax + b é uma reta nao-vertical e nao-
horizontal.

(«<=) Toda reta nao-vertical e ndo-horizontal é o grafico de uma fungao polinomial
do 1° grau.

Seja r uma reta nao-vertical e nao-horizontal.

Para que r seja o grafico da func¢ao polinomial do 1° grau f(z) = azx + b,
devemos mostrar que existem nimeros reais a e b, tais que a reta r coincida com
o gréfico de f(z) = ax +b.

Como a reta r é nao-vertical, ela intercepta o eixo y, ou seja, existe b € R, tal
que o ponto (0,b) € r.

Seja (g, Yo) um ponto qualquer da reta r distinto do ponto (0, b) e tome a € R,
tal que

I
To

Nota-se que sempre vai existir o nimero real a, pois, foi excluido o inico ponto

da reta r que possui abscissa igual a 0.
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Figura 3.2: reta r determinada pelos pontos (0,b) e (o, yo)

Por outro lado, sabe-se que o gréafico da fungao polinomial do 1° grau f(x) =
ax + b, é uma reta nao-vertical e nao-horizontal. Observa-se que:

f(0) = 0-a+b=0+b=b = f(0) =0. (3.12)
e
f(xo) = axog+0b, como a= yg—b7 temos:
Zo
fa) = ()t
Lo
f(@o) = yo—b+0b
f(xo) = o (3.13)

Conclui-se das igualdades (3.12) e (3.13), que os pontos (0,b) e (xo, o) da reta
r sao pontos do grafico da fungao f(z) = ax + b.

Portanto, a reta r coincide com o grafico da fungao polinomial do 1° grau.

Logo, a reta r é o grafico da fungao polinomial do 1° grau f(x) = ax + b.

Agora que foi provado que o grafico da funcdo polinomial do 1° grau f(z) =
ax + b, é uma reta nao-vertical e nao-horizontal e que a reciproca é verdadeira.
Apresenta-se o significado geométrico dos niimeros reais a e b.

Seja f(x) = ax + b uma fungao polinomial do 1° grau e r a reta que representa
o seu grafico, conforme figura abaixo.
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\

Figura 3.3: reta r formando um angulo € com o eixo-z e passando pelo ponto (0, b)

Em relacao a reta r, chamamos a de coeficiente angular e b de coeficiente
linear. Pois, geometricamente, o coeficiente a representa a tangente do angulo
que a reta r forma com o eixo-z e b é a ordenada do ponto onde a reta r intercepta
0 €ixo-y.

De fato:

v' Coeficiente Angular
Na figura 3.3, sejam A, B e D pontos da reta r e 6 o angulo que essa reta
forma com o eixo-x. Nota-se que os angulos 6 e BAC sio correspondentes,
pois, o lado AC do triangulo retangulo ABC' é paralelo ao eixo-x e os pontos
A, B e D estao alinhados. Portanto, os angulos 6 e BAC sio congruentes.
No triangulo retangulo ABC da figura 3.3, a tangente do angulo 0 é dada
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por:

— BC
tan BAC' =tan 0 = —
an an aC
b) — b
tand — (axe + b) — (axy + 1)
Ty — T
toanf — ares +b—axy —b
To — I
tang — 2T ann
To — T
tanf = M, como x1 # Ty, tem-se:
To — Iq
tanfd = a .

Portanto, o coeficiente a representa a tangente do angulo que a reta r forma
com O €eixo-x.

Coeficiente linear
Para que um ponto P(x,y) da reta r pertenca ao eixo-y, deve-se ter x = 0.
Logo, substituindo x = 0 em f(x) = ax + b, obtém-se:

f0O)=a-0+b = f(0)=0b.

Portanto, o nimero real b é a ordenada do ponto onde a reta r intercepta o
eixo-y.
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Capitulo 4

Funcao Polinomial do 2° grau ou
Quadratica

4.1 Definicao

Chama-se funcao polinomial do 2° grau ou funcao quadratica, toda funcao
f R — R definida por

y = f(r) =ar® +br +c
sendo a, b e c nimeros reais, com a # 0.

Exemplo 4.1 Sao funcoes quadrdticas:
5 2
v f(x) =Tz —g:c—l—S
v f(z) =2 —7x

V3

v f(z) = —62% — 5

4.2 Forma candnica da funcao quadratica

Diz-se que algum objeto matemdtico (férmula, equagao, matriz etc) estd na sua
forma canonica, quando ele esta escrito na sua forma mais simples ou que expoe
algo de grande importancia.
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Para obter a forma canonica da fungao polinomial do 2° grau, sera utilizado o

método do completamento do quadrado.

De modo geral, a fungao polinomial do 2° grau f(x) = az® + bx + ¢ pode ser

escrita da seguinte forma:

a b
f(:E)=a$2+bx+c(i0)a<x2+—x) +c.
a

(4.1)

Do método do completamento do quadrado, estudado na secao 2.3 do capitulo

2, sabe-se que:

2 4

a’ 2a 4a?

Portanto, substituindo a igualdade (4.2) na igualdade (4.1), tem-se:

b\> B2
(“%) T iz

flz) = a(x—l—i) —E+c;

E\® k2
x2+kx:<x+—> - — .

Logo,

flz) = a

2a 4a
b\? dac—b?
flz) = a(x—l—%) T
fazendo,
b i dac — b? A
m —= —— = —
2a ¢ 4a 4a

e substituindo na igualdade (4.3), tem-se:
f(z) = a(x —m)* + k, para todo x € R
b A

dem=-——ek=——.
onae m 2ae 1a

Esta é a forma canodnica da funcao polinomial do 2° grau.

4.3 Forma fatorada da funcao quadratica

Toda funcao polinomial do 2° grau f : R — R, definida por:

f(z)=ar* +bx+c,
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que possui zeros 11 € 19, pode ser escrita da seguinte maneira:

fl@)=alx —r)(z —19) .

Esta forma de representar a fungao polinomial do 2° grau é chamada forma fa-

torada.

Demonstracgao:

Sejam 7, e 7y os zeros da fungao quadrética f(z) = az? + bx + ¢, tem-se:

a b
f(x)Zax2+b$+c(i0)a(x2+—x+f) ;
a a

mas, da se¢ao (2.5) do capitulo 2, sabe-se que:

b b

rn+r=—— — = —(7’1+T2)
a a
e
c
T1 Ty = —
a
substituindo as igualdades (4.5) e (4.6) na igualdade (4.4), tem-se:
f(x) al2® = (r1 +ra)x + (ry - r2)]
flx) = alg® =1z —rpx + 1y -1y
flx) = afz(x—1r1) —ra(x —11)]
flx) = alz —r)(x—1ry) .

(4.5)

(4.6)

4.4 Estudo analitico do sinal da funcao quadratica

Estudar o sinal de uma funcao f consiste em determinar os valores (ou intervalos)

do dominio para os quais a funcao f assume valores positivos ou negativos.

Geralmente, o estudo do sinal da funcao polinomial do 2° grau é feito através
da anélise (ou estudo) do seu gréfico, seguindo basicamente, a seguinte seqiiéncia:

1. determina-se os zeros ou raizes da fungao quadratica, caso existam;

2. em seguida, ¢ feito um esboco do grafico da funcao polinomial do 2° grau;

3. e finalmente, observando os pontos do grafico da fungao quadratica, seguem

as seguintes conclusoes:
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(a) os valores de z, para os quais a fungao quadratica assume valores posi-
tivos, correspondem aos pontos do seu grafico que estao acima do eixo-x.
Caso nao existam tais pontos, a funcao quadratica nao assume valores
positivos.

(b) os valores de x para os quais a fungao quadratica assume valores neg-
ativos, correspondem aos pontos do seu grafico que estao abaixo do
eixo-z. Caso nao existam tais pontos, a fungao quadratica nao assume
valores negativos.

Entretanto, utilizando a forma fatorada da funcao polinomial do 2° grau é
possivel realizar o estudo do sinal da mesma sem recorrer a analise do seu grafico, ou
seja, € possivel fazer o estudo analitico do sinal da funcao quadratica. Pois, a forma
fatorada da funcao polinomial do 2° grau, permite tirar as seguintes conclusoes
sobre o sinal da mesma.

Teorema 4.1 Se um certo x estd situado entre os zeros ry € ro da fun¢ao quadrdtica
f(x) = ax® + bx + ¢, entdo f(x) tem sinal oposto ao sinal de a. Caso contrdrio,
ou x € raiz ou f(x) tem o mesmo sinal de a.

Demonstragao:
Sejam r; e ry os zeros da fungao polinomial do 2° grau f(z) = ax? + bx + c e
f(z) = a(x — ri)(xz — rg) a sua forma fatorada.

1° Caso: z esta situado entre os zeros da funcao quadrética.
Supondo 1y < 79, considere x € R, tal que x esteja situado entre ry e ry, logo:

r<x<rgy, (4.7)
da desigualdade (4.7), segue que:

r<r<ro<=nr<z e z<r<—=x—1r>0 e x—1r<0.
— —
1) (2)

Das desigualdades (1) e (2), conclui-se que:
(x —r)(x—re) <0 (4.8)

Multiplicando a desigualdade (4.8) por a € R, com a # 0, deve-se considerar duas
situacoes:
i) se a > 0, tem-se:

a>0 e (z—r)(@—r) <0= alz—r)(—r) <0= f(z) <0.

forma fatorada de f(x)
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ou seja, sendo a > 0, o sinal de f(z) é oposto ao sinal de a, para todo 1 < x < 75.

ii) se a < 0, segue:

a<0 e (z—r)(@—ry) <0= alz—r)(@—r) >0= f(x)>0.

forma fatorada de f(x)

ou seja, sendo a < 0, o sinal de f(x) é oposto ao sinal de a, para todo r; < x < 5.

Conclusao: para x situado entre os zeros r; e ry da fungao quadratica f(x) =
ar?® + bx + ¢, f(x) terd sinal oposto ao sinal do coeficiente a.

2° Caso: = nao esta situado entre os zeros da funcao quadratica.
Supondo 71 < 1o, consideremos = € R, tal que x nao esteja situado entre ry e
r9, logo:
r<rioux>ry .
~—— ~——

®3) (4)

Na desigualdade (3), temos z < 7y e como r; < ry, obtém-se:
x < Ty (4.9)
Utilizando as desigualdades (3) e (4.9), tem-se,

<1 e <1y << -1 <0 e x—1ry<0.
—— ——
(5) (6)

Das desigualdades (5) e (6), fica claro que:
(x —r)(x—ry) >0. (4.10)

Multiplicando a desigualdade (4.10) por a € R, com a # 0, deve-se considerar
duas situagoes:
i) se a > 0, temos:

a>0 e (z—r)(x—r)=20= alz—r)(x—r) 20= f(z)=20.

——
forma fatorada de f(x)

logo, sendo a > 0, ou z é a raiz r; de f(x) ou o sinal de f(x) é o mesmo sinal de
a, para todo x < ry.
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i) se a < 0, temos:

a<0 e (z—r)(@—r)20= alz—r)(®—r) <0= f(z)<0.

forma fatorada de f(z)

Logo, sendo a < 0, ou = é a raiz r; de f(z) ou o sinal de f(z) é o mesmo sinal de
a, para todo x < ry.

Conclusao 1: para x < 7, ou x é a raiz 1, de f(z) ou o sinal de f(z) é o
mesmo sinal de a, para todo z < ry.

Na desigualdade (4), temos = > r5 e como 11 < 19, segue:
x>y (4.11)
Utilizando as desigualdades (4) e (4.11), tem-se:

T>T9 € x>1r = r—1r22>0 e xz—1;>0.
—— —
(M) (®)

Das desigualdades (7) e (8), tem-se finalmente:
(x—r)(z—r) >0. (4.12)

Multiplicando a desigualdade (4.12) por a € R, com a # 0, deve-se considerar
duas situagoes:
i) se a > 0, temos:

a>0 e (z—r)(@—ry)20= alz—r)(@—r) 20= f(z) 20.

—
forma fatorada de f(x)

logo, sendo a > 0, ou x é a raiz r, de f(z) ou o sinal de f(z) é o mesmo sinal de
a, para todo x > rs.

i) se a < 0, temos:

a<0 e (x—r)(x—ry)>0= g(x—rl)(x—rgl <0= f(z) <0.

forma fato‘r,ada de f(x)
Logo, sendo a < 0, ou z é a raiz ry de f(x) ou o sinal de f(z) é o mesmo sinal de
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a, para todo x > rs.

Conclusao 2: para x > 19, ou x é a raiz 1o de f(z) ou o sinal de f(z) é o
mesmo sinal de a, para todo x > rs.

Conclusao Geral: com base nas conclusoes 1 e 2, para x nao situado entre
os zeros 11 e 1y da funcido quadratica f(x) = ax? + bz + ¢, ou z é uma das raizes
de f(x) ou f(x) tem o mesmo sinal de a.

Teorema 4.2 Se a fungdo polinomial do 2° grau f(x) = ax® + bx + ¢, possui uma
unica raiz real v, chamada raiz dupla, entao, ou x é igual ar ou f(x) tem o mesmo
sinal de a, para todo x # .

Demonstragao:
Como a fungao polinomial do 2° grau f(z) = ax® + bx + ¢, possui uma tnica
raiz real r, sua forma fatorada dada por:

f(@) = alx —r)(z —rs)
passa a ser escrita da seguinte forma:
flx) = ale—r)(r—ry)

)
flx) = alz—r)(z—r)
f(x) = alx—7r)* poisir,=ry=r. (4.13)

No entanto, para todo = € R,
(x—7)>0. (4.14)

Multiplicando a desigualdade (4.14) por a € R, com a # 0, tem-se duas situagoes:
i)sea>0:

a>0 e (=7 >0=a(r—7)>>0= f(z)>0.
(4.13)

Logo, sendo a > 0, ou x é a raiz r de f(z) ou o sinal de f(z) é igual ao sinal de a,
para todo x # r.

i) se a < 0:

a<0 e (=7 >0=a(r—7)><0= f(z)<0.
(4.13)
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Portanto, sendo a < 0, ou z é a raiz r de f(x) ou o sinal de f(x) ¢é igual ao sinal
de a, para todo x # r.

Conclusao: Se a fungao polinomial do 2° grau f(x) = ax?® + bx + ¢, possui
uma Unica raiz real r, entdo, ou x é igual a r ou f(z) tem o mesmo sinal de a,
para todo x # r.

Teorema 4.3 Se a funcao polinomial do 2° grau f(z) = ax® + bx + ¢, ndo possui
raizes reais, entao f(x) tem o mesmo sinal de a, para todo x € R.

Demonstracgao:

Seja a fungao polinomial do 2° grau f(x) = ax® + bz + ¢, que nio possui raizes
reais. Entao, f(z) nao terd forma fatorada em R e A < 0.

Neste caso, para realizar o estudo analitico do sinal da funcao quadratica,
utiliza-se a sua forma canonica, dada por:

f(x)=alx —m)* +k (4.15)
onde: m:—iek:—é .
2a 4a
———

(9)
Note-se que o sinal de k é igual ao sinal de a, pois, como A < 0, o numerador

do quociente em (9) é positivo.
Assim, para todo = € R:
(x—m)*>0. (4.16)

Multiplicando a desigualdade (4.16) por a € R, com a # 0, seguem as situagoes:
i)sea>0:
a>0 e (x—m)P?>0=alz—m)*>0 .

—_—
(10)

Adicionando k aos membros da desigualdade (10), obtemos:
alr —m)*+k>k. (4.17)

Sendo o sinal de k igual ao sinal de a e como a > 0, entao k > 0 .
——

(11)
Das desigualdades (4.17) e (11), segue:

alr—m)P+k>k>0 = f(x)>0.
—_———
(4.15)
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ou seja, sendo a > 0, f(z) tem o mesmo sinal de a, para todo z € R.

i) se a < 0:

a<0 e (x—m)P*>0=alz—m)><0 .
—_————
(12)

Adicionando k aos membros da desigualdade (12), obtemos:
alr —m)*+k<k. (4.18)

Sendo o sinal de k igual ao sinal de a e como a < 0, entao k < 0 .
(13)
Das desigualdades (4.18) e (13), concluimos que:

alr—m)P+k<k<0 = f(x)<0.
—_—
(4.15)

ou seja, sendo a < 0, f(z) tem o mesmo sinal de a, para todo = € R.

Conclusao: Se a fungao quadrética f(x) = ax? + bx + ¢, ndo possui rafzes
reais, entao f(z) tem o mesmo sinal de a, para todo z € R.

4.5 Grafico da funcao quadratica

Nos livros de mateméatica do Ensino Médio, o grafico da funcao polinomial do 2°
grau ¢ exposto ao aluno como sendo uma curva denominada parabola. Geral-
mente, esta afirmacao é feita ao aluno sem que seja apresentada:

v’ a defini¢ao de pardbola (o que é uma parabola) e;

v' a demonstracao de que o grafico da fungao polinomial do 2° grau é, de fato,
uma parabola;

Portanto, a proposta do trabalho neste capitulo sera apresentar a definicao de
pardbola, juntamente com a equacao que a representa, e em seguida provar que o
grafico de uma funcao quadratica é a parabola.

Definigao 4.1 (Pardbola) Dados uma reta d e um ponto F, ndo pertencente a
reta d, chamamos de pardbola o conjunto dos pontos do plano eqiidistantes do
ponto F' e da reta d.
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elro

P/

Figura 4.1: parabola de foco F' e diretriz d

Na figura 4.1, a abertura da parabola é chamada de concavidade e de acordo
com a definicao 4.1, o ponto P, pertence a parabola se, e somente se,

d(P,F)=d(P,P) .
Observando a figura 4.1, em uma parabola tem-se os seguintes elementos:
Foco: ¢é o ponto F;
Diretriz: é a reta d;
Eixo: é a reta que passa pelo foco F' e é perpendicular a diretriz d;
Vértice: é o ponto V de intersecao da parabola com o seu eixo.

Antes de determinar a equacao da pardbola, ressalta-se que uma parabola
qualquer, serd o grafico de alguma funcao se, e somente se, seu eixo € paralelo ao
eixo-y. Note-se que, para este caso, a parabola tera concavidade para cima ou
para baixo.

O professor poderia aproveitar a condicao acima e mostrar aos alunos as diver-
sas maneiras que a parabola pode ser disposta no plano, ou seja, que nao existem
apenas parabolas com a concavidade para cima ou para baixo. Pois, na maioria
dos livros didaticos do ensino médio, nao sao apresentadas parabolas em que o seu
eixo nao seja paralelo ao eixo-y.

Serd determinada a equagao de uma pardabola com eixo paralelo ao eixo-y,
concavidade para cima e vértice V' de coordenadas (zy, yy ).
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Figura 4.2: pardbola com concavidade para cima e vértice V(zy, yy)

Seja p € R, com p > 0, a distancia do vértice V ao foco F' da pardbola e
M (z,y) um ponto qualquer da parabola.
Tomando o ponto M’ da diretriz, tal que M’ seja a intersecao da reta perpen-
dicular a diretriz tracada pelo ponto M.
Observando a figura 4.2, conclui-se que as coordenadas do foco F' e do ponto
M’ sao,
Fzv,yv +p) e M'(z,yv —p) .

Portanto, como M (x,y) é ponto da parabola, entao:
d(M,F)=d(M,M'") . (4.19)

Usando a formula da distancia entre dois pontos, apresentada na secao 3.4 do
capitulo 3, na igualdade (4.19), temos:

Vie—av)?+ly— (v +p)P = Vie—2?2+y—(w-p). (4.20)
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Elevando ao quadrado, os dois membros da equagao (4.20):

(z—av)?+y—(yw+p) = [y—(yv—p)°
(z — 2v) 24y = 2y(yy +p) + (yv +0)* = > —2y(yy — p) + (yvp)?
(z — 2v)?—2yyy — 2py+yv + 2pyy = —2yvy + 2py+yi — 2pyv

(x —av)? = 2py+2py — 2pyv — 2pyv
(x —zv)® = Adpy — dpyy
(z—zv)® = 4ply —yv) . (4.21)

A equagao (4.21) determina no plano, qualquer parabola com eixo paralelo
ao eixo-y, concavidade para cima e vértice V' de coordenadas (zv,yy), pois,
Ty, Yy € p sao numeros reais, com p > 0.

De forma anéloga, obtemos a equacao:

(x—av)? = —4ply —yv) -

que determina no plano, qualquer parabola com eixo paralelo ao eixo-y, concavi-
dade para baixo e vértice V' de coordenadas (xy,yy), pois, vy, yy e p sao
nimeros reais, com p > 0.

Teorema 4.4 O grdfico de uma funcao quadrdtica € uma pardbola com eizo par-
alelo ao eixo-y e, reciprocamente, toda pardbola com eixo paralelo ao eixo-y € o
grafico de uma funcao quadrdatica.

Demonstragao:
(=) O grafico de uma funcao quadrética é uma pardabola com eixo paralelo ao
eixo-y.

Na segao 4.2 foi mostrado, que a funcao quadrética f(z) = az? + bx + ¢, tem
sua forma canonica dada por:

f(x)=alx —m)* +k (4.22)
onde:m:—i e l{::—é.
2a 4a

Considere, sem perda de generalidade, a > 0. Pois, a demonstracao para a < 0
é feita de forma andloga.
Como y = f(x) e isolando o termo (z —m)? na equacao (4.22), obtém-se:

fx) = alz —m)*+k
y = alzx—m)*+k
y—k = alr—m)?
(x—m)? — %(y k). (4.23)
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fazendo:

Ty = Mm,

1
yV:k € 4p:_7
a

e substituindo na equagao (4.23), tem-se:

(x—av)? =4ply —yv) - (4.24)

A equagao (4.24) é a equagao da parabola com eixo paralelo ao eixo-y, con-
cavidade para cima e vértice V' de coordenadas (zv, yy ).

Completando a demonstracao, para a < 0, encontra-se a equagao da parabola
com eixo paralelo ao eixo-y, concavidade para baixo e vértice V' de coordenadas

(zv,yv), ou seja:

(x —ay)?

= —dp(y —yv) .

Conclusao: O gréafico de uma fungao quadratica é uma parabola com eixo

paralelo ao eixo-y.

(<) Toda pardabola com eixo paralelo ao eixo-y é o grafico de uma fungao

quadratica.

A equacao que determina no plano, uma parabola com eixo paralelo ao eixo-y,
concavidade para cima e vértice V' de coordenadas (zv,yy) é dada por

(x —zy)

2 =dp(y —uyv) . (4.25)

A demonstracao é andloga, para a parabola com eixo paralelo ao eixo-y, con-
cavidade para baixo e vértice V' de coordenadas (zy,yy ).
Desenvolvendo a equagao (4.25) e isolando a variavel y, obtém-se:

(z—av)® = 4p(y —yv)
2 — 2xyx + x%/ dpy — dpyy
4dpy x? —2ryx + :r;%, + 4dpyy
1
Y 4—p(x2 — 2xyx + 3 + dpyy)
y = L v Ay
4p 4p p — 4p
1 T x2
y 4—px2 - 2—;31: + 4—; +yy . (4.26)
Fazendo,
1 ; Ty i N
a = — = —— C = —
4]77 2p 4 Yv ,



e substituindo na equagao (4.26), temos:
y=ar’+br+c.

Logo, a pardbola de equagao (4.25) é o gréafico da fungao quadrdtica f(z) =
ax?® + bx + c.

Completando a demonstracao com a equagao que determina no plano, uma
parabola com eixo paralelo ao eixo-y, concavidade para baixo e vértice V' de coor-
denadas (zy,yy), ou seja:

(= 2v)* = —4p(y — yv) -
também encontra-se y = ax? + bx + c.

Conclusao: Toda parabola com eixo paralelo ao eixo-y é o grafico de uma
funcao quadréatica.

4.6 Coordenadas do vértice do grafico da funcao
quadratica.

Antes de determinar as coordenadas do vértice da parabola que representa grafi-
camente a funcao polinomial do 2° grau f(z) = az® + bx + c. Segue agora uma
importante propriedade da parabola, que sera utilizada na obtencao das coorde-
nadas do vértice da mesma.

Propriedade 4.1 (Eixo de Simetria) Em wma pardbola, o seu eizo divide a
mesma em partes simétricas, ou seja, € um eixo de simetria.

Demonstragao:

Dada uma parabola de foco F' e diretriz d, considere apenas a “parte” da
parabola que esta contida em um dos semi-planos determinados pelo seu eixo.

Sejam P um ponto da parabola, P’ o seu simétrico em relacao ao eixo e a reta
r, perpendicular & diretriz d passando por P’

Na figura 4.3, nota-se que os triangulos PCF e P'C'F sao congruentes, pelo
caso LAL (lado-angulo-lado), pois:

(L) PC= P'C (P e P’ sdo simétricos em relacio ao eixo da parabola)
(A) PCF =~ P'CF (ambos medem 90°)

(L) CF =2 CF (lado comum)
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Figura 4.3: eixo de simetria da parabola

Como os triangulos PCF e P'CF sao congruentes. Temos que seus lados
correspondentes tem a mesma medida. Ou seja:

PF =DF . (4.27)

Pela construcao da figura 4.3, conclui-se que o quadrilatero ABPP’ é um
retangulo, pois, todos os seus angulos internos sao angulos retos. Portanto, seus
lados opostos tém a mesma medida. Logo:

PB=PA. (4.28)
Sendo P ponto da pardbola, entao:

PF =PB . (4.29)
Substituindo as igualdades (4.27) e (4.28) na igualdade (4.29), conclui-se que:

P'F=PA. (4.30)

Portanto, da igualdade (4.30), segue que o ponto P’, simétrico do ponto P em
relacao ao eixo da parabola, também é um ponto da parabola. Logo, o eixo da
parabola é, na realidade o eixo de simetria da parabola.

Com este resultado, para construir a outra parte da pardbola da figura 4.3,
basta tomar todos os pontos simétricos aos pontos da curva, na figura 4.3, em
relacao ao eixo da parabola.
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Teorema 4.5 As coordenadas do vértice V(zy,yy) da pardbola que representa
graficamente a fungao polinomial do 2° grau f(x) = ax* + bx + ¢, sdo:
b A
T = —— e [ —
v 2a w 4a
onde: A = b* — 4ac .

Demonstragao:

Considere, no grafico da funcao f(x) = az®+ bz + ¢ na figura 4.4, um ponto P
da parabola e seu simétrico (), em relacao ao eixo da parabola.

YA

fo) = Fegl--—¥———fg———

0

Yy p----

i o T A e T e e

Ty rQ

O
8
]

Figura 4.4: coordenadas do vértice da parabola

Sendo o eixo da parabola, um eixo de simetria conforme propriedade 4.1, entao
o ponto @, simétrico do ponto P em relacao ao eixo da pardabola, também é um
ponto da parabola.

Logo, estando os pontos P e () na mesma reta horizontal (ver figura 4.4), segue
que:

flzp) = f(zq) (4.31)
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Devido aos pontos P e () serem simétricos em relagao ao eixo da parabola,
temos que estes pontos sao eqiidistantes do eixo de simetria. Portanto, con-
siderando que eles estejam a uma distancia h > 0 do eixo da parabola, tem-se que
(ver figura 4.4):

l’p:ZL’\/—h e IQ:IV—Fh.
(14) (15)

Substituindo as igualdades (14) e (15) na igualdade (4.31), obtém-se:
flxzy —h) = f(zy +h) . (4.32)
Sendo f(z) = az? + bz + ¢, da igualdade (4.32), segue que:

a(zy —h)? +b(zy —h)+c = a(zy +h)? + by + h)+c
a(ry — 2hx, + h?)+bry —bh = a(x3, + 2hx, + h?)+bry + bh
ar;, — 2ahx,+ah® —bh = axi + 2ahx,+ah® + bh
—2ahxy — 2ahxzy = bh+ bh

—4dahxy = 2bh
2bh
Ty = “aah como h > 0, temos:
b
ry = —— .
v 2a
Logo, zy = ~5a é a abscissa do vértice da parabola.
a

Para obter a ordenada yy do vértice da pardbola, calcula-se f(zy) na fungao

b
f(x) = ax® + bz + ¢, ou seja, f <—2—> Entao:
a

ver() - () (2)

b? b?
AR TR
b2 ob?

WSl 2

b? — 2b? + 4dac

wo= ——
4a
b2 —4

gy = _(4—%), sendo: A = b — dac, temos:
a
B A
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Portanto, as coordenadas do vértice V(zy,yy) da pardbola que representa
graficamente a fungao polinomial do 2°grau f(z) = ax?® + bx + ¢ sao:
b A
Ty =—— € = ——
v 2a w 4a
onde: A = b? — 4ac .
Outra maneira de determinar as coordenadas do vértice V (zy, yy) da parabola
associada & funcao quadratica f(z) = ax? + bz + ¢, é usando o seguinte teorema.

Teorema 4.6 Se P(xp,yp) e Q(xg,yg) sao dois pontos de um pardbola, simétricos
em relacao ao eixo de simetria. Entao, a abscissa xy do vértice da pardbola € a
média aritmética das abscissas dos pontos P e Q).

Ou seja:
_ TptIQ

Ty B

Demonstragao:

Sejam P(xp,yp) e Q(xq, yg) pontos da parabola, simétricos em relacdo ao eixo
da parabola. Entao:

rp=xy—h e zg=av+h.
(14) (15)

(ver demonstracao do teorema 4.5)

Adicionando-se as igualdades (14) e (15), membro a membro, obtém-se:

Z‘p—i-ZEQ = JIV—h—Fl’V—Fh
Tp+T = 2xy
Tp+ X
Ty = —2 Q .

Ou seja, para determinar as coordenadas do vértice V(zy,yy) da pardbola
associada & fungao quadrdtica f(z) = az® + bxr + c¢. Basta tomar dois pontos
quaisquer da parabola que sejam simétricos em relacao ao eixo de simetria.

Ora, os zeros 1, e 1y da funcdo quadrética f(x) = az? + bx + ¢, atendem a
hipotese do teorema 4.6, pois:

f(r) = f(r2) =0.

~ TV
(ver demonstragéo do teorema 4.5)

logo, do teorema 4.6, temos:
I T+ T2
VT2

(4.33)
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Mostrou-se na secao 2.5 do capitulo 2, que:
b
™+ 1o =——. (434)
a

substituindo a igualdade (4.34) na igualdade (4.33), tém-se:

() :

= 7 —> = -,
VT VT T
e fazendo z = —5, om f(z) = az® + bx + ¢, obtém-se a ordenada yy do vértice
a
igual a:
A
Yv = 1a

em que A = b — 4ac .
Portanto, as coordenadas do vértice V (xy, yy ) da pardbola relacionada a fungao
quadrética f(r) = ax? + bx + ¢ sao:

b A

IV:—% € yV:_E

sendo A = b — 4ac .

Com base nos resultados acima, percebe-se que as coordenadas do vértice po-
dem ser obtidas através da forma canonica da funcao quadratica:

fx)=alx —m)*+k.
visto que, ela fornece de imediato, estas coordenadas, pois:

b A
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Exemplo 4.2 FEncontre a funcdao quadrdtica cujo grdfico € dado na figura abaizo.

(1,9)

Resolugao:

Na figura 4.5 abaixo, nota-se que a reta r é o eixo de simetria da parabola, pois,
os pontos A e B sao equidistantes de r. Logo, o ponto V' é o vértice da parabola.

A\ 2 " 2 /B

Q(1,9)

Figura 4.5: parabola do exemplo 4.2
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Como a forma canodnica da func¢ao quadratica f(r) = ax? 4+ bx + ¢ é dada por:
y=alr—m)*+k, (4.35)
entao, as coordenadas de V sao:
V(im, k) .
Portanto, da figura 4.5, conclui-se que o ponto B tem coordenadas:
B(m+2,k+38).
Substituindo as coordenadas de B na equagao (4.35), obtém-se:

k+8 = al(m+2) —m]”+k
8 = a(m+2—m)?

8 = a-2°
da = 8
a = 2.
Logo,
y=22"+br+c (4.36)

Para determinar os valores de b e ¢, utilizam-se os pontos da parabola P(—2,3) e
Q(1,9). Ou seja:

v/ quando z = —2 e y = 3, tem-se na equagao (4.36):

3 = 2:-(=22+b-(-2)+c

3 = 8—-2b+c

c = 2b-5. (4.37)
v/ quando z =1 e y = 9, tem-se na equagao (4.36):

9 = 2-1°4+b-1+c
9 = 2+4+b+c
b+c = 7. (4.38)

Substituindo a igualdade (4.37) na igualdade (4.38), obtém-se:

b+ (20—5) = 7
3 = 12
= 4.
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Substituindo o valor de b na igualdade (4.37), segue que:

c = 2-4-5
c = 3.

Portanto, a funcao quadratica cujo grafico é a figura 4.5 é:

y=22"+4x+3 .

4.7 Maximos e Minimos da funcao quadratica

Observando os graficos da fungdao polinomial do 2° grau f(z) = az® + bz + c,
na figura 4.5, nota-se que o vértice da parabola, é o ponto que esta ”"acima”ou
"abaixo” dos demais pontos do gréafico. E isso justifica-se facilmente, pois, o vértice
é o ponto da parabola que esta mais préximo da diretriz.

Figura 4.6: o vértice da parabola é ponto de maximo ou de minimo

Portanto, graficamente, diz-se que o vértice da parabola é ponto de maximo,
quando ele esta ”acima”dos demais pontos do gréafico e ponto de minimo, quando
ele esta "abaixo” dos demais pontos do grafico. Consequentemente, como a fungao
polinomial do 2° grau admite ponto de maximo e ponto de minimo, ela possui
valor maximo e valor minimo.
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O objetivo agora sera mostrar, analiticamente, que a funcao polinomial do 2°
grau:

v' admite valor maximo ou valor minimo e determinar esses valores e;

v' que o ponto em que eles ocorrem é o vértice da parabola;
Inicialmente, seguem as definicoes de maximos e minimos de uma funcao f.

Defini¢ao 4.2 Sejam f uma funcao e p € D(f). Diz-se que f(p) € o valor
minimo de [ ou que p € um ponto de minimo de f, se f(x) > f(p), para todo
x € D(f).

Definigao 4.3 Sejam f uma funcio e p € D(f). Diz-se que f(p) € o valor
mdximo de f ou que p é um ponto de mdximo de f, se f(z) < f(p), para todo
x € D(f).

Teorema 4.7 Se a > 0, a funcdo polinomial do 2° grau f(x) = ax® + bx + c,
possui valor minimo m dado por:

A
4qa

e seu ponto de minimo é o vértice da pardbola.

Demonstragao:

Dada a fungao polinomial do 2° grau f(z) = az®+ bz +¢, com a > 0. Mostrou-
se na secao 4.2 do capitulo 4, que a sua forma canonica é dada por:

f(z)=alxr —m)* +k (4.39)

ondem:—iek:—é.
2a 4a

Sabe-se que, para todo z € R:

(x—m)*>0. (4.40)
Como a > 0, multiplicando a inequagao (4.40) por a, obtém-se:

alx —m)>>0. (4.41)

Adicionando k aos membros da inequagao (4.41), tem-se:

alr—m)P?+k>k = f(x)>k. (4.42)
—— ———
(4.39)
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Substituindo o valor de k, na desigualdade (4.42), segue que:

A
f(x) > ——, para todoz € R.
da
Portanto, da defini¢ao 4.2, conclui-se que a fungao f(x) = ax? + bx + ¢ possui
valor minimo m = — 1 paraa > 0.
a

Como f(z) > 1’ significa que existe p € R, tal que:
a

f(p) = 2 (4.43)

-
Fazendo = = p na igualdade (4.39), obtém-se:
flp)=alp—m)*+k. (4.44)

Das igualdades (4.43) e (4.44), segue que:

A
—m)’+k=——. 4.45
alp—m) k=1 (1.45)
b A o - ,
mas, m = —— e k = —— substituindo na equagao (4.45), obtém-se:
2a 4a
+52 A A
“\P 2a da 4a

b2
a (p + 2—) = 0, como a # 0, temos:
a

b
— =0
Pt 2a
B b
p - 2@7
. b A
ou seja, f (—%) ="
. b A
Portanto, o valor minimo ocorre no ponto de coordenadas —2—; 1)

a a

ou seja, o vértice da parabola é o ponto de minimo da fun¢ao quadratica
f(z) = ax® + bz + c.
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Teorema 4.8 Se a < 0, a funcdo polinomial do 2° grau f(x) = ax® + bx + c,
possui valor mdximo m dado por:

A
4qa

e seu ponto de mdximo ¢ o vértice da pardbola.

Demonstracgao

Sendo f(x) = ax?® + bz + ¢, com a < 0, uma funcao polinomial do 2° grau,
sabe-se que sua forma canodnica é dada por:

f(x)=a(x —m)* +k. (4.46)
ondem:—%ek:—%.
Para todo z € R:
(x—m)*>0. (4.47)
Como a < 0, multiplicando a inequacao (4.47) por a, obtém-se:
alr —m)* <0 . (4.48)
Adicionando k aos membros da inequagao (4.48), tem-se:
alr—m)P+k<k = flr)<k. (4.49)
(4.46)

Substituindo o valor de k, na desigualdade (4.49), segue que:

A
f(z) < ~ 1, bara todox € R .
a

Portanto, da definigao 4.3, conclui-se que a funcao f(z) = az? + bx + ¢ possui

valor maximo M = —q Paraa < 0.
a

Como f(z) < ~1 significa que existe p € R, tal que:
a

A
- —— 4.
flo)=-1- (4.50)
Fazendo x = p na igualdade (4.46), segue:
flp)=alp—m)*+k. (4.51)
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Das igualdades (4.50) e (4.51), vem:

A
—m)’+k=——. 4.52
alp—m) 4 k= (452
b A o . ,
mas, m = —— e k = —— substituindo na equacgao (4.52), obtém-se:
2a 4a
b A A
“\P 2a da 4da

b\ 2
a (p + 2—) = 0, como a # 0, temos:
a

b
— =0
P+ 2a
B b
p - 2@7
i b A
ou seja - =—.
1 2a 4a
i b A
Portanto, o valor maximo ocorre no ponto de coordenadas —2—; )
a a

ou seja, o vértice da parabola é o ponto de maximo da funcao quadratica
f(z) =az? + bz +c.

Dos teoremas 4.7 e 4.8, nota-se que a forma canonica da funcao quadratica:
fz) =alz —m)* +k

nos fornece, claramente, o valor maximo ou minimo dessa funcao, pois:

A
4a

Exemplo 4.3 (ENEM 2009) Um posto de combustivel vende 10.000 litros de
dalcool por dia a 1,50 reais cada litro. Seu proprietdario percebeu que, para cada
centavo de desconto que concedia por litro, eram vendidos 100 litros a mais por
dia. Por exemplo, no dia em que o preco do dlcool foi 1,48 reais, foram vendidos
10.200 litros. Considerando x o wvalor, em centavos, do desconto dado no prego
de cada litro, e V' o wvalor, em reais, arrecadado por dia com a venda do dlcool.
Determine o desconto a ser dado pelo proprietario para que ele tenha arrecada¢ao
mdxima e o valor dessa arrecadagcao mdxima.

k:
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Resolugao:

Sendo = o valor, em centavos, do desconto dado no preco de cada litro, entao,
vamos acumular um desconto total de 0,01z.

Logo, o preco de cada litro de alcool é calculado subtraindo o preco inicial de seu
desconto, ou seja, ¢ dado por:

(1,5 —0,01x) reais. (4.53)

A quantidade de alcool vendida por dia, para cada centavo de desconto que foi
concedido por litro, é:
(10.000 4 100z) litros. (4.54)

Multiplicando as equagoes (4.53) e (4.54), tem-se que o valor arrecadado é:

V = (1,50 —0,01z) - (10.000 + 100z)
V = 15.000 4+ 1502 — 100z — 2>
V = 15.000 + 502 — 2°. (4.55)

Como a igualdade (4.55) ¢ uma funcio quadratica e o coeficiente de x* é —1 < 0,
entao pelo teorema 4.8, a funcao V = 15.000 + 50z — 2% admite valor maximo dado
por:

A
V'=
Vo [502 —4-(=1)-15.000]
4-(-1)
62.500
vV = —
(—4)
= 15.625. (4.56)
e ele ocorre em:
_ _b
v 2a
.- 50
o 2-(-1)
r = 25. (4.57)

Portanto, das igualdades (4.56) e (4.57), conclui-se que o desconto a ser dado pelo
proprietario para que ele tenha arrecadacao méxima ¢ de 25 centavos por litro e o
valor da arrecadacao maxima é de 15.625 reais.
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Capitulo 5

Aplicacoes na Cinematica

5.1 Definicoes Inicias

Neste capitulo, serao consideradas fungoes f : R, — R, uma vez que, a variavel
independente de tais fungoes serd o tempo t.

Antes de mostrar as aplicagoes das funcoes polinomiais do 1° e 2° graus na
cinemadtica, serao apresentadas algumas defini¢coes da fisica, para melhor entendi-
mento dos movimentos que serao estudados neste capitulo e que vao facilitar na
associacao das caracteristicas de tais movimentos com as propriedades das fungoes.

Definicao 5.1 Define-se velocidade escalar média de um movel, a grandeza
Um, como sendo a razdo entre a varia¢ao da posicio (As) e a respectiva variagdo
de tempo (At). Ou seja:

As 59— 51
TAL -t

Nota-se que, por definicao, a velocidade escalar média € a taxa de variacdao
média da posicao em relacao aos instantes ti e to.

Um

Definicao 5.2 Denomina-se velocidade instantanea a velocidade com que um
movel percorre a trajetoria num determinado instante t. Ou seja, significa deter-
minar a velocidade escalar média para um intervalo de tempo muito pequeno.

Definicao 5.3 Define-se aceleragcao escalar média de um movel, a grandeza
A, como sendo a razao entre a variag¢ao de velocidade (Av) e a respectiva varia¢ao
de tempo (At). Ou seja:
B Av Uy —
At -ty

Nota-se que, por definicao, a aceleracao escalar média é a taxa de variagao
média da velocidade em relacdo aos instantes t1 e ts.

am
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Definicao 5.4 Denomina-se aceleragao instantanea a aceleracao do movel em
determinado instante t. Ou seja, significa determinar a aceleragao escalar média
para um intervalo de tempo muito pequeno.

5.2 Movimento Retilineo Uniforme

5.2.1 Definicao

Chama-se Movimento Retilineo Uniforme (MRU), qualquer movimento real-
izado por um moével, em uma trajetéria retilinea, que percorre distancias iguais em
intervalos de tempo iguais. Conseqlientemente, no movimento retilineo uniforme a
velocidade escalar instantanea v é constante, nao nula e igual a velocidade escalar
média v,, em qualquer intervalo de tempo.

Naturalmente, se no MRU a velocidade escalar instantanea v é constante e
diferente de zero, entao a aceleracao escalar a é constante e igual a zero.

5.2.2 Funcgoes Horarias do MRU

i) Aceleracao em fungao do tempo [a = a(t)]

Como no MRU, a aceleragao a é constante e igual a zero. Entao, sua funcao
horéria é dada por:
a(t) =0

ou seja, uma fungao constante e nula.

ii) Velocidade em funcao do tempo [v = v(t)]

Sendo no MRU, a velocidade escalar instantanea v constante, nao nula e
igual a velocidade escalar média v, em qualquer intervalo de tempo. Entao,
sua funcao horaria é dada por:

A
v(t) = vy = Kj = constante # 0

ou seja, uma fungao constante e nao-nula.

iii) Posigao em funcao do tempo [s = s(t)]

Como no MRU, um mével percorre distancias iguais em intervalos de tempo
iguais. Conclui-se da se¢ao 3.2 do capitulo 3, que a definicao de movimento
retilineo uniforme caracteriza uma fungao polinomial do 1° grau, e sendo s
a posicao e t o tempo, tem-se:

s(t) = at +b (5.1)

onde:
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v b=5(0) é o valor inicial de s e;

v/ a é a taxa de variacao de s
Para completar a funcao horaria da posicao, deve-se determinar as constantes
a e b na equagao (5.1), ou seja, determinar um significado fisico para elas.

Sendo sy a posicao inicial do moével, ou seja, a sua posi¢ao no instante t = 0
e como a velocidade v no MRU, mede a variacao da posicao em relacao a
correspondente variacao do tempo, ou seja, ¢ a taxa de variacao de s em
relacao a t. Dai, segue que:

Substituindo as igualdades (1) e (2) na equacao (5.1), obtém-se a funcao
horéria da posicao, dada por:

s(t) = so + vt
em que:

v s(t) é a posicao do mével no instante ¢;
v’ 50 é a posigao inicial (instante ¢ = 0);

v’ v é a velocidade;

5.2.3 Graficos das fungoes horarias do MRU

i) Aceleracao em funcao do tempo [a = a(t)]

Sendo a funcao horaria da aceleragao no MRU, uma funcao constante e nula.
Entao, o seu grafico é uma reta que coincide com o eixo das abscissas (eixo-t).

a |

Figura 5.1: grafico da funcao horaria da aceleracao no MRU.
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ii) Velocidade em fungao do tempo [v = v(t)]

Como a funcgao horaria da velocidade no MRU, é uma fungao constante e
nao-nula. Entao, o seu grafico corresponde a uma reta paralela ao eixo das
abscissas (eixo-t).

VA VA

Figura 5.2: graficos da funcao horaria da velocidade no MRU.

Propriedade 5.1 No MRU, a drea compreendida entre o segmento de reta
que representa o grdfico de v =v(t) e o eixo horizontal entre os instantes t;
e ty € numericamente igual ao deslocamento escalar, no intervalo de tempo
considerado.

s

Figura 5.3: a drea A é numericamente igual ao deslocamento escalar.
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Demonstragao:

Na figura 5.3, determinando a area definida entre a curva e o intervalo de
extremos t; e ty, obtém-se:

Pois, a regiao ¢ um retangulo.
Mas, sabe-se que:

v:%:ASZU'At:AS:U~(tQ—t1). (5.3)

Das equagoes (5.2) e (5.3), conclui-se que:

AY As .

Propriedade 5.2 Em qualquer movimento a drea sob a curva, no grdfico da
velocidade em func¢ao do tempo, entre os instantes ty e ty, € numericamente
igual a variag¢ao de posi¢ao (As) no correspondente intervalo de tempo.

Demonstragao:

Considere abaixo, uma curva qualquer que representa o grafico v x t, entre
oS instantes t; e ts.

YA

0 Aty Aty el ol Af; S G At At, X

Figura 5.4: curva que representa o grafico v x t.

Dividido o intervalo de tempo At = t; —t, , em inimeros pequenos intervalos,
Aty, Atg,...; At,, tais que Aty = Aty = ... = At, . Entao, constroi-se um
conjunto de retangulos, como mostrado na figura 5.1.
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iii)

A area do retangulo correspondente ao i-ésimo intervalo At; (sombreado na
figura 5.1) é v; - At; , o que é aproximadamente igual ao deslocamento As;
no intervalo At;. A soma das areas retangulares é, portanto, aproximada-
mente igual a soma dos deslocamentos durante os intervalos de tempo e é
aproximadamente igual ao deslocamento entre os instantes ¢; e ts.

Para tornar a aproximacao tao precisa quanto quisermos, basta colocar um
numero suficientemente grande de retangulos sob a curva, conseqiientemente,
tendo cada retangulo um valor de At suficientemente pequeno.

Para o limite de intervalos de tempo cada vez menor (e o nimero de retangulos
cada vez maior), a soma resultante se aproxima da &rea sob a curva, o que
equivale ao deslocamento entre os instantes t; e ts.

Portanto, o deslocamento As entre os instantes t; e t5 é, assim, a area sob a
curva que representa o grafico v x ¢, no intervalo de extremos t; e t5.
Posigao em fungao do tempo [s = s(t)]

A fungao horaria da posi¢ao no MRU é uma func¢ao polinomial do 1° grau da
forma s = sy + vt. Portanto, como mostramos na secao 3.4 do capitulo 3, o
seu grafico serd uma reta nao-vertical e nao-horizontal em relagao ao eixo-t.

S| SA
so + vt
0
0

S0

So + vt

S0

Figura 5.5: gréaficos da funcao horaria da posicao no MRU.
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Propriedade 5.3 No MRU, a tangente do angulo que o grdfico da posicao
em fungao do tempo forma com o eizo das abscissas (eixo-t) é numericamente
wqual a velocidade do movel.

vgtgﬁ

Demonstracgao:

Sendo a func¢ao horaria da posicao no MRU, s = sy + vt e seu grafico uma
reta. Sabe-se da secao 3.4 do capitulo 3, que a tangente do angulo que a
reta forma com o eixo-x, no gréfico de f(z) = ax + b, é igual ao coeficiente
a. Portanto, para a funcao horaria da posicao, s = sg + vt, conclui-se que
v é numericamente igual a tangente do angulo que o gréafico da posicao em
funcao do tempo forma com o eixo das abscissas (eixo-t).

5.3 Movimento Retilineo Uniformemente Vari-
ado (MRUYV)

5.3.1 Definicao

Denomina-se Movimento Retilineo Uniformemente Variado (MRUV), qual-
quer movimento realizado por um mével, numa trajetéria retilinea, em que a ve-
locidade varia uniformemente no decorrer do tempo, ou seja, sofre iguais variagoes
de velocidade em iguais intervalos de tempo.

Conseqiientemente, no movimento retilineo uniformemente variado a aceleracao
escalar instantanea a é constante, nao nula e igual a aceleracao escalar média a,,
em qualquer intervalo de tempo.

5.3.2 Funcgoes Horarias do MRUV
i) Aceleracao em fungao do tempo [a = a(t)]

Como no MRUYV, a aceleracao escalar instantanea a é constante, nao-nula e
igual a aceleracao escalar média a,, em qualquer intervalo de tempo. Entao,
sua funcao horaria é dada por:

a(t) = a, = — = constante # 0 .

At

ou seja, uma funcao constante e nao-nula.
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i)

iii)

Velocidade em fungao do tempo [v = v(t)]

Como no MRUV, um movel sofre iguais variagoes de velocidade em iguais
intervalos de tempo. Conclui-se da secao 3.2 do capitulo 3, que a definicao
de movimento retilineo uniformemente variado caracteriza uma funcao poli-
nomial do 1° grau, e sendo v a velocidade e t o tempo, temos:

v(t) =ct+d. (5.4)
onde:
v' d=v(0) é o valor inicial de v e;
v’ ¢ é a taxa de variacao de v.

Para completar a funcao horaria da velocidade, deve-se determinar as con-
stantes ¢ e d na equagao (5.4), ou seja, determinar um significado fisico para
elas.

Sendo vy a velocidade inicial do movel, ou seja, a sua velocidade no instante
t = 0 e como a aceleracao a no MRUV, mede a variacao da velocidade em
relagao a correspondente variagao do tempo, ou seja, ¢ a taxa de variagao de
v em relagao a t. Conclui-se que:

d = Vo (55)

c = a (5.6)

Substituindo as igualdades (5.5) e (5.6) na equacao (5.4), obtém-se a funcao
horaria da velocidade, dada por:

v(t) = vy + at
em que:

v v(t) é a velocidade do mével no instante t;
v’ g é a velocidade inicial (instante ¢ = 0)
v a é a aceleragao;

Posigao em fungao do tempo [s = s(t)]

A funcao horaria da posicao no MRUV ¢é dada por:

s(t) = 5o+ vot + gﬂ (5.7)
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onde:

v s(t) é a posicao do mével no instante ¢.
v’ sp é a posigao do mével no instante ¢ = 0 (posigao inicial).
v’ g ¢ a velocidade do mével no intante ¢ = 0 (velocidade inicial).

v’ a é aceleracao.

A demonstracao da equagao (5.7), serd feita no item i) da subsecao 5.3.3.

5.3.3 Graficos das fungoes horarias do MRUV
i) Aceleracao em fungao do tempo [a = a(t)]

Como a funcgao horaria da aceleracao no MRUV, é uma funcao constante e
nao-nula. Entao, o seu grafico corresponde a uma reta paralela ao eixo das
abscissas (eixo-t).

Figura 5.6: graficos da funcao horaria da aceleragao no MRUV.

Propriedade 5.4 No MRUV, a drea compreendida entre o segmento de reta
que representa o grdfico de a = a(t) e o eixo horizontal entre os instantes t

e ty € numericamente 1gual a variacao de velocidade, no intervalo de tempo
considerado.
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i)

Figura 5.7: a area A é numericamente igual a variacdo de velocidade.

Demonstracgao:

Na figura 5.7, determinando a area definida entre a curva e o intervalo de
extremos t; e to, obtém-se:

Pois, a regiao é um retangulo.
Mas, sabe-se que:
Av
a:A—t:>Av:a-At:>Av:&-(t2—t1). (5.9)

Das equagoes (5.8) e (5.9), conclui-se que:

1=

A= Av

Velocidade em fungao do tempo [v = v(t)]

A fungao horaria da velocidade no MRUV é uma funcao polinomial do 1° grau
da forma v = vy + at. Portanto, como mostrado na se¢ao 3.4 do capitulo 3, o
seu grafico sera uma reta nao-vertical e nao-horizontal em relacao ao eixo-t.
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(o \

v + at

Vo

vy + at

Figura 5.8: graficos da funcao horaria da velocidade no MRUV.

Propriedade 5.5 No MRUV, a tangente do angulo que o grdfico da veloci-
dade em funcao do tempo forma com o eizo das abscissas (eixo-t) é numeri-
camente 1gual a aceleragao do maovel.

aX tgl
Demonstragao:

Sendo a funcao horaria da velocidade, no MRUV, v = vy + at e seu o grafico
uma reta. Sabe-se da secao 3.4 do capitulo 3, que a tangente do angulo que
a reta forma com o eixo-x, no gréfico de f(z) = cx +d, é igual ao coeficiente
c. Portanto, para a funcao horaria da velocidade, v = vy + at, conclui-se que
a é numericamente igual a tangente do angulo que o grafico da velocidade
em fungao do tempo forma com o eixo das abscissas (eixo-t).

Sera realizada agora, a demonstragao da fungao horaria da posicao no MRUV,
apresentada no item i) da segao 5.3.2.

Demonstracgao:

De acordo com a propriedade 5.2, em qualquer movimento a area sob a curva,
no grafico da velocidade em funcao do tempo, entre os instantes t; e to, €

80



numericamente igual & variacao de espago (As) no correspondente intervalo
de tempo. Ou seja:

=

A

As .

Vo

+ e e e = = = =

Figura 5.9: demonstracao da funcao horaria da posicao no MRUYV.

Sendo a parte sombreada na figura 5.9, um trapézio retangulo, e aplicando
a propriedade 5.2, temos que:

[Uo -+ (Uo + &t)}

As = AN
2
2 t
s—s5 = w.@_o)
2vp a o
— = 4t
S — Sp 5 —|—2
a 9
s = Sg+tuvt+=-t7.

2

iii) Posicao em funcao do tempo [s = s(t)]
Sendo a funcao horaria da posicao no MRUV uma funcao polinomial do 2°
a
grau da forma s = sg + vot + §t2. Conclui-se, com base na secao 4.5 do

capitulo 4, que o seu grafico sera uma parabola com eixo paralelo ao eixo-y.
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S A

a 5
So+l‘0t+§t‘ ——————————————

S0

2as) — v}
2a

o+ = o e e e e e e e e e = =

Figura 5.10: gréfico da fungao horaria da posicao no MRUV.

5.4 Estudo dos Movimentos em Queda Livre

esta secao, sera mostrado que a trajetéria descrita por um objeto lancado obli-
Nest Cao, trad trajet d t bjeto lancado obl

quamente, com velocidade inicial vy formando um angulo 6 acima do eixo-z é uma
pardbola e faremos a andlise desse movimento para o angulo 6 variando no inter-

T
lo d [—}
valo 602

5.4.1 Lancgamento obliquo

Defini¢ao 5.5 (Queda Livre) Denomina-se queda livre, todo movimento em
que os objetos caem livremente sob a influéncia apenas da gravidade.

Considere no plano cartesiano, um objeto lancado obliquamente, com veloci-
dade inicial vy formando um angulo € acima do eixo-x e tendo a origem como
ponto de lancamento, conforme figura 5.11.

Antes de determinar a equacao que descreve a trajetéria do objeto. Serao
enunciados, o principio da independéncia dos movimentos e a 22 lei de
Newton que servirao de embasamento tedrico para as demonstracoes.
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- Yo :
Voy |
0 !

0 VG, x

Figura 5.11: componentes vertical e horizontal de vy.

v' Principio da independéncia dos movimentos:

Quando um corpo se encontra sob a acao simultanea de varios movimentos,
cada um deles se processa como se os demais nao existissem.

v’ 22 Lei de Newton:

A resultante das forcas que agem sobre um corpo é igual ao produto de sua
massa pela aceleragao adquirida.

Portanto, com base no principio da independéncia dos movimentos. Estudou-
se o lancamento obliquo do objeto, considerando esse movimento como sendo a
composicao de dois movimentos: um na vertical e outro na horizontal.
As componentes horizontal e vertical da velocidade inicial vy sdo dadas por (ver
figura 5.11):
vy, = wgcosh (5.10)

T

@

vg, = vpsind (5.11)
Apods o lancamento do objeto, as tnicas forcas atuantes sobre o mesmo sao a
resisténcia do ar e a gravidade. Considerando que o objeto esta em queda livre,
desprezou-se a resisténcia do ar. Assim, a unica forca que atua sobre o objeto é a
da gravidade, ou seja, seu peso atuando na direcao vertical.
Como nao hé forcas atuando na horizontal, pela 2* Lei de Newton, tem-se que
a aceleracao nessa direcao é nula.
Portanto:
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v na direcao horizontal, o objeto realiza um movimento retilineo uniforme
com velocidade igual a vy, e;

v na direcao vertical, o objeto realiza um movimento retilineo uniforme-
mente variado com velocidade inicial igual a vy, e aceleracao igual a —g.

Como na direcao horizontal, o movimento é retilineo uniforme e a posicao
inicial é igual a zero, tem-se da subsecao 5.2.2, que a equagao horaria da posicao
do objeto é dada por:

x(t) = vo,t

Na diregao vertical, sendo o movimento retilineo uniformemente variado e a
posicao inicial igual a zero, tem-se da subsecao 5.3.2, que a equagao horaria da
posicao do objeto é dada por:

g
y(t) = vy, t — 5152

As notagdes z(t) e y(t), sao simplesmente para enfatizar que x e y sdo fungoes
do tempo. Assim, se P(z,y) é a posigdo do objeto no instante ¢, tem-se:

x = wgt (5.12)

T

e
y = wv,t— =t (5.13)

A equagao que descreve a trajetéria y(z) do objeto pode ser obtida das equagoes
(5.12) e (5.13), eliminando-se a varidvel ¢.

x
Portanto, isolando t na equagao (5.12), obtém-se t = — e substituindo na
Vo,
equagao (5.13), vem:

0 = (20 (2)
y(x) = (%) cx— (%) -2t (5.14)

Substituindo as igualdades (5.10) e (5.11), na equagao (5.14), tem-se:

y(x) = (tan) z — (L) 22 . (5.15)

202 cos? 6

como sendo a equacao que descreve a trajetoria do objeto. Esta equacao tem a
forma y = bz + ax?, ou seja, é a lei de formacao da funcao quadrética, apresentada
na secao 4.1 do capitulo 4.
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Portanto, isso mostra que a trajetoria do objeto é uma parabola.

A figura 5.12 mostra a trajetoria do objeto com as componentes horizontal
e vertical da velocidade em véarios pontos. A distancia horizontal R entre o
lancamento e o impacto no solo em S, na mesma elevacao, é chamado alcance
horizontal.

Através da equacao (5.15), determina-se a altura maxima H que o objeto atinge
em relagdo ao solo (eixo-x) e seu alcance horizontal R. Pois, sendo a trajetdria
do objeto uma parabola, a altura maxima corresponde a ordenada do vértice da
pardbola e o alcance horizontal corresponde a um dos zeros da equagao (5.15).

Figura 5.12: trajetéria do objeto langado obliquamente.

5.4.2 Analise da trajetéria de um objeto, em queda livre,
através da variagao do angulo ¢

Tomando o angulo 6 como pardametro na equagao (5.15). Serd feita uma andlise
da trajetoria que realizara um objeto em queda livre, fazendo o angulo 6 variar no

intervalo de [0, g} :
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Para realizar esta analise, considera-se o objeto sendo lancamento da origem

com velocidade inicial vy, segundo um angulo € acima do eixo-z e estando a uma
altura y, acima do solo.

1? situagao: o objeto é lancado segundo um angulo 6 igual a zero.

Nessa situacao, fisicamente, diz-se que o objeto foi langado horizontalmente
e descreve a trajetéria parabdlica mostrada na figura 5.13.

Figura 5.13: trajetéria do objeto quando 6 = 0.

De fato:
Fazendo 6 = 0 na equagcao (5.15), obtemos:
g 2
— tan0-2— —9 .
4 ant e 202 cos? () v
g 2
- 0-z—
Y o
y = 92 (5.16)
203

Como a equagao (5.16) é uma fungdo quadrdtica e o seu gréfico representa a

trajetoria do objeto, conclui-se que o objeto, apds o lancamento, descreve uma
parabola.
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Na figura 5.13, o ponto S(zs,ys) é o ponto em que o objeto atinge o solo.

Conclusao: quando um objeto é lancado segundo um angulo # = 0, em queda
livre, a sua trajetéria serd uma parabola e o seu movimento serd denominado
lancamento horizontal.

T
22 situagao: o objeto é lancado segundo um angulo 6 variando no intervalo } 0, 5 [

T
Para o lancamento de um objeto, segundo um angulo 6 variando entre 0 e >

tem-se que a sua trajetoria serd descrita pela equagao:

_ _ g 2
y(r) = (tan ) x (—21}3 cos20) x° .

.

~
(fungdo quadratica)

ou seja, a sua trajetoria serd uma parabola, representada na figura abaixo, e o
seu movimento serd denominado lancamento obliquo.

T
Figura 5.14: trajetéria do objeto quando 6 varia entre 0 e 5
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A determinacao da equacao que descreve a trajetéria do objeto para essa
situacao foi realizada na subsecao 5.4.1.
Na figura 5.14, o ponto S(zs,ys) é o ponto em que o objeto atinge o solo.

Conclusao: quando um objeto é lancado segundo um angulo # variando entre
™ . . , . . .
0 e —, em queda livre, a sua trajetoria serd uma parabola e o seu movimento sera

denominado langamento obliquo.
32 situacgao: o objeto é lancado segundo um angulo 6 igual a g

Nessa situacao, fisicamente, diz-se que o objeto foi lancado verticalmente
para cima e sua trajetéria serd uma reta vertical, conforme figura 5.15.

¢ M(0, h)

1 £0,y)

solo

Ys
Figura 5.15: trajetoria do objeto quando 6 = g

onde:

v' M(0,h) é o ponto em que o objeto atinge a altura maxima em relagao ao
eixo-x;

v (h+yg) é o valor da altura maxima em relagdo ao solo;

v' e a reta vertical na cor azul é a tajetoria descrita pelo objeto.
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De fato:
A equagao (5.15) nao pode ser utilizada para esta situagao, pois, para 0 = g,

5 . ™ s
nao existe tan 5 € nem sec —.

2

7r
Como 0 = 5 as componentes horizontal e vertical da velocidade inicial, uti-

lizando as equagoes (5.10) e (5.11), sao:

Vg, = Vg * COS <g) = -0 = 19, =0 (5.17)
e
e
Vo, = o - sin <§) = vo- 1= vy, = v (5.18)

Sendo vy, = 0 e como a unica for¢a que atua sobre o objeto é a gravidade, a
qual nao possui componente horizontal, conclui-se que na ha movimento na direcao
horizontal, ou seja, para todo t € R, temos x = 0. Portanto, o movimento do

objeto sera um MRUV na direcao vertical, pois, § = g
Logo, se P(x,y) é a posigdo do objeto no instante ¢, tem-se P(0,y), com

Yy = vot — th. Neste caso, a trajetéria do objeto é uma reta vertical.

~ . , N ™
Conclusao: quando um objeto é langado segundo um angulo = —, em queda

livre, a sua trajetéria sera uma reta vertical e o seu movimento serd denominado
lancamento vertical para cima.
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Consideracoes Finais

A abordagem das Fungoes Polinomiais do Primeiro e Segundo Graus foi feita
no presente trabalho procurando tratar essas funcoes de forma mais abrangente,
apresentando informagoes que geralmente nao sao dadas na maioria dos livros
didéaticos do Ensino Médio e exibindo uma aplicacao dessas fungoes na Fisica, es-
pecificamente na cinematica, no estudo dos movimentos uniforme e uniformemente
variado.

Deste modo, a contribuicao aos conteidos relacionados a Funcao Polinomial do
1° Grau f(x) = ax + b, mostrados nessa disserta¢ao, podem ser destacados nos
pontos seguintes:

v/ a sua caracterizagao, pois, torna possivel determinar se ela serd o mod-
elo matematico a ser aplicado no estudo de certo fenomeno ou tabela que
relaciona duas quantidades (ou grandezas) x e y;

v' o significado analitico dos nimeros reais a e b, visto que, apds a car-
acterizacao da Func¢ao Polinomial do 1° grau como modelo matemético para
a resolucao de determinado problema, é possivel, através da interpretacao
analitica desses numeros associa-los as informacoes relacionadas ao prob-
lema;

v" a demonstragao e a reciproca, de que o seu grafico € uma reta
nao-vertical e nao-horizontal, uma vez que, considera-se fundamental
tais demonstracoes, pois servem para mostrar de forma natural ao aluno que
o conjunto de pontos (z,azx + b) € R? onde z € R estdo na mesma reta;

Cabe salientar que as contribuicoes desse trabalho, aos contetidos associados a
Fungao Polinomial do 2° Grau, sao abaixo destacados:

v a sua forma canoénica, pois, ¢ uma representacao da funcao quadratica
que raramente é exibida nos livros didaticos e que fornece, visivelmente, o
seu valor maximo ou minimo e as coordenadas do vértice da parabola;

v' asua forma fatorada, dado que, é uma representacao da fungao quadratica
que fornece, explicitamente, os seus zeros e é o fundamento para o estudo
analitico do seu sinal;
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v o estudo analitico do seu sinal, visto que, o estudo do sinal da func¢ao
quadratica é feito, somente, através da analise do seu gréfico, além de ser
mais uma alternativa para realizar esse estudo;

v/ a demonstragao e a reciproca, de que o seu grafico é uma parabola,
uma vez que, considera-se necessarias tais demonstracoes, pois servem para
fixar a ideia para o aluno de que o conjunto de pontos (z, az?+bx +c) € R?,
onde z € R formam uma parabola;

v' a demonstracao de que possui valor maximo ou minimo e ele ocorre
no vértice da parabola, pois, essa caracteristica da funcao quadratica
constitui-se numa importante ferramenta na resolucao de problemas de otimizacao?,
dai a importancia de apresentar a prova dessa caracteristica;

Assim, fica reforcada a importancia dos conteudos destacados acima, presentes
neste trabalho, pois, além de darem maior apoio bibliografico ao professor e ao
aluno, fortalecem os conceitos matematicos dessas fungoes.

A aplicacao na cinematica, teve o proposito de mostrar que as Fungoes Polinomi-
ais do 1° e 2° Graus nao sao apenas mais uma variedade de conceitos abstratos
da Matematica, utilizados apenas na resolucao de problemas didaticos, mas que
podem servir de modelos para outras areas do conhecimento ou situacoes concre-
tas. Por esta razao, no capitulo Aplicagoes na Cinemaética, as demonstragoes das
equagoes horarias do MRU e MRUV foram realizadas, associando as caracteristicas
dessas fungoes com as caracteristicas ou propriedades desses movimentos, e con-
siderando a importancia histérica para se determinar a trajetéria de um objeto
langado em queda livre de acordo com [11]:

MOVIMENTO PARABOLICO

Por muito tempo, nao se soube ao certo como era a trajetoria de um ob-
jeto em um lancamento, e nao foram poucos os que fizeram suposicoes
incorretas. De acordo com Aristételes®, um objeto lancado horizontal-
mente descrevia uma trajetoria retilinea até o alcance mdximo e a par-
tir dai caia verticalmente em direcao ao solo. Somente séculos depois,
o fisico e astronomo Galileuw Galilei (1564 — 1642) observou que um
objeto, ao ser lancado, descreve uma trajetoria parabolica. Por essas
observacoes, e a semelhanca entre o grdfico de uma funcao quadrdtica
e a tragetoria de objetos, nao tardou para que tais funcoes fossem apli-
cadas no estudo de movimentos de projéteis.

'Em Matemética, o termo otimizacdo, refere-se ao estudo de problemas em que se busca
minimizar ou maximizar uma fungao através da escolha sistemadtica dos valores de varidveis reais
ou inteiras dentro de um conjunto viavel.

2 Aristoteles (384 a.C. — 322 a.C.) foi um filésofo grego.
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conclui-se o referido capitulo, com o estudo dos movimentos em queda livre, de-
terminando a trajetéria de um objeto, através da variacao do angulo 6.
Portanto, o trabalho aqui apresentado, mostra-se uma alternativa viavel para uma
possivel implementacao interdisciplinar e intradisciplinar das funcoes em questao,
além de também poder ser usado na consolidacao ou complementacao da formagao
de professores e alunos interessados na énfase dada as fungoes no texto.
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