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Resumo

Desenvolver um conhecimento sélido sobre as equagoes diofantinas lineares
em duas variaveis possibilita a resolucdo de muitos problemas do cotidiano e, tam-
bém, o real entendimento de alguns conceitos matematicos ensinados na escola, mas
que parecem sem utilidade e sem aplicacdo préatica. Além disso, as relacoes que es-
tas equacodes estabelecem com outros contetidos que ja estdo inseridos na educagao
bésica justificam o seu ensino e a tornam uma importante ferramenta de contextua-
lizacdo e interdisciplinaridade. Neste trabalho também mostraremos, a importancia
do ensino dos nimeros racionais e neste contexto fazer uma analise sobre um novo
conceito de maximo divisor comum, chamado méximo divisor comum generalizado,
com isto poderemos usar os racionais como conjunto numérico dos coeficientes das
equagoes diofantinas, expandindo a abrangéncia de problemas solucionados por es-
tas equagoes. A criacao de varios problemas praticos de aplicagdo da teoria estudada
serve para nos convencermos da importancia deste trabalho e para incentivar a sua
aplicacao e a criacdo de novos problemas levando em consideragdo a realidade de
cada escola e de seus alunos.

Palavras-chaves: Equactes diofantinas - niimeros racionais - problemas praticos
- contetudos relacionados.



Abstract

Develop a solid understanding of linear Diophantine equations in two vari-
ables facilitates the resolution of many problems of daily life and also the real un-
derstanding of some mathematical concepts taught in school but they seem useless
and without practical application. Moreover, the relationships that these equations
are established with other content that are already inserted into the basic educa-
tion justify their education and become an important tool for contextualizing and
interdisciplinarity. This work also aims to show the importance of teaching of rati-
onal numbers and in this context do analysis on a new concept of greatest common
divisor,called generalized maximum common divisor, and thus we can use the num-
berpad as rational coefficients of Diophantine equations, expanding the breadth of
problems solved by these equations. The creation of various practical problems of
implementation of the theory studied serves to convince us of the importance of this
work and to encourage their implementation and creating new problems taking into
account the reality of each school and its students..

Diophantine Equations - rational numbers - practical problems - related contents.
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Introducao

Ao longo dos anos de estudos da modalidade educagao bésica, desde as séries ini-
ciais até o 3° ano do ensino médio, os alunos sao preparados através do contato com
varias areas de conhecimento, para que possam entender o mundo e as rela¢oes sociais de
uma sociedade e também, para poder prosseguir seus estudos com éxito na area em que
apresentem maior afinidade e automaticamente maior rendimento. Isto serve para que
posteriormente possam desenvolver um trabalho de qualidade junto a sociedade tendo a
possibilidade de escolher um emprego de melhor retorno financeiro e melhor qualidade de
vida. Uma dessas principais dreas com certeza é a matematica, pois sem os conhecimentos
desta ciéncia, principalmente aritméticos e geométricos, é praticamente impossivel viver
tranquilamente na nossa sociedade atual. Desse modo, podemos dizer que a matematica

contribui significativamente para a evolucao da sociedade de maneira geral.

A matematica é uma ciéncia desenvolvida e aprimorada ao longo dos tempos.
Todo este desenvolvimento possibilitou a sua ramificacao em varias areas de estudo, como
aritmética, teoria dos niimeros, geometria, algebra entre outras. Existem tantos conheci-
mentos matematicos hoje, que é impossivel estudar e ensinar de forma completa a mate-
matica. Os conhecimentos de matematica ensinados na educacgao béasica sao selecionados
de maneira a proporcionar uma abrangéncia quase total dos problemas do cotidiano que
possam ser resolvidos através dos conteidos de matematica inseridos na grade curricular
de toda a educacao basica. Porém, devido a grande variabilidade de conteidos e conceitos
matematicos, alguns conteidos acabam ficando de lado, nao sendo incluidos na base da
educacao matematica embora suas aplicacoes em problemas praticos sejam notaveis e de

facil compreensao.

Um exemplo disso é a equagao diofantina linear em duas varidveis, um tipo de
equacgao que, além de apresentar conceitos especiais na sua resolucao, como por exem-

plo a visao de solucao geral da equagao que é determinada através da insercdo de um
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pardmetro (conceito este usado no estudo das equagoes paramétricas, em geometria ana-
litica), ajudam a resolver véarios problemas curiosos e interessantes e também desenvolver
o raciocinio dos alunos através da uniao da resolucao de célculos com a interpretacao de
problemas. E é este tipo de equacao que sera o foco do desenvolvimento deste trabalho.
Para que seja possivel ensinar estas equagoes, outros conceitos devem ser abordados como
pré-requisitos, como por exemplo a divisao euclidiana, o algoritmo de Euclides e o maximo

divisor comum (mdc) entre dois ou mais niimeros inteiros?.

Fato curioso sobre as equagoes diofantinas lineares em duas variaveis, as quais
podem ser escritas da forma ax + by = ¢, é o de que os coeficientes desta equacao devem
pertencer ao conjunto dos niimeros inteiros (Z), ou seja , a, b, ¢ € Z. Este fato, que parece
ser um detalhe insignificante frente aos conceitos e aplicacoes das equacoes diofantinas 2, é
que motivou o desenvolvimento deste trabalho. E muito dificil olhar para estas equacdes e
em algum momento nao pensar "sera que se os coeficientes pertencessem a outro conjunto
numérico teriamos condigoes de encontrar sua solucao geral?"ou mesmo é dificil analisar
um problema aplicado resolvido através das equacoes diofantinas e nao passar na mente

o devaneio de tentar criar um problema envolvendo dinheiro e decimais de igual resolucao

através dos mesmos conceitos e do mesmo formato de equagao.

Seguindo esta linha de raciocinio, vamos analisar a seguinte situagdo: ao se estu-
dar em teoria dos nimeros as nogoes de divisibilidade, de maximo divisor comum (mdc)
e de congruéncias médulo m, aprendemos que o mdc ¢ calculado utilizando o conjunto
dos niimeros inteiros e na maioria (se nao todos) dos livros didaticos do 6° ano o mdc
¢é apresentado aos alunos como sendo de utilizagao exclusiva no conjunto dos nimeros
naturais (N). Podemos considerar este fato ou como uma pequena falha no sistema de
ensino de matematica ou como sendo uma situagao corriqueira que acontece em muitos
ramos da matematica da educacao bésica, em que os contetidos sao simplificados ou ex-
cluidos por varios fatores, entre eles a falta de tempo para uma listagem de contetdos

extensa. Isto ocorre pelo fato do mdc e o do conjunto dos inteiros Z serem ensinados no

1 Em varias passagens do texto serd utilizado a sigla mdc sempre com o significado de méximo divisor

comum.
Ao longo deste trabalho, quando falarmos em equacgdo diofantina, estamos nos referindo as equagoes
diofantinas lineares em duas variaveis.
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6° e 7° anos, respectivamente, o que dificulta o ensino do mdc no conjunto dos niimeros
inteiros na educacao basica, ja que geralmente nao ¢ retomado o conceito de mdc no 7°
ano, por se tratar de um assunto da série anterior e porque podera atrasar o andamento

dos contetdos do ano letivo do 7° ano.

Mas o que podemos aproveitar desta situacao é o seu aspecto comum quando se
fala em contetidos de matematica. Muitos contetidos sao trabalhados com base na visao
de um autor, ou com base no rendimento da turma e seu nivel de amadurecimento para
interpretar os estudos como algo necessario e que exige dedicagao. E, é claro, que cada
autor tem uma tematica diferente e cada turma tem um ritmo diferente também. Entao,
¢é neste sentido que o nosso trabalho ganha forca, pois mesmo que as equagoes diofanti-
nas nao estejam definidas como conteiido da educacao bésica, segundo a pesquisa feita
por (?7), é possivel improvisar e inserir este conteiido no contexto escolar, de preferén-
cia relacionando-o com outros contetdos ja trabalhados normalmente, pois como vimos o
fato que ocorre com o mdc dos inteiros/naturais, os conteidos de matematica tém uma
flexibilidade que permite adaptar o ensino de acordo com a necessidade e realidade de

cada turma, escola ou regiao.

Além do estudo das equacgoes diofantinas e suas aplicagoes, teremos uma pequena
secdo que ira tratar dos nimeros racionais e sua importancia na evoluc¢ao do entendi-
mento dos alunos, visto que a maioria dos problemas ensinados no fundamental e médio,
e também problemas do cotidiano, trabalham com sua resolugao no conjunto dos niimeros
racionais. Algumas abordagens que consideramos obrigatorias no ensino das fragoes, a
principal delas sendo a representacao geométrica das operacdes com fragoes, sao mos-
tradas através de exemplos praticos que devem servir de incentivo para os professores
aprimorarem suas abordagens sobre este contetido riquissimo e com uma variedade de
utilizagdo impressionante. Mas, engana-se quem pensa que nimeros racionais aparecem
neste trabalho de maneira despretensiosa e fora de contexto. Mais adiante sera estabele-
cido uma relacao interessante e inovadora entre niimeros racionais e equagoes diofantinas,

possibilitando a resolugdo de uma infinidade de problemas didaticos e do cotidiano.

Esta proposta de trabalho que tem como ptublico alvo os professores de matema-



Introducao 15

tica da educacao basica, pretende explicar os conceitos envolvidos no estudo das equacoes
diofantinas, desde as noc¢oes de divisibilidade e mdc até as relagoes destas equagdes com
conteudos que ja estao inseridos na grade curricular de varias etapas da educagao basica.
E, para ensinar estas relacoes entre contetidos de matematica, é necessario que o professor
esteja bem preparado e tenha um conhecimento amplo dos varios campos da matematica,
para desenvolver um bom trabalho diante de qualquer turma do ensino fundamental e,
principalmente, do ensino médio, visto que os alunos do ensino médio apresentam maior
discernimento para o debate sobre as aplicagoes dos contetidos estudados e, muitos, ja
estao se preparando para cursar o ensino superior ou atuar em uma area de trabalho em
que se tenha necessidade de alguns conhecimentos além dos estipulados como meta para

cada ano letivo.

Assim, uma das metas deste trabalho é encarar o desafio de ajudar o professor a se
preparar para desenvolver um trabalho melhor, e isto sera feito ao longo do texto com uma
fundamentagao tedrica consistente, mas ao mesmo tempo explicada de maneira simples e
informal, sem "burocracia'e sem um rigor matematico exagerado, e também através dos
exemplos de exercicios que podem ser ensinados na turma em que for aplicada a proposta
de trabalho. Os exemplos propostos apresentam aumento gradativo no grau de dificul-
dade em sua resolucao e foram criados com o principal interesse de mostrar problemas
reais do cotidiano que podem ser resolvidos através das equagoes diofantinas. Existem
problemas sobre diversas areas de trabalho como biologia, engenharia civil, agropecua-
ria e industrial, mas devemos lembrar que cada professor deve adaptar os exercicios de
acordo com a realidade de sua regiao e de seu publico-alvo, seus interesses e necessidades

de estudo e outros fatores que influenciam no resultado final do ensino.

Nao nos preocupamos com os valores elevados que surgem na resolugao de alguns
problemas, mas sim com o fato de tornar o problema o mais proximo da realidade possi-
vel. As vezes muitos professores criam ou selecionam exercicios dos livros ? pensando em
facilitar os calculos para os seus alunos, mas acabam se esquecendo que no cotidiano o

aluno nao vai poder escolher s6 problemas com nimeros pequenos para resolver, mas vai

3 Para esta afirmagdo nos baseamos na anélise das colegoes de livros (??) de 6° ao 9° ano que geralmente

apresentam uma série de exercicios resolvidos mecanicamente com valores pequenos e deixam para
mostrar valores mais ligados a realidade em alguns poucos problemas do final da se¢do ou do capitulo.
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ter que calcular o problema que vier pela frente independente do tamanho e da natureza

do céalculo.

Um dos temas que consideramos mais interessante e que pode ser também o mais
marcante, estda inserido na parte do trabalho que se destina a mostrar uma variacao do
formato das equagoes diofantinas, estendendo os conceitos até entao adotados somente no
conjunto dos nimeros inteiros aos nimeros racionais (Q), e reais comensuréveis, tais como
o conceito de méaximo divisor comum que nos racionais chamaremos de maximo divisor
comum generalizado (mdcg) e os coeficientes de uma equagao do tipo diofantina * que
poderao pertencer ao conjunto dos nimeros racionais (Q). Intrigante e ao mesmo tempo
extraordinario, o conceito de mdcg, que foi retirado de um artigo publicado em 2006 (?7?)
na revista Matematica Universitaria e escrito pelos professores Alveri Sant’anna, Cydara
Ripoll e Jaime Ripoll, conceituados professores da Universidade Federal do Rio Grande
do Sul (UFRGS), tem a fun¢ao de mostrar pra quem gosta de matemadtica e de ensinar
matematica, que a matematica nao esta pronta e que sempre tem campos que podemos
desenvolver mais e, deste modo, nos maravilharmos com as descobertas e novas possibili-
dades de trabalho que outrora eram invisiveis e que como um passe de magica se tornam

claras como agua.

Ao longo do texto, e principalmente na ultima secao, fica claro uma das intencgoes
da proposta de desenvolvimento das equacoes diofantinas no contexto escolar, que é a de
relacionar este conteido com outros ja estabelecidos como meta de trabalho, como por
exemplo as equagoes afins que auxiliam o entendimento destas equagoes pela sua seme-
lhanca na hora da representaciao grafica e que servem de intermediarias para mostrar a
estreita relacao entre as equagoes diofantinas e as progressoes aritméticas. Um dos exem-
plos estabelece a relagdo entre estas equacoes e as equagOes cartesianas de uma funcao
afim, que sdo estudadas em geometria analitica e permitem a construcao de varias retas
paralelas que devem obedecer ao teorema de Bézout para terem solugdao quando forem

trabalhadas como diofantinas.

4 Sempre que utilizarmos esta nomenclatura significa que estamos nos referindo a equacdes com coefi-

cientes racionais mas que podem ser resolvidas com os mesmos métodos de resolugao de uma equagao
diofantina.
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Justificativa e Objetivos

Nos tempos atuais, dois temas que sao frequentemente foco de debate nos meios
educacionais sao a interdisciplinaridade e a contextualizacdo dos contetidos trabalhados
em sala de aula. Uma das disciplinas que apresenta a dualidade de ter ao mesmo tempo
as caracteristicas de resisténcia ao trabalho interdisciplinar e contextualizacao de contet-
dos em, praticamente, todas as disciplinas pertencentes a grade escolar, é a matematica.
As vezes, a matemadtica e os professores de matemética apresentam uma barreira quase

® e isto se reflete na

intransponivel em relacao as outras disciplinas da educacao basica
visao que os alunos acabam construindo sobre matematica, considerando a matemaética
uma disciplina impar, diferente das outras devido a dificuldade de entendimento e nivel
de exigéncia elevado se comparado as demais disciplinas. Mas, esta visdo pejorativa que,
em alguns momentos, é tomada sobre a matematica pode ser melhorada e até mesmo ex-
cluida. Para isto, sempre que possivel, devemos mostrar a contextualizacao do contetido
ensinado e além de mostrar a matematica que existe no cotidiano e que pode ser estudada

em sala de aula, devemos mostrar os problemas de outras disciplinas que necessitam de

um conhecimento matematico para a sua resolucao.

Adotando estas relagoes de interdisciplinaridade e contextualizagdo como meta,
podemos usar o ensino das equagoes diofantinas lineares em duas variaveis como uma
ferramenta potente para atingir este objetivo, visto a quantidade de problemas do co-
tidiano que estas equagoes podem ajudar a solucionar, problemas estes que tém origem
em diversas areas do conhecimento, principalmente nas ciéncias da natureza. Outro fator
que justifica a abordagem deste tipo de equagoes na educacao basica é a relacdo que as
mesmas tém com outros contetidos de matematica que ja sao ensinados normalmente,
como por exemplo miltiplos e divisores, sistemas de equagoes com duas variaveis, fungao

polinomial do primeiro grau, progressao aritmética (P.A.), geometria analitica e até com-

5 . N ~ s . . s . . .
°  Sempre que nos referirmos a educagdo bésica, deve-se considerar somente as séries finais do ensino

fundamental e o ensino médio
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binagoes lineares ensinadas através de matrizes. Neste sentido, estas equagdes cumprem
completamente o que propoe as Orientacoes Educacionais Complementares aos Parame-
tros Curriculares Nacionais (PCN+)(??), pg 117, no que diz respeito ao desenvolvimento
da competéncia de estabelecer relagoes entre conhecimentos disciplinares, interdisciplina-

res e interareas.

Varios fatores podem ser destacados para justificar o ensino das equacoes diofanti-
nas na educacgao bésica, mas citaremos dois que consideramos pertinentes neste momento:
primeiro, estas equagoes tém o potencial de permitir o real entendimento da divisao com
resto, que também pode em algum momento ser bem explorada se tivermos a oportuni-
dade de trabalhar mudanca de base numérica com os alunos, mesmo que seja abordada
somente como curiosidade, e o segundo fator de destaque é a aplicabilidade que estas equa-
¢oes fornecem ao ensino do maximo divisor comum, ou seja, pode ser através das equacoes
diofantinas que o sentido do mdc de dois nimeros inteiros aflore frente ao alunos, possibi-
litando a utilizagdo de um conceito que, muitas vezes, é apresentado sem funcao pratica
e, assim, acaba ficando de lado e parecendo insignificante. Desse modo, acreditamos que
o ensino destas equagdes podem abrir caminho para o ensino mais aprofundado do mdc e

de suas propriedades.

Somente a quantidade de problemas matematicos praticos do dia a dia ou de
situagoes-problema, ja seria um motivo suficiente para se desenvolver um trabalho sobre
estas equagoes. Analisando um exame de acesso da Fundacao Liberato Salzano, uma con-
ceituada escola técnica de Novo Hamburgo-RS, exame este aplicado a alunos de 9° ano
que tém interesse em fazer um curso de ensino médio técnico, encontramos um problema
que em resumo pedia para calcular qual o nimero de carrinhos e de motos de brinquedo
de uma crianga conhecendo-se o nimero total de rodinhas e de brinquedos. O problema
podia ser resolvido através de um sistema de equagoes lineares com duas variaveis, que
é um contetudo geralmente trabalhado entre 7° e 8° ano. Mas, o problema levantou uma

série de questionamentos pertinentes a sua forma de resolucao.

O problema em questao também poderia ser resolvido através de uma equacao di-

ofantina, desconsiderando uma das informacoes ou usando esta informagao para restringir
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as possibilidades de solu¢ao. Comparando as duas resolucoes deste problema especifico,
concluimos que o sistema com duas equacoes fornece a resposta exata de maneira mais
direta e com calculos mais simples, ja a resolucao através do uso de uma equacao dio-
fantina linear em duas variaveis chega na solucao desejada neste caso apds testar duas
possibilidades de solugdo geral e usando uma das informacgoes adicionais para delimitar
o campo das solucoes, mas em contrapartida, permite encontrar todas as possibilidades
de solugcao no conjunto dos inteiros, fato este que serve para mostrar aos alunos que
existem métodos matematicos eficazes para serem aplicados na resolucao de problemas
em vez de calcular a resposta através de tentativas sucessivas, embora a maioria dos alu-

nos tenham a impressao de que alguns problemas s6 podem ser solucionados por tentativa.

Outras perguntas surgiram em torno do problema citado. Por exemplo, como re-
solveriamos o problema se nao tivéssemos a informacao do nimero total de brinquedos?
Como resolver problemas semelhantes, mas com um enunciado sem tantas informagoes?
Em que momento seria interessante descobrir mais de uma solugao ou todas as solugoes
para o problema? As respostas para estas perguntas passam pelo conhecimento e uti-
lizacdo das equacoes diofantinas, motivando um trabalho sobre este tipo de equagoes e
fazendo as relacoes entre conteidos possiveis e necessarios para interligar os varios cam-
pos de conhecimento da matematica. Nestas relagoes entre contetidos de matemaética,
fato importante pois so relacionando a matematica entre si é que poderemos, realmente,
realizar a interdisciplinaridade desta com as demais disciplinas do ambiente escolar. Nao
pretendemos desenvolver uma visao utépica de exaltacao das equagodes diofantinas frente
aos outros contetudos que podem ser relacionados com as equagoes, mas devemos aceitar
a limitacao de cada contetido, como por exemplo a resolugao de sistemas de equagoes que
como o préprio nome diz, necessita de duas ou mais equagoes para a sua utilizacao e caso
tenhamos somente uma equacao a abordagem podera ser feita através de uma equacao

diofantina.

Um dos principais objetivos deste trabalho ¢ mostrar a importancia do ensino
das equagoes diofantinas lineares em duas variaveis na educacgao bésica, principalmente,
quando este pode ser relacionado com outros assuntos ja inseridos na grade curricular.

Ao longo do texto, estamos falando de ensinar estas equagoes na educacao bésica por
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considerarmos que é desnecessario delimitar uma série para que o mesmo seja trabalhado,
j4 que deste modo estariamos restringindo uma coisa que ja estd restrita ®. Como os
contetudos que sao pré-requisito para o ensino destas equagoes sao, geralmente, ensinados
no 6° ano do ensino fundamental, pode-se entdo, a partir dai trabalhar tranquilamente
este conteudo mas, claro que com enfoque diferente para cada turma, fazendo uma di-
ferenciacao de abordagem principalmente entre o ensino fundamental e o ensino médio,

onde neste ultimo as equacoes podem ser exploradas com maior intensidade.

Problemas envolvendo o maximo divisor comum podem ser ensinados sem dificul-
dades a partir do 6° ano do ensino fundamental. Um exemplo muito utilizado é: calcular
o menor numero de grupos de alunos que se pode formar, com todos os grupos contendo
a mesma quantidade de alunos, em uma turma de 28 e outra de 35 alunos sem sobrar
nem faltar alunos. Neste exemplo, com a ajuda do conhecimento sobre maximo divisor
comum (mdc) temos que os grupos devem conter um ntiimero maximo de alunos, e como
mdc(28,35) = 7 entdao devemos ter 7 alunos por grupo, formando 4 grupos em uma turma
e 5 em outra, totalizando 9 grupos de 7 alunos. Com problemas deste tipo o estudo do
mde (e também do mmec - minimo multiplo comum ) ganha sentido e aplicabilidade em

diversos problemas do cotidiano.

Motivar os alunos a criar e resolver problemas em que as nogoes de divisores e de
multiplos sao utilizadas possibilitam um desenvolvimento l6gico necessario para o enten-
dimento dos conceitos matemaéaticos que serao abordados em séries posteriores. Mas, o
problema ¢é que no dia a dia convivemos com iniimeras situacoes de comparacao de valores,
noc¢ao de multiplos e de divisores, s6 que geralmente nestas situagoes aparecem valores
fracionarios, seja em sua representacao decimal ou seja na forma de fragdo. Um exemplo
disso pode ser dado com o seguinte problema: em uma construgao, uma das salas construi-
das mede 3,2 metros de comprimento por 4 metros de largura. Qual o nimero minimo de

lajotas quadradas que devem ser utilizadas para revestir completamente o piso desta sala?

Para a resolucao deste problema o conceito de maximo divisor comum se faz ne-

6 Restrita no sentido do assunto geralmente nio ser ensinado em nenhuma série, e a intencdo é que

ao menos seja mostrado como curiosidade, como assunto extra, independente da série e do nivel de
aprofundamento.
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cessario, mas um dos valores utilizados é um nimero decimal. Usando uma conversao de
metros em centimetros ou através do raciocinio logico podemos concluir facilmente que
a maior lajota utilizada deve ter lado medindo 0,8 metros, perfazendo um total de 20
lajotas. Mas este problema poderia ser resolvido de maneira sistematica, utilizando um
novo conceito de mdc. E é para resolver estes tipos de problemas que mostraremos como
calcular o mdc de niimeros racionais e como este conceito pode ampliar o conjunto de pro-
blemas resolvidos através das equagoes diofantinas. Desse modo, também cumpriremos
a proposta de conceder o devido valor ao conjunto dos ntimeros racionais, que aparecem

frequentemente no nosso dia a dia.

A motivagao para relacionar niimeros racionais com equacoes diofantinas surgiram
devido ao fato de que o conjunto dos niimeros inteiros nao consegue cobrir as necessida-
des dos problemas que surgem diariamente, principalmente quando lidamos com dinheiro,
pois o uso de duas casas decimais em compra, venda e transagoes financeiras é frequente
e necessario. Entao, a resolugdo destas equagdes com coeficientes racionais solucionam
muitos problemas, mas para isso tinhamos sempre que achar uma equacgao equivalente a
original, mas com coeficientes inteiros. Mas se é possivel, por que nao resolver a equagao
no seu formato original? Esta pergunta pode ser considerada uma das nossas justificati-

vas, mas também um dos nossos objetivos da apresentagao desta proposta.

Mostrar um conjunto maior de possibilidades de equagoes diofantinas é um ob-
jetivo que a principio parece incoerente, pois toda a teoria dos nimeros é baseada no
aprimoramento do conhecimento sobre os niimeros inteiros, mas que tomando as defini-
¢oOes certas para lhe dar sustentacao e credibilidade acabam convencendo até mesmo os
mais céticos. Abordar estas equacoes possibilitando o mesmo método de resolucao quando
os seus coeficientes pertencem aos racionais Q é um avanco consideravel, pois sabemos a

utilidade que o conjunto Q tem no cotidiano das pessoas.

Como explicamos antes, ndo queremos restringir o alvo de aplicagdo destes conhe-
cimentos matematicos. Mas, como uma simples sugestao, podemos dizer que achamos
interessante ensinar as equacoes diofantinas nas turmas de 9° ano do ensino fundamental,

e ensinar este tipo de equagoes explorando os coeficientes racionais nas turmas de 1° ano
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do ensino médio, pois neste caso a complexidade é um pouco maior.
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1 Um pouco de histéria da matematica grega

Ao longo dos séculos, a matematica vem se desenvolvendo em um ritmo cada vez
mais acelerado. Neste contexto evolutivo do conhecimento matemaéatico adquirido, desen-
volvido e aprimorado, alguns matematicos se sobressairam em relagdo aos demais devido
ao pioneirismo de seus trabalhos e importancia dos mesmos para a evolugao da sociedade
em geral. Em todo o mundo, varias civilizagoes se empenharam em busca do dominio de
conhecimentos matematicos que pudessem facilitar as relagoes entre pessoas e a vida de
toda a comunidade. Uma das principais civiliza¢oes que contribuiram para a evolucao do
conhecimento matematico foram os gregos, segundo (77?), pois estes conseguiram escrever
textos completos sobre os conhecimentos da época, organizaram o pensamento de ma-
neira a sistematizar e solucionar problemas semelhantes, e embora se tenha conhecimento
hoje de que muitas das teorias desenvolvidas pelos gregos ja eram conhecidas por outras
civilizagoes, com egipcios e babilonios, os gregos foram os primeiros a escrever de ma-
neira completa sobre determinado assunto, utilizando o raciocinio dedutivo e afirmagoes
pré-determinadas para demonstrar novos teoremas e novos métodos de resolucao de pro-
blemas. Com base nisso, podemos citar alguns matematicos gregos de grande importancia

e que tem relagao direta com o assunto que sera desenvolvido neste trabalho.

O primeiro matematico do qual o seu trabalho é nosso interesse de estudo é Pitdgo-
ras de Samos, que teria vivido por volta de 570 a 497 a.C. e que teria fundado a escola
pitagorica em Crotona, onde seus discipulos contribuiam com descobertas e as creditavam
ao seu mestre. Além do famoso teorema que leva o seu nome, atribuem aos pitagoricos o
inicio do desenvolvimento da aritmética ou teoria dos ntimeros, com descobertas interes-
santes sobre os niimeros, como a descoberta dos nimeros amigaveis, nimeros perfeitos e
numeros deficientes e abundantes. Portanto, pode-se afirmar que a noc¢ao de divisores era
bem difundida entre os pitagoéricos. Outro ponto importante do trabalho dos pitagéricos é
o conhecimento das razoes e proporgoes e o uso dos niimeros racionais, expresso da forma

P . . . ~ , . .
—, onde p e ¢ eram inteiros e ¢ # 0. Uma das aplicacdes dos niimeros racionais usadas
q
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pelos pitagoéricos foi no estudo de escalas musicais, considerado o primeiro trabalho de
fisica-matematica que se tem registro, onde as fracdes eram usadas para representar a

razao entre dois segmentos de uma mesma corda do instrumento musical.

Outro matemético grego de destaque, senao o maior deles, é Euclides de Alexandria.
Acredita-se que Euclides tenha sido professor na escola de matematica de Alexandria e
que viveu por volta de 330-270 a.C., tendo publicado sua grande obra por volta de 300
a.C. Os FElementos é considerado a maior e mais importante obra de matematica de todos
os tempos, tendo atingido mais de mil edi¢goes impressas desde sua apari¢ao em 1482. Este
livro contém, em sua maior parte, trabalhos sobre geometria, com proposi¢oes e teoremas
apresentados de maneira organizada e com demonstracoes que sao utilizadas ainda hoje
em aulas de geometria. Mas, alguns livros de Os FElementos tratam da aritmética ou
teoria dos numeros, trazendo um avancgo considerdavel para esta area. Alguns exemplos
que podemos citar de grande importancia nestas areas sao: o algoritmo de Euclides, que
¢ usado para encontrar o maximo divisor comum entre dois ou mais niimeros e que serve
para verificar se dois inteiros sdo primos entre si; o teorema fundamental da aritmética
que afirma que todo natural maior que 1 é primo ou pode ser escrito de forma tinica como
o produto de dois ou mais primos; demonstragao por redugdo ao absurdo (a primeira
demonstragao deste tipo que se tem noticia); da existéncia de uma quantidade infinita de
nimeros primos; a notavel férmula para encontrar um nimero perfeito, que foi aprimorada
posteriormente pelo grande matematico suico Leonhard Euler; demonstragoes sobre os

numeros irracionais e aprofundamento das medidas incomensuraveis.

Por ultimo, mas nao menos importante, devemos citar o matematico grego Diofanto.
Pouco se sabe da vida e obra de Diofanto. Alguns historiadores acreditam que Diofanto
nasceu por volta do ano 250 a.C, outros acreditam que Diofanto é contemporaneo de
Pappus de Alexandria que viveu no final do século III da nossa era. O que se sabe ao
certo é que ele foi um matematico de trabalhos extremamente originais para sua época.
Consta que na lapide de seu timulo tinha a seguinte inscricao:

“Caminhante! Aqui jazem os restos de Diofanto. Os nimeros podem mostrar, oh mara-
vilha, a duracao da sua vida, cuja sexta parte constou da encantadora infancia. Tinha
passado mais uma duodécima parte da sua vida quando lhe apareceu a barba. A partir

dat, a sétima parte da sua existéncia passou-a num matriméonio sem filhos. Passou um
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quinquénio mais quando o fez feliz o nascimento do seu primogénito. Este entregou o seu
corpo e a sua encantadora existéncia a terra, tendo vivido metade do que seu pai viveu.
Quanto a Diofanto desceu a sepultura com profunda mdagoa, tendo sobrevivido apenas
mais quatro anos apos a morte de seu filho. Diz-me, caminhante, quantos anos viveu
Diofanto até que a morte lhe chegou.” Segundo esse enigma, considerando os anos vividos
por Diofanto como d, temos:

d d d

d
44 S 44=d.
st te it td=d

Resolvendo a equacgao acima, conclui-se que Diofanto viveu 84 anos. Este fascinante
problema serve de inspiracao para se pensar no uso e na importancia das equagoes do

primeiro grau com coeficientes fracionérios.

A principal obra de Diofanto, chamada Arithmetica, consta ter sido escrita em 13
livros, dos quais apenas os seis primeiros chegaram até nés. Alguns consideram Diofanto
o pai da Algebra, uma vez que ele introduziu em seu trabalho a ideia de equacdo al-
gébrica expressa por simbolos. Na solucao de equacgoes, Diofanto manipulava um tnico
simbolo para representar as incognitas e chegava as respostas, comumente, pelo método
da tentativa, que consiste em assumir para alguma das incégnitas um valor preliminar que
satisfaca algumas condicoes. Estes valores preliminares conduziam a expressoes erradas,
mas que geralmente sugeriam alguma estratégia pelo qual valores podiam ser obtidos de
forma a atender todas as condi¢oes do problema. Diofanto aceitava valores racionais como
solucao das equacoes. Na colecao de 130 problemas que compdem sua obra, fica claro
que o tratamento dado por Diofanto nao ¢é o da axiomatizagao e, raramente, ele apresenta
generalizagdes. Nao ha uma distingao clara no tratado de Diofanto entre equagoes de-
terminadas e indeterminadas e, quando ele se ocupava desse segundo grupo, geralmente
contentava-se em encontrar uma solucao, e nao todo o conjunto de solugoes. A &dlgebra
trabalhada por Diofanto é chamada de algebra sincopada, que é um meio termo entre a
algebra retérica (que era trabalhada pelos gregos da sua época e seus antecessores) e a
algebra simbodlica ou algebra moderna, ou seja, muito da importancia da obra de Diofanto

se deve ao pioneirismo na maneira de escrita.
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2 Divisibilidade e Maximo Divisor Comum

(MDC)

2.1 Definicbes e resultados

A fim de prosseguir com os estudos e abordar um método para que seja possivel
resolver as equacoes diofantinas, que serda abordado mais a frente, é necessario fazer uso
de alguns conceitos bésicos sobre divisibilidade, algoritmo de Euclides e méaximo divisor
comum, conceitos estes que, com certeza, ja sdo trabalhados nas séries finais do ensino
fundamental, talvez ndo com o rigor, aprofundamento e abrangéncia que possibilite o
desenvolvimento direto deste trabalho em uma turma de 1° do ensino médio, mas que,
com uma revisao e uma nova abordagem dos conceitos envolvidos, podera facilitar o

entendimento da proposta em questao sem maiores dificuldades.

Por isso, serd feita uma abordagem simples e da maneira mais direta possivel, so-
mente das defini¢des que realmente servirao de fundamento para a abordagem da proposta

em questao, para mais detalhes veja (77).

Definicao 2.1.1. Dados a,b € Z, com b # 0, dizemos que b divide a, ou que b é um
divisor de a, ou ainda que a é maltiplo de b, e escrevemos bla, se existir ¢ € Z tal que

a = bq. Caso b nao divida a, escrevemos b 1 a.

Fica explicito pela defini¢do acima que 1|a, b|b e b|0 . Algumas propriedades da

relacao de divisibilidade estao definidas na proposigdo a seguir.

Proposicao 2.1.1. Sejam a, b, c € Z* e x,y inteiros quaisquer. Tem- se que:
(a) Se bla e alb , entdo a = +b.
(b) Se c|b e bla , entdo cla.

(c) Se c|a e c|b, entdo c|(ax + by).
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(d) Se bla , entao |b] < |al.
(e) Se c|b, entao c|ab.

(f) Se bla , entao belac.

Demonstracao:
(a) Se @’ e V' sdo inteiros tais que a = ba’ e b = al/, entdo a = ba’ = (ab')a’ = a(a't’) e dai,
a'tl = 1. Logo, ' = 1, donde segue que a = =£b.
(b) Sea=0ba"eb=cb ,comd,l €Z,entdo a=ba = (ct/)a' = c(a'b'), com a'b € Z .
Logo c|a.
(c) Sejam a = ca’ e b= cb' , com d',b' € Z. Entao ax + by = ca'z + cb'y = c(d'z + b'y),
com da'z + b'y € Z. Logo c|(ax + by) .
(d) Como a # 0 e bla, temos que a = ba’, com a’ € Z e a’ # 0. Assim |d'| > 1 o que
implica que |a| = |ba’| = |b||a’| > |b] .
(e) Seb=cl, com V' € Z, entao ab = a(cb’) = c(ab’), com ab’ € Z. Logo c|ab.

(f) Se a = ba’, com o’ € Z, entao ac = (ba')c = (bc)d’ e, dai, belac.

O

Teorema 2.1.1 (Divisao Euclidiana). Para quaisquer a,b € Z, com b # 0, existem tinicos

q,r € Z , tais que a = bg + r, onde 0 < r < |b].

Demonstracao:

Prova da existéncia: Suponha primeiro b > 0, e seja ¢ o maior inteiro tal que bg < a.
Entao bg < a < b(qg+1), de modo que 0 < a — bg < b e basta definir r = a — bq. Se b < 0,
entdo —b > 0, donde existem ¢,r € Z, tais que a = (—=b)g+ r, com 0 < r < —b. Entao
a=0b(—q)+r,com0<r<—b=]1b.

Prova da unicidade: Suponhamos que existam inteiros qi, g2, 71, 2, que satisfacam a igual-
dade a = bg; + r1 = bga + re, com 0 < ry,ry < |b]. Entdo temos que |b| > |r; — | e
b(gz — q1) = r1 — 2. Se @2 # qi, entdo g2 — q1| > 1, de modo que [b] < [bl|gz — 1] =

|11 — 19| < |b], 0 que é uma contradigao. Portanto, g; = ¢y e, dai, r; = ro.
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Definig¢ao 2.1.2. O Maximo Divisor Comum de dois inteiros a e b (com a ou b diferente
de zero), denotado por mdc(a,b) ou simplesmente por (a,b), é o maior inteiro que divide

a e b, ou seja, ¢ o maior inteiro que pertence ao conjunto dos divisores de a e b.

As propriedades mais basicas do mdc sao as seguintes:
(i) mde(a,b) =d >0

(i) Se mdc(a,b) = d entdo tem-se que d|a e d|b
(iii) Se c|a e c|b entao c|mdc(a, b)

(iv) mdc(a,b) = mdc(b, a)

(v) mde(a,1) =1

(

vi) Se a e b sdo primos tais que a # b, temos que mdc(a,b) = 1

Lema 2.1.1. Sejam a e b dois inteiros positivos e a = bg+ 17, com 0 < r < be q € Z.

Entao mdc(a, b) = mdc(b, ).

Demonstracao:
Com efeito, se a = bg + r, entdo r = a — bq, com q € Z . Seja k € Z um divisor comum
de a e de b, entdo k|a e k|b. Assim, k|la — bg = r, ou seja, k é um divisor comum de b e de
r. Reciprocamente, como a = bg + r, vem imediatamente que todo divisor comum k de b
e de r é divisor comum de b e de a. Assim, o conjunto dos divisores comuns de a e de b é

igual ao conjunto dos divisores comuns de b e de r. Logo, mdc(a,b) = mdc(b,r).

0

Assim, pelo lema anterior, dados a, b inteiros positivos com a > b, o problema de
encontrar o mdc(a, b), reduz-se a encontrar o mdc(b,r), onde r é tal que a = bq + r, com
0 < r < b. Demonstrado esse resultado, podemos mostrar o algoritmo de Euclides. Este
algoritmo apresenta duas fun¢des muito importantes: primeiro, o algoritmo de Euclides
fornece o mdc(a,b) de maneira rapida e sistematica; segundo, através deste algoritmo é
possivel escrever o mdc(a,b) como combinagao linear de a e b, fato este que serd indis-
pensavel para a resolucao das equagoes diofantinas lineares com duas variaveis, que serao

abordadas mais adiante.



Capitulo 2. Divisibilidade e Mdzimo Divisor Comum (MDC) 29

Vamos ao método chamado de algoritmo de Euclides. Sejam a e b inteiros positivos,

com a > b. Naturalmente, repetindo o algoritmo da divisao euclidiana,temos:

a = bg+ry, com0<nr; <b
b = rigeg+ry, com0<ry<nr
rn = T9q3+ 13, com 0 <13 <71y
n—2 = Tp—-1Qn + T'n, COIN 0 S Tn < Th—1
Tn-1 = TnQn+1+ Tnt1, com 1,1 = 0.

Como o resto diminui a cada passo, o processo nao pode continuar indefinidamente, e
alguma das divisoes deve ser exata. Suponhamos entao que r,.1 seja o primeiro resto

nulo. Utilizando o resultado do lema anterior, temos que:

mdc(a,b) = mde(b,r1) = mdce(ry, r3) = ...... = mdc(rp_1,7n)

Finalmente, como r,, | r,,_1 é facil ver que mde(r,_1,r,) = ry, logo, mde(a,b) = ry,.

Deste modo, fica demonstrado por este processo que o maximo divisor comum de a
e b é o ultimo resto diferente de zero das divisdes sucessivas a partir da divisao euclidiana

de a por b.

Podemos usar o algoritmo de Euclides de maneira mais simplificada e eficiente atra-
vés do dispositivo pratico abaixo, que torna os calculos mais mecanicos e mais praticos de
serem realizados. Este dispositivo pratico que sintetiza o algoritmo de Fuclides, além de
calcular o mdc(a, b), serve para escrever o mesmo como combinagao linear dos coeficientes
a e b de uma equacgao diofantina linear com duas variaveis, fato este que sera abordado

mais adiante.

q1 | 42 | 43 | --- | n—1 dn Gn+1

a | b |r || .| a2 | Th | Th =mde(a,b)

T1 T2 T3 T4 e Tn
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3 Ndmeros Racionais

3.1 Ensino dos Nimeros Racionais

O conjunto dos niimeros racionais Q é um dos conjuntos numéricos mais trabalhados
nas séries finais do ensino fundamental. Junto com o conjunto dos nimeros inteiros Z é
o conjunto de niimeros que serve de base e é de uso indispensavel na maioria dos con-
teddos e problemas abordados durante o ensino fundamental. Embora no ensino médio
seja dado énfase ao conjunto dos niimeros reais R, a maioria dos problemas resolvidos em
sala de aula, em provas, em concursos e no Enem! usam os conhecimentos sobre nimeros
decimais finitos ou infinitos e periddicos, que podem ser escritos na forma de fragao g,

com p,q € Z e q # 0, ou seja, o conjunto dos niimeros racionais.

E nao é s6 no contexto escolar que o conhecimento sobre os niimeros racionais é
importante. No cotidiano de qualquer pessoa aparecem situagoes envolvendo uma fragao
ou um decimal finito. Basta perceber que todas as pessoas precisam utilizar dinheiro
para viver em qualquer sociedade atualmente, e para isto deve-se ter a nogao de décimos
e centésimos. Além disso, fazer um bolo ou comer uma pizza com os amigos necessita de
um conhecimento basico sobre fragdes. Um argumento infalivel para destacar a impor-
tancia do conhecimento sobre os niimeros racionais é que a matematica existe também
para medir as grandezas existentes no mundo, argumento este embasado no trabalho de
Pitagoras e dos pitagéricos, onde as medidas comensuraveis podiam ser representadas
através de uma razao, e estas podiam traduzir o mundo e fazer valer a famosa frase de

Pitagoras "tudo é niimero".

Ao se fazer uma andlise de alguns livros didaticos do ensino fundamental, chega-se

I Exame Nacional do Ensino Médio. O Enem ¢é a principal porta de acesso as universidades para os

alunos do ensino médio que apresentam baixa renda e por isso necessitam de bolsas de estudos para
prosseguir na vida académica.
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a conclusao de que o conjunto dos nimeros racionais é abordado de maneira bem ampla
em trés séries: 6°,7° e 8° anos, com énfase no 6° ano na abordagem da forma fracionaria
dos racionais. E dificil encontrar uma cole¢do que aborde de maneira completa todas
as possibilidades que o conhecimento real dos niimeros racionais pode oferecer ao estu-
dante, mas se o professor utilizar duas ou trés colegoes e mesclar abordagens de uma e de
outra, terd um material vasto para fazer o aprofundamento necessario para um bom desen-

volvimento da vida académica do estudante e para a sua evolugao e insercao na sociedade.

Cabe apenas uma ressalva sobre a abordagem dos racionais no ensino fundamen-
tal, em dois pontos interessantes. Primeiro, o professor deve prestar atencao no uso das
multiplicagoes e divisoes de fra¢oes (ou decimais) como sendo operagoes que, também,
representam quantidades e que as vezes sao esquecidas por causa de formulagoes que "fa-
cilitam"a memorizagao e a resolucao de problemas por parte dos alunos. Exemplo desta
memorizacao pode ser dado pela regra da divisao de fra¢oes "na divisao de fracao, copia-se
a primeira fracdo e multiplica-se pelo inverso da segunda fragao', que é trabalhada por
muitos professores somente como um método, uma receita, desvinculando assim o sentido
de "repartir'que uma divisao tem. Desse modo, as multiplicacoes e divisoes de fracoes se
tornam abstracoes desprendidas de sentido, sem utilizagdo em situagoes reais encontra-
dos no cotidiano, como por exemplo, calcular a quantidade de cada ingrediente que sera
necessario para fazer um bolo que rende 6 porcoes, sabendo que a quantidade de cada

ingrediente da receita original rende 15 porcoes.

Quando se fala em dar sentido ao conteiido, nao quer dizer que o mesmo deve
ser trabalhado sempre de maneira aplicada, com jogos, material concreto, metodologias
inovadoras ou situacoes-problema, até porque sabemos que algumas atividades praticas
nao apresentam os resultados esperados. Também nao queremos criticar os métodos
atuais usados pelos professores. Primeiro porque a culpa das falhas no sistema educacional
vigente nao sao determinadas inica e exclusivamente pelos docentes, mas sim pelo sistema
como um todo. Segundo, porque este nao é o interesse deste trabalho. Como afirma o

PCN (?7), pg 105,

nao é sempre que podemos usar a representagdo geométrica para mos-
trar uma divisdo de fracdo e chegar no resultado desejado, e nestes casos
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a ideia de que "dividir significa multiplicar pelo inverso'se torna indis-
pensavel para resolvermos o problema.

Um exemplo simples do fato de dar sentido as operacoes com fragoes, e que con-
sideramos uma abordagem obrigatéria ao se ensinar multiplicagdo de fracoes, é mostrar
ao aluno a representa¢ao geométrica da multiplicagdo (e também da divisao) de fragoes,
de forma semelhante & explorada em (??), para que o aluno tenha nogao de que quando
se faz o calculo de 3 X estd sendo procurado uma quantidade, uma porcao concreta
de alguma coisa, seja esta uma pizza, uma garrafa de refrigerante ou uma area de um

terreno, que pode ser representado geometricamente do seguinte modo:

113 = _

3/4 =

Fazendo a intersecgdo da fragdo 3/4 com a fragao 1/3 temos o resultado da multiplicagéo
das duas fragées que é 3/12 e esta representado na figura abaixo pela parte de cor vermelha.

1/3 x 3/4 =3/12

Figura 1 — Multiplicacao de Fragoes

Este simples exemplo que é de facil compreensao para todos, mostra a verdadeira
situagao envolvida em uma multiplicacdo de fragdes que é basicamente construir uma
fracao de um objeto inteiro, depois construir a outra fracgdo do mesmo objeto inteiro e
por ultimo considerar somente a parte que é interseccao das duas figuras como sendo
o numerador e o total de pedacgos repartidos como sendo o denominador da fracao que
serd a resposta da multiplicacao entre as duas fragoes. A representacao geométrica acima
foi feita passo a passo, mas uma maneira de exposicdo aos alunos que achamos mais

interessante é a de desenhar o objeto inteiro e desenhar as duas fragoes desejadas (que
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estao se multiplicando) no mesmo objeto, pois desta maneira fica melhor representado a
nocao de "tirar um pedago'de algo que ja é um "pedaco', ou seja, tomar uma fracao de

uma fracao de um objeto.

Do mesmo modo que a multiplicagao de fracao, a divisao de fragoes também pode
ser representada geometricamente, usando o sentido de repartir que a divisdo tem para
facilitar o entendimento por parte dos alunos. Vamos mostrar um exemplo de divisao de
fragoes representando-a geometricamente e passo a passo. Lembramos que cada professor
pode usar as variagoes que desejar e que julgar necessaria, com o intuito de aprimorar
as explicacoes e com isso o aprendizado dos alunos, como por exemplo mostrando apds o
desenho de uma divisao de fragdo como ficaria a figura apds aplicar a regra da divisao,
ou seja, transformando-a em uma multiplicacao "pelo inverso da segunda fracao", repre-
sentando este fato geometricamente também. Queremos efetuar o calculo da expressao
2 1

3 = 1 de modo geométrico, ou seja, queremos repartir um produto que ocupa 3 de um

1
determinado recipiente em "potes'que tém 1 da capacidade deste recipiente. Entao, para

descobrir a quantidade de potes que iremos usar, procedemos da seguinte maneira:

2/3 = 1/4 =

2/3+1/4=2/3 x4/1=8/3

Portanto repartir 2/3 do conteudo de um recipiente em recipientes de 1/4 de capacidade,
significa encher dois recipientes e mais 2/3 desta capacidade de 1/4. Ou seja, podemos
encher 2 recipientes inteiros e mais 2/3 que da um total de 8/3.

Figura 2 — Divisao de Fracoes

O outro ponto que deve ser abordado com muita atencao é a relagao fracao-decimal-

porcentagem, que exige por parte do aluno um dominio sobre as equivaléncias entre fragoes

e também multiplicagdo, divisdo e simplificacdo de fracoes. Alertar os alunos e fazé-los
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compreender o fato de que

6 2 4 40
0 10 100 0%

¢ de fundamental importancia para o desenvolvimento de varios calculos em varias situa-
¢oes e varios contetidos de matematica, como por exemplo na resolucao de regras de trés,
calculo de juros, equacoes, fungdes, geometria e trigonometria. O exemplo acima serve
para mostrar que problemas que envolvem ntimeros decimais ou porcentagem podem ser
transformados em problemas com niumeros fraciondrios e que podem ser resolvidos de
maneira simples, sem que seja necessario o uso de calculadoras, estimulando assim os
alunos a pensar sobre o uso de artificios matematicos que facilitam os calculos. Deste

modo se um aluno se depara com o anincio de uma loja dizendo que um ténis de R$
15 3

5 100 20 ©
que 2—0.180 = 27, entdo de maneira simples ela concluird que ird pagar R$153,00 por este

180,00 estéd com 15% de desconto a vista , basta ele se lembrar que 15% =

par de ténis.

A partir do momento em que os alunos apresentarem um dominio significativo das
operagoes e resolugoes de problemas no campo das fragoes, o ensino da matemaética ira
atingir outro patamar, podendo ser desenvolvida uma gama maior de conteidos e de
aplicagoes, facilitando de certo modo o trabalho do professor de matematica do ensino
médio e deixando-o a vontade para mostrar aos alunos que quanto mais se aprende e se

desenvolve na matematica, mais prazerosa e apaixonante ela fica.
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4 Conceito de MDC generalizado

4.1  Definicoes e resultados

A seguir serao expostas algumas defini¢oes que nos permitem generalizar o conceito
de méaximo divisor comum (e também minimo multiplo comum se for do interesse do
leitor) para o conjunto dos niimeros racionais e para os nimeros reais comensuraveis. A
principio estes conceitos causam desconfianga e sao tomados como sendo sem sentido,
principalmente para aqueles que estudam e ensinam matemaética, mas depois de algumas
verificagoes da funcionalidade destes conceitos em situagoes reais, percebe-se que o as-
sunto é simples e pode ser abordado até mesmo no ensino fundamental como curiosidade
ou como método de resolucao de varios tipos de problemas. Vale ressaltar que para a
elaboragdo de tais conceitos, foi tomado como texto base e como referéncia (?7), artigo
publicado em 2006 e que apresenta além dos teoremas que citaremos, outras formulacoes
interessantes que ficam a disposicdo para os leitores mais curiosos e que desejam uma

compreensao maior sobre este tema.

Definicao 4.1.1. Dizemos que dois segmentos da reta sao comensuraveis quando am-
bos podem ser obtidos através de um niimero inteiro de emendas nao sobrepostas de um

mesmo segmento de reta.

Definicao 4.1.2. Dois niimeros reais r e s sdo comensuraveis se existem inteiros nao

nulos m,n tais que mr = ns.

Exemplos:
1. Dois racionais sao sempre comensuraveis.
2. Dois irracionais podem ser comensuraveis: por exemplo,v/2 e 2v/2.

3. Dois reais quaisquer nem sempre sao comensuraveis: basta tomar um racional e um
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irracional, mas também a maioria de pares de irracionais, como, por exemplo,v/2 e v/3.

Definicao 4.1.3. Dizemos que um nimero real » é um multiplo inteiro de um ntmero

real s, ou que s é um divisor inteiro de r, se existe um inteiro a tal que r = as.

Devemos observar que a defini¢cdo acima esclarece o significado de maltiplo inteiro
e divisor inteiro de niimeros reais, que ao longo do texto podem confundir o leitor, pois
nos referimos ao multiplo inteiro comum como sendo um ndmero real que é multiplo um
numero inteiro de vezes de outro niimero real e ao divisor inteiro comum, ao niimero real

que divide outro nimero real uma quantidade inteira de vezes.

Proposigao 4.1.1. Sejam r e s dois niimeros reais nao nulos. As seguintes afirmagoes

sao equivalentes:

a) r e s sS40 comensuraveis;
. T /7 / .
b) o quociente — é um nimero racional;
5
¢) existe um real ¢ que é multiplo inteiro comum de 7 e de s;

d) existe um real u que é divisor inteiro comum de 7 e de s.

Demonstracao:
(a) = (b) Se r e s sdo comensuraveis entdo existem m,n € Z* tais que mr = ns.
roon
Consequentemente, — = — € Q.
s m n
= —. Entao, multiplicando a igualdade

m
acima por sm obtemos que t = mr = ns é um multiplo inteiro comum de r e de s, com

r . r

(b) = (¢) Suponhamos que — € Q, digamos, —
s s

teR.

(¢) = (d) Seja t € R um multiplo inteiro comum de 7 e de s, digamos, t = mr = ns, com

, ros .
m,n € Z*. Entao, o nimero u = — = — ¢ um divisor inteiro comum de r e de s.
nom
(d) = (a) Seja u um divisor comum de r e de s, digamos r = un e s = um, com m,n € Z*.

Entao, temos que mr = ns concluindo a demonstracao.

O

Definicao 4.1.4. Sejam r e s dois nlimeros reais comensuraveis nao nulos. Dizemos que u

é 0 maximo divisor comum generalizado (mdcg) entre r e s, e escrevemos u = mdceg(r, s),
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se
a) u é um divisor inteiro comum de r e s.

b) se u' é divisor inteiro comum de r e de s entdao v’ < w.

De posse das defini¢bes acima, podemos enunciar o teorema que nos fornece uma

formula para o mdcg entre dois reais comensuraveis quaisquer.

Teorema 4.1.1. Sejam r e s dois reais comensuraveis nao nulos. Entao

Y

mdeg(r, s) = L
u o

u -, . , . r
onde — é a forma irredutivel do racional —.
v S

Demonstracao:
Consideraremos aqui apenas o caso r e s positivos. Observamos inicialmente que se

a, b, c,d sdo inteiros tais que ar = bs e ¢r = ds entao

, .y , r . .
e este nimero nada mais é do que o nimero —. Assim, os menores naturais a,b que
s
satisfazem ar = bs sao claramente obtidos quando tomamos o numerador e o denominador
.. , . r ; . u -,
da fragao irredutivel que representa o racional —. Dai, pela definicao de mdcg, se — ¢é tal
s v

fragao irredutivel, entao

Y

mdeg(r,s) = A
u v

o que completa a prova do teorema.
O

No caso de r e s serem nimeros racionais, a féormula dada no teorema acima pode

ser reescrita em termos das representacoes destes racionais em fragoes irredutiveis:

. . . . . . . . a C
Teorema 4.1.2. Sejam r, s racionais nao nulos e sejam a, b, ¢, d inteiros tais que 7 e p

sdo as representacoes para r e s, respectivamente, na forma de fracao irredutivel. Entao
mdc(a, c)

deg(T, S) = m
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Demonstracao:
Novamente aqui provamos apenas para 0 caso 7 e § positivos.

Como mdc(a, b) = 1 = mdc(c, d), temos

ad add

T be W

» |3

Qoo

onde

CL/:L b,—L C/:; d/_ d

mdc(a,c)” = mdc(b,d)’ mdc(a,c)” = mdc(b,d)’

!/

E claro, que a fracio o ¢ irredutivel, e portanto, pelo Teorema 4.1.1 , temos
c

a mdc(a,c) mde(b,d)

r
mdeg(r, s) = T T g

—— C)'mdc(b, d) _ md%g;z,c)

bd
mde(b, d)

mas como

bd
mde(b, d)

entao substituindo esta expressao temos que

= mmc(b, d)

mde(a, c)

mdcg(r, s) = mme(b. d)

0 que completa a prova.

O

Corolario 4.1.1. Se r e s sao dois numeros racionais que podem ser representados por

uma fragdo decimal, digamos r = P oes=" eset >ket>1 entao
10% 10/
dc(10%r, 10
mdcg(r, s) = mde(10r, S).

10t

Demonstracao: Imediata.
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Este conceito de mdc generalizado sera utilizado mais adiante para possibilitar a re-
solucao de equagoes do tipo diofantinas com coeficientes racionais e deste modo estender o
emprego dos métodos de resolugao destas equagoes para problemas que até o momento sao
solucionados através de outros artificios matematicos. Mas, vale lembrar que a Defini¢ao
4.1.4 s6 tem sentido quando adotada como referéncia tnica e exclusivamente a Defini¢ao
4.1.3. Se pensarmos na divisibilidade em um anel (conjunto munido de duas operacoes
que satisfazem algumas propriedades pré-determinadas), conforme proposto por (??), em
que dado um anel A, com a,b € A, entao podemos dizer que a é multiplo de b ou que b
é divisor de a se a = bt para qualquer t € A, teriamos neste caso o diferencial de que um
multiplo a nao significa um nimero inteiro de vezes o ntimero b, como abordamos até o

momento.

Portanto, o conceito de multiplos e divisores nao faz sentido quando estamos traba-
lhando em um corpo algébrico (anel com a propriedade adicional de que todo elemento
nao nulo possui um inverso multiplicativo), pois conforme a defini¢do de multiplo em um
anel, se a,b,c ndo nulos pertencem a um corpo, podemos dizer que qualquer um destes
numeros ¢ multiplo comum e também divisor comum dos outros dois nimeros, devido a
propriedade do corpo de cada elemento possuir um elemento inverso multiplicativo. Para

ilustrar isto, podemos escrever
a=>bb"ta) =c(cta) , b=alab) = c(c7'b) e c=ala'c) = b(b~ ).

E ainda sobre as operagoes realizadas em um corpo, como citado em (?7?), pag.
70, a relacdo de soma entre fragoes continua valida, mesmo que os denominadores sejam
reais incomensuraveis, mas ¢ incorreto dizer que o novo denominador, que geralmente,
¢ o produto entre os denominadores das fragdes a serem somadas, ¢ o minimo multiplo

comum dos denominadores. Entao, a igualdade

2 5 22453

- _l’_ -

V3 V2 V6
tem fundamentacdo mateméatica, mas nao demostraremos aqui devido a demonstracao
estar contida na referéncia (??), s6 que dizer que /6 é o mmc dos denominadores /3 e

V2 é incorreto, até mesmo com o uso do conceito de mdcg, pois os denominadores sao

incomensuraveis. Se os denominadores forem comensuraveis, consideramos que a nomen-
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clatura de mmec continua invalida para nao causar equivocos no ensino destas fatoracoes

em um corpo, principalmente quando utilizado o conjunto dos niimeros reais.

Com esta ressalva queremos mostrar que o conceito de maximo divisor comum ge-
neralizado (e minimo miltiplo comum) obedece defini¢oes claras que devem ser seguidas
e que sao fundamentadas com o rigor matematico necessario. Fica claro, entdo, que a
palavra generalizado usada no mdcg é muito conveniente, pois o conceito de mdcg que
adotamos para o nosso trabalho realmente é uma generalizagdo do mdc dos nimeros in-
teiros. Por ltimo, vale lembrar que o mdcg pode ser calculado nos racionais e nos reais
comensuraveis, mas como um dos objetivos do trabalho é apresentar a importancia do
ensino completo das fragoes, entao iremos mostrar exclusivamente problemas com calculos

de mdcg com nimeros racionais.
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5 Equacoes diofantinas

Sao chamadas equagoes diofantinas todas as equagdes polinomiais (ndo importando
o numero de incégnitas) com coeficientes inteiros, sempre que for tomado como conjunto
solugao das variaveis da equacao o conjunto dos niimeros inteiros. Esta defini¢do simples
abre um leque de possibilidades, desde as equagoes mais simples com duas ou trés varia-
veis de grau 1 até equagdes com duas ou mais variaveis de grau n > 2 como por exemplo
o famoso teorema de Pitagoras que diz que "em um triangulo retangulo, o quadrado do
comprimento da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos",
Le que pode ser escrito através da equacdo a® + b? = ¢?, e também o tltimo teorema de
Fermat ou teorema de Fermat-Wiles 2 que afirma que a equacdo 2" + y™ = 2" ndo possui

solugao para x,y,z,n € Z e n > 2.

Devido a complexidade da resolucao destas equagdes com grau maior que 2, s6 é
possivel abordar amplamente na educagao basica as equagoes diofantinas com duas varia-
veis e grau 2 (teorema de Pitdgoras e solugoes sendo as ternas pitagoricas) e as equagoes
diofantinas lineares em duas variaveis. As equacoes diofantinas lineares com 3 ou mais
variaveis podem ser abordadas em algumas turmas do ensino médio, até mesmo com o
método de tentativas para encontrar as solugoes em vez de usar o rigor matematico das
formulagoes e solugoes gerais que se tornam extensas demais e sem utilidade pratica.
Para aqueles que tiverem interesse nestas equacoes indicamos a leitura de (??) e (?7),
que abordam o assunto de maneira simplificada e com a exposicao de problemas aplicados

que podem ser trabalhados em sala de aula.

Visto a importancia, facilidade de resolucao e quantidade de problemas que se en-

L Vale lembrar que as triplas de nimeros inteiros que satisfazem o teorema de Pitdgoras sdo chamados

de ternas pitagéricas, mas que o teorema admite solu¢do no conjunto dos ntimeros reais.

O tltimo teorema de Fermat foi proposto em 1637 pelo matemaético francés Pierre de Fermat (1601-
1665) que afirmou ter encontrado uma demonstragdo maravilhosa do teorema, mas que as margens
do livro que o inspirou (Aritmethica, de Diofanto) nio eram suficientes para conté-la, mas que sé foi
demonstrado completamente em 1995 pelo matematico britdnico Andrew Wiles.
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quadram neste formato, tomaremos como foco do nosso estudo a compreensao e resolugao

das equagoes diofantinas lineares com duas variaveis.

5.1 Equacoes diofantinas lineares em duas variaveis

Uma equagao diofantina linear em duas variaveis é uma expressao da forma ax+by =
¢, na qual a, b, ¢ sdo inteiros, com a e b nao simultaneamente nulos e cujas solugoes estao
restritas ao conjunto dos niimeros inteiros. Uma solucao dessa equacao é entdo um par

de inteiros (zg,yo) tal que axg + byo = c.

Vale ressaltar que, apesar deste tipo de equagoes que visa solugoes inteiras recebe-
rem o nome de diofantinas devido a Diofanto de Alexandria, o primeiro matematico a
encontrar uma solugao geral de uma equacao diofantina linear foi o hindu Brahmagupta
(598 — 670), cuja resolucao foi embasada no algoritmo de Euclides. Muitas dessas equa-
¢oes podem ser resolvidas facilmente por tentativas, da mesma maneira que Diofanto as
resolvia, mas vale lembrar que ao encontrar as solugoes gerais de uma equagao diofantina

linear é possivel entender o problema e suas solugoes em sua totalidade.

Teorema 5.1.1 (Teorema de Bézout). Se d = mdc(a,b), entao existem z,y € Z, de modo

que axr + by = d.

Demonstracao:
Se d = mdc(a,b), temos que d|a e d|b. Seja ¢ € Z, onde c|a e c|b. Pela Proposicao 2.1.1,
podemos afirmar que c|(azx + by) com x,y € Z. Entao azx + by = kc, com k € Z.

Se d = mdc(a,b) e c|d temos que d = ke, logo, verificamos que azx + by = kc = d.
[

O Teorema de Bézout nao mostra como efetivamente encontrar uma solugao em x
e y para a equagao ax + by = mdc(a,b). Para encontrar os inteiros x e y deve se usar o

algoritmo de Fuclides ou algoritmo das divisoes sucessivas, isolando os restos e fazendo



Capitulo 5. FEquacoes diofantinas 43

combinagdes até encontrar o mdc(a,b) como combinagao linear dos coeficientes a e b, ou
seja, uma equacao da forma ax + by = d. Para facilitar a compreensao, veja o exemplo a

seguir:

Exemplo 5.1.1. Encontre uma solugao para a equagao 34z + 14y = mdc(34,14), com
x,y € 2.

Resolucao

Comecamos com o algoritmo de Euclides:

2 1213
34|14 |6 |2
6 | 2

Analisando a tabela temos as seguintes expressoes:

34 = 142+6
14 = 62+2
6 = 23+0

Logo o mde(34,14) = 2. Agora isolamos os restos de cada divisao, desconsiderando
a ultima expressao, ja que tem resto 0 e, portanto, nao sera substituida em nenhuma

outra expressao.

6=34—142(1) 2=14-6.2(2)
Substituindo (1) em (2) tem-se a expressao procurada:

2 =14 — 2.(34 — 14.2) = 34.(=2) + 14.(5)

Portanto uma solugdo da equagao 34z + 14y = mde(34,14) =2 éx = -2 e y = 5.
Mais adiante serd mostrado o método para encontrar todas as solugoes inteiras deste tipo

de equagao.
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Teorema 5.1.2. Sejam a,b,c € Z, com a e b nao simultaneamente nulos. A equacao
ax + by = ¢ admite solugdo inteira em x e y se, e somente se, mdc(a, b) | c. Nesse caso, se
d = mdc(a,b) e x = x9,y = yo é uma solucao inteira qualquer da equacao, entao as féormu-

b a L ;.
las z = $0—|—gt ey =1yo— at, para todo t € 7Z, fornecem todas as solucoes inteiras possiveis.

Demonstragio: Se a equagao admite solugao inteira, pela Proposigao 2.1.1, mdc(a, b)|az+
by, logo mdc(a,b) | c¢. Reciprocamente, suponhamos que mdc(a,b) | ¢ , digamos ¢ =
kmdc(a,b) com k € Z. Pelo teorema 5.1.1 existem inteiros g e yp, tais que azg + byy =
mdc(a,b). Multiplicando essa igualdade por k obtemos que x = kxg e y = kyo sdo solugoes

da equacao dada.

Para o que falta, suponha que mdc(a,b)|c e seja © = xy , y = yo uma solugao inteira
qualquer da equacao. Se z = x; e y = y; for outra solucao inteira da mesma, entao

a(xy — o) = b(yo — y1). Dividindo essa igualdade por d = mdc(a,b), temos:

a b
8(931 — 1) = g(yo —Y1). (5.1)
) b.a a b b
Assim, g|g(x1 — xg) e, como mdc <d’ d) =1, temos que g|(x1 —1xp). Logo It € Z

: o b .
tal que x1 — x9 = Et’ ou seja, r1 = rg + &t' Substituindo (z; — zg) por gt na equagao
a
(5.1), obtemos de modo analogo y; = yo — gt, com t € Z. Reciprocamente, é imediato
verificar que tais férmulas fornecem, de fato, para todo t € Z, solugoes inteiras para a

equacao.
0J

Uma observagdo importante deve ser feita no teorema acima: como d|c, temos que

c
¢ =4dq, com q € Z e q= —. Escrevendo d = ar + bs , com r,s € 7Z, e multiplicando

~ c , d ~ c c . , .
a equacgao por q = p obtém-se a equacao ¢ = arg + bsg, e a partir dai conclui-se que
c c
To =T e Yy = S e que as solugoes gerais da equacao diofantina ax + by = ¢ podem ser
escritas da seguinte forma:
rc+ bt sc—at
=g ey=—_pama qualquer t € Z.

Exemplo de resolucao de uma equagao diofantina.
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Exemplo 5.1.2. Vamos resolver a equacao bx + 12y = 81 com solucao pertencente a Z.

Resolucao

Vamos comegar usando o algoritmo de Euclides.

2122
121521
2 |1

Pelo Teorema , como o mde(5,12) = 1 entdo a equagao tem solu¢do. Usando o
algoritmo acima e fazendo as substitui¢coes necessarias, encontramos a solucao particular
procurada. Segue que

1=5-22¢ 2=12-52

o que implica

1=5.1-2(12.1 — 2.5)
1=55+12.(-2)
Multiplicando a equacgao acima por 81, seque que
81 = 5.(405) + 12.(—162)

Deste modo temos que a solugao geral da equacao 5x + 12y = 81 no conjunto dos

inteiros é:

X =405+ 12te Y = —162 — 5t , com t € Z.

Exemplo 5.1.3. Resolva a equacao 9z — 5y = 18 com solucao pertencente a Z.

Resolugao

Utilizando o algoritmo de Euclides temos que mdc(9,5) = 1, logo a equagao tem

solugao e conseguimos escrever o mdc como combinagao linear dos coeficientes da equagao.

11114
915141
411
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Pelo dispositivo pratico temos 1 =5 —4.1 e 4 =9 — 5.1 e entdo,

1 = 9.(-1)=5.(=2) .(18)
18 = 9.(—18) — 5.(—36)

Logo, a solugao da equacao é v = —18 — 5t, e y = —36 — 9¢, com t € Z.

5.2 Problemas praticos envolvendo Equacdes diofantinas em duas
variaveis

As equagoes diofantinas lineares com duas variaveis sao de fundamental importan-
cia para solucionar problemas que, geralmente, sdo apresentados no ensino fundamental
e resolvidos por tentativa ou resolvidos através de um sistema de equacoes. Entretanto
para isso precisam de algumas informagoes adicionais ou até mesmo duas equagdes com
duas variaveis, do mesmo modo que sao resolvidos os sistemas lineares através do calculo
matricial. Como o conjunto solu¢ao de uma equacao diofantina é infinito, é indispensavel
a utilizacdo de um método que encontre todas as possibilidades de solugao. Além disso,
a quantidade de problemas praticos do cotidiano ou didaticos na escola que podem ser
resolvidos através deste modelo de equacgao torna ainda mais significativo o aprendizado
deste contetiido e a sua abordagem no contexto escolar independente da série que o mesmo
seja trabalhado, mas sempre vinculando-o com outros contetidos que sao normalmente en-
sinados, como por exemplo as equagoes do 7° ano, as fungoes polinomiais do 1° grau da
8 série e do 1° ano do ensino médio ou até mesmo a geometria analitica que é abordada

normalmente nas séries finais do ensino médio.

Podemos perceber também que as equagoes diofantinas servem para mostrar a apli-
cagao dos conhecimentos sobre maximo divisor comum, que as vezes passam despercebidos
pelos alunos, pois sdo ensinados de forma mecanica e sem o envolvimento de situagoes
problemas que possam despertar o interesse dos discentes. E claro que para uma aborda-

gem ampla dos conceitos de maximo divisor comum e minimo miltiplo comum com suas
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respectivas aplicagoes, é necessario um nivel de amadurecimento por parte dos alunos (e
até mesmo por parte dos professores) muito grande, visto que estes contetidos tem seu
apice no 6° ano do ensino fundamental e nesta fase os alunos estao na faixa dos 10 aos 12

anos de idade.

Mostraremos alguns problemas praticos que podem servir de exemplo para a mo-
delagem de varias outras situacgdes através das equacoes diofantinas lineares com duas
variaveis e que apresentam um grau de dificuldade baixo, possibilitando a sua abordagem

em varios momentos do periodo escolar.

Exemplo 5.2.1. Uma loja esté fazendo uma promocao de CD-s e DVD-s. Cada CD custa
R$ 8,00 e cada DVD custa R$ 12,00. Com R$ 80,00, quais as possiveis quantidades de CD-

s e de DVD-s que posso comprar, sabendo que vou comprar no minimo 2 CD-s e 3 DVD-s?

Resolugao: Resolver o problema significa resolver a equacao 12D + 8C = 80, onde

D representa o nimero de DVD-s e C' representa o nimero de CD-s comprados.

Iniciamos a resoluc¢ao utilizando o dispositivo pratico do algoritmo de Euclides

112
121814
4
Logo,
4=12-28.1

Pelo algoritmo de Euclides, temos que o mdc(12,8) = 4, como 4 | 80 entdo o pro-

blema tem solugao. Assim
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4 = 12148.(-1) .(20)

80 = 12.(20) + 8.(—20)

E a solugao geral do problema é dado por:

D:20+it:>D:20+2t,comt€Ze

12
C:—QO—Zt:>C':—20—3t,comtEZ.

Usando as restri¢oes do problema para calcular os valores possiveis de t € Z, temos

20+2t > 3e —20—-3t>2

2t > —17e —3t> 22
t > 17 t < 22
—_— e —_—
- 2 - 3
t > —8et< -8
Portanto, o tinico valor de t que satisfaz as duas equacgoes é t = —8. Dessa maneira,
se t = —8, temos que

= 20+2.(-8)=4

C = —-20-3.(-8)=4

Deste modo, concluimos que devo comprar 4 CD-s e 4 DVD-s com R$ 80,00 que

tenho.

Exemplo 5.2.2. - Em um pedégio, cada carro paga R$ 7,00 e cada motocicleta paga R$
4,00. Sabendo que foi arrecadado em um certo periodo de tempo R$ 142,00, calcule o
maior nimero de carros e o maior niimero de motos possiveis que tenham passado neste

pedagio.
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Resolugao

Vamos modelar o problema através de uma equacao diofantina 7C' 4+ 4M = 142 |

onde C' é o niimero de carros e M é o nimero de motos.

Utilizando o algoritmo de Euclides temos que

11113
714131
311

Pelo algoritmo acima temos que 1 =4 — 3.1 e 3 =7 — 4.1, e substituindo a segunda
igualdade na primeira temos que 1 = 7.(—1)+4.(2)o que implica 142 = 7.(—142) +4.(284)
, de onde concluimos que as solugoes gerais do problema sao C' = —142+4t e M = 284—Tt,

com t € Z.

Como o nimero de carros e motos é maior do que zero, podemos definir os limites

para a variavel ¢ .

—142 + 4t > 0 284 — 7t >0
4t > 142 Tt < 284
142 284
t> — t< —
7

t > 36 t <40

Deste modo o valor da variavel ¢ fica delimitado assim: 36 < ¢ < 40.

Analisando as sentencas gerais que determinam o nimero de carros e de motoci-
cletas, podemos perceber que quanto maior o valor de ¢ maior serd o niimero de carros
e menor o de motos, e quanto menor o valor de ¢t o niimero de motos serd maximo e o
numero de carros serd minimo, ou seja, quando t = 40 entao C' = 18 e M = 4 e quando
t =36 entao C' =2 e M = 32. Desta forma concluimos que passou no maximo 18 carros

ou no maximo 32 motos neste pedagio.
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Exemplo 5.2.3. Para entrar em uma festa cada homem paga R$ 18,00 e cada mulher
paga R$ 12,00. Sabendo que foram arrecadados R$ 2652,00. Calcule a quantidade de

homens e mulheres, sabendo que teve mais homens do que mulheres.

Resolucao

Modelamos o problema através da equagao diofantina 18 H + 12M = 2652 , onde
H representa o nimero de homens e M representa o nimero de mulheres. Iniciaremos a

resolucao através do dispositivo pratico para calcular o mde(18,12).

112
18112 16
6 | 1

Utilizando o algoritmo de Euclides com os coeficientes da equagdo, encontramos
mdc(18,12) = 6 e também a combinagdo linear dos coeficientes que descreve o mde dos

coeficientes:

6 = 18—12.1
6 = 18.(1)+12.(—1)

2652 = 18.(442) + 12.(—442)

Usando a solugao particular a acima, podemos determinar a solucao geral da equacao

que é representada por:

12
H:442+Et:442+2t,comt€Ze

1
M:—442—§t:—442—3t,comt€Z

Considerando que na festa estavam presentes mais homens do que mulheres, pode-
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mos limitar o valor da variavel ¢t do seguinte modo:

442 +2t > —442 -3t

5t > —442 — 442

5t > —884
—884
t -
5
t > —176
Como o menor valor de ¢t que satisfaz as condi¢oes do problema é t = —176, temos

que, se t = —176, entao:

H = 442+ 2.(—176) = 442 — 352 = 90

M = —442 —3.(—176) = —442 + 528 = 86

Entao, estavam presentes 90 homens e 86 mulheres nesta festa.
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5.3 Resolucao de equacoes do tipo diofantinas com coeficientes

racionais

Exemplo 5.3.1. Guardo em um cofre sé6 moedas de R$ 0,25 ¢ R$ 0,10. Quantas moedas
sao necessarias, no minimo, tendo ao menos 6 moedas de cada valor, para que eu tenha

R$ 25,007

Esta equagao sera resolvida, primeiramente, de maneira convencional, tornando os
coeficientes da equagao pertencente ao conjunto dos ntmeros inteiros. Note que para
tornar os coeficientes inteiros basta dividir toda a equagao pelo mdc generalizado dos

coeficientes, que serd o método usado na segunda maneira de resolugao deste problema.

Resolugao: 1° Maneira

O problema pode ser modelado através de uma equacao com coeficientes racionais

que serao transformados em ntimeros inteiros, assim obtendo uma equagao diofantina

0,25X +0,10Y = 25 .(20)

5X +2Y = 500

Utilizando o algoritmo de Euclides temos

de onde segue, por célculos ja vistos, que

1=5-22 (x 500)
500 = 5.(500) + 2.(—1000)

Assim, a solugao geral da equacao é dada por



Capitulo 5. FEquacoes diofantinas 53

X =500+4+2t,comt € Z
Y = —1000 — 5t, com t € Z

Calcula-se agora os limites do valor de t possiveis de acordo com as exigéncias do

problema.

500 + 2t > 6 —~1000 — 5t > 6
2t > —494 —5¢ > 1006
t> —247 t < _1()506
t < —201,20

t < —202

Analisando o problema percebe-se que o nimero minimo de moedas ocorre quando

t = —202. Dessa maneira,

X =500 + 2.(—202) = 96 moedas
Y = —1000 — 5.(—202) = 10 moedas

Substituindo os valores encontrados na equagao original, comprovamos a veracidade

da resposta.

(0,25).(96) + (0,10).(10) = 24 + 1 = 25

Resposta: 96 moedas de 25 centavos e 10 moedas de 10 centavos.

Agora o problema serd resolvido com os coeficientes pertencente ao conjunto dos
nimeros racionais e usando o conceito de mdc generalizado. Lembramos que dados dois

numeros racionais, estes sao comensuraveis.

Resolugao: 2° Maneira

Pelo Teorema 4.1.2, temos que
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11
mdeg(0,25;0,10) = mdcg( ):

4710
mde(1,1) _ 1 0,05
mmc(4,10) 20

Assim, utilizando o algoritmo de Euclides para encontrar o mdcg como combinacao

linear dos coeficientes, temos a equacao
0,05 =0,25+0,10.(—2)
que multiplicada por 500 resulta

25 = 0, 25.(500) + 0, 10.(—1000)

Se pensarmos em uma resolucao analoga ao Teorema 5.1 para os coeficientes racionais,

teremos

0,1
X = 500 ¢
+0,05
0,25
Y = —1000 — —¢
0,05

Entao a "solugao geral'da equacao com coeficientes racionais é dada por

X =50042t comteZ
Y =—-1000 — 5t ,com t € Z

Podemos perceber que as solugoes gerais encontradas sao iguais as encontradas na
primeira maneira de resolugao. Portanto, sabendo que quanto maior a quantidade de
moedas de R$ 0,25 e menor a quantidade de moedas de R$ 0,10, menor serd o nimero de
moedas totais, ou seja, usando a condicao y > 6 temos que o nimero minimo de moedas

ocorre quando t = —202 . Logo
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X =500+ 2.(—202) = 96 moedas e
Y = —1000 — 5.(—202) = 10 moedas.

O niimero minimo de moedas deve ser 96 moedas de R$ 0,25 e 10 moedas de R$ 0,10.

Obs: 0 mdeg(0,25;0,10) = 0,05 também poderia ter sido calculado através do dis-
positivo pratico do algoritmo de Euclides, apenas tomando o cuidado para usar sempre
valores inteiros para os quocientes. Neste caso o algoritmo foi usado apenas para encon-

trar o mdcg como combinacao linear dos coeficientes da equacao.

Exemplo 5.3.2. Quero distribuir igualmente macas e laranjas para 15 pessoas que co-
nheco. Cada maca custa R$ 0,50 e cada laranja custa R$ 0,75 . Sabendo que disponho
de R$ 40,00 e vou comprar no minimo 10 frutas de cada tipo, calcule o niimero maximo

de frutas que cada pessoa ira receber.

Resolugao: 1° Maneira

Para resolver o problema deve-se achar uma equacao diofantina equivalente a original
, mas com coeficientes inteiros. Neste caso uma multiplicagdo de toda equacao por 4
resolvera a situagdo. Atente ao fato de que este artificio usado equivale a dividir toda
equacgao pelo mdc generalizado dos coeficientes racionais (isto serd feito na 2* maneira de

resolucao). Considerando M o niimero de magas e L o nimero de laranjas, temos

0,5M +0,750 = 40 .(4)

2M + 3L = 160

Comecamos a resolugao com o dispositivo pratico do algoritmo de Euclides. Temos

que,
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Assim, o0 mde(2,3) = 1, e 0o modo de escrevé-lo como combinagao linear dos coefici-

entes e a solucao geral da equagao sao dados por

160

2.(—=1)+3.(1) .(160)
2.(—160) + 3.(160)
—160 + 3t

160 — 2t, com t € Z.

Agora serao utilizadas as informacoes adicionais do problema para encontrar os

valores da varidvel ¢ € Z que limitam o conjunto de solugoes.

—160 + 3t > 10

3t > 170

170
t>—
-3

t > 57

160 — 2t > 10

—2t > —150

—150
>

t>75

Analisando os valores de t percebe-se facilmente que o maior nimero de frutas se

da quando t = 75.

= —160 + 225 = 65

= 160 — 150 = 10

Portanto tem-se como resposta ao problema os valores de 65 laranjas e 10 magas,

perfazendo assim um total de 75 frutas, que dividindo para 15 pessoas resulta em 5 frutas

para cada pessoa.

Resolugao: 2° Maneira

O mesmo problema sera resolvido utilizando os coeficientes racionais e o conceito de

mdc generalizado (mdcg), mas desta vez vamos encontra-lo através do dispositivo pratico

do algoritmo de Euclides.
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0,75 | 0,50 | 0,25
0,25

Procedendo de modo anélogo a resolucao de uma equagao diofantina (com coefici-

entes inteiros), encontramos a solugao geral da equacao com coeficientes racionais.

0,25 = 0,7540,5.(—1) .(160)

40 = 0,5.(—160) 40, 75.(160)

0,75
M = —-160 "t
+O,25
M = —-160+43t ,com teZ
0,5
L = 160 — ——t
0,25
L = 160—2t ,com teZ

Assim, encontramos a mesma solucao geral que foi encontrada com o primeiro mé-
todo de resolugao, mas vamos calcular novamente os valores de t € Z que delimitam o

conjunto solucao.

—160 + 3t > 10 160 —2 > 10

3t > 170 —2t > —150
17

t > 170 t <75
3

t> 57

Utilizando t = 75 encontra-se o resultado procurado:

M = 65 macgas

L =10 laranjas

Portanto o total serd de 75 frutas que divididos por 5 pessoas resulta em 15 frutas

para cada pessoa.

0bs:Observe que o valor t = 57 substituido na solugdo geral fornece o valor minimo

possivel de frutas.
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t=507T—M=11e L =46

Exemplo 5.3.3. O conteido de um barril de vinho de 600 litros sera distribuido em
garrafas de 0,9/ e de 1, 5]. Determine qual o maior e o menor nimero de garrafas que serao

utilizadas, sabendo que devem ser usadas no minimo 100 garrafas de cada quantidade.

Resolugao
A equacao do tipo diofantina que podemos extrair do problema é 0, 9X+1,5Y = 600.

O problema serd resolvido de maneira convencional, utilizando o conjunto dos nt-
meros inteiros como coeficientes. Para isso, basta multiplicar a equagao acima por 10 e
dividir por 3 (ou multiplicar por E) para que mdc(a, b) seja igual a 1, para facilitar os
calculos. Considerando X como sendo o nimero de garrafas de 0,9/ e Y como sendo o

numero de garrafas de 1, 5], podemos escrever a seguinte equacgao diofantina:
0,9X +1,5Y =600 .(10)
9X + 15Y = 6000 =+ (3)

3X 4+ 5Y = 2000

Utilizando o algoritmo de Euclides encontra-se as solucoes gerais do problema.

112
51321

211

1 = 3-21 (5.2)
2 = 5-31 (5.3)

Substituindo (5.3) em (5.2) temos:
1 = 3—-1(5—3.1)=5.(=1)+32
1 = 32+5.(=1) .(2000)

2000 = 3.(4000) + 5.(—2000)
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E a solugao geral é X = 4000 + 5t e Y = —2000 — 3t ,com t € Z.

Como o nimero minimo de cada garrafa deve ser 100 unidades, é preciso restringir

os valores de t.

4000 + 5t > 100 —2000 — 3t > 100
ot > —3900 -3t > 2100
t>—780 t < g

t <700

O céalculo acima mostra que os valores de ¢t que satisfazem as condi¢ées do problema

sao —780 <t < =700 .

Quanto maior o valor de ¢, maior serda o valor de garrafas de 0,9/ e menor o valor
de garrafas de 1, 5[, ou seja, quando ¢ = —700. Substituindo este valor na solugao geral

temos:

X = 4000 + 5.(—700) — X =500
Y = —2000 — 3.(=700) — Y = 100

E quanto menor o valor de ¢, maior serd o valor de garrafas de 1,5/ e menor sera o

valor de garrafas de 0,9[, ou seja, quando t = —780. Assim,

X =4000 + 5.(—780) — X =100
Y = —2000 — 3.(—780) — Y = 340

Portanto as duas possibilidades exigidas no problema sao: 500 garrafas de 0,9 e

100 de 1,51 ou 100 garrafas de 0,91 e 340 de 1, 51.

Agora o problema sera resolvido usando a nogao de mdc generalizado. Segue que,

9 15 9 3 dc(9,3 3
mdcg (,) = mdcg (,) = M:—zo,:%
10" 10 1072 mmc(10,2) 10
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Pensando como no Teorema 5.1, ja que mdc(0,9;1,5) = 0,3 divide 600, entao o
problema tem solu¢dao. Usando um analogo ao algoritmo de Euclides com os coeficientes

racionais tem-se que:

1,509 0603
0,6 | 0,3

0,3 = 0,9—0,6.1

0,6 = 1,5-0,9.1

Fazendo as devidas substitui¢oes e utilizando o mesmo método que determina a
solugao geral de uma equagdo diofantina para solucionar estd equacao com coeficientes

racionais temos:
0,3 = 0,9—1.(1,5—0,9.1)
0,3 = 0,924 1,5.(—1) .(2000)

600 = 0,9.(4000) + 1,5.(—2000)

1,5
= 4000 —t
+03

I

4000 + 5t ,com t e Z

0,9
= —2000 — =t
0,3

Y

I
I

= —2000—3t ,com teZ

Como as solugoes gerais encontradas sao iguais aquelas encontradas na primeira re-
solugao do problema , conclui-se que as respostas serdo as mesmas, ou seja, 500 garrafas

de 0,90 e 100 de 1,57 ou 100 garrafas de 0,9/ e 340 de 1, 51.

Exemplo 5.3.4. Um caminhao transporta telhas e tijolos de uma fabrica. Sabe-se que
cada tijolo tem 0,5 Kg de massa e cada telha tem 2,8 Kg. O peso liquido maximo que
o caminhao pode transportar ¢ de 18000 Kg. Sabendo que em cada carga deve-se ter no
minimo 1000 tijolos e 1000 telhas, descubra qual a quantidade méaxima e a quantidade

minima de cada produto que podera ser transportado.
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Resolugao

Vamos criar a equacao do tipo diofantina para o problema com ¢ sendo o niimero
de telha e [ sendo o nimero de tijolo. Esta equacao é 2,8c + 0,5l = 18000. Agora vamos

calcular o mdcg dos coeficientes.

14 1 de(14,1 1
mdcg(2,8;0,5) = mdcg( ) mde(14,1)

5’2 mme(5,2) 10

Utilizando um anélogo do algoritmo de Euclides encontramos o mdcg como combi-

nacao linear dos coeficientes da equacao.

2810503020,

0302101

0,1 = 0,3—(0,2).1
0,2 = 0,5—(0,3).1

0,3 = 2,8—(0,5).5

Fazendo as devidas substituicoes das equacoes acima temos:
0,1 = 0,3-(0,5-0,3)=(0,3).2—-0,5
0,1 = 2(2,8-0,5.5)—0,5
0,1 = 2,8(2)+0,5(—11) .(180000)

18000 = 2,8.(360000) + 0, 5.(—1980000)

E, de modo semelhante aos calculos realizados anteriormente, encontramos a solugao
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geral do problema:

0,5
= 360000 "¢
c + 01

Y

c = 360000+5t ,com teZ

2,8
I = —1980000 — ="t
0,1
I = —1980000 — 28t ,com te€Z

Vamos restringir os possiveis valores da variavel ¢ de acordo com as condigoes do

problema.

360000 + 5t > 1000 —1980000 — 28t > 1000

5t > —359000 —28t > 1981000

t> 71800 §—1981000
28

t < —=70750

Par encontrar os valores procurados da carga minima e da carga maxima, procede-

mos da seguinte maneira.

Carga minima Carga maxima
t = —=70750 t = —T1800
¢ = 360000 — 353750 ¢ = 36000 — 359000
¢ = 6250 telhas ¢ = 1000 telhas
[ = —1980000 + 1981000 [ = 1980000 + 2010400
[ = 1000 tijolos [ = 30400 tijolos

Portanto as respostas do problema sao: carga minima com 6250 telhas e 1000 tijo-
los, perfazendo um total de 7250 objetos e carga maxima com 1000 telhas e 30400 tijolos,

perfazendo um total de 31400 objetos.

O problema acima pode em alguma turma da educacao bésica "assustar os alu-
nos"devido aos altos valores das solugoes cg, lp e também da variavel t. Mas vale lembrar
que existem infinitas solu¢oes gerais de uma equacao diofantina, e pode ser encontrado

uma solucao geral que tenha os valores de zy e y9 bem menores e com isto os limites
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da variavel ¢ também se tornam menores. Para exemplificar isto, se precisassemos calcu-
lar outras quantidades de telhas e de tijolos poderiamos usar os valores encontrados na
carga minima para montar a nova solugao geral de c e de [ e que ficaria ¢ = 6250 + 5¢
el = 1000 — 28t , com t € 7Z, ou também usando valores para t na faixa de —70000
a —72000 que possibilitam encontrar valores bem menores para a solugao inicial e deste
modo sendo possivel ajustar a solucao geral de acordo com necessidade e desenvolvimento

da turma em que este contetido esta sendo trabalhado.

Exemplo 5.3.5. Uma fabrica produz 12500 litros de iogurte por dia. Este iogurte é
embalado em potes com capacidade de 12,5 litros e em bombonas de 37,5 litros. Sabendo
que, no minimo 30% da producao é colocado em potes e no minimo 40% da producao é
colocada nas bombonas. Determine o niimero maximo de potes ou bombonas que podem

ser utilizadas diariamente.

Resolugao

Resolveremos do problema usando o conceito de mdcg. Tomando B como sendo o
numero de bombonas e P para representar o nimero de potes, faremos a modelagem do

problema e o calculo do mdeg ( 37,5 ; 12,5 ).

37,5B +12,5P = 12500

375 125
dcg(37,5;12,5) = d —, | =
mdcg(37,5;12,5) mcg(lo,m)
75 25 mdc(75,25) 25
d — =] = ——=—=—=12,5
" 69(2’ 2) mmec(2,2) 2 ’

Como mdcg(37,5;12,5) = 12,5 divide 12500 entao, o problema tem solu¢ao e uma

maneira de resolvé-lo é dividir toda equagao por 12,5 para que os coeficientes pertencam
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ao conjunto dos inteiros.

37,58+ 12,5P =
3B+ 1P =
1 =

1000 =

12500 = (12,5)

1000

3+ 1.(=2) .(1000)

3.(1000) + 1.(—2000)

1000 + 1t e

—2000 — 3¢,

com t €l

Como 30% da producao é colocado em potes e 40% no minimo é colocada em

bombonas, o valor de ¢ pode ser restringido do seguinte modo.

30
30% = 00
3
— 12500 = 3750
10
—2000 — 3t
—3t
t
t
40%
4 12500 = 6000
10° N
1000 + 1¢
t

IN VoIV

IN

vl

v

3
10
3750 12,5 = 300
300

2300

10
6000 + 37,5 = 160
160

—840

O maior nimero de potes serd expresso quando for usado o menor valor de t, ou

seja t = —840. Se t = —840 temos,

B = 1000 — 840 = 160 bombonas

P = —2000 — 3.(—840) = 520 potes

Entao é necessério, neste caso, 520 potes de 12, 5 litros e 160 bombonas de 37,5 litros.
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O maior numero de bombonas sera encontrado com o uso do maior valor de t possivel,

ou seja, t = —767. Neste caso teremos,

= 1000 — 767 = 233 bombonas

P = —2000 —3.(—767) = 301 potes

Portanto o maior nimero de bombonas de 37,5 litros de capacidade serd de 233 e

para esta situacao devemos ter 301 potes de 12,5 litros de capacidade.

O exemplo acima mostra uma curiosidade importante. Embora a equagdo original
com coeficientes racionais tenha sido transformada em uma equacado diofantina, temos
o fato de que para realizar esta transformacado na equacao foi necessario dividir toda a
equacao pelo mde generalizado dos coeficientes racionais e isto pode ser feito em qual-
quer equacao do mesmo formato, mostrando a importancia da noc¢ao construida sobre o
méaximo divisor comum generalizado (mdcg) ndo sé para a resolugao de equagoes do tipo
diofantinas lineares com coeficientes racionais mas também para a simplificacdo destas

equacoes para que esta possa ser resolvida através dos métodos convencionais conhecidos.

1
Exemplo 5.3.6. Um certo casal de coelhos produz 3 de seus filhotes com pelagem cinza.

Um outro casal de coelhos produz R de seus filhotes com pelagem cinza. Sabendo que o
total de coelhos de pélos cinza em um determinado periodo de fertilidade é de 30 filho-
tes, calcule a quantidade minima e a quantidade maxima de coelhos que nasceram nesse

periodo.

Obs. : Cada casal teve no minimo mais de 5 coelhos, e a probabilidade se mantém
constante a cada ninhada, ou seja, pressupoe que o nimero de coelhos da ninhada do

casal ¢; seja multiplo de 3 e do casal ¢y seja multiplo de 5.

Resolugao
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Modelando o problema através de uma equacao do tipo diofantina e fazendo o calculo

do mdcg podemos chegar a solucao facilmente.

1 1
gCl—FgCQ = 30
11 mde(1,1) 1
d —
meed (3 5) mmc(3,5) 15
1
1 = 15 30) .(30
S (-15) 4 2.30) (30)
1 1
30 = —.(—450) 4+ -.(900
S (—450) + =.(900)
Portanto a solucao geral é dada por:
1
0, = —450+ 5 D¢
15
cic = —450+3t, com teZ
1
¢ = 900—%
15
co = 900 —5t, com teZ

Utilizando as informagdes do problema, conseguimos restringir os valores de ¢ € Z

e encontrar a solucao desejada:

—450 4+ 3t > 5 900 — 5t > 5
3t > 455 —5t > —895
455 895
t>— 1< —
t > 152 t <179
t <178

O valor de ¢t = 152 determina o nimero maximo de filhotes :

C1

C2

—450 + 456 = 6

900 — 760 = 140
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O valor de t = 178 determina o menor numero de filhotes :

cp = —450+534 =84

ca = 900 —890 =10

Portanto o nimero maximo de filhotes de coelhos nascidos neste periodo serd 146 e

o numero minimo seré 94 filhotes.

Exemplo 5.3.7. Um agricultor deve fazer uma plantacao de eucaliptos e pinus. Cada
muda de eucalipto custa R$ 0,40 e cada muda de pinus custa R$ 0,75. Sabendo que o
agricultor dispoe de R$ 3500,00 para comprar mudas e que ird plantar no minimo 1000
mudas de cada espécie. Qual é o nimero maximo e o nimero minimo de mudas que se

pode comprar?

Resolugao

Para montar a equacgao do tipo diofantina que modela o problema usaremos P para
representar o nimero de mudas de pinus e E representando o nimero de mudas de euca-

lipto. A equacao procurada é 0,75P + 0,40F = 3500

Utilizando o formato anélogo do algoritmo de Euclides para calcular o mdcg(0, 75; 0, 4)

temos:

1 1 7
0,75 | 0,4 | 0,35 | 0,05
0,35 | 0,05

0,05 = 0,40—-0,35.1

0,35 = 0,75—-0,40.1
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Fazendo as devidas substituicoes tem-se que:
0,05 = 0,40 —1.(0,75 —0,40)
0,05 = 0,75.(—1)+0,40.(2) .(20)
1 = 0,75(—20) 4 0,40.(40) .(3500)

3500 = 0,75(—70000) + 0,40(140000)

Usando a solugao particular acima podemos encontrar a solugao geral do problema.

0,4
P = —-70000 ¢
+0,05

P = —-70000+8t ,com teZ
0,75
E = 140000 — ——t
0,05

E = 140000 — 15t ,com t € Z

Agora vamos usar as informacgoes do problema para delimitar os possiveis valores

de t que fornecem as respostas exigidas no problema.

—70000 4+ 8t > 1000 140000 — 15t > 1000

8t > 71000 —15t > —139000

71000 —139000

> — < ——
= 8 - —15

t > 8875 t < 9266, 66..

t < 9266

Analisando os valores extremos da variavel ¢ , o nimero maximo de mudas ocorrera

quando t = 8875.

= —70000 + 8.(8875)
= —70000 + 71000 = 1000
140000 — 15.(8875)

= 140000 — 133125 = 6875

& & &3 9T
[

= 6875
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Total = 7875 mudas

Agora , o nimero minimo de mudas ocorrerda quando t = 9266.

= —70000 + 8.(9266)
= —70000 4 74128 = 4128
140000 — 15.(9266)

= 140000 — 138990

& =3 =3 9
I

= 1010

Total = 5138 mudas

Portanto a quantidade maxima de mudas que poderao ser plantadas é 7875 mudas,

e 0 numero minimo sera de 5138 mudas.

Exemplo 5.3.8. Em uma loja de roupas e sapatos o imposto que incide em cada merca-
doria é diferente. Sobre o item roupa (R) é cobrado imposto de 35 % e sobre os produtos
do grupo sapatos (S) a carga tributéria total ¢ de 30 % sobre o total vendido. Sabendo
que em um certo periodo de tempo esta loja pagou R$5750,00 de imposto calcule o valor
maximo e o valor minimo de vendas desta loja supondo que exista roupas e sapatos de

qualquer valor.

Resolugao

Primeiro calculamos o mdcg dos coeficientes da equacao e depois encontramos a
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solucao geral do problema.

35 30
SR+ S = 5730
7 3 mdc(7,3) 1
deg(0,35;0,3) = md <> ML) = 0,05
mdeg( ) =mdeg {35 15 mme(20,10) 20
0,05 = 0,35.1+0,30.(—1) .(115000)
5750 = 0,35.(115000) + 0, 30.(—115000)
0,3
R = 115000 + ¢
0,05
R 115000 + 6t ,com t € Z
0,35
—11 -t
S 3000~ 18
S —115000 — 7t ,com t € Z

Encontrando os valores da variavel ¢.

115000 + 6¢ > 0

6t > —115000
115000
>
- 6
t > —19166

—115000 — 7t > 0

—7t > 115000

—115000

t< ——
- 7

t < —16429

Valor maximo de vendas quando t = —19166.

— 115000 + 6.(—19166)
115000 — 114996 = 4

= —115000 — 7.(—19166)

»n »n I X
I

= —115000 + 134162 = 19162

Total = R$ 19166,00
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Valor minimo de vendas quando t = —16429.

R = 115000 + 6.(—16429)

R = 16426
S = —115000 — 7.(—16429)
S = —11500 + 115003 = 3

Total = R$ 16429,00

Exemplo 5.3.9. Em uma livraria o custo de impressao simples ( preto e branco ) é de
R$ 0,15 e uma impressao colorida é de R$ 0,35. Qual o nimero maximo de impressoes

feitas em um dia, sabendo que o total arrecadado foi R$ 40,00.

Resolucao

Montamos a equacao do tipo diofantina e apds efetuamos o calculo do mdc genera-

lizado.

0,35C +0,15P = 40

35 15
mdcg(0, 35; 0, 15) mdcg (1007 100)
7 3 mde(7,3) 1
d — ) = — 27 = =0.05
macg <2o’ 20) mme(20,20) 20

7 3
Como mdcg (20, 20) divide 40, o problema tem solucao.
Como ja se conhece o mdcg, um andlogo do algoritmo de Euclides é usado para

que seja possivel escrever o mdcg como combinacao linear dos coeficientes racionais do

problema.

0,35 | 0,15 | 0,05
0,05
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40
0,05 = 0,35.(1) +0,15.(—2) ‘(0 05):800

40 = 0,35.(800) + 0, 15.(—1600)

Agora conseguimos encontrar a solucao geral do problema.

0,15
C = 800 ¢
+0,05
C = 80043t ,com teZ
0,35
P = —1600 — —t
0,05
P = —-1600—-7t ,com teZ

O niimero maximo de impressoes sera dada quando o niimero de impressoes coloridas

for minimo, ou seja:

800+3t > 0
3t > —800
800
o>
- 3
t > —266
O resultado esperado obtém-se tomando ¢t = —266 e o substituindo na solugao geral.

= 800 + 3(—266) = 2
— —1600 — 7.(—266)

= —1600 + 1862 = 262

Portanto o niimero maximo de impressoes foi 264 copias, sendo 262 em preto e

branco e 2 coloridas.

Exemplo 5.3.10. Um fazendeiro precisa vacinar o seu rebanho de gado e cavalos para

prevencao de algumas doencgas. Sabe-se que o nimero de gado é maior que o nimero de
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cavalos e que a dosagem para bois é de 9,5 ml e para cada equino a dosagem é de 12,8
ml do medicamento. Foram gastos 2000 frascos de 20 ml. Calcule o niimero de gado e de

cavalos deste rebanho, sabendo que a diferenca entre eles é a minima possivel.

Resolucao

12,8C' + 9,58 = 40000 = 2000.20

Célculo do mdcg(12,8;9,5) através da formula.

128 95 64 19
deQ(TOa E) = mdcg(€7 ?) =
mde(64,19) 1 0.1
mme(5,2) 10

Como o mdcg divide 40000 o problema tem solucao.

Serd usado o algoritmo de Euclides para escrever o mdcg(12,8;9,5) = 0,1 como

combinagao linear dos coeficientes.

121714
128195 (331290401
33 129040,

0,1 = 2,9-0,4.7
0,4 = 3,3-2,9.1
2,0 = 9,5—3,3.2

3,3 = 12,8-9,5.1
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Fazendo as substituicoes das sentencas acima chegamos no seguinte resultado :

0,1 = 2,9-7(3,3-2,9.1)=2,98—73,3=
0,1 = 8.(9,5-3,32)—7.3,3=809,5—23.3,3=
0,1 = 89,5—23.(12,8 —1.9,5) = 12,8.(—23) + 9,5.(31)
0,1 = 12,8(—23)+9,5.(31) .(400000)
40000 = 12,8.(—920000) + 9, 5.(12400000)
C = —9200000 + 95t ,com t € Z

B = 12400000 — 128t ,com t € Z

Agora é hora de usar as informagoes adicionais:

B > C
12400000 — 128¢ > —9200000 + 95t

t

IA

96860

Substituindo o valor de ¢ na solugao geral encontramos os valores procurados.

C' = —9200000 + 95.(96860) = 1700 cavalos

B = 12400000 — 128.(96860) = 1920 bois

Ou seja, a fazenda é composta por 1700 cavalos e 1920 bois.

Exemplo 5.3.11. Em uma construcdo o pedreiro Jodo coloca em média 2,5 m? de azulejo
por hora enquanto o outro pedreiro Paulo consegue colocar 3,2 m? de azulejo no mesmo
periodo de tempo. Durante o periodo da construcao Paulo faltou alguns dias o servigo, de
modo que no final da obra, a diferenca entre a produgao dos dois pedreiros era a minima
possivel. Sabendo que no total foram colocados 800 m? de azulejo, calcule a quantidade
de azulejos em m? que cada pedreiro colocou, quantas horas cada um trabalhou e quem

colocou mais azulejos nesta construcao.



Capitulo 5. FEquacoes diofantinas 75

Resolugao

Vamos chamar de P o ntmero de horas trabalhadas por Paulo e J o nimero de

horas trabalhadas por Joao e assim construimos a equacao

3,2P +2,5J = 800

Calculamos agora o mdcg dos coeficientes da equagao.

32 25 16 5\ mde(16,5) 1
or ()< (89) -89 o
M9N\10010) T\ 502) T me(5,2) — 10

Como mdcg(3,2;2,5) = 0,1 divide 800 entdao o problema tem solugao. Serd usado
o algoritmo de Euclides para encontrar a combinagao linear entre os coeficientes que

expressa o mdc generalizado.

32125107104 0,3]0,1
0,7104103|0,1

0,1 = 0,4—0,3.1
0,3 = 0,7—0,4.1
0,4 = 2,5-0,7.3

0,7 = 3,2-2,5.1

Substituindo uma expressao na outra encontramos o mdcg como combinagao linear
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dos coeficientes da equagao:

0,1 = 0,4—1.(0,7—0,4.1)
= 2,5—-0,73-1.(0.7—2,5+0,7.3)
= 2,5240,7.(-7) =2,52—7.(3,2—2,5.1)
= 3,2.(=7)+2,5.(9)

0,1 = 3,2.(=7)+2,5.(9) .(8000)

800 = 3,2.(—56000) + 2,5.(72000)

P = —56000+25¢ e

J = 72000 - 32t ,com te€Z

Como a diferenca entre P e J deve ser minima, e sabe-se que Paulo trabalhou menos

que Joao, deve-se proceder da seguinte maneira :

—56000 + 25t < +72000 — 32¢

57t < 128000
128000
57

= 2245, 61

O valor inteiro de t menor que 2245,61 é t = 2245, ou seja, usando t = 2245

obteremos os valores procurados.

= —56000 + 25.2245
—56000 + 56125 = 125

= 72000 — 32.2245

< W uvT
1

= 72000 — 71840 = 160

Agora sabemos que Paulo trabalhou 125 horas e Joao trabalhou 160 horas. Falta
descobrir a quantidade de area que cada pedreiro cobriu com azulejo e quem colocou mais

azulejo e, para isso devemos usar os valores obtidos acima.

3,2.125 = 400
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2,5.160 = 400

O resultado é impressionante. Os dois colocaram a mesma quantidade de azulejos.

Exemplo 5.3.12. Em um posto de combustivel o preco da gasolina é R$ 2,89 o litro e o
preco do 6leo diesel é R$ 2,39 o litro. Em um dia foram arrecadados R$ 5000,00 com a
venda de combustivel. Calcule o total de litros de gasolina e 6leo diesel vendidos, sabendo

que foi vendido mais gasolina do que diesel, mas a diferenca foi a minima possivel.

Resolucao

Usando G para representar a quantidade de litros de gasolina e D para a quantidade
de litros de 6leo diesel vendidos, podemos encontrar uma equacao do tipo diofantina mas

com coeficientes racionais para solucionar o problema.

2,80G +2,39D = 5000
289 239 mdc(289,239) 1

- — = — 1
100’ 100) 0.0

mdcg(2,89;2,39) = mdcg( mme(100,100) 100

Como o mdcg(2,89;2,39) = 0,01 divide 5000, entao o problema tem solucao e pode-
mos usar o algoritmo de Euclides para encontrar o mdcg dos coeficientes como combinacao

linear dos coeficientes da equacao.

2891239 0,5 0,39 | 0,11 | 0,06 | 0,05 | 0,01
0,5 10,39 | 0,11 | 0,06 | 0,05 | 0,01
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Substituindo uma equacao na outra chegamos na solugao geral procurada:

0,01 =
ou seja,

0,01

2000

Logo,

G

G

D

D

0,01
0,05
0,06
0,11
0,39

0,5

0,06 — 0,05
0,11 — 0,06
0,39 —3.0,11
0,5—0,39
2,39 — 4.0,5

2,89 —2,39

0,06 — (0,11 — 0,06) = 0,06.2 — 0,11

2.(0,39—3.0,11) — 0,11 = 2.0,39 — 7.0, 11

2.0,39 - 17.(0,5-0,39) =9.0,39 — 7.0,5

9.(2,39 —4.0,5) — 7.0,5 =9.2,39 — 43.0,5

9.2,39 — 43.(2,89 — 2, 39)

= 2,89.(—43) +2,39(52) .(500000)

= 2,89.(21500000) + 2, 39.(26000000).

= —21500000 +

2,39

t
0,01

= —21500000 + 239t ,com te€Z

= 26000000 —

2,89
0,01

t

= 26000000 — 289t ,com te€Z
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Usando as restricoes do problema, temos:

—21500000 + 239t
028t

t

G

D

>

26000000 — 289t

47500000

89963

—21500000 + 239.89963 = 1157

26000000 — 289.89963 = 693

Portanto, foram vendidos 1157 litros de gasolina e 693 litros de dleo diesel.

Usando a solucao geral do problema acima e usando um valor de ¢ escolhido de modo

a facilitar os calculos, podemos resolver a parte final do problema do seguinte modo:

G

D

239t — 21500000
239t

t

Usando t = 89958 tem-se que

—21500000 4 239t ,com t € Z
26000000 — 289¢

0

21500000

89958

G = —21500000 + 239.89958 = —38
D = 26000000 — 289.89958 = 2138
Como G = —38 e D = 2138 formam uma solugdo do problema, podemos escrever a

solugao geral, como sendo:

—38 + 239t

2138 — 289t
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E utilizando esta solucao geral mais simples encontramos a resposta procurada mais

facilmente:

—38+ 239t >
528t >

t >

G =

2138 — 289¢

2176

3

—38 +239.5 = 1157

2138 — 289.5 = 693

Esta transformacao que foi feita na solucao geral do problema para trabalhar com

valores de t € 7Z menores e com uma equac¢ao mais simples, pode ser feita em qualquer

equagao diofantina ou do tipo diofantina, e facilitara expressivamente os cdlculos naquelas

equacgoes em que seja necessario saber mais de um valor de ¢, ou seja, aqueles problemas

em que se deseja saber mais de uma possibilidade de solucgao.



81

6 Relacao entre equacoes diofantinas e con-

teldos da educacao basica

6.1 Relacdo entre equacoes diofantinas e funcdo afim

Ao estudarmos as equagoes diofantinas lineares em duas varidveis é inevitavel a com-
paracao das mesmas com uma fungao polinomial do 1° grau (ou fungao afim), pois toda

funcao afim pode ser escrita da forma ax + by = ¢, com a,b,c,x,y € R.

Contudo, esta comparacao deve ser efetuada com muito cuidado, devido aos con-
juntos numéricos distintos em que sao trabalhados uma equagao diofantina e uma funcao
afim. E correto afirmar, por exemplo, que toda equacio diofantina linear com duas varis-
veis representa uma funcao afim que tenha a restrigdo das variaveis x e y pertencerem ao
conjunto dos nimeros inteiros (Z) (ou seja, representa um conjunto de pontos que estao
alinhados no plano) ou que ao se permitir que as varidveis = e y de uma equagao diofantina
pertengam ao conjunto dos nimeros reais (R) obtém-se uma fun¢ao afim. Porém, nao
¢é verdade que toda funcao afim representa uma equacao diofantina, e para mostrar isto

basta tomar os coeficientes a,b € I'.

Desse modo podemos pensar na solucao de uma equagao diofantina como sendo
o conjunto de pontos, da fungdo afim que tenha os mesmos coeficientes da equacao
axr + by = ¢, que tenha ambas as coordenadas pertencente ao conjunto dos nimeros

inteiros.

Para esclarecer melhor estas diferencas citadas acima, vamos analisar um exemplo

através da sua resolugao e sua representacao geométrica no plano cartesiano.

I I= conjunto dos niimeros irracionais. Usamos o conjunto I como exemplo para permitir o uso dos

coeficientes racionais na equagao diofantina, que foi visto ao longo do desenvolvimento deste trabalho.
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Exemplo 6.1.1. Encontre a solugao geral da equacao diofantina 3z + 2y = 7, represente
esta solugao no plano cartesiano e compare com o grafico da fungao afim f : R — R que

tem a forma cartesiana 3z + 2y = 7.

Resolugao

A equagao 3x + 2y = 7 pode ser resolvida facilmente usando os conhecimentos

adquiridos até o momento.

1 = 3.(1)+2(-1) .(7)
7 = 3.(7)+2.(=7)

A solugao geral é x =742t ey = —7—3t, com t € Z.

Agora vamos construir uma tabela com alguns pontos que sao solucao da equacao

acima e apods representaremos estes pontos de coordenadas (x,y) no plano cartesiano.

x| -5 [-3/-1|1|3|>dH |7
y(11 |8 |5 2 -1|-4]-7

Para construir os graficos desejados, iremos utilizar o software matematico Geogebra, e
nao podemos deixar de ressaltar que o Geogebra é uma ferramenta potente nao sé para o
ensino de equacgoes e fungoes, mas também para o ensino de algebra, geometria analitica,
trigonometria e calculo diferencial e integral. Salientamos, também, que para executar
esta fungdo de construir graficos existem varios softwares de facil utilizagdo e com ferra-
mentas semelhantes as do Geogebra, dos quais podemos citar o Graphmatica, o Winplot
e Microsoft Mathematics, ambos softwares livres. A planilha eletronica Microsoft Ex-
cel também pode ser utilizada para esta finalidade, e no caso das equacgoes diofantinas,
o Excel apresenta a facilidade de inserir em cada célula a férmula paramétrica para as
coordenadas x e y e construindo o grafico discreto através do comando "grafico de dis-

persao", embora a qualidade dos graficos seja um pouco inferior aos criados pelo Geogebra.
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A representacao no plano da equagao acima é a seguinte:

Figura 3 — Solucao da equacao diofantina 3z 4+ 2y =7

Agora vamos mostrar o grafico da fungao afim 3x + 2y = 7, com z,y € R para que
possamos comparar e entender as semelhancas e diferencas entre a funcao afim 3x+2y =7

e a equacao diofantina 3z 4+ 2y = 7.

Figura 4 — Gréfico da funcdo afim 3z +2y =7

Fazendo a anélise do grafico da funcao afim podemos perceber que a reta da fungao
passa por alguns pontos que tém ambas as coordenadas inteiras, e sao exatamente as
coordenadas destes pontos que sao solucao da equacao diofantina que representa a fungao
afim na sua forma cartesiana (ou seja, mesmos coeficientes e mesmo valor constante).

Além disso, outra caracteristica marcante da solucdo geral de uma equacao diofantina
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fica visivel tanto na reta quanto no conjunto dos pontos do plano cartesiano do primeiro
grafico e facilitam bastante a construgao de outros pontos que sao solucao da equagdo em
questdao. A partir do momento em que encontramos um unico ponto (g, yo) onde xg, Yo
sao uma solugao particular da equacao estudada conseguimos encontrar todos os outros
pontos que também sao solugao da equagao, pois como a solucao geral é representa por

a
T =x0+ gt ey =1yo— gt com t € Z e d = mde(a,b) como ja vimos anteriormente, basta

aumentar ou diminuir p no valor da abscissa x( e respectivamente diminuir ou aumentar
a .
g no valor da ordenada yo e repetir este processo em cada ponto (z,,y,) encontrado. A

tabela construida acima mostra bem este fato.

O proximo exemplo servird para mostrar que o ensino das equagoes diofantinas pode

ser relacionado ao ensino da geometria analitica.

Exemplo 6.1.2. Usando os conhecimentos de geometria analitica, construa alguns gra-
ficos da equacao bxr — 4y = ¢, com ¢ € Z e mostre que conhecendo uma solugao particular

em cada grafico, pode-se encontrar todas as solugoes das equagoes diofantinas bx —4y = c.

Resolucao

Vamos construir em um mesmo plano os graficos das equagoes bx —4y = 3, br—4y =
7 e bx—4y = 15. Da geometria analitica sabemos que o vetor v = (5, —4) é perpendicular
a toda reta bxr — 4y = c. Entao as equacgoes citadas com ¢ = 3,7, 15 respectivamente sao

todas paralelas entre si e seus graficos estao na figura 5.

Visivelmente, os pontos com coordenadas inteiras estao dispostos a mesma distancia
um do outro em todas as 3 retas, sofrendo somente um deslocamento devido a solucgao
particular (xg,yo) que é diferente em cada equagao diofantina 5x — 4y = ¢. Isto ocorre
porque, como vimos no exemplo acima, ao se encontrar uma solucao particular em cada
equagao da forma bx — 4y = ¢, basta acrescentar —4 na abscissa zy e diminuir 5 na
ordenada 7, respectivamente (ja que mdc = (5, —4) = 1) e repetindo o processo em cada

solucao particular encontrada obtém-se todos os pontos que sao solucao das respectivas
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equacoes diofantinas. Como o valor da abscissa aumenta de 4 em 4 e o da ordenada
aumenta de 5 em 5, podemos utilizar o teorema de Pitdgoras a® = 4% + 5% — a = /41
para mostrar que a distancia entre os pontos da mesma reta que representam a solugao

geral, das equagoes bxr — 4y = 3, b — 4y =7 e bx — 4y = 15 é v/41.

Figura 5 — Gréficos das equagoes cartesianas bx — 4y = ¢, com ¢ = 3,7, 15 respectivamente

Agora vamos mostrar o grafico da equagao do tipo diofantina (pontos que represen-
tam as solugoes) e da fungao afim 0,25X + 0,10Y = 25, que foi o primeiro exemplo que
usamos de equagao do tipo diofantina com coeficientes racionais, e através destes graficos
podemos visualizar a semelhanca deste tipo de variacdo da equacao diofantina com o seu
formato original que permite utilizar somente coeficientes pertencentes ao conjunto dos

ndimeros inteiros (Z).

No grafico apresentado na figura 6, construido no software Geogebra foi usada a
escala entre os eixos x:y de 1:5,0u seja, cada unidade de medida no eixo das abscissas
corresponde a 5 unidades de medida no eixo das ordenadas. Da mesma forma como foi
mostrado nos graficos anteriores, os pontos representam a solucao da equacao diofantina
0,25X +0,10Y = 25 onde ambas as coordenadas de cada ponto tem valores inteiros, e a

reta representa a funcao afim f : R — R determinada pela lei 0,25X + 0,10Y = 25.

Como frisado nos exemplos acima, o grafico de uma equacao diofantina é determi-
nado somente pelos pontos que tém ambas as coordenadas (z,y) pertencente ao conjunto

dos nimeros inteiros, ou seja, no software usado para a construcao do grafico que tenha
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a opgao de mostrar a malha quadriculada (Geogebra e Graphmatica, por exemplo), de-
vemos considerar s os pontos que sao intersecao das linhas horizontais com as linhas

verticais. Estes graficos podem ser chamados de graficos discretos.

(108.37, -21

Figura 6 — Grafico de 0,25X + 0, 10Y = 25 com escala de 1:5 entre os eixos x e y

No Geogebra, para criar um grafico discreto temos duas maneiras, além da trivial
que seria criar a fungao afim correspondente, marcar os pontos em cima da malha e depois
ocultar a fungdo. Mas, esta maneira é muito trabalhosa. As outras duas maneiras sao as

seguintes:

1* Maneira - Se ja sabemos a solucao geral da equagao, clicamos em "Exibir - Pla-
nilha'e na planilha que surge na tela, criamos uma coluna (A) com os valores de z, outra
coluna (B) com os valores de y e outra coluna (C)com o ponto formado pelas duas coorde-
nadas. Tudo isto é feito usando formulas da planilha eletronica, basta inserir as solugoes
particulares por exemplo, em A2 e B2 respectivamente e na célula abaixo de cada valor
montar a formula = A2 + p e = B2 — %, arrastando a formula para as células abaixo

até onde desejar. Na coluna C2 usamos a férmula = (A2, B2), arrastando-a até a ultima

célula com valores determinados.

2* Maneira - Quando temos a equagao diofantina e queremos construir seu grafico,

podemos proceder do seguinte modo: escrevemos a equagao ax + by = ¢ como uma fungao

—axr + ¢ . . .
f(z) = Y construindo uma reta. Depois, na entrada escrevemos o comando "Lista
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= Sequéncia [(i, f(i)), i, K, L,P]", onde (i,(i)) representa os pontos que queremos marcar,

. . , N o

i’ representa a variavel que neste caso serd x, K significa o valor inicial (este valor deve

corresponder a um ponto que é solugao da equagao) e L o valor final que queremos plotar e
b

P é usado para definir o incremento que neste formato sera sempre o valor de p da solucao

geral, ou seja o coeficiente que determina o crescimento de x. Depois basta ocultar a reta

da funcao que teremos o grafico desejado.

Veja o grafico da equacao 3x + 4y = 5, que para ser usado o processo acima foi

5 — 3w
escrito na entrada como f(z) = — Foi usado o comando "Lista = Sequéncia [(i,
f(i)), i, -5, 9,4]"e a reta nao foi ocultada para mostrarmos a coincidéncia dos pontos em

questao.

Figura 7 — Constru¢ao do grafico usando o comando Lista = Sequéncia [(i, {(i)), i, K, L,P]

Estas duas maneiras de construcao de graficos discretos servem para as equacoes
diofantinas, mas também servem para o ensino de um outro contetido que é ensinado no
ensino médio e que apresentam uma estreita relagdo com estas equagoes. Veremos esta

relagao na préxima secao.
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6.2 Relacdo entre equacbes diofantinas e progressdao aritmética

(P.A.)

No ensino médio o estudo das sequéncias numéricas é amplamente difundido, prin-
cipalmente nas turmas de 1° ano do ensino médio. As primeiras sequéncias que sao
ensinadas de forma sistematica e aprofundada, com formulacoes e problemas interessan-
tes de aplicacdo sdo as progressoes aritméticas de primeira ordem (P.A.). Uma P.A. é
uma sequéncia numérica em que a diferenca entre um termo e seu antecessor é sempre a

mesma, para qualquer termo da sequéncia.

O termo geral de uma P.A. é encontrado através da féormula a, = a; + (n — 1).r,
onde a, é o termo geral, a; é o primeiro termo da P.A., n € N* é a posi¢ao do termo
procurado e r é a razao da P.A. que é definida por r = ay —a; = ... = a, — a,_1. Para
facilitar a associagdo que pretendemos fazer, vamos escrever o termo geral da P.A. como
a, = ay; —r+rn. E o fato de n € N* é condigao necessaria em uma P.A. pois n é a ordem

do elemento a,,.

Para representar uma progressao aritmética no plano cartesiano podemos escrever
a P.A. como funcao de x e y onde a, = y e n = x. Mas como n pertence ao conjunto
N*=1,2,3,4,5, ..., podemos perceber que seu grafico sera discreto, ou seja serd igual ao
grafico de uma equacao diofantina. Entao, podemos estabelecer uma relacao entre estes
assuntos de matematica. Fazendo as substitui¢coes de x e y temos:
a, = a1 —T-+7rn

Yy = a—r+rx

e portanto

—rr + y=a —7r

A equacao —rx +y = a; — r é uma equacgao diofantina, onde a = —r, b = 1 e

¢ =a; —r. Como mdc(—r,1) =1 e 1|la; — r entdo a equagao tem solugdo. E a solugao
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geral serda x = o+t = 1+t ,pois sempre teremos zg =l ey =1yg+1rt ,comt €N |

Yo = aj e r é arazao da P.A. que da origem a esta equagao.

Pelo que foi provado acima, podemos concluir que toda equacao diofantina da forma
ax—+1y = c que obedecem as restri¢oes adicionais de s6 admitir x € N* et € N, representam
também, automaticamente, uma progressao aritmética (P.A.). Mas é facil verificar que a
reciproca nao é verdadeira, ou seja, nem toda P.A. de termo geral a,, = a; + (n—1).r gera
uma equacao diofantina. Basta tomar uma P.A. em que o primeiro termo é um nimero

decimal.

Veja o exemplo abaixo de uma progressao aritmética que pode ser trabalhada como
uma equacao diofantina, relacionando os dois contetidos e mostrando graficamente a cor-

respondéncia entre os dois formatos.

Exemplo 6.2.1. Seja a P.A. (4,7,10,13,...). Encontre a equagiao diofantina correspon-
dente a esta P.A., calcule sua solugao geral, e construa o gréafico discreto que representa

esta sequéncia e equacao simultaneamente.

Resolucao

Na P.A. acima temos a; = 4, r = 3 e entao o terno geral serd a,, = 1 + 3n. Fazendo

as substituicoes de a, =y e n = x chegamos na equacao desejada:

y = 1+3x

—3Bz+y = 1

A solucao geral neste caso pode ser calculada utilizando as informagoes da P.A.
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destacados nas formulas citadas acima:

r = 1+t ,com teN

t = 443t ,com teN

O gréfico abaixo que representa a P.A de termo geral a, = 1 + 3n e a solugao da
equacao diofantina —3x + y = 1 foi construido utilizando a 1* maneira de construcao que

citamos, utilizando as fun¢des de uma planilha eletronica no Geogebra.

C8
22 °

C6
o

C5

C3

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Figura 8 — Grafico da P.A a, = 1+ 3n e solucdo da equacio -3z +y =1

Exemplo 6.2.2. Uma P.A. é determinada pelo termo geral a,, = 3 4+ 6n. Encontre a

equagao diofantina correspondente e sua solugdo geral, e represente graficamente esta

P.A..

Resolucao

a, = 3+ 6n ¢é o termo geral da P.A. que se transforma através da férmula
—rx 4y = a; —r na equagao diofantina —6x +y =3  que tem a solugao geral x = 1+1

e y=9+6t comteN.

Agora o grafico desta progressao e equacao diofantina serd construido utilizando uma
lista de pontos em sequéncia, que é a 2* maneira de construcao que citamos, conforme

apresentado na figura 9.
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Figura 9 — Gréfico da P.A (9,15,21,...) e solugdo da equagdo —6z +y = 3 com escala entre os eixos de 1:5

O préximo exemplo mostrara como percorrer o caminho inverso, ou seja, transformar
uma equacao diofantina em uma progressao aritmética. Lembrando que o formato ax+y =
¢ da equacao é necessaria para que se possa transformar em uma P.A. devido ao fato do
valor de z = 1,2, 3,4, 5, .. aparecer na sequéncia natural e assim o coeficiente Z = 1 surge
naturalmente. E claro que se mdc(a,b) = d = b, também teremos uma diofantina que
representa uma P.A., mas neste caso podemos dividir toda a equacao por d para encontrar

a equacao primitiva que tera o formato desejado para a resolucao do problema.

Exemplo 6.2.3. Transforme a equacao diofantina 4z+y = 12 em uma P.A. e represente-a

com o grafico discreto correspondente.

Resolugao

A equacao deve respeita a féormula —rx + y = a; — r, entdao temos que r = —4 e
a1 —7r =12 — a; = 8. Portanto o termo geral da P.A. sera representado por a, = 12 —4n
ea PA =84,0,—4,—8,.... Agora veremos o grafico que representa esta P.A., na figura

10.
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Figura 10 — Gréafico da P.A (8, 4, 0, -4,...) e solugdo da equagao 4z +y = 12 com escala entre os eixos de
1:5

Os exemplos que relacionam uma P.A. com uma equacao diofantina foram expli-
cados de maneira mais simplificada porque esta relagdo é realmente simples devido as
restrigoes adicionais que aplicamos as equacoes diofantinas para explorar apenas uma
situagao que pode ser ensinada tranquilamente em qualquer turma de 1° ano do ensino
médio. Mas fica o questionamento se é possivel transformar todas as equacoes diofantinas

em progressoes aritméticas.

Para responder esta pergunta poderiamos argumentar que como os graficos sao
idénticos entao, podemos estabelecer esta relacao para todas as diofantinas e todas as
P.A.. Mas, o fato é que temos duas restrigdes muito importantes: uma é que os valores de
x e y destas equagoes sao exclusivamente niimeros inteiros, e outra é que o valor de n = x
da P.A. é sempre o conjunto N* = 1,23.45,.... Desse modo, os ajustes que devem ser
feitos s@o muitos, e como existem progressoes aritméticas que tém termos pertencentes ao
conjunto dos racionais podemos afirmar que nao existe uma correspondéncia biunivoca
entre diofantinas e P.As. no sentido de que ndo podemos transformar toda P.A. em uma
equagao diofantina com solugdo nos inteiros. Por fim, se estabelecermos uma relagdo do
valor de x com o conjunto N* terfamos condigoes de transformar toda equacao em uma
P.A., mas isto ndo serd estudado neste momento, por considerarmos este conhecimento
desnecessario em vista da nossa proposta de trabalho na educacao basica e talvez complexo

demais para uma turma de 1° ano do ensino médio por exemplo.
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Consideracoes Finais

Ao longo desta proposta de trabalho que se destina, principalmente, a auxiliar o
trabalho dos professores de matematica da educacao basica, tivemos a oportunidade de
esclarecer e desenvolver o estudo das equagoes diofantinas lineares em duas variaveis,
um tipo de equagdo que se mostra eficaz na resolucao de varios problemas do cotidiano

dos estudantes e rica em relagao a quantidade, diversidade e proporgoes destes problemas.

Outro fator importante que foi apresentado e comprovado, é o fato de estas equa-
¢oes se relacionarem diretamente com outros conteiidos de outras areas de conhecimento
da matematica que ja sao abordadas normalmente na educacao basica. Neste contexto
mostramos que a equacgao diofantina resolve problemas que, muitas vezes, sao solucio-
nados através de um sistema de equagoes lineares em duas variaveis, mas quando nao é
possivel encontrar nas informagoes do problema uma segunda equagao o tinico recurso é

a resolucao através da solucao geral da equacao diofantina.

A relagao destas equagdes com as fungoes afins e com as progressoes aritméticas
mostram a sua versatilidade e abrem caminho para que o desenvolvimento dos conheci-
mentos em torno destas equacoes seja inserido no contexto escolar da educacao bésica,
neste caso, o trabalho poderd ser aplicado com éxito nas turmas de 1° ano do ensino
médio. Uma relacao interessante é citada, também, com o estudo de retas na geometria
analitica, com enfoque nas equagoes cartesianas e paramétricas de uma func¢ao do 1° grau

e estudo de retas paralelas e perpendiculares.

Nesta relagao com as funcoes e com a geometria analitica, devemos tomar o cuidado
quanto a representacao grafica de uma funcao afim e de uma equacgao diofantina, pois esta
ultima apresenta um grafico discreto que representa somente o conjunto de pontos (z,y)

em que suas coordenadas sejam solugao da equacao em questao, e isto ocorre especifica-
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mente quando ambas as coordenadas sao inteiras, ao passo que em uma funcao afim o
conjunto solugao pertence ao conjunto dos niimeros reais, que determinam no plano uma

reta continua.

A aceitagdo de um novo conjunto de coeficientes para estas equagoes se baseia na fun-
damentagao teérica de um novo conceito de mdec, o maximo divisor comum generalizado
(mdcg), que possibilita explorar o conjunto dos niimeros racionais Q em sua totalidade e
com amostras praticas de utilizagao dos conhecimentos adquiridos sobre este assunto. E
a partir deste conceito, elevamos as equagoes diofantinas a outro patamar de aplicabili-
dade, tendo em vista a quantidade de situagoes dentro e fora do ambiente escolar que sao
modeladas em duas varidveis e quase sempre com a utilizagdo de valores decimais em seus
coeficientes. Para exemplificar isto, basta tomar qualquer situagao cotidiana destinada
a calcular valores referentes a dinheiro, onde os décimos e os centésimos estao presentes

quase que obrigatoriamente.

Como a generalizacao do conceito de mdc apresenta algumas ressalvas, poderiamos
ter a sensacao de que este conhecimento nao tem utilidade visto que contrasta com os
conceitos de divisores em anéis e corpos. Mas, com base em (??) e (?7), os conhecimentos
algébricos de anel e grupo nao sao estipulados para seu ensino no ensino médio, até por
causa da complexidade e nivel abstrato deste conteiido. com base nisso podemos afirmar
que a validade dos conceitos generalizados do mdc pode ser mostrada no ensino médio, e
ensinada sem prejuizo nenhum aos outros ramos da matematica que o aluno podera ter

acesso em um curso de ensino superior.

Nos exemplos de aplicacao das equagoes do tipo diofantinas com coeficientes racio-
nais trabalhamos com situacoes que realmente podem acontecer no dia a dia, seja na zona
urbana ou na zona rural. Consideramos esta secao importantissima nao s6 pelo fato de
mostrar que os novos conceitos de mdc podem ser desenvolvidos em situagoes reais, abor-
dando os problemas que envolvem o conjunto @Q com mais confianca e com base em uma
técnica eficaz, mas também pelo fato de que alguns problemas necessitam a utilizagao de
valores na casa dos milhoes para a sua resolugao. Isto é importante porque mostra para os

estudantes que a matematica contida na vida real, as vezes, é mais dificil de ser resolvida



Consideracoes Finais 95

do que os exercicios estudados em sala de aula, onde tomando como base as referéncias
(7?7) e (?7), podemos perceber que muitos exercicios trabalham somente com valores pe-
quenos, passando a impressao, muitas vezes, de que sabendo usar matematica até a casa
dos milhares ja é suficiente para resolver todos os problemas existentes. Acreditamos,
entao, que alguns destes exemplos poderao causar espanto nos alunos em um primeiro
momento, mas que uma de suas fungoes serda cumprida depois do seu entendimento que é

mostrar a realidade da matemaética.

Concluimos de modo geral que esta proposta de trabalho visa a evolucao do ensino
da matematica na rede publica, seja com uma abordagem significativa das operagoes com
numeros racionais, seja com a adaptacao de novas teorias em contetidos que podem ser
ensinados na educagao basica e que podem proporcionar uma nova visao por parte dos
alunos sobre o estudo da matemaéatica. Mostrar aos alunos que a matemaética esta sempre
evoluindo, e que esta evolucao depende da evolucao de toda a sociedade, servira para
incentivar os alunos a estudar, entender e construir matematica, que ao nosso ver, sao

trés agoes que em alguns momentos parecem se perder na educacao basica.
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