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Resumo

As transformacoes de ordem politica-pedagogica que vém acontecendo nas ultimas
décadas no Ensino Basico no Brasil, conduzem o professor a repensar seus planejamen-
tos curriculares. Na dimensao politica temos A Lei de Diretrizes, Bases da Educacao
(LDB) e a institui¢io do Exame Nacional o Ensino Médio, além de outras avaliagoes,
que colocam o aluno no centro do processo de ensino-aprendizagem. Paralelo a isso,
no campo da Matematica, metodologias de ensino voltadas a resolucao de problemas,
ou com énfase no cotidiano do aluno vem ganhando cada vez mais espaco nos livros
didéticos e sala de aula. Todo esse contexto vem ocasionando uma mudanca nos cur-
riculos levando a exclusao de alguns topicos tradicionais do Ensino Médio, tanto do
livro didatico como do planejamento do professor, dando espago para uma ensino mais
dindmico com forte tendéncia para interdisciplinariedade.

Atento a essas mudancgas este, trabalho, faz uma reapresentacao das fungoes
Afim e Quadratica, que tem apresentado grande destaque nas provas do Emem, sob
uma perspectiva do calculo diferencial, ndo com intuito de estender o curriculo, mas
sim, simplificar seu entendimento e aplicacao através do estudo do comportamento das
variacoes das fungoes.

Palavras-chaves: Enem. Ensino Médio. Curriculo. Fungoes. Derivada



Abstract

The transformations of political-pedagogical order that has been happening in
recent decades in Basic Brazilian Education, leading the teacher to rethink their cur-
riculum planning. In the political sphere we have the Law of Guidelines and Bases of
Education ( LDB ) and the institution of the High School National Exam, and other
tests that put the student at the center of the teaching -learning process. Parallel that
in the field of mathematics, teaching methodologies oriented in problem solving, with
an emphasis on cotidian stuations of is gaining more space in textbooks and living-
class. This whole situation has caused a change in the curriculum leading to exclusion
of some traditional topics of high school, both the textbook and the teacher’s planning,
giving way to a more dynamic teaching with a strong trend towards interdisciplinarity.

Attentive to these changes this, paper is about a resubmission to quadratic func-
tions, which has brought great prominence but evidence of Emem, under a perspective
of differential calculus, not with the intention of extending the curriculum , but to
simplify their understanding and application through to study of the behavior of the
function variations.

Key-words:Enem. High School. Curriculum. Functions. Derived.

vi



Conteudo

5

6

Introducao . . . . . . . . ..
0.1 Proposta . . . . . . . . e
0.2 Justificativa . . . . . ..o

Nocgoes Basicas de Fungoes

1.1 Representacao grafica de uma funcao . . . . . . . .. .. ... .. ...

Funcao Afim

2.1  Modelos e Caracterizagao de uma Fungao Afim . . . . . .. . .. ...
Funcao Quadratica

Espaco, Velocidade e Aceleragao

Proposta de Abordagem

Consideragoes Finais

A Um breve descrigao histérica do Calculo

Bibliografia

12
14

17
20

24

32

35

37

39

41



Introducao

Com a reformulagdo do Enem (Exame Nacional do Ensino Médio), a partir de
2009 o MEC (Ministério da Educacao), traz uma nova proposta de avaliacao visando
utiliza-lo como um instrumento centralizado para selegao as IFES (institui¢oes federais
de ensino superior) e com isso promover uma democratizagao ao acesso ao Ensino Supe-
rior, pois, possibilita aos candidatos menos favorecidos financeiramente, diversificarem
suas opgoes de curso e instituigoes.

Junto com a reformulacao foi apresentada uma Matriz de Referéncia Curricular
para o ensino médio dividida em areas de conhecimento e baseado em relagao de com-
peténcias e habilidades que os alunos devem adquirir. Em uma proposta apresentada
a Associagdo Nacional dos Dirigentes das Institui¢coes Federais de Ensino Superior, o
MEC em (3] diz:

"A nova prova do Enem traria a possibilidade con-
creta do estabelecimento de uma relacao positiva entre
0 ensino médio e o ensino superior, por meio de um de-
bate focado nas diretrizes da prova. Nesse contexto, a
proposta do Ministério da Educacdao é um chamamento.
Um chamamento as IFES para que assumam necessd-
rio papel, como entidades autonomas, de protagonistas
no processo de repensar o ensino médio, discutindo a
relacao entre conteudos exigidos para ingresso na edu-
cacdo superior e habilidades que seriam fundamentais,
tanto para o desempenho académico futuro, quanto para

a formagdo humana."
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E notério com esse progressivo fim dos vestibulares e adesdo ao Enem, por ins-
tituicoes de ensino superior, seja de ordem publica ou privada, vem causando uma
diminuicao da dificuldade de acesso de alunos egressos de escolas ptublicas a essa mo-
dalidade de ensino, em razao de que as questoes do Enem sdao mais contextualizadas
e menos conteudistas. Mas por outro lado, nao se pode ser negado ao aluno, que
demonstra afinidade com matematica, o contato com aqueles contetidos que apresen-
tam um maior nivel de dificuldade, exige maior abstracao e que nao estao diretamente
relacionados a situagoes praticas cotidianas, mas, sdo de grande importancia para o de-
senvolvimento do conhecimento tedrico e cientifico do aluno e também para o progresso
e evolucao da matematica como ciéncia.

Dessa forma o problema em questdo é seguir as novas tendéncias da Educacao
Matematica para o ensino médio e ao mesmo tempo nao limitar contetidos, promover
divulgar a matematica e identificar talentos.

Paralelo a essa analise, temos o resultado de um trabalho publicado na sitio
eletronico da Revista Veja em [5] onde foi feito um levantamento sobre as 720 questoes
do ENEM de 2009 a 2012, no sentido de observar os contetidos cobrados nas mesmas.
Como esta explicito na Tabela 0.1.

Apesar de nao especificar os critérios e metodologia utilizadas neste trabalho,
pode-se verificar no resultado que existe uma consideravel concentracdo de questoes
em torno de fungoes e escala, razao e proporcao. Ja em fisica, destaca-se o aumento
nas provas de 2011 e 2012 de questoes que envolvam conhecimento em mecanica. Surge
entao a questao: O que une esses trés topicos?

A mecénica tratada no ensino basico, baseia-se no movimento uniformemente
variado, ou seja, movimento com aceleragao constante onde a equacao do espago é
modelada em uma fungao quadratica. Razao e proporc¢ao esta fortemente relacionado
com temas e situagoes que caracterizam modelo de funcao afim. E por fim funcao

quadratica e funcao afim sdo componentes naturais do estudo de fungoes.

0.1 Proposta

Na pratica da docéncia em matematica do ensino médio, principalmente na escola

publica, verifica-se uma grande dificuldade em se cumprir os convencionais curriculos,
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sejam em razao da extensao, da reduzida carga horaria, ou da falta de lastro algébrico
aritmético do ensino fundamental. Assim essas progressivas mudancas virao para di-
minuir o sofrimento dos alunos ao estudar matematica e a angustia dos professores,
dando sentido pratico ao que se estuda na escola. Mas, por outro lado, nao é incomum
encontrarmos alunos que apresentam afinidade com Matematica e que conseguem éxito
na aprendizagem apesar das adversidades.

Assim, a proposta desse trabalho é equacionar essas duas vertentes, manter o foco
nas novas tendéncia, ou seja preparar o aluno para o Exame Nacional do Ensino Médio,
sem perder de vista conteudos tradicionais do ensino médio. Portanto, sera feito uma
reapresentagao dos estudos de funcao afim e quadratica, valorizando os aspectos de
suas variacoes através da sutil introducao do calculo diferencial.

Este trabalho nao visa substituir o livro didatico na apresentacao dos contetudos,
mas sim expor uma forma alternativa de se estudar funcoes, que possibilite a aplicagao
em situagdes mais realisticas e dé suporte para estudos posteriores. Os conceitos serao
apresentados a partir de aplicagoes e exemplos praticos e as demonstragoes formais
serao omitidas, substituidas pela aceitacao através intuicdo. Dessa forma, acreditamos
que este trabalho podera ser utilizado como um texto suplementar ao livro didatico,
como atividade de um ntucleo de estudos dirigidos em matematica ou ainda como ma-

terial de centro de iniciacao cientifica.

0.2 Justificativa

A insercao do estudo do calculo diferencial no ensino médio nao se trata necessa-
riamente de mais um elemento no componente curricular ou um tépico a ser estudado
pelo aluno. Pelo contrario, a derivada como ferramenta tornara mais facil resolugao de
problemas que envolva as mais diversas aplicagoes de funcoes quadraticas. E também
nao se trata de um estudo formal como se vé nas disciplinas de introdugao ao calculo no
ensino superior, onde se inicia com um pesado estudo de limites e com demonstragoes
exaustivas.

E ainda, o estudo da derivada no primeiro ano do ensino médio, podera favorecer
um tratamento interdisciplinar dos contetdos, possibilitando sua aplicacao na fisica,

no estudo dos movimentos ou qualquer outro assunto que envolva taxa de variacao.



Capitulo 1

Nocoes Basicas de Funcoes

A nocao intuitiva matematica de funcao é basicamente uma relagdo entre os
elementos de dois conjuntos quaisquer. Em nosso cotidiano, estamos cercados de fend-
menos que podem servir de exemplos de funcao. O tempo que uma pedra leva para
atingir o chao quando é langada do alto de uma torre, depende da altura da torre, assim
podemos dizer que o tempo esta em func¢ao da altura. Da mesma forma podemos dizer
que a area de um quadrado estd em funcdo do comprimento do lado, ou que o valor
da conta de energia elétrica estd em funcdo do consumo. E importante perceber que
nao basta uma simples relacdo para que exista func¢do, é fundamental que se perceba
a relacdo de dependéncia, que se identifique o que é livre e o é que dependente. Ora,
nao teremos um valor para a conta de energia, quando nao se existe um consumo, este
deve existir mesmo que seja zero.

Tratando-se de niimeros, uma funcao pode ser entendida também como uma ma-
quina que transforma valores, onde para cada valor de entrada existe necessariamente
um tunico valor de saida.

De uma maneira formal podemos dizer que:

Uma funcao f € uma lei que associa cada elemento x de um conjunto A exata-
mente a um elemento f(x) em um conjunto B.
Quando estudamos resolucao de equagoes no ensino fundamental, denominamos

o x de incégnita ou valor desconhecido. No estudo de fungoes podemos escolher para
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x qualquer um dos elementos do conjunto A, assim x é denominado varidvel indepen-
dente da fungao fe A é denominado conjunto dominio de f (notacao D(f)). A fungao
associa um valor x a um unico valor f(z) (1é-se f de z) ao qual denominamos varid-
vel dependente e o conjunto formados por todos seus possiveis valores é denominado
conjunto imagem de f.

Nao se pode confundir f e f(z). f refere-se a fungdo em si, ou seja, & maquina
que transforma um ndimero em outro. Ja o f(z) é o valor de saida produzido pela

maquina [ a partir do valor de entrada x. Conforme a figura 1.1.

Entrada
Variavel Independente

Saida
Variavel Dependente

Figura 1.1

O conjunto B denomina-se Contra-dominio de f (notacao C'D(f)). Observemos
que o conjunto imagem de f é diferente do contra-dominio de f, isto é, pode existir
elementos no conjunto B que nao pertenca a imagem de f.

Para que uma funcao esteja bem definida é importante que fique explicito seu do-
minio, contra-dominio e uma lei que relaciona suas variaveis. Observemos os exemplos

abaixo:

(i) f: R — R tal que f(z) =2z + 1;
(i) g: Ry — R tal que g(z) = 22 + 1;

(iii) h:{-1,0,1,2,3} — R tal que h(x) =2z + 1;

Aqui temos trés fungoes as quais denominamos funcao f, g e h, que executam a
mesma operacao: duplicam o valor de entrada e adicionam um. Pensando ainda em
fungdo como uma maquina, o que as diferenciam é que f estd programada para operar
qualquer ntimero real, g, estd restrita a nimeros nao negativos e h opera somente sobre

o conjunto {—1,0,1,2,3}.
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Para simplificagdo da escrita, é comum representarmos uma fungao apenas pela
equagao de sua lei de formacao escrevendo apenas f(x) = 22, quando nao hd divida so-

bre seu dominio. Neste exemplo subentende-se que se trata de um fung¢ao de dominioR

1.1 Representacao grafica de uma funcao

Para visualizacao grafica de uma funcao, de uma variavel, usamos algumas téc-
nicas da Geometria Analitica, que é método de tratamento de figuras geométricas. Os
elementos estao dispostos num plano onde cada ponto esta associado a um tnico par

de niimero, que funciona como seu endereco, conforme figura 1.2:

A
Y . ¢

2° Quadrante 1° Quadrante

_,
|
|
|
|
|
|
|
|

'y
f
|
|
|
|
|
9y

NA— — — — — —

1 0

,;
S
N

3° Quadrante 4° Quadrante

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Fé-_—wFE

v Figura 1.2

Vemos que cada ponto pode ser identificado por dois valores numéricos, que sao
as coordenadas desse ponto assim temos A(—3,0), B(—3,2), C(1,5), D(2,2), E(0,—4)
e F(—1,—4). A primeira coordenada que corresponde ao valor no eixo horizontal
denomina-se abscissa a segunda sobre o eixo vertical denomina-se ordenada. Dessa
forma o ponto B tem abscissa —3 e ordenada 2.

Na representacao grafica de uma funcao, para cada valor do dominio constituire-

mos um unico ponto sobre o plano. Admitindo o valor do dominio como abscissa e sua
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respectiva imagem como ordenada, o grafico de uma funcao f é formando pelo subcon-
junto GR(f) do plano cartesiano de pontos da forma P(z, f(x)) onde = é elemento do

dominio, ou seja:

GR(f) = {(z, f(x));2 € D(f)}

Podemos perceber que, o comportamento do grafico da fungcdo depende neces-
sariamente da lei de relagdo entre x e y, assim como seu dominio. Dadas as fungoes
f, g e h, da sessao anterior, escolhendo com um certa conveniéncia alguns valores de
z, (tabela 1.1) verificaremos o comportamento do gréfico dessas fungoes conforme as

figuras 1.3, 1.4 e 1.5.

x y (2,9)
T= 3| y=2(3)+1= 5] (-3.-5)
r=-2|y=2(-2)+1=-3|(-2,-3)
r=-1|y=2(-1)+1=-1](-1,-1)

T=0 | y=200)+1=1 | (0-1)
7= y=2(1) +1= 1.3)
r=2 | y=202)+1=5 | (25
T = y=203)+1= (3,7)

Gréfico da fungdo f: R — R tal que f(z) =2z +1

Figura 1.3
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Gréfico da fungdo g : Ry — R tal que g(z) =2z + 1

Figura 1.4

Gréfico da fungao h: {—1,0,1,2,3} — R tal que h(z) =2z +1
| )

Y /
7 é

6 /0

. d

/ 1 Figura 1.5

Observemos que, todos os trés graficos estao sobre a mesma reta que serve de
suporte, caracteristica esta dada pela da lei formacao y = 2x + 1 comum as trés. A
diferenca estd nos dominios de cada uma. Na funcao f, o dominio é toda reta real
consequentemente o grafico é igual a reta suporte (figura 1.3), ja na fungao g o gréfico
inicia-se a partir do ponto (0,1) = (0, f(0)) (figura 1.4), para a fungao h o grafico

restringe-se a alguns pontos (figura 1.5).



Capitulo 2

Funcao Afim

Uma funcdo f : R — R é dita afim quando existem constantes m # 0, b € R
tais que f(x) = max + b para todo x € R.

Seguindo esse conceito, podemos afirmar que a funcao f descrita no capitulo
anterior ¢ uma funcdo afim. O grafico de uma func¢do afim é sempre uma reta. A
demonstracao formal dessa afirmacao sera omitida, sendo substituida pela andlise de
exemplos, o importante aqui é esclarecer as relagdes entre as func¢oes do tipo y = max+b
e seu respectivo gréfico.

Um reta é determinada conhecendo-se dois pontos distintos, da mesma forma,
uma funcdo afim pode ser determinada conhecendo-se as imagens f(z1) e f(x2), para
x1 , xo distintos. Ou seja, sabendo-se que f : R — R é uma funcao afim e que para x;
e xy distintos temos y; = f(z1) e y2 = f(x2), podemos determinar m e b, a partir da

resolucao do seguinte sistema linear:

mxs + b=y mxs + b=y _
? ? = 2 ? :>m(x2—x1)=y2—y1=>m=y2 £

mz, +b =1y —mx1 —b=—y T2 — 21

(2.1)

Conhecendo-se o valor de m e substituindo em qualquer uma das equagcoes facil-

mente encontramos o valor de b.
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Construcao de uma reta a partir de dois de seus pontos é uma tratamento comum
da geometria. Aqui com o método analitico e com o uso do plano cartesiano podemos
construir uma reta, também a partir de um seus pontos e com a determinacgao de sua
inclinacdo em relacao a um dos eixos ordenados, por convencao adotaremos o eixo das
abscissas. Para melhor entendimento fagamos uma anélise de algumas fungoes e seus
respectivos graficos. Sejam as funcgoes:

Seja f : R — R dada por y = 2x. Escolheremos alguns valores de x para

construcao grafica, conforme tabela 2.1.

x y (z,9)
r=0|y=20=0] (0,0)
r=1|y=21=2](1,2)
T=2|y=22=4](24)

Tabela 2.1

Desse modo obtemos o grafico2.1.

A

o
- a2

- Figura 2.1

Observa-se que a variacao do valor de y ao longo de todo grafico é uniforme em
relacao a variacao de x, ou seja, enquanto x avanca uma unidade para direita, y sempre
avanga duas unidade para cima. Assim podemos definir a inclinacao da reta como a
razao entre a variacao de y e a respectiva variacao de x. Utilizando a notagao Ax
(delta x) e Ay (delta y) para representar as respectivas variagdes de x e y, podemos

escrever:
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e Ay 3-1
inclinaggo = — = —— =2

Ar 2-1

Podemos generalizar esta relagao da seguinte forma:

Ay -
Ar 19— 1

Onde e f(z1) = y1 e f(x2) = yo para quaisquer x; #

Observemos que a relagao acima coincide com o valor do coeficiente m encontrada
em 2.1, por essa razao este é denominado coeficiente angular. Quando se utiliza a
notagao A—z denominamos taxa de variacao. Por sua vez, o coeficiente b determina a
abscissa o ponto onde o grafico intersecta o eixo ¥, pois, f(0) = m0+b = b, assim toda
fungao f: R — R, com f(x) = mx + b passa pelo ponto (0, b).

Utilizando o conceito da taxa de variagdo podemos facilitar a construcao do gra-
fico da funcao afim.

Exemplo 2.1. Construir o grafico da funcao f afim onde y = 3z + 1.
3

—, temos

1

que quando z tem um acréscimo de uma unidade por sua vez, y tem um acréscimo de

Como b = 1, temos que o grafico passa por (0,1) e como A—y =3 =
x

3 unidades, assim, a partir do ponto (0, 1) desloca-se uma unidade para direita e trés
unidade para cima, chegando ao ponto (1,4), logo o grafico de f é a reta que passa
pelos pontos (0,1) e (1,4), conforme a figura 2.2.

A

54

'

% .'1/ N T S S B S
-1
Figura 2.2
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Exemplo 2.2. Construir o grafico da func¢ao f afim dada por f(z) = —gx — 1.
Aqui temos (0,—1), um ponto do grafico, e iz = _32 = _23 Desse modo
teremos que um dos dois deslocamento tera sentido negativo. Assim partindo de (0, —1)
podemos deslocar trés unidades para esquerda e duas unidade para cima chegando
ao ponto (—3,1) ou entdo deslocamos trés unidades para direita e duas para baixo

chegando no ponto (3, —3). Vejamos a figura 2.3.

NG N

Figura 2.3

Com o exemplo acima podemos introduzir dois conceitos importantes para fun-

¢oOes afins:

e Uma funcgdo afim serd dita crescente quando o coeficiente angular for positivo, ou

seja, quando hd um acréscimo no valor de x, o valor de y também cresce.

e Uma funcdo afim serd dita decrescente quando o coeficiente angular for negativo,
ou seja, quando hd um acréscimo no valor de x, acarreta em um decréscimo no

valor y.

Desse modo vemos que o coeficiente angular ou taxa de variagao nos da o com-

portamento do grafico da funcao afim.

2.1 Modelos e Caracterizacao de uma Funcao Afim

No estudo da matematica, ou mesmo no cotidiano, é comum depararmos com
situagoes-problema em que existe uma relacao entre duas grandezas e para um me-

lhor entendimento temos que determinar um modelo matemético para situagao dada.
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Existem algumas situagoes que podemos facilmente encontrar uma relagdo do tipo
y = ax + b, como no exemplo a seguir:

Exemplo 2.3. Em uma loja, o salario mensal dos vendedores ¢ calculado da
seguinte forma: Uma parte fixa de R$800, 00, mais uma comissao de 5% sobre o soma-
torio das vendas realizadas pelo vendedor no més. Assim podemos escrever o salario y

do vendedor em func¢ao da soma x das vendas realizadas, da seguinte forma:

5)

Similarmente a este problema, uma série de outras situagoes podem ser modeladas

por uma funcdo do tipo f(z) = ax + b. Outros situagoes:

e Valor pago em uma corrida de taxi onde b corresponde a bandeirada (valor fixo)

e a valor pago por cada km rodado;

e Custo total para producao de x unidades de certo produto onde b é custo fixo,

que independe da producao, e a é o custo associado a producao de uma unidade.

Mas existem situacoes em que o valor de a e b nao estao explicitos, como no
exemplo a seguir:

Exemplo 2.4. Em um laboratério, um estudante dispoe de dois termometros de
modelos e tamanhos diferentes, sendo que um mede a temperatura na escala Celsius
e o segundo, pelo tempo de uso nao apresentava as marcas da escala. Esse estudante
resolveu criar uma nova escala M de temperatura, para que pudesse aproveitar o termo-
metro e procedendo da seguinte forma: estipulou um medida linear que corresponderia
a uma unidade da nova escala e marcou-a ao longo de todo termdémetro e ainda atri-
buiu 0°M (zero grau na escala M) & marcagio central do termémetro. Observando a
variagdo de temperatura nos dois termometros ao coloca-los em um refrigerador, foi
anotando as correspondéncias entre as duas escalas, conforme a tabela 2.2.

A intensao do estudante era de estabelecer uma funcao que relacionasse as duas
escalas, para qualquer qualquer pessoa pudesse usar o termometro na escala M e co-
nhecer o valor correspondente na escala Celsius. Dessa forma, resolveu marcar esses

valores em um plano cartesiano, obtendo o gréfico 2.4.
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°Cc | "M
6 6
4 2
2 | =2
0| —6
Tabela 2.2

e

Figura 2.4

O aluno verificou que a cada variacao em duas unidade na escala Celsius corres-

ponde a uma variagao em quatro unidades na escala M, ou seja:

AM 4 5
AC 2
Assim o estudante concluiu facilmente que se trata de uma fung¢ao afim e como (0, —6)

¢ uma ponto do grafico, chegou-se a relacao:
M=2C -6

Mas esse fungao nao é conveniente pois tem como variavel independente, o valor
da temperatura na escala M e variavel dependente, a temperatura na escala Celsius.
Ele percebeu que é mais funcional que se tenha o contrario: Valor de entrada em M e
valor de saida em Celsius.

Para contornar essa situacgao, sem refazer todo problema o estudante verificou

AC 2 1
oM 0 —=—-== lui :
que a temperatura 0 corresponde a 3"C' e A -1 g eone uindo que
1
C= §M +3

Comparando as duas as variagoes das duas grandezas o estudante percebeu que

quando a temperatura sofre uma variacao em duas unidades na escala Celsius sempre
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acarretara uma variagdo em 4 unidades na escala M, ambos em sentido positivo, o que
é fundamental para determinar a funcao, seja a temperatura em M ou em C' o valor

de entrada.



Capitulo 3
Funcao Quadratica

As fungoes quadrdticas sao as fungoes f : R — R dadas por f(x) = az? + bx + ¢,

com a # 0, b, ¢ € R, admitindo as formas incompletas:
o f(x) = az?
o f(z)=ax’+c
o f(z)=ax?+bx

O grafico da funcao quadratica apresenta uma forma bésica a qual denominamos
de pardbola, com algumas variacoes da forma que dependem dos valores dos coeficientes
a, b e c. Para o inicio do estudo grafico, tomaremos um caso particular quando a = 1
eb=c=0, ouseja, f(z) = x* que nos gerard uma pardbola mestre, onde todas as
outras serao variacao desta.

Tomaremos como partida o ponto (0,0), j& que é facil verificar que satisfaz a
condi¢do f(x) = 22, e tomemos alguns valores simétrico para z no entorno da origem
conforme a tabela 3.1, gerando o grafico da figura 3.1.

Vemos que o grafico da fungao quadréatica apresenta simetria em relacdo a um

2 coincide com os valores onde x = 0, e ainda, para os

eixo vertical, para o caso de y = x
valores negativos de x, o grafico apresenta um comportamento de decrescimento (valor

de z aumenta enquanto y diminui), alterando esse comportamento para um crescimento
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r | f(z)=2?

-3 9
—2 4
—1 1
0 0

1 1

2 4

3 9

Tabela 3.1

Figura 3.1

apds o ponto (0,0), quando z assume valores positivos. Em qualquer pardabola, o ponto
onde ocorre esse mudanca denominamos vértice.

Neste exemplo, a pardbola esté limitada ao intervalo [—3, 3] para o valores de z,
mas, 0 que nos garante que esse comportamento se mantera para um intervalo maior?
Esse quesito sera garantido a partir do estudo do comportamento da variacao da funcao
quadratica. Para tanto precisamos entender o conceito de retas tangente e secante para

uma curva qualquer. Stewart em [17] diz:
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A palavra tangente vem do latim , que significa "to-
cando". Assim uma tangente a uma curva é uma reta
que toca a curva. Ou seja, uma reta que deve ter a mesa
dire¢io que a curva no ponto de contato [...].Para um
circulo, poderiamos simplesmente, como Fuclides, di-
zer que a tangente é uma reta que intercepta o circulo
uma dnica vez, conforme figura 3.2 (a). Para as curvas
mais complexas essa definicdo € inadequada. A figura
3.2 (b), mostra duas retas | e t, passando sobre o ponto
P da curva C. A reta [ intercepta C somente uma vez,
mas certamente ndo aparenta Ser 0 que PENSAMOS Ser
uma reta tangente. A reta t, por outro lado, aparenta

ser uma tangente, mas intercepta C duas vezes (em P

e P').

P/

Figura 3.2-Fonte [17]-ADAPTADO

Nessa perspectiva retas paralelas a uma parabola sao as da forma apresentadas
na figura 3.3.

O conceito de reta secante de uma curva qualquer é similar ao estudado na geo-
metria plana (aquela reta que corta a curva em dois ou mais pontos), ndo admitindo
ambiguidade para a situacao em questao.

De posse desses conceitos e com o que estudamos até aqui, vamos determinar a
equacio da reta que passa tangenciando a pardbola dada por y = 2%, no ponto P(1,1).
A determinacao da equacao de uma reta se da encontrando os valores dos coeficientes
angular e linear. Podemos iniciar tentando encontrar o valor de m, pois de posse deste

e sabendo que a reta passa por (1,1) torna-se facil determinar b. O nosso primeiro
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Figura 3.3

problema reside em termos apenas um ponto sobre a reta t e precisamos de dois para

determinar o coeficiente angular de uma reta. Assim podemos achar uma aproximagao

para m somando um valor h > 0 a x, para determinar o segundo ponto @) e calcular o

coeficiente angular mp¢ da reta secante P(). Conforme a figura 3.4.

fA+h)

tangente

Figura 3.4

Pela figura, percebemos intuitivamente que fixando o ponto P e diminuindo pro-

gressivamente o valor de h, leva a reta [, secante ao gréfico, a se aproximar da tangente,

como se o ponto () deslizasse sobre a parabola em direcao a P. A tabela 3.2, que mos-

tra os valores de mpg para alguns valores de h.

A figura 3.4 nos mostra geometricamente que com a reducao do valor de h, man-

tendo P fixo, a reta secante se aproxima progressivamente da tangente. Ja na tabela

3.2 com essa mesma condigao leva o valor de mpg a se aproximar de 2, o que nos leva



a deduzir que o coeficiente angular da reta tangente é igual a 2.
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Tomando (z,y) um ponto qualquer da reta tangente e (1, 1) (ponto de tangéncia),

e aplicando a equagao 2.1 podemos encontrar a equacao da tangente:

2

_y—1

z—1

=y—1=2x—1)=y=2r—1

Podemos ressumir: A equacdo da reta tangente d pardbola y = x* no ponto P(1,1) é

descrita pela equagdo y = 2x — 1 . Conforme a figura 3.5.

que:

me

Admitiremos agora P(z, f(z)) um ponto qualquer sobre a parabola y = x

h (1+h)* | Q(1+h,(1+h)?) mp

1 4 Q(Q’ 4) mpq %

0.5 2.25 Q(1.5,2,25) mpg = 525 =25
0.1 1.21 Q(1.1,1.21) mpg = 52— =2.1
0.01 | 1.0201 | @(1.01,1.0201) mpg = 2=t = 2.01
0.001 | 1.002001 | Q(1.001,1.002001) | mpq = 55— = 2.001
0.0001 | 1.0002 Q(l.OOOlT, 11).(1)0?())3) mpg = Toge—t = 2.0001

flz+h) - f(x)

(x4 h)?—2*  2®+2zh—2?

Figura 3.5

h > 0, tomemos um segundo ponto Q(x + h, f(x+ h)). Aplicando o equagao 2.1 temos

(x+h)—2z

h h

h(2x + h)
h

2ecom

=2x+h
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Como o coeficiente angular m da reta tangente é o limite! da coeficiente angular
mpq da reta secante, quando aproximamos h de zero. Podemos afirmar que:

2 no ponto P(x,y) e descrita pela

A equacao da reta tangente a pardbola y = x
equacao y = 2x .

Esse fendmeno de tornar mpg tao préximo de m pegando um valor de h, sufi-
cientemente pequeno estd relacionado com um importante conceito da matematica o
conceito de limite. Verbalmente dizemos que: m ¢é limite de my;p = 22 + h quando h
tende a zero e é igual a 2x. Simbolicamente:

flz+h) - flz)
(x+h)—x

2

m = limy_, = limy,_,o 2z + h = 2z, para f(z) ==z

Utilizando desse atalho torna-se facil determinar a equagao da tangente qualquer
que seja o ponto. Vejamos a equacao da reta tangente a y = x? para alguns pontos
distintos, sabendo-se que agora que o valor do coeficiente linear é o dobro do valor da

abscissa do ponto (2x), conforme a tabela 3.3.

x | P(x,y) | Coef. Angular (m) | Eq. da Tangente em P(z,y)

2 | P(2,4) m=22=4 4= =y=4dz—4

3| P(3,9) m=23=6 6=42=y=06z—09

2 P(=2,4) | m=2(-2)=—-4 | A=YS=y=—dz—4
Tabela 3.3

As retas tangentes anteriores (dadas nos exemplos) foram definidas para o caso da
funcao quadratica especifica y = 22, que é apanas um caso particular diante das infi-
nitas possibilidades de composicao de uma funcao quadratica, a partir da variagdo dos
coeficientes de uma funcao quadratica completa y = az? + bx + c¢. Assim como em
y = 22, que encontramos m = 2z, buscaremos também a equacao da tangente para

y = ax?® + bx + c. Temos:

IN3o entende-se limite como um valor final, mas como esta expresso na tabela é aquele valor para

o qual a sequéncia se aproxima. No caso da secante de y = x? no ponto P(1,1) temos a sequéncia

(3, 2.5, 2.1, 2.01, 2.001, 2.001,... ), que vai tomando valores cada vez menores a medida que h se

aproxima de zero. A sequénciauAnuncaA atingird seu limite, da mesma forma que h nunca é zero pois do
y _ Ay

contréario a expressdo mpg = x2 = 57 nao faria sentido.
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flx+h) = f(z)

= limy, o =

f(x+h) - fx)

m=limy,_,q

(x+h)—a h
I a(x+h)*+b(x+h)+c—(az® +br+c)
B0 h N
’ ax? + 2axh + h? + ¢ + b + bh—ar®=bi—C
50 h N
2
lim%( ax +b+h) = lim 2ax + b+ h = 2ax + b.
h—0 }f h—0
(3.0)

fla+h)— f(z)
h
y = f(x), recebendo a notacio y' = f'(x)

O limite limy,_q ¢ conhecido também como derivada da funcao

Obervacgao: Seguindo esse processo, € possivel estabelecer a derivada de vdrias
fungoes e composicio de fungoes (trigonométricas, produtos, quocientes), mas que estao
além da proposta desse trabalho. A exemplo das funcoes polinomiais onde em cada uma

de suas parcelas é aplicada a regra (z") = nz" .

Isto é de grande utilidade para analisar como se comporta o crescimento de uma
fungdo, pois a derivada diz o que estd acontecendo com a fung¢ao naquele exato mo-
mento. A medida que o ponto de tangéncia se aproxima do vértice, tanto pela direita
quanto pela esquerda, a inclinacio da reta vai diminuindo (em médulo)? ou seja a
derivada tende a zero. Seguindo o mesmo raciocinio de limites é facil deduzir que, no
vértice a derivada(inclinagao da reta tangente) € igual a zero. Para uma funcdo qua-
drética qualquer, como vimos acima, f’(x) = 2ax + b, assim para encontrar o valor de

x que faz com que essa derivada seja zero, devemos encontrar a solugao para a equagao:

b
2e+b=0=>2r=—-b=>0=——
a

2lembremos que médulo é o mesmo que distancia de um nimero qualquer ao niimero zero, gerando
sempre um valor positivo, assim médulo de |—2|= 2.
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O ponto onde x = — geometricamente é identificado como coordenada do vér-

a
tice da parabola, ja de forma algébrica determina o valor maximo ou minimo da funcao.
Como a derivada descreve o comportamento de crescimento da funcao podemos resu-

mir:
e No intervalo onde a derivada € positiva a funcao € crescente
e No intervalo onde a derivada € negativa a funcao € decrescente
o A derivada € nula no vértice da pardbola

Geometricamente podemos verificar a partir da figura 3.6.

Figura 3.6

Em P, a reta tangente apresenta maior inclinacao, diminuindo progressivamente
em P, e P;, até tornar-se zero em P,. A partir do vértice a fungdo torna-se decrescente
com diminui¢ao do valor da inclinagao.

Ou seja:

my>mo>mg>my=0> ms>mg>my

intervalo crescente intervalo decrescente

Onde m; corresponde ao coeficiente angular da reta tangente no ponto P;.



Capitulo 4

Espaco, Velocidade e Aceleracao

Um dos motivos que validam a introducao derivada no ensino médio é sua apli-
cacao na fisica quando se estuda as relacoes entre espaco, velocidade e aceleragao em
fungao do tempo. O objetivo desse capitulo é rever alguns conceitos basicos de mowvi-
mento da fisica e aplicar nog¢oes de célculo estudadas até aqui.

Consideraremos um movel, deslocando-se em um trajetoria sob condigoes ide-
ais, sem influéncia de sua massa, volumes e qualquer outra for¢a que interfira no seu
movimento. Seja s : Ry — R, com t — s(t) a fun¢do de que determina o espago
percorrido pelo mével durante ¢t unidades de tempo a partir de um certo ponto O e
As = s(t + At) — s(t) o espago percorrido no intervalo de tempo de ¢ até t + At.

A razao:

s(t + At) — s(t)  percurso precorrido
U, = =

= 4.1
At tempo do percurso (4.1)

é a velocidade média do movel no intervalo de tempo de t até t + At, que relaciona
a variagao de posicao em relagdo ao tempo, ou seja, a velocidade diz o quao rapido o
movel faz o percurso.

E:
_ v(t+ At) —v(t)  variagao de velocidade.

Ay =

(4.2)

At "~ tempo do percurso.

é a aceleracdo média no intervalo de tempo de t até t + At.
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Esta razao determina o comportamento da variagao de velocidade do mével no
intervalo, se a velocidade é constante (ndo hé variagdo de velocidade) a aceleracao é
nula

Mas, podemos estudar essas grandezas nao em um intervalo de tempo, mas sim
pontualmente. Podemos encontrar a velocidade instantinea v(t) e aceleragao instanta-
nea a(t), que sao a velocidade e a aceleragdo do mdvel no instante ¢ especifico, calcu-

lando os limites:

s(t + At) — s(t)

v(t) = lim = A funcao velocidade é a derivada do funcao espago; (4.3)
At—0 A
=v(t+ At) —v(t
a(t) = A13;110 o +At) v(t) = A funcgdo aceleracio € derivada da fungdo velocidade (4.4)
%

Como no movimento uniforme a aceleragdo é constante, logo a aceleragao ins-
tantanea tem o mesmo valor que a aceleracao média. Tomando vy = v(0) (velocidade
no instante zero ou velocidade inicial), v(t) velocidade no instante ¢ , a aceleragao

constante e At = ¢ temos:

0+1t) — t) —
a:U( +t) U():U( )t vO:}at:’U(t)—’Ug#U(t):UO“_at (45)

Igualando o resultado da equagao (4.3) com a equagao (4.5), temos:

) t+ At) — s(t
U(t):Alfgl08< A?ﬁ S():v(t):vg+at

s(t)=vo+at  (4.6)
Obtemos aqui a derivada da fungao espago s. Agora, da equagao (3.1) temos que

S+ h) — f()

P R Py g = 2ax + b para f(r) = ar® + br + ¢
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Vejamos a semelhanca entre a derivada de uma funcao quadratica e a derivada
de s expressa na equagao (4.6). Derivar uma funcao polinomial, o resultado é sempre
um outro polinémio de grau imediatamente inferior, ou seja, derivando uma funcao
quadratica resulta numa funcao afim, derivando uma funcao afim resulta em uma
fungao constante (monoémio de grau zero). Observado isso, podemos afirmar que s é
uma fungao quadritica da forma s(t) = at? + bt + c e §'(t) = 2at + b resta entdo
encontrar os valores de «, b e ¢ resolvendo a igualdade s'(t) = 2at + b = vy + at, ou

seja:
a
20t = at = o = 5

b:UO

Dessa forma podemos escrever a funcao do espaco percorrido pelo mével como:

1
s(t) = iatQ + vy +c

A constante ¢ corresponde ao ponto de partida do movimento que se torna ne-
cessario caso este ponto nao corresponda a origem do sistema, como se estivéssemos

estudando a distancia percorrida por um automovel que parte do km ¢ de uma rodovia.



Capitulo 5

Proposta de Abordagem

Neste Capitulo resolveremos exercicios quem envolvem func¢ao afim ou quadratica
fazendo as duas abordagens, a tradicional e outra utilizando a derivada, a fim de
mostrar como a insercao da derivada logo no ano inicial do ensino médio nao somente
¢ viavel como também é um elemento facilitador da aprendizagem.

Para funcao afim selecionamos um exercicio e sua solucao extraido de Lima et.al
em [14]:

Exemplo 1. A escala da figura abaizo € linear.
Calcule o valor corresponde ao ponto assinalado.

Ao dizer que "a escala € linear’, estamos afirmando
que ha deslocamentos iguais ao longo da linha corres-
pondem acréscimos tguais nos numeros acima dessa li-
nha. Se x € a distancia de um ponto ao extremo es-
querdo da linha e f(x) é o numero acima desse ponto,
entio f(x) = ax +b. Como f(0) = 17ef(8) = 59, te-
mos b=17 e 8a + 17 = 59, donde a = 5,25. Portanto
f(3) =5,25.3417 = 32,75.

Agora vejamos uma resolucao que aborde as caracteristicas das variagoes das
grandezas envolvidas na questao.

Utilizando-se da definicao dada de "escala linear", podemos afirmar que se trata de
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modelo de funcao afim, assim devemos estabelecer uma rela¢ao do tipo f(x) = ax +
b. Um possivel entrave estd em determinar quem é variavel dependente e quem é a
independente. Ora, observando a figura 5.1, temos que zero (origem da escala) estd
relacionado com 17, 8 esta relacionado com 59, o problema quer que encontremos o
valor de saida quando o valor de entada é 3. Desse modo a func¢do em questdao tem
dominio D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8} e contra-dominio o intervalo fechado C'D = [17,59].
Resumindo:
Ay 59-17 42

f— — = — = = :1
a= 50 3 5,25eb= f(0) =17

Logo f(z) =5,25z+ 17 e f(3) =5,25.34+ 17 = 32,75
Para funcao quadratica selecionamos um exercicio extraido de Penteado e Torres
em [18]:
Exemplo 2. A func¢do hordria do espaco de um

movel é dado por

s =10 — 5t + 5t2

Determine:
a)A funcio hordria da velocidade;
b) O instante em que o mdvel inverte o sentido do seu

movimento.

Em uma abordagem tradicional, no item (a) fazemos a comparagdo dos coefi-
cientes da funcdo horédria do espago onde s(t) = ¢ + vt + %at2, com funcao dada, e
concluimos que vy = —5 e a = 10, logo v(t) = =5+ 10¢t. No item (b), o mével inverte o
sentido do movimento no instante em que s atinge seu ponto minimo que corresponde

—(=5)
2.5

ao vértice da parabola descrita por s = 10—5t+5t%, assim ¢, = = 1 (t do vértice).

Numa solugao utilizando-se derivada,no item (a) temos que que v(t) = s'(t) =

—5+ 10t. e no item b basta saber que o instante onde a derivada é nula corresponde

ao instante onde a fungdo do espago muda de sentido, assim: v(t) = =5+ 10t = 0 =
_ 5 _ 1
t=1%=73



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Este trabalho fez uma apresentagao diferenciada de funcao Afim e Quadratica,
com uma sucinta introdugao do Célculo Diferencial, ndo com intuito de se somar mais
conteidos ao curriculo do ensino médio, mas sim ampliar o campo de conhecimento e
conceitos da matematica moderna, mostrar novas possibilidades de aplicagdao e ainda
criar um link com o ensino superior, ja que o Calculo Diferencial é matéria basica para
diversos cursos de nivel superior.

Na elaboracao e escrita foi-se pensado sempre no leitor do texto: O aluno do 1*
Ano do Ensino Médio de escola publica. E de conhecimento de todos, o baixo indice
de proficiéncia apresentado pelos alunos de escolas ptublicas que chegam ao ensino mé-
dio sem as devidas competéncias e habilidades para o acompanhamento do curriculo,
que nesse nivel de ensino exige-se mais abstragdo para compreensao de conceitos, de-
monstracoes e aplicacoes mais refinadas. Ja& que no Ensino Fundamental esse aluno
trabalhou essencialmente com operacoes e calculos numéricos. Por essa razao, o texto
foi escrito em uma linguagem menos formal apelando pelo entendimento intuitivo e
excluindo, desde que possivel, notagoes, demonstracoes e definigoes mais rebuscadas.

Pela sua estrutura e por nao cobrir todo o contetido de fungoes afim e quadratica,
esse trabalho deve ser apresentado aos alunos, posteriormente ao estudo tradicional
dessas fungoes, como normalmente aparecem nos livros didaticos e também por ter

sido omitido algumas defini¢oes importantes levando o aluno a buscé-las em outras
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fontes.

Em funcéo afim, além de uma forma diferenciada de construcao e andlise grafica,
foi exposto também a sua caracterizacao, que é uma ferramenta pratica e rapida de se
identificar situa¢oes concretas que podem ser modeladas a esse tipo de funcao, que por
sua vez que abarca um grande percentual de questoes comuns nas provas do ENEM.
Em funcao quadratica, foi omitido a caracterizacao, pois em sua modelagem exige
resolucao de sistema linear quadrado de ordem 3 para determinacao dos coeficientes a,

b e ¢, que esta fora da proposta desse trabalho.



Apéndice A

Um breve descricao histérica do

Calculo

As grandes descobertas da humanidade podem ser divididas em dois grandes blo-
cos: no primeiro bloco, as descobertas sao fruto de lampejos de genialidade de um
pesquisador ou até um pequeno grupo de pesquisa, ja no segundo bloco as invengoes
ou descobertas sao fruto do trabalho arduo de varias mentes ao longo de décadas ou
até mesmo de séculos. A teoria do Calculo, apesar de historicamente ser atribuida
a Isaac Newton (1642-1727) e a Gottfried Wilhelm Leibniz (1647-1716), na verdade
pertence ao segundo grande bloco. O principio basico do célculo pode ser encontrado
em trabalhos como de Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C), que para calcular areas e
volumes de varias formas planas e sélidas, utilizou-se de um processo similar a moderna
teoria de limites. Na verdade, se nao fosse pela falta de uma linguagem algébrica, e
por nao admitirem a existéncia do infinito, os antigos mateméaticos da Grécia teriam

plenas condig¢oes de desenvolverem a Teoria do Calculo.

A geometria elementar euclidiana, através do processo de triangulagao, nos per-
mite calcular apenas area e o perimetro de qualquer figura poligonal. Mas esse processo
se torna inttil, quando estamos tratando de uma figura circular ou curvilinea como uma

circunferéncia. Por outro lado, por uma necessidade de se resolver problemas que en-
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volva esse tipo de figuras, como podemos citar os problemas de navegacao e astrologia,
ou por pura curiosidade cientifica, os antigos matematicos sempre estiveram em busca
de solugoes para os mistérios das curvas. Qualquer aluno do colegial conhece a aparen-
temente simples, formula para o calculo de area da uma circunferéncia. A constante
irracional m que aparece ao longo da histéria como o grande mistério da circunferén-
cia. Ela é determinada pela razdo do comprimento da circunferéncia pelo didmetro e
ao longo do séculos foi a razao de exaustivos trabalhos para se determinar seu valor
exato, o que nunca era conseguido, quanto mais os calculos eram apurados mais alga-
rismos significativos eram encontrados. Em um texto egipcio de 1650 a.C conhecido
por Papiro de Rhind , foi encontrado um problema de célculo de area em que se pode
deduzir o valor de aproximadamente de m = 3,16049 que estd bem préoximo do valor
verdadeiro aproximando para 5 casas decimais que é de 3,1459 (MAOR,2008 p.62).
Atualmente com utilizando-se um C.A.S (sistema algébrico computacional), como o
Maple, ou Derive em um computador pessoal, pode-se encontrar uma aproximacao de
centenas de milhares de casas decimais. Apesar da exaustiva busca por valores cada
vez mais refinados o valor encontrado no Papiro de Rhind, é suficiente para solu¢ao da

maioria do problemas de engenharia da atualidade.
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