UNIVERSIDADE FEDERAL DO MARANHAO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGIA
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM
MATEMATICA EM REDE NACIONAL - PROFMAT

EVANILSON SANTOS SILVA

DIAGONALIZACAO DE MATRIZES: uma

abordagem no ensino médio

Sao Luis
2014



EVANILSON SANTOS SILVA

DIAGONALIZACAO DE MATRIZES: uma abordagem no ensino

médio

Dissertacao apresentada ao curso de Pos-
Graduagao em Matematica em Rede Nacional
da Universidade Federal do Maranhao, para a

obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. José Antonio Pires F. Marao

Sao Luis
2014



Silva, Evanilson Santos

Diagonalizagdo de matrizes: uma abordagem no ensino médio / Evanilson
Santos Silva. — 2014.

f.

Impresso por computador (Fotocdpia).

Orientador: Prof. Dr. José Antoénio Pires F. Marao

Dissertagio (Mestrado) — Universidade Federal do Maranhéo, Programa de
Mestrado Profissional em Matematica, 2014.

1. Matrizes 2. Determinantes 3. Sistemas Lineares 4. Espago Vetorial 5. Produto

Interno I. Titulo
CDU 512.643




EVANILSON SANTOS SILVA

DIAGONALIZACAO DE MATRIZES: uma abordagem no
ensino médio

Dissertacao apresentada ao curso de Pos-
Graduagao em Matematica em Rede Nacional
da Universidade Federal do Maranhao, para a
obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Trabalho aprovado. Sao Luis, 28 de abril de 2014:

Prof. Dr. José Antonio Pires F. Marao
(Orientador)

Prof. Dr. Félix Silva Costa

Prof. Dr. Moiseis dos Santos
Cecconello

Sao Luis
2014



Aos meus amados pais Edson e Marinilza, aos meus amados irmados, ao meu grande

amor Luzia Maria e aos meus amados filhos Thiago e Sophia.



AGRADECIMENTOS

Aos meus pais Edson e Marinilza pelo dom da vida, amor, incentivo, apoio e encoraja-
mento em toda a minha caminhada pessoal, educacional e profissional;

A minha esposa luzia, a quem amo e admiro, estd sempre em sintonia comigo, ouve-me,
motiva-me, conforta-me, provoca-me e torce incondicionalmente pelo meu sucesso;

Aos professores do DEMAT-UFMA que aceitaram o desafio de acolher o PROFMAT
nessa instituicdo e nao medem esforcos para o sucesso do programa e dos alunos;

Ao meu orientador prof. Marao, que com muita atencao, zelo e amizade, me acompanhou
nessa etapa;

Aos membros da banca examinadora, pelo tempo despendido na leitura deste trabalho
e pelas importantes sugestoes apontadas;

A Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) e ao Instituto de Matematica Pura ¢
Aplicada (IMPA) pela concepgao do programa que oportuniza o sonho de pés-graduacao a
muitos professores de matematica;

A coordenacéo nacional do PROFMAT pela dedicacéo e comprometimento:

Aos meus queridos colegas do polo, pelos momentos de alegria e tensao que passamos
juntos durante o curso, especialmente Walter, Joao e Josivaldo, e aos colegas de todos os
outros polos do pais, que mesmo sem nos conhecermos, a uniao através da plataforma foi
decisiva para minha integralizacao neste curso;

Enfim, agradego a todos os meus amigos, mesmo aqueles com quem mantenho contato
apenas nas redes sociais, aos meus familiares e conhecidos que me querem bem, me ajudam

e torcem para que meus sonhos se tornem realidade.



“E fundamental diminuir a distincia
entre o que se diz e o que se faz,

de tal maneira que num dado momento
a tua fala seja a tua prdtica.”

(Paulo Freire)



RESUMO

Busca-se as definigoes de matrizes, determinantes, sistemas lineares, espaco vetorial com
produto interno, autovalores e autovetores de matrizes. Aborda-se, em seguida, a diagona-
lizacdo de matrizes e sua aplicacao na identificacdo de conicas nao degeneradas, a saber:

elipse, hipérbole e parabola.

Palavras-chaves: Matrizes. Determinantes. Sistemas lineares. Espaco vetorial. Produto

interno. Autovalor de Matrizes. Autovetor de Matrizes. Diagonalizacao de matrizes.



ABSTRACT

Search the definitions of matrices, determinants, linear systems, vector inner product
space, eigenvalues and eigenvectors of matrices. Is approached-then the diagonalization of
matrices and its application in the identification of non-degenerate conic, namely: ellipse,

parabola and hyperbola.

Keywords: Matrices. Determiners. Linear systems. Vector space. Inner product. Eigenva-

lue of matrices. Eigenvector of matrices. Diagonalization of matrices.
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INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é explorar as defini¢oes de matrizes, determinantes, sistemas
lineares, autovalor e autovetor de matrizes, tendo como enfoque principal o processo de
diagonalizacao de matrizes e suas aplicacOes, em particular a identificacdo de conicas nao
degeneradas. A diagonalizacdo de matrizes nao faz parte do curriculo do Ensino Médio. No
entanto, sdo varios os conteudos do curriculo do Ensino Médio onde esse fundamento pode
ser utilizada. Um deles estéa relacionado com a identificacdo de conicas nao degeneradas:

elipse, hipérbole e pardbola. Segundo os PCN:

“Cabe a Matemdtica do Ensino Médio apresentar ao aluno o conheci-
mento de novas informagoes e instrumentos necessarios para que seja
possivel a ele continuar aprendendo’.(PCN, 1999).

Para alcangar os objetivos deste trabalho, ele foi organizado em capitulos, da seguinte

forma:

a) O capitulo 1 contém uma breve histéria sobre matrizes e determinantes organizada,
considerando a ordem cronolégica e incluindo fatos relacionados a varios conceitos
trabalhados no contexto de matrizes, dos determinantes e dos sistemas lineares.
O capitulo 1 também traz conceitos como: definicdo de matriz, matrizes especiais,
operagoes com matrizes, definicao e calculo de determinantes, definicao de sistema
linear e métodos de resolucao de sistemas lineares 2 x 2. Os conceitos, em sua maioria,

sao apresentados com exemplos que fixam as ideias definidas.
b) O capitulo 2 aborda os conceitos basicos de Espaco Vetorial e Produto Interno.

¢) No capitulo 3, foram abordados os conceitos de Autovalor, Autovetor e Diagonalizagao

de matrizes.

d) No capitulo 4, foi feita uma aplicacdo da Diagonalizacao de matrizes, a saber, a

identificagdo de conicas nao degeneradas.

e) A conclusao consiste em sugestoes para trabalhos futuros, e ressalta as aplicagoes de

matrizes escopo do trabalho.
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1 MATRIZES, DETERMINANTES E SISTE-
MAS LINARES

1.1 BREVE HISTORIA SOBRE MATRIZES E DETERMINANTES

O livro chinés “Nove capitulos sobre a arte matemdtica”, escrito por volta de 250 a.C.,
é uma das obras mais antigas que faz mencao a ideia de matrizes. Nessa obra, surge o
primeiro registro de um quadrado magico cuja soma dos nimeros que estao nas linhas,

colunas e diagonais é sempre igual a 15 (tabela 1.1)

21914
71513
618

Tabela 1 — Quadrado mégico

Segundo lezzi e Hazzan:

O inicio da teoria das matrizes remota a um artigo de Arthur Cayley (1821-
1895) publicado em 1855. Diga-se de passagem, porém, que o termo matriz jd
fora usado com o mesmo sentido, cinco anos antes por Sylvester (1814-1897).
Nesse artigo Cayley fez questao de salientar que, embora logicamente a ideia de
matriz preceda a de determinante, historicamente ocorreu o contrdrio: de fato,
os determinantes ja eram usados hd muito tempo na resolucao de sistemas
lineares. Quanto as matrizes, Cayley as introduziu para simplificacdo da notacao

de uma transformacao linear. Assim, em lugar de

z = ax+ by
y =cx+dy

escrevia

a b

. d] (z,9)

(z,y) = [
A observacao do efeito de duas transformagoes sucessivas sugeriu-lhe a definicao
de produto de matrizes. Dai chegou a ideia de inversa de uwma matriz, o que
obviamente pressupoe a de elemento neutro ou identidade (denotado atualmente

por I). Curiosamente, foi sé em outro artigo, trés anos depois, que Cayley

introduziu o conceito de adicao de matrizes e o de multiplicacao de matrizes por
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escalares, chamando inclusive a atencao para as propriedades algébricas dessas
operagoes. Ao desenvolver a teoria das matrizes, como outros assuntos, a grande
preocupagdo de Cayley era com a forma e a estrutura em dlgebra. O século XX

se encarregaria de encontrar inumeras aplicagoes para as matrizes.(2004, p. 77)

Historicamente, os determinantes surgiram no século XVII com os estudos sobre a

resolucao de um sistema de equagoes lineares. Segundo lezzi:

“Os primeiros trabalhos sobre determinantes teriam surgido, quase na mesma
época, no Oriente e no Ocidente: em 1683, em um artigo do matemdtico
japonés Seki Kowa (1642-1708) e, dez anos depois, com o alemao Leibniz (1646-
1716). Ambos desenvolveram expressoes matemdticas ligadas aos coeficientes

das incognitas das equagoes de um sistema linear.” [...] (lezzi, et al., 2010)

De acordo com lezzi:

“no século XVIII, matemdticos como Gabriel Cramer (1704-1752), Etienne
Bézout (1730-1783), Pierre Simon Laplace (1749-1827)e Alexandre T. Van-
dermonde (1735-1796) publicaram artigos sobre os determinantes e deizaram

contribuigoes valiosas.”(2010, p.121).
Ainda segundo lezzi:

“no século XIX, os trabalhos mais importantes sobre a teoria dos determinantes
foram os publicados por Jacobi (1804-1851) e Cauchy (1789-1857). Atribui-se a
Cauchy o titulo de criador do termo determinante. Ele também foi responsdvel
por reunir, em 1812, tudo o que era conhecido até entdo sobre o assunto.”(2010,
p.121).

1.2 MATRIZES

Definigao 1.2.1 lezzi e Hazzan (2004, p. 44) definem matrizes como: “Dados dois nime-
ros m e n naturais e ndo nulos, chama-se matriz m por n (indica-se m x n) toda tabela

M formada por nimeros reais distribuidos em m linhas e n colunas.”

Cada elemento (ou entrada) da matriz é um um ndimero real representado por a;;.
Essa notacao facilita a localizacdo do elemento, pois o indice ¢ indica qual é a linha e o
indice j indica qual é a coluna as quais o elemento pertence. Por convencao, as linhas sao
numeradas de cima para baixo (de 1 até m) e as colunas, da esquerda para a direita (de 1
até n). Assim, uma matriz m x n (m linhas e n colunas) é representada, de forma geral,

por:
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a;x Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ QAap
M =

Am1 Am2 **° Amn

Exemplo 1.2.1

10
[3 4] ¢ uma matriz 2 X 2 (possui duas linhas e duas colunas).

Exemplo 1.2.2

03 3

1 61
[ ] € uma matriz 2 x 3 (possui duas linhas e trés colunas).

Exemplo 1.2.3

1
2] ¢ a matriz 2 X 1 (possui duas linhas e uma coluna).

Também ¢é possivel representar a matriz m x n por M = (a;j), ... com i variando de 1

até m e j variando de 1 até n.

1.2.1 MATRIZES ESPECIAIS

Veja, agora, algumas matrizes que recebem nomes especiais:

1. Matriz linha: é toda matriz do tipo 1 x n, isto é, é uma matriz que tem uma tunica

linha.
Exemplo:
[1 5 2} é uma matriz linha do tipo 1 x 3.
2. Matriz coluna: é toda matriz do tipo m x 1, isto é, é uma matriz que tem uma unica
coluna.

Exemplo:

3
—1| é uma matriz coluna do tipo 3 x 1.

4

3. Matriz nula: é toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero.

Exemplo:
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0 0
[O O] ¢ uma matriz nula do tipo 2 x 2.

4. Matriz quadrada de ordem n: é toda matriz do tipo n X n, isto é, é uma matriz que

tem igual nimero de linhas e colunas.

Exemplo:

1 2
3

] ¢ uma matriz quadrada de 2¢ ordem.

Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto dos

elementos que tem o nimero da linha igual ao nimero da coluna, isto é:

{aZJ\Z - ]} = {a117a227 e 7ann}

No exemplo acima, os elementos que estao na diagonal principal sdo os nimeros 1 e

4.

Chama-se diagonal secunddria de uma matriz quadrada de ordem n o conjunto dos
elementos que tem a soma do nimero da linha com o nimero da coluna igual a n+ 1,

isto é:
{azj\l +] =n-+ ]_} = {a1n7 a2,n—1); - - - ,anl}

No exemplo acima, os elementos que estdao na diagonal secundaria sao os nimeros 3
e 2.

5. Matriz diagonal: é toda matriz quadrada em que os elementos que nao pertencem a

diagonal principal sdo iguais a zero.

Exemplo:
-8 0
0

] ¢ uma matriz diagonal de 2% ordem.

6. Matriz identidade: é toda matriz diagonal em que os elementos da diagonal principal

sao todos iguais a um.

Exemplo:

10
0

] é uma matriz identidade de 2% ordem.

A matriz identidade é denotada por I,, (onde n é a ordem da matriz), ou simplesmente

por L
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1.2.2 IGUALDADE DE MATRIZES

Duas matrizes A = (@ij)mxn € B = (bij)mxn s@o iguais quando a;; = b;; para todo
i€ {1,2,3,--- ,m}etodo j € {1,2,3,...,n}. Isto significa que para serem iguais duas
matrizes devem ser do mesmo tipo e apresentar todos os elementos correspondentes

(elementos com os mesmos indices) iguais.

Considere as matrizes:

1 4
A= ¢ e B= d
-2 a b 0
Se A = B, entao, tem-se:

a = 0

b = -2

c = 4

d = 1

1.2.3 ADICAO DE MATRIZES

A adigao de matrizes é definida somente para matrizes de mesma ordem. Se A e B sao
duas matrizes de mesma ordem m X n, a soma destas duas matrizes, denotada A + B, é
também uma matriz m X n, cujo elemento na posicao ij é definido como sendo a soma

dos elementos de A e B que ocupam a posicao ij. Ou seja, se
A= (aij)mxn e B = (bij)mxn
entdo C' = A+ B é a matriz C' = (¢;j)mxy, definida por:

Cij = (lz'j + bij

Exemplo. Sejam

NEEER
b b

Se A e B sao matrizes de mesma ordem, entao valem as seguintes propriedades:

entao

1+1 3+4

A+B=
242 540
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1. Comutatividade
A+B=B+ A
2. Associatividade
A+(B+C)=(A+B)+C
3. Existéncia de elemento neutro
A+0=0+A=A4

onde 0 é a matriz nula.

4. Existéncia de elemento simétrico
A+(-A4)=0

1.2.4 PRODUTO DE UM NUMERO POR UMA MATRIZ

Dado um ntimero k e uma matriz A = (a;;)mxn, chama-se produto kA a matriz
B = (bij)mxn tal que b;; = ka;; para todo i e todo j. Isto significa que multiplicar uma
matriz A por um ntmero k é construir uma matriz B formada pelos elementos de A todos

multiplicados por k.

Exemplo. Se
1
A= s
20

13 [3-1 3.3 [39
2 0/ |3-2 3.0 |60

Se A é uma matriz e se « e [ sdo nimeros reais, entao valem as seguintes propriedades:

entao:

3A=3

1. Associatividade
a(BA) = (aB)A
2. Distributividade

(a+B)A=aA+ BA
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a(A+B)=aA+aB
3. Existéncia de elemento neutro

1A=A

1.2.5 MULTIPLICACAO DE MATRIZES

Dadas duas matrizes A = (@ij)mxn € B = (bjk)nxp, chama-se produto AB a matriz

C = (cir)mxp tal que:
Cik = Qi1 - bk + Qg - bog + -+ Qi - b = 2275 @i

para todo i € {1, 2, 3,..., m}etodo k € {1, 2, 3,..., p}.

Observacoes

e A definicao dada garante a existéncia do produto AB somente se o nimero de colunas

de A for igual ao niimero de linhas de B, pois A é do tipo m x n e B é do tipo n x p.

e A definicdo dada afirma que o produto AB é uma matriz que tem o nimero de linhas

de A e o nimero de colunas de B, pois C' = AB é do tipo m X p.

Segue um exemplo:

Dados A = ¥ e B= L3 , calcular AB.
2 2 0

Sendo A do tipo 2 x 2 e B do tipo 2 x 2, decorre que existe AB é do tipo 2 x 2. Fazendo

g

A multiplicacdo de matrizes apresenta as seguintes propriedades:

AB = C, deve-se calcular cq1, 12, ¢o1 € Ca9:

1-1+2-0 1-34+0-0
0-1+2-2 0-3+2-0

C:

€11 012} .

Co1 C22

1. Associativa: (AB)C = A(BC), quaisquer que sejam as matrizes A = (a;)mxn,
B = (bij)mxn eC = (Cki)nxp;

2. Distributiva a direita em relagao a adigao: (A + B)C' = AC + BC, quaisquer que

sejam as matrizes A = (a;j)mxn, B = (bij)mxn € C = (Cki)nxp:

3. Distributiva & esquerda em relagdo a adi¢ao: C(A + B) = CA + C'B, quaisquer que

sejam as matrizes A = (aij)mxn, B = (bij)mxn € C = (Cki)pxm;
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4. (kA)B = A(kB) = k(AB) quaisquer que sejam as matrizes A = (a;j)mxn € B =
(bij )nxpi

Consideragoes:

e E muito importante notar que a multiplicacdo de matrizes nao é comutativa, isto é,

para duas matrizes quaisquer A e B nem sempre é valido que AB = BA.

e Quando as matrizes A e B sao tais que AB = BA, diz-se que as matrizes comutam.
Observa-se que uma condi¢ao necessaria para que as matrizes A e B comutem é que

sejam quadradas e de mesma ordem.

e E importante notar também que a implicacio:
AB=0=—=A=0o0uB=0

nao é valido para as matrizes, isto é, é possivel encontrar duas matrizes nao nulas

cujo produto é a matriz nula.

FEN¥

1.2.6  MATRIZ TRANSPOSTA

Exemplo:

Dada uma matriz A = (a;;)mxn, chama-se transposta de A a matriz AT = (a;;)nxm,
tal que aj; = a;j, para todo i e todo j. Isto significa que a primeira coluna de A" é igual
a primeira linha de A. Dessa forma, conclui-se que as colunas de AT sao ordenadamente

iguais as linhas de A.
Exemplo:

A:achT:ab
b d c d

Se A e B sdo matrizes convenientes, entdo sao verdadeiras as seguintes propriedades:

(ar) =4

—_

[\

. (A+B)T =AT + BT
3. (AB)T = BTAT

4. (@A)l = aAT
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1.2.7 MATRIZ INVERTIVEL

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz A é invertivel se existir uma matriz
B tal que AB = BA = 1,. Se A nao é invertivel, entdo A é denominada matriz singular.

Dada uma matriz invertivel A, chama-se inversa de A a matriz A~! (que é tnica) tal
que AATt = A"1A=1,.

Considere as matrizes A e B abaixo:

Observe que

L s o]
AB - 3|7 3 _ 0
2 71 1-2 1 01

BA =

7 311 3] [1 0]
2 112 7

Portanto, a matriz B é a inversa da matriz A, ou seja, B = A™L.

Uma maneira pratica de determinar a inversa (se existir) de uma matriz 2 x 2 é usar a

a b 1 d b
Al =
c d] — ad — bc {—c a ]

Proposicao. Se uma matriz possui inversa, entao esta inversa € tnica.

formulas:

Prova: Suponha que
AB; =BiA=1
ABy = BoA=1

Tomando a equacao B1A = I, por exemplo, e multiplicando ambos os lados desta

equacao a direita por By, obtém-se:

(B;A)B, = I B,
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Como (B1A)By = B1(AB3) e I By = By, temos:
(BiA)By = IBy = By(AB,) = By
Se a matriz B, é inversa de A, entdo ABy = I. Sendo assim, tem-se:
B1(ABs) = By = B1I = B, — By = By

Logo, se a inversa de uma matriz existir, ela sera tnica.

Propriedades.

1. Se A é invertivel, entdo (A~ "' = A

2. Se A e B sao invertiveis, entao (AB)™' = B71A™!
3. Se A é invertivel, entdao (A7)~ = (A~HT

4. Se AB =1 entdao BA=1

A propriedade 4 diz que para verificar se uma matriz é invertivel, basta verificar se ela
possui uma inversa a direita ou uma inversa a esquerda.

Cabe citar que matrizes podem também possuir inversas a direita e a esquerda, sendo
que tais casos estao fora do escopo do presente trabalho. Porém, podem ser analisados

com detalhes no apéndice A (pédgina 72)

1.3 DETERMINANTES

A definicao de Determinante so é valida para o conjunto das matrizes quadradas cujos
elementos sao niimeros reais. Sendo assim, seja A uma matriz de ordem n < 3 pertencente
a esse conjunto. O determinante da matriz A (cuja notagdo é det (A) ou |A|) é o niimero

obtido operando com os elementos de A da seguinte maneira:

1. Para o caso em que a ordem de A é n = 1, seu determinante é justamente seu uinico

elemento, ou seja:
A= [an] — detA = ai

. Exemplo:

A =[-5] = det (A) = =5
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2. Para o caso em que a ordem de A é n = 2, seu determinante serd o produto
dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elementos da diagonal

secundaria, isto é,

a b

A= d}:>det(A):ad—bc

Cc

Exemplo:
1 3
A:L 7]:>det(A):1-7—3-2:7—6:1

3. Para o caso em que a ordem de A é n = 3, usa-se o dispositivo pratico conhecido como

regra de Sarrus para o calculo do determinante da matriz A. Assim, considerando:
ai; Gr2 a3

A= ag1 A2z Q23

a31 32 Q33

tem-se

det (A) =a11-092°A33+QA12°A23°A31+G13°A21A32 — Q13 A2 (31 — Q11 23 A32 —A12°G21 - A33

Exemplo:
1 2 3
A=10 4 1
250

det (A)=1-4-0+2-1-240-5-3-2.4.3-2.0-0—5-1-1=-25

Observagoes:

e A féormula usada para calcular a inversa de uma matriz 2 x 2 pode ser simplificada

usando a definicao de determinante.

a b 1 d b
AT =
c d] — ad — be [—c a ]

como det (A) = ad — be, segue que

A:
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a b

C

1

A= det (A)

]:}A_lz

d _
—C a

e Os determinantes citados acima sao aqueles necessarios para as aplicagoes propostas
no trabalho presente. No entanto, é possivel obter o determinante de matrizes

quadradas de ordem n > 4 aplicando-se o conceito de cofator.

Considere A uma matriz quadrada de ordem n. Denota-se por M;; a submatriz
quadrada de ordem n — 1 obtida de A pela eliminacao da i-ésima linha e j-ésima
coluna. O determinante det(M;;) é chamado de menor relativo ou determinante
menor ao elemento a;; de A. O cofator de a;;, denotado por A;;, ¢ o determinante

menor com o sinal correspondente:

Aij = (1) det (M)

Exemplo 1:
1 2 3
Seja A=13 0 1
2 3 2

Considere a matriz M3 obtida pela eliminacao da primeira linha e da terceira coluna

de A. Entao, a matriz M3 é dada por:
3 0
M13 = [2 3] e det (Mlg) =9

LOgO, A13 = (—1)1+3 det (M13) =1-9=9

O Determinante da matriz A é igual a soma dos produtos obtidos pela multiplicagao

dos elementos de qualquer linha (ou coluna) por seus respectivos cofatores, ou seja:

d€t (A) = ailAil + aiQAZ‘Q —|— cee 4 CLmAm, Z = ]_, 2, Lo, n
ou

det (A) = alelj + a2jA2j + - anjAnja Jj=L1L2,....n

Exemplo 2. Calcule o determinante da matriz A:

120 3
3011
2 3 21
2 3 2 4

Escolhendo a primeira linha, o determinante da matriz A serd igual a:
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det (A) = a1 A1 + a1pA1o + a13A13 + a4 Ay

Como
g ;
My =3 2 1| =det(My)=-9= A;; = (-1 - (=9) = -9
3 4
3 1 1]
My =12 2 1| = det (M) =12 = Ay, = (-1)"" .12 = —12
2 2 4
3 0 1]
M13 =12 3 1| = det (Mlg) =27T — A13 = (—1)1+3 - 27 =27
2 3 4
0 1]
My = 3 2| = det(My)=0= Ay =(-1)"".0=0
3
Segue que

det (A) =1-(=9)+2-(—12)+0-27+3-0=—33

1.4 SISTEMAS LINEARES

1.4.1 EQUACAO LINEAR

Define-se equacao linear, nas incognitas x1, zo, - - - , T,, como toda equacao da forma
a1r1 + asxry + -+ + ayx, = b, onde ay,as,--- ,a, sao niameros reais denominados de

coeficientes da equacao e b é o termo independente.

Exemplos:
a) 2r; — 3xy + 10x3 = 4
b) $1—.’L'2+$3:0

c) —5x1+:p2—%x3—15:0

1.42 SOLUCAO DE UMA EQUACAO LINEAR

Uma sequéncia de ntmeros reais ai, s, -+ ,q, ¢ solucdo de uma equagao linear

a1x1 + asxs + - - - + a,x, = b se for verdadeira a sentenca:
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a1a1+a2a2+---+anan:b

Considere a equacao linear 2x; — 3x9 + 1223 = 4. Observe que a sequéncia (5, —2, —1)
¢é solucao desta equacao, pois:

2.5-3-(=2)+12-(-1)=10+6-12=4

1.4.3 SISTEMA DE EQUACOES LINEARES

Um conjunto com m equagoes lineares e n incégnitas é chamado de sistema linear.

Assim, uma forma de representar um sistema linear é:

anry + apry + - 4+ apr, = b
2121 + A29T9 + -+ aonTy — b2
Am1T1 + GpaTs + 0 QppTy = bm

Usando a definicdo de multiplicagao de matrizes, pode-se escrever o sistema linear na
forma matricial. Veja:

air Qa2 - Gip | |xg by
Q21 G2 Q2p | |9 b
Am1 Am2 " Qmp T bm

Exemplo:

Considere o sistema de equagoes lineares

20 4+y+2z=3
r+y+3z2=6
r+y+z=2

Escrevendo-o na forma matricial, tem-se:

iR CA N \

—

_= W DN

ISEIENSI.
I

N O W
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1.4.4 SOLUCAO DE UM SISTEMA LINEAR

Uma sequéncia de ntimeros reais aq, ag, - - - , o, € solugdo de um sistema linear
a1ry + aprey + -0+ A1nTy, = b1
a21T1 + Q929 + -+ +  QopT, = b2
Am1T1 + GmaZTs + 0 Gpp®y = bm

se essa sequéncia for solugao de todas as equagoes do sistema.
Exemplo:

Considere o sistema linear

20 +y+ 2z =
Sr+y+3z =
r+y+z =

Observe que a sequéncia (1,1,0) é solugao do sistema, pois satisfaz todas as equagoes.

Veja:

2-1414+2-0=2+14+0=3
5-141+3:-0=54+1+0=6
1+4142-0=14+140=2
1.45 SISTEMA LINEAR HOMOGENEO
Um sistema linear sera dito homogéneo se o termo independente de todas as equagoes

for igual a zero.

Exemplo:

2r +y+ 2z
Sr+y+3z =
rT+ytz =

1.5 METODOS DE RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES 2 x
2

Um sistema linear 2 x 2, nas incégnitas x e y , ¢ um conjunto de duas equacoes lineares

em que r e y sao as incognitas de cada uma dessas equagoes.
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a1 x4+ by = ¢q
asx + by = co

Tem-se, a seguir, alguns métodos para resolver esse tipo de sistema.

1.5.1 METODO DA ADICAO

O método da adicao consiste em eliminar uma das incégnitas (x ou y) através da soma
das equagoes. Para que isso seja possivel, é necessario que os coeficientes da incognita x
(ou y) sejam simétricos.

Veja como proceder para eliminar uma das incognitas usando o método da adicao.

Considere o sistema
x4+ by =
as® + by = ¢
Para eliminar, por exemplo, a incégnita x, deve-se multiplicar a primeira equagao por
as e a segunda equacao por —a;. Assim, tem-se:
a0, + azbly = aoCq
(—ar)asx + (—a)byy = (—a1)ez

Agora, somando as equacoes, tem-se:
(CLQCLl — al(lz)iE + (a2b1 — CleQ)y = A9C1 — A1C2

Como asa; — ajas = 0, resulta que

agC1 — A1C2

asb; — ayby

Para determinar o valor de x, basta substituir o valor de y em qualquer uma das
equagoes do sistema. Observe que também poder-se-ia ter multiplicado a primeira equagao

por —as e a segunda equagao por a;. Para eliminar a incognita y o procedimento é analogo.
Segue um exemplo:

Resolver o sistema pelo método da adicao:

x4+ 4y = 100
2z + 3y =90

Para eliminar a incognita x, por exemplo, deve-se multiplicar todos os termos da
equagao x + 4y = 100 por (-2) e depois somar o resultado com a equagao 2z + 3y = 90,

isto é:
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(—=2)-z+(-2)-4y = (—2)-100 N —2x — 8y = —200
2z 4+ 3y = 90 2z 4+ 3y =90

Agora, somando as equagoes, tem-se:

—110
—2x+2x—8y+3y:—200—|—90:>—5y:—110:>y:_75:22

Agora, substituindo y = 22 na equagao x + 4y = 100, resulta:

r+4-21=100 = 2+88 =100 = 2 =100 — 88 = = = 12

Logo, (12,22) é a solucao do sistema.

1.5.2 METODO DA SUBSTITUICAO

O objetivo desse método é o mesmo do método da adi¢ao, ou seja, deve-se eliminar
uma das incégnitas. A estratégia é isolar uma das incégnitas (da primeira ou segunda
equagao) e substitui-la na outra equagao.

Veja como proceder para eliminar uma das incégnitas usando o método da substituicao.

Considere o sistema

a1 x4+ by = ¢
asT + boy = o

Para eliminar, por exemplo, a incognita z, isola-se a incégnita x na primeira equacao,

isto é:
c1 — by
mur+by=c =anr=c—-by—>r=—--
ai
Agora, substituindo z na segunda equacao, tem-se:
c1 — by
asx + by = co = agT + by = ¢
1
que resulta em:
16 — G2
arby — azby

Para determinar o valor de x, basta substituir o valor encontrado para y na expressao:

c — by
mzi
(4]
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O procedimento é analogo para eliminar a incognita ¥ .
Segue um exemplo:

Resolver o sistema abaixo usando o método da substituicao:

z + 4y = 100
22 + 3y = 90

Para eliminar a incégnita x, deve-se, primeiro, isolar x na primeira equagao, isto é:
T+ 4y = 100 = z = 100 — 4y

Agora, deve-se substituir esse resultado na segunda equagao, ou seja:

2 + 3y = 90 = 2(100 — 4y) + 3y = 90 = 200 — 8y + 3y = 90 —> —5y = 90 — 200 —>
~110
0 9
Y= 75

Agora, substituindo y = 22 na equagao r = 100 — 4y, tem-se:
r=100—-4y —=2=100—-4-22 —= 2 =100 - 88 —= = = 12

Logo, (12,22) é a solucao do sistema, que cabe lembrar, verifica as duas equagoes do

sistema de forma simultanealll

1.6 INTERPRETACAO GEOMETRICA E CLASSIFICACAO DE
UM SISTEMA LINEAR 2 x 2

Uma equacgao linear com duas variaveis pode ser interpretada como a lei de formagao
de uma fungao afim cujo grafico é uma reta. Assim, pode-se classificar os sistemas de

acordo com a posicao relativas de duas retas.

1. As retas sdo concorrentes: Quando isso ocorrer, haverd um ponto apenas em comum
e diz-se que o sistema é possivel e determinado (SPD), visto que s6 existird uma

Unica solucgao.
Segue um exemplo.

Observe o sistema:

rT+y=>
20—y =1

1 Tal fato pode ser interpretado por retas que tém intersegdes no ponto (12,22) tal que x + 4y = 100 e

2z + 3y = 90 sao equagdes de retas. Fatos mais gerais serao analisados em seguida.
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Observem que a equacao linear x + y = 5 é equivalente a y = 5 — x, que é a lei de
formagao de uma fungao afim, cujo grafico é uma reta que passa pelos pontos (0, 5)

e (5,0). A equagao 2x — y = 1 é equivalente a y = 2z — 1, cujo gréfico é a reta que

1
29

N

passa pelos pontos (0, —1) e ( O). Construindo os gréaficos dessas fungoes, tem-se:

<

Figura 1 — Sistema Possivel e Determinado

Observando a figura 1, nota-se que o ponto (2,3) é o tinico ponto de intersec¢ao
dessas retas, ou seja, as retas sao concorrentes. Portanto, o sistema é possivel e

determinado cuja tnica solucao é o ponto (2,3).

2. As retas sdo paralelas: Quando isso ocorrer, as retas nao terao pontos em comum e

diz-se que o sistema ¢é impossivel (SI).
Segue um exemplo.

Observe o sistema:

T+Yy=2>5

r+y=4
Observem que a equacao linear x + y = 5 é equivalente a y =5 — x, que é a lei de
uma funcao afim, cujo grafico é uma reta que passa pelos pontos (0,5) e (5,0). A

equacaor + y = 4 é equivalente a y = = — 4, cujo grafico ¢ a reta que passa pelos

pontos (0,—4) e (4,0). Construindo os graficos dessas fungoes, tem-se:

Observando a figura 2, nota-se que as retas sao paralelas, ou seja, nao possuem

pontos em comum. Portanto, o sistema é impossivel.

3. As retas sao coincidentes: Quando isso ocorrer, as retas terao infinitos pontos em
comum e diz-se que o sistema é possivel e indeterminado (SPI), visto que existirao

solugoes (possivel), porém infinitas (indeterminado).
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Figura 2 — Sistema Impossivel
Segue um exemplo.
Observe o sistema:

T+y=2>5
dr + 4y = 20

Procedendo de maneira analoga ao que foi feito nos exemplos anteriores, constréi-se

20—4x
7 -

(figura 3) os gréficos das fungdes y =5 —z ey =

Figura 3 — Sistema Possivel e Indeterminado
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Observando a figura 3, nota-se que as retas possuem infinitos pontos em comum, ou

seja, as retas sao coincidentes. Portanto, o sistema é possivel e indeterminado.

Resumindo:
1. Sistema possivel e determinado (SPD).

e Tem solugao unica.

e Retas concorrentes.

2. Sistema Possivel e Indeterminado (SPI).

e Tem infinitas solugoes.

e Retas coincidentes.

3. Sistema Impossivel (SI).

e Nao tem solucao.

e Retas paralelas.

1.7 REGRA DE CRAMER

A regra de Cramer é um dos métodos mais tradicionais para resolver sistemas lineares.
A vantagem dessa regra esta no fato de explicitar o valor das incognitas através da divisao
de dois determinantes. Porém, ha desvantagens: o determinante da matriz dos coeficientes
deve ser diferente de zero; o nimero de equagoes deve ser igual ao nimero de incégnitas; o
custo operacional é elevado, uma vez que requer o calculo de varios determinantes.

A seguir, a regra de Cramer para um sistema com duas equagbes e duas incognitas.

Considere o sistema:

a1 x4+ by = ¢;
asx + by = co

Segundo a regra de Cramer, a solucdo (z,y) desse sistema é dada por:

_ det (D)
* = et (D)
y— det (D)

~ det (D)
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onde D é a matriz dos coeficientes, ou seja,

a; b
p_|& O
az by
D, e D, sao as matrizes obtidas substituindo, respectivamente, a 1* e a 2* colunas da

matriz D pela coluna dos termos independentes, isto é

b
D, = 1 01
Cy b2
Dy _ a; C
o Co
Exemplo:
Considere o sistema
3r+y=7
r+2y=4

Tem-se que
3 1
D:[1 2]:>det(D):3~2—1~1:6—1:5

Como det (D) # 0, pode-se usar a regra de Cramer. Sendo assim, deve-se calcular

det (D,) e det (D,):

71
D, = L 2] —> det (D) =T7-2—1-4=14—4 =10

37
D, = [1 4] —s det (D) =3-4-7-1=12-7=5

Assim, tem-se:

det (D,) 10
= —-—— = — 2
YT det(D) T 5
det (D) 5 ]

Y= 4et(D) 5

Logo, a solugao do sistema serd (2,1).
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2 ESPACOS VETORIAIS COM PRODUTO
INTERNO

2.1 ESPACO VETORIAL

Definicao 2.1.1 Seja um conjunto V', nao vazio, sobre o qual estao definidas as operacoes

de adicao e multiplicacao por um escalar, ou seja,

YuveV —=ut+veV

VAeRVYueV = ueV

O conjunto V' com essas duas operagoes é chamado espago vetorial real (ou espaco

vetorial sobre R) se as sequintes propriedades forem satisfeitas:
1. Em relacao a adi¢cdo: Yu,v,w € V

a) (u+v)+w=u+(v+w)
b) u+v=v+u

¢) 0eV tal queu+0=mu

d) —u eV tal que u+ (—u) =0

2. Em relacao a multiplicacio por escalar: YVu,v € V eVa, 3 € R

a) (af)u = a(bu)

b) (a+ B)u=au+ Bu
c) a(u+v) =au+ av
d) lu=u

Exemplo 2.1.1 V = R? = {(z,y)/x,y € R} € um espago vetorial com as operagoes

usuais de adicao e multiplicacao por escalar:

(z1,91) + (2, 92) = (21 + 22, Y1 + 1)
a(r,y) = (ax, ay)
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2.1.1 PROPRIEDADES DOS ESPACOS VETORIAIS
Da definicdo de espago vetorial V decorrem as seguintes propriedades:
1. Existe um tnico vetor nulo em V (elemento neutro da adigao)
2. Cada vetor u € V admite apenas um simétrico (—u) € V.
3. Para quaisquer u,v,w € V, se u +v = u + w, entao v = w.
4. Qualquer que seja v € V, tem-se —(—v) = v.

5. Quaisquer que sejam u,v € V, existe um e somente um w € V tal que u + w = v.

Esse vetor w sera representado por w = v — u.
6. Qualquer que seja v € V', tem-se Ov = 0.
7. Qualquer que seja a € R, tem-se a0 = 0.
8. Se av =0, entao aa =0 ou v = 0.
9. Qualquer que seja v € V, tem-se (—1)v = —w.

10. Quaisquer que sejam u,v € V e a € R, tem-se (—a)v = a(—v) = —(av).

2.1.2 COMBINACAO LINEAR

Definicao 2.1.2 Sejam os wvetores vy,ve, -+ ,v, do espaco vetorial V e os escalares
ai,0Q9, - ,Qn. Qualquer vetor v € V da forma v = ajvy,asve, -+ ,a,v, € uma combi-
nagao linear dos vetores vy, va, -+ ,Uy,.

Exemplo 2.1.2 Em R?, o vetor v = (4,3) é uma combinagio linear de v = (1,2) e
ve = (2,—1), poisv = (4,3) = (24+2,4—1) = (2,4)+ (2, —1) = 2(1,2) + (2, —1) = 2v; + vs.

2.1.3 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

Definig¢ao 2.1.3 Sejam V' um espago vetorial, A = {vy,ve, - ,v,} CV e ayvy + aguy +
s 4 apv, = 0.

O conjunto A diz-se linearmente independente (L.1.), ou os vetores vy, v, -+ , v, SG0O
ditos L.I., caso a equagdo acima admita apenas a solucao trivial a; = as = -+ = a, = 0. Se
existirem solugoes a; # 0, para algum i € (1,2,--- ,n), diz-se que o conjunto € linearmente
dependente (L.D.).

Exemplo 2.1.3 EmV =R?, os vetores u = (2,—1) ev = (=3, 32) sdo L.D., pois podemos

escrever a combinacao linear 3u + 2v = 0.

Exemplo 2.1.4 Em V = R?, os vetoresi = (1,0) e j = (0,1) sdo L.1I., pois ayi+asj =0

somente se a; = a; =0
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2.1.4 PROPRIEDADES DA DEPENDENCIA E DA INDEPENDENCIA LI-
NEAR

Seja V um espaco vetorial.

1. Se A={v} CVev#0,entdao Aé L.I.

2. Considera-se, por defini¢do, que o conjunto vazio & é L.I.

3. Se um conjunto A C V contém o vetor nulo, entao A é L.D.

4. Se uma parte de um conjunto A C V' é L.D., entdao A é também L.D.

5. Se um conjunto A C V é L.I., entdo qualquer parte de A é também L.I.

6. Se A ={vy,ve,--+ ,u,} é L.I e B={vy,v9, -+ ,0,,w} é L.D., entdo w é combinagao

linear dos vetores vy, vy, -+ ,v,.

2.1.5 BASE DE UM ESPACO VETORIAL

Defini¢ao 2.1.4 Um conjunto B = {vy,va, -+ ,v,} € uma base do espago vetorial V' se:
1. B ¢éLI;
2. B gera V.

Exemplo 2.1.5 B = {(1,1),(—1,0)} € base do R*.

Observacao 2.1.1 Quaisquer dois vetores ndao colineares do R?, portanto L.I., formam

uma base desse espago.
Exemplo 2.1.6 B = {(1,0),(0,1)} € base do R?, denominada base canénica.

Exemplo 2.1.7 B = {ej, ey, - ,e,} € base candnica do R"™, onde e; = (1,0,0,---,0),
es =(0,1,0,---,0), -, e, =(0,0,---,1) sao vetores LI e qualquer vetor v = {xy,x9, -+ ,x,} €

R"™ pode ser escrito como v = x1e1 + x9€9 + -+ + Th€,.

Observacao 2.1.2 Todo conjunto LI de um espago vetorial V' € base do subespaco por

ele gerado.
Teorema 2.1.1 Se B = {vy, vy, ,v,} for uma base de um espago vetorial V', entao:
1. todo conjunto com mais de n vetores serd L.D.;

2. todo conjunto com menos de n vetores nao gera V.

Corolario 2.1.1 Duas bases quaisquer de um mesmo espaco vetorial tém o mesmo niumero

de vetores.
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2.1.6 MATRIZ DE TRANSICAO DE UMA BASE PARA UMA OUTRA BASE

O desenvolvimento a seguir considera duas bases do R?, no entanto, o mesmo raciocinio
pode ser utilizado para qualquer espago vetorial V' n — dimensional.

Sejam A = {uy,us} e B = {w;, ws} bases do R?. Para qualquer vetor v € R?, tem-se:
v = auy + buy (2.1)

Escrevendo o vetor v na forma matricial, tem-se:

(0] = H (2.2)

Como sa0 u; e uy vetores do R?, entdo podem ser escritos como combinacdo linear dos

vetores da base B. Sendo assim, tem-se:

Uy = A1 W1 + G W
1 11W1 21 W2 (2.3)
Uz = A12W1 + A22W3
Substituindo (2.3]) em ([2.1)), tem-se:
V=a (a11w1 -+ CL21'LU2) -+ b (a12w1 + a/22w2> (24)
que resulta em
v = (CLCLH + bam) wy + (CLCLQl -+ bagg) Wo (25)

Observe que (aay; + bayz) e (aaz + basy) sdo as coordenadas de v em relagao a base

e el 26

A matriz (2.7) (denotada por [I]4) é denominada a matriz de transicdo da base A para
a base B.

B. Assim, tem:

aaq + bais

s =

aasg; + bagy

1) = [a” a“] (2.7)

a1 Q22

As colunas da matriz (2.7 sdo as coordenadas dos vetores da base A em relagao a base

B. Dessa forma, obtém-se a equacao matricial:
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[v]5 = [1]5[v]a (2.8)

Analogamente, para mudanca da base B para a base A, tem-se:

[v]a = [1)3[v]5 (2.9)

2.1.7 DIMENSAO DE UM ESPACO VETORIAL

Definigao 2.1.5 A dimensdao de um espago vetorial V (denotado por dimV ) é igual ao

numero de vetores da base de V.

Exemplo 2.1.8 Se B = {vy, vy, ,u,} for uma base de um espago vetorial V', entdao
dimV =n.

Observacgao 2.1.3 SedimV =n eW ¢ subespaco de V', entdao dimW < n. Se dimW = n,
entao W =V.

Observagao 2.1.4 Se dimV = n, entao qualquer subconjunto de V. com mais de n vetores
¢ L.D..

Observacao 2.1.5 Sabendo que a dimV = n, para obter uma base de V' basta que apenas
uma das condigoes de base esteja satisfeita, pois a outra ocorrerd como consequéncia, ou

seja:

a) Se dimV = n, entio qualquer subconjunto de V' com n vetores L.I. € uma base de
V.

b) Se dimV = n, entao qualquer subconjunto de V' com n vetores geradores de V' é uma

base de V.

2.2 PRODUTO INTERNO EM ESPACOS VETORIAIS

Definicao 2.2.1 Seja V' um espago vetorial. Um produto interno em V' é uma funcao

(,):VxV—R

que satisfaz as sequintes propriedades:
1. (u,v) = (v,u) para todos u,v € V;

2. (u,v+w) = (u,v) + (u,w) para todos u,v,w € V;
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3. (ou,v) = a (v, u) para todos u,v € V e todo o € R;
4. (u,u) >0 para todo uw € V e (u,u) =0 se, e somente se, u =0

Exemplo 2.2.1 ((a,b), (c,d)) = ac+ bd é um produto interno em R?, pois satisfaz todas

as propriedades da definicio. Este produto interno € facilmente generalizado para R™.

2.3 PRODUTO INTERNO

Considere o espaco vetorial R? munido do produto interno usual, também chamado de

produto escalar.

2.3.1 PRODUTO VETORIAL

Definigao 2.3.1 Dados os vetores u = (z1,y1) € v = (T, y2), com u,v € R?, define-se o

produto vetorial entre u e v como
(u,v) = 2129 + 11Y2
Usando matrizes, os vetores u e v passam a figurar como matrizes colunas, ou seja:
T )
u= ev=
Y1 Y2
Assim, o produto vetorial entre u e v sera:

o)
U V=TT + Y1Y2 = [$1 yl} L/ ] =ulv
2

2.3.2 NORMA DE UM VETOR

Defini¢ao 2.3.2 A norma de um vetor u = (x,y) € R? é dada por:
Jull = VAT

Exemplo 2.3.1 Calculando a norma do vetor u = (3,4), tem-se:

l|lul| = v32+42=/9+16=25=5

Observacgao 2.3.1 Se ||u|| =1, entdo u é denominado de vetor unitdrio.

Exemplo 2.3.2 O vetor u = (%5, ) é unitdrio, pois

IIUII=M15>2+<55>2=R:\/§=\/T:1

ot
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Observacao 2.3.2 Dado um vetor nao-nulo u, o vetor unitirio na direcio de u € o vetor

dado por:

U=—

Jul]

diz-se, assim, que o vetor u foi normalizado.

Exemplo 2.3.3 Normalizando o vetor u = (3,4), tem-se:

n-80- (1Y

Observagao 2.3.3 O dngulo entre os vetores nao-nulos u,v € R? é dado por:
(u,v)

[lull - {lo]]

Exemplo 2.3.4 Calculando o angulo 0 < 6 < 90° entre os vetores u = (1, \/g) ev=(1,0)

tem-se:

cosf =

(u,v) 1- 1+\/‘ 0 1
cosf = =
[full - Tjol] /12+ VTR \/_ N
Logo, 68 = 60°.

Observagao 2.3.4 Dois vetores ndo-nulos u,v € R? sdo ortogonais se o angulo entre
eles € de 90. Como cos90= 0, tem-se que:

(u, v)

= 0= (u,v)=|[ul[ - [[o]| - 0 = (u,v)=0
[l | - []v]]

Logo, se u e v sdo vetores ortogonais, entao (u,v)=10.

Observagao 2.3.5 Diz-se que o conjunto {u,v} € R? é uma base ortogonal do R? se
(u,v)=0.

Observagao 2.3.6 Diz-se que o conjunto {u,v} € R? é uma base ortonormal do R? se

(u,0)=0 e [Jul| = ||v[| = 1.

Exemplo 2.3.5 O conjunto mais simples de base ortonormal do R? é a base {e1, e},

onde e; = (1,0) e ea = (0,1), conhecida como base canénica.
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3 AUTOVALOR, AUTOVETOR E DIAGO-
NALIZACAO DE MATRIZES 2X2

3.1 AUTOVALORES E AUTOVETORES DE UMA MATRIZ

Definigao: Seja A uma matriz quadrada. Diz-se que um escalar A é um autovalor de A
se o sistema homogéneo (A — M) X = 0, onde [ é a matriz identidade e X é uma matriz
coluna, tem solugao nao trivial. Toda solugao nao trivial (quando X nao é a matriz nula)
do sistema homogéneo (A — M) X = 0 é chamada de autovetor de A, associado ao escalar
A

Colocando a equagao (A — A\I)X = 0 na forma matricial, tem-se:

aj; — A Q12 s A1n T
a1 Qg — A - azp, T 0
an1 an2 s Qpp — )\ Ty, 0

O sistema homogéneo tera solucao diferente da trivial se, e somente se, o determinante

da matriz dos coeficientes for igual a zero, isto é:
det(A—A)X =0.

Calculando-se esse determinante, obtém-se uma equagdo polinomial de grau n na
incégnita A. O polindmio p(\) = det(A — AI) é chamado de polindmio caracteristico da
matriz A. Conclui-se assim que A\ é um autovalor de A se, e somente se, A é raiz do
polinémio caracteristico da matriz A.

Assim, para obter os autovalores de uma matriz A, determina-se primeiro seu polindémio
caracteristico e em seguida calcula-se suas raizes. As raizes do polindmio caracteristico sao
os autovalores da matriz. Cada autovalor gera um sistema linear homogéneo. Portanto,

sera necessario resolver os sistemas lineares para assim obter os autovetores da matriz A.

Alguns exemplos importantes:

1) Determine os autovalores e os autovetores da matriz A.

i
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e Determinacao dos autovalores

Inicialmente, determina-se o polindmio caracteristico da matriz A:

A_/\]:14_/\10:1—)\ 4
11 0 1 1 1—-A

1—A 4

p(A) = det(A— \I) = | Lo

PN =1 =AN1=N)—4-1=(1-M2—4=A=3)(A+1)

Logo, as raizes de p(A) sdio A = —1 e A = 3. Portanto, os autovalores da matriz
A sao —1 e 3.

e Determinacao dos autovetores

Para calcular os autovetores da matriz A, escreve-se a equagao (A — A)X =0

na forma matricial, isto é:

omeaf B
1 1—A i) 0

A expressao acima gera o sistema:

(1—)\)$1+4$2:0
ZL‘l—I—(l—)\)ZEQ:O

Para A = —1, o sistema resulta em:

2[L‘1 + 4£L'2 =0

T+ 2I2 =0
A solucao desse sistema é x1 = —2x5 . Fazendo x4 = ¢, onde ¢ é uma constante
arbitraria, resulta que x; = —2c¢. Dessa forma, tem-se:

el
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Tomando ¢ = 1 , resulta que:
—2
X =
1
Portanto, a matriz X é um autovetor associado ao autovalor A = —1.

Para A\ = 3, o sistema resulta em:

{—QIl + 4$2 =0

ZE1—2$2:0

A solucdo desse sistema é 1 = 2z5 . Fazendo x5 = ¢, onde ¢ é uma constante

arbitraria, resulta que x; = 2¢. Dessa forma, tem-se:

Portanto, a matriz X é um autovetor associado ao autovalor A = 3.

2) Determinar os autovalores e os autovetores da matriz B:

o0 ]

e Determinacao dos autovalores

Determinando o polinémio caracteristico:

X -
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Como A =0%—-4-1-1=—4<0, p(\) nio possui raizes reais. Logo, a matriz

B nao possui autovalores reais.

A tabela 4.1 descreve as etapas que devem ser seguidas para encontrar os autovalores

e autovetores associados de uma matriz.

Etapa 1 | Determine o polinémio caracteristico p(\) = det(A — \I)
Etapa 2 | Encontre as raizes de p(\) = det(A — \I)
Etapa 3 | Encontre todas as solugdes nao triviais do sistema (A — X)X =0

Tabela 2 — Procedimento para encontrar autovalores e autovetores de uma matriz

3.2 DIAGONALIZACAO DE MATRIZES 2 x 2

Duas matrizes quadradas e de mesma ordem A e B sao semelhantes se existir uma

matriz invertivel P tal que:
B =P 1AP

Uma matriz A é diagonalizavel se for semelhante a uma matriz diagonal D. Isto é,

existe uma matriz invertivel P tal que
D =P 'AP

Dessa forma, diz-se que a matriz P diagonaliza a matriz A.

Segue um exemplo.

1) Considere as matrizes:

Observe que

2 -1
-1 1

P7IAP =

44

Logo, a matriz A é diagonalizavel e P é a matriz diagonalizadora de A.

Supondo que a matriz A seja diagonalizavel, isto é, que existem as matrizes P (invertivel)

e D (matriz diagonal) tal que:
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D =P lAP
Multiplicando a esquerda por P ambos os membros da equacao anterior, obtém-se:
PD = PP7'AP = PD = AP

Agora, considere

A
p—|M Y
0 Ay

Fazendo com que as colunas de P sejam

v w
Hew=|"

V2 W2

P=[v w|

V:

tem-se

Observe que

AP =[AV AW]

e que

PD =[NV W]

Como AP = PD, tem-se
AV AW = [nV W

Da igualdade acima, resulta que

AV =V

AW = W

Como AV = MIV e MW = A IW, tem-se
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AV =NV = AV = NIV = AV - NIV =0= (A- M)V =0

AW = AW = AW = AT W = AW — NI W = 0 = (A — M)W =0

Portanto, as colunas da matriz P sao justamente os autovetores da matriz A. J& os
autovalores da matriz A formam, ordenadamente, a diagonal da matriz D.
Segue um exemplo.

Encontrar a matriz que diagonaliza a matriz

4 =12
A=
[—12 11

A matriz que diagonaliza a matriz A é a matriz P cujas colunas sdo os autovetores de

A. Assim, deve-se proceder da seguinte forma:

1°) Célculo dos autovalores da matriz A.

e Determinacao do polindmio caracteristico

4—- ) —12

A) = det(A - \) =
p(A) = det( )= 19 11

p(A) = (4= A\)(11 = \) — 144 = (A + 5) (A — 20)

Logo, as raizes de p(\) sao A = —5 e A = 20. Portanto, os autovalores da matriz

A sdo —5 e 20.

2) Célculo dos autovetores da matriz A.

e Para A = —5 | o sistema (A — M)V = 0 resulta em

9?}1 - 12?]2 =0
—12’01 + 16U2 =0

cuja solucdo é v; = v, . Fazendo v, = 3, tem-se

3
4
3

V:
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e Para A\ =20 , o sistema (A — AI)W = 0 resulta em

—16w1 - 1211}2 =0
—12w; — 9wy =0

cuja solugao é wy = _T?’wg . Fazendo vy = 4 , tem-se

3°) Montando a matriz diagonalizadora P.

e Como a matriz P = [V W}, tem-se

P =

4 -3
3 4
4°) Verificagao do resultado.

e A matriz P diagonaliza a matriz A se P~'AP for igual a uma matriz diagonal.

Veja

1[4 3][4 —12
PlAP = —
25 -3 4| |-12 11

4 =3 -5 0
3 4| |0 20

e Portanto, a matriz P diagonaliza a matriz A. Observe que os elementos que
estao na diagonal principal da matriz diagonal sao justamente os autovalores

da matriz A.

3.2.1 DIAGONALIZACAO DE MATRIZES SIMETRICAS 2 x 2

Os autovalores de uma matriz quadrada nem sempre sao reais. Uma prova disso é a
10 —1 . . . . , .
matriz Lo cujos autovalores sao complexos (—i e 7). Assim, nem sempre é possivel

diagonalizar uma matriz. Essa situagdo muda se as matrizes sao simétricas.

Consideracoes a respeito das matrizes simétricas:

e Toda matriz simétrica de elementos reais tem autovalores reais.

Prova. De fato, considere a matriz simétrica
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a b
b ¢
com a, b e ¢ reais. O polinémio caracteristico dessa matriz é

a— A b

p(A) =det(A—N) = ; L

p(A) = (a—N)(c— ) —b* =ac—a\ — e\ + \2 — b?
p(A) =X — (a+ )\ + ac — b?
Calculando o discriminante A, tem-se
A=[—(a+c)]*—4-1-(ac—b) = a®+ 2ac+  — dac + 40
A=a?>—2ac+cA+4 = (a—c)* + 40> >0
Como A > 0, as raizes de p()\) sdo reias. Portanto, os autovalores de uma matriz

simétrica siao reais.

e Toda matriz simétrica pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal ( Teorema

FEspectral).

Esse teorema diz que toda matriz simétrica é diagonalizavel. E além disso, afirma
que a matriz diagonalizadora pode ser ortogonal. A demonstragao deste teorema
foge aos nossos objetivos. No decorrer deste trabalho, sera mostrado as fantasticas

propriedades das matrizes ortogonais.

3.2.2 MATRIZES ORTOGONAIS

Definicdo: Uma matriz A ¢ dita ortogonal se AT = A~!, onde A” é a matriz transposta
de A e A7! é a matriz inversa de A. Da definicao, decorre que ATA = AAT = 1.

Exemplo: A matriz

43

5 5
P:

3 4



Capitulo 3. Autovalor, autovetor e diagonaliza¢do de matrizes 22 51

¢ uma matriz ortogonal, pois

4 3
5 5
PfIZPT:
3 4
5 5

Se A é um matriz ortogonal, entdo os vetores coluna (ou linha) de A sdo ortonormais
e, portanto, formam uma base ortonormal do R?.

Prova: Seja A uma matriz ortogonal 2 x 2

Ty T2

Y1 Y2

A:

Deve-se mostrar que os vetores coluna

T _332
u = e v =
n | Y2

sdo ortonormais. Decorre da definicdo que ATA = I, isto é:
T Y| [T w2 |1 0
T2 Y2| (Y1 Y2 01

[t
o 1

Observe que u-u =23+ Y7, v-v =235+ Y35 € u-v = X122 + Y1y2. Assim, tem-se:

usu usvl 1 0
w-v v-v|l |01

Da igualdade acima, resulta que v-u=v-v =1 e u-v = 0. Portanto, os vetores u e

que resulta em

x3 + i 1% + Y1Y2

122 + Y1Y2 3+ y3

v sa0 ortonormais e formam uma base ortonormal do R?. Esta propriedade é de grande

valia na identificacao de matrizes ortogonais.

Exemplo: Verificar se a matriz abaixo é ortogonal.

Sl
Sl

Sl
Sl
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Para saber se a matriz A é ortogonal, deve-se verificar se os vetores coluna

S
S

S
Sl

Comou-u=v-v=1ewu-v =0, 0s vetores u e v sdo ortonormais. Portanto, a matriz

A é ortogonal.

Seguem algumas propriedades sobre matrizes ortogonais.

Seja. A uma matriz ortogonal e sejam u,v € R2.

1. A matriz A preserva o produto interno, isto é, (Au, Av)= (u,v) . Em particular, se

u e v sao vetores ortogonais, entdo Au e Av também sdo ortogonais.

De fato, pois
<Au, Av >: (Au)T(Av) = uT AT Av
Como a matriz A é ortogonal, segue que AT A = I. Assim, tem-se:
<Au, Av >: (Au)T(Av) = T AT Av = u'' Tv = vTv = (u,v)

2. A matriz A preserva a norma, isto é, ||Av|| = ||v]|.

De fato, pois

||Av|| = vV Av - Av
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Como Av - Av = v - v, pois basta tomar Av = Au. Assim, tem-se:

[|Av|| = VAv - Av = /v -v = ||[v]|

Segue um exemplo.

Considere a matriz ortogonal

Sl
Sl

8-
=

Sl
(@)
Sl
(@
1
—_
| S
5=
(@

Sl
Sl
Sl e

Observe que:

14v]| = J (jg)+ (jg) e TN

3. A matriz A transforma bases ortonormais em bases ortonormais, isto é, se {u,v} é

uma base ortonormal de R?, entdao {Au, Av} também é base ortonormal do R2.
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4 RECONHECIMENTO DE CONICAS

O presente capitulo mostrara a identificacdo de conicas e serd aplicada a diagonalizacao
de matrizes para um estudo mais aprofundado.

Sabe-se da geometria elementar que a parabola, a elipse e a hipérbole tém a designacao
geral de secoes conicas, ou simplesmente conicas, pelo fato de serem obtidas por meio
de secoes planas feitas em uma superficie conica. Considerando um cone circular reto de
vértice V, sendo a o angulo de uma de suas geratrizes com o eixo. Admitindo uma esfera,
inscrita nesse cone segundo uma circunferéncia ¢, determinada pelo plano o que corta
a superficie conica perpendicularmente ao eixo VE. Seja m um plano tangente a esfera
inscrita, no ponto F'.

Considere f o menor angulo entre o plano 7 e o eixo do cone. Tracando a geratriz
VMP, sendo M um ponto da circunferéncia ¢ e P o ponto correspondente da se¢ao conica,
produzida pelo plano 7. Ligando F' a P e tracando PN perpendicular ao plano 7 e PQ a
d, intersecao dos planos o e w. O plano determinado por PN e F) interceptard o segundo
a reta N(), perpendicular a d.

Isto posto, tem-se:

O angulo NPM do triangulo PMN ¢ igual a MVE = «, uma vez que PN é paralela a
VE; logo tem-se

PN = PM cos «
O angulo NPQ do tridangulo PNQ ¢é igual a /3, logo tem-se também:
PN = PQcos 3
Portanto:
PM cos o = Q) cos 3
E, sendo PM = PF, por serem tangentes tracadas de P a mesma esfera, vem:
PF cosa = Q) cos 3

Resultando em:

E _ cosa
) N cos f3

A um dado plano secante correspondem um determinado valor de [, um ponto fixo F

e uma reta d.
/ ~ A . . ~ .
Tomando-se outro ponto P da se¢ao conica e repetindo-se a construgao feita para o

ponto P, os valores de P'F e PQ séo diferentes de PF e PQ, mas a sua razio
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P'F _ cos«
PQ  cosf

permanece constante, o que permitir concluir que a se¢ao conica é o lugar geométrico
dos pontos de um plano cuja razado das distancias a um ponto fixo e a uma reta fixa do
mesmo plano é constante.

O ponto fixo denomina-se foco, a reta fixa denomina-se diretriz e a constante

COS ¢

cos f3

denomina-se excentricidade e representa-se por e.
Variando a posicao do plano secante, ou seja, fazendo variar 3, o valor de e também

vai variar, mudando a natureza da secao conica. Assim:

1. Se 8 > « (o plano secante corta todas as geratrizes), tem-se cos 5 < cos «, resultando
em e < 1; a secao codnica formada é denominada elipse. No caso especial de § = 0
(o plano secante perpendicular ao eixo), tem-se e = 0; a sec¢ao se transforma na

circunferéncia, que é um caso particular de elipse.

2. Se a = 3 (plano secante paralelo as geratrizes), tem-se cos a = cos 3, resultando em

e = 1; a secao conica formada ¢ denominada pardbola.

3. Se B < a (o plano secante corta as duas folhas do cone), tem-se cosf > cos,

resultando em e > 1; a se¢ao conica formada é denominada hipérbole.

As figuras abaixo ilustram estes fatos:

Elipse Pardbola Hipérbole

Figura 4 — Conicas nao degeneradas

Observagoes:

1*) O angulo « estd compreendido entre 0 e 90°, isto é 0 < a < 90°; da mesma forma

0 < 8 < 90°. Em consequéncia disso, a excentricidade
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COS &

cos f3
é sempre positiva.
2*) Quando o plano 7 passa pelo vértice, a se¢do cOnica apresenta as seguintes formas:

i. Se 8 = «, duas retas coincidentes.
ii. Se f > «, um ponto.

iii. Se B < «, duas retas concorrentes.

As cOnicas padrao sao dadas pelas equagoes:

2 2

1. A elipse de equacdo — + L

a? b2

22 P
2. A hipérbole de equagao — — = =1
a

b2
3. A parédbola de equacio y? = 4cx

A expressao geral de uma conica é uma equacgao do 2° grau da forma:
Ar? + Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0

O termo zy da equacao geral das conicas é o responsavel por rotacionar a conica.
Utilizando a diagonalizacao de matrizes é possivel eliminar esse termo, facilitando a

identificacdo e o esbogo do grafico.

Considere novamente a expressao geral de uma conica
Az® 4+ Bay + Cy* + Dx+ Ey + F =0,

onde A, B,C, D, E e I sao constantes reais. Para o caso em que B # 0, a classificacdo da
coOnica nao ¢ trivial como no caso onde B = (. Para tanto, sera visto que tal situacao pode
ser simplificada usando a diagonalizacao de matrizes.

Percebe-se claramente que:

Az? + Bay + Cy* + Dz + By = {x y}

oo

lembrando que
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com 3 = {(1,0),(0,1)}. Pode-se agora escrever

Az + Bry+Cy* + Dx+ Ey+ F =0

COomo segue:

Observe a matriz logo abaixo:

13

P:

B
50

como P é simétrica ela é sempre diagonalizavel. Além disso, pelo Teorema Espectral, é
possivel encontrar uma base ortonormal de autovetores de P. Considerando M a matriz

formada pelas coordenadas dos autovetores de P (que formam uma base ortonormal),

tem-se:

M-1PM = A0
0 A

como a matriz M é ortogonal, entdo M~ = M7, Assim, resulta que:

e = | M
0 A

Fazendo a mudanca da base canonica [ para uma base a, de modo que M seja a matriz

de mudanca de base, tem-se:

[y = M [v],
B
A =
W5 | 5 é [Wls+ D E] [vls + [F] = [0]
2
B
A _
[w]Z M7T B é M[vla+ [D E| Mvlo+ [F] = 0]
Observe que
ur A 8], Mo
ool o N
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substituindo em

que resulta em

ol? h f] (Vat [D E] Mt]a + [F] = [0

Considerando as novas coordenadas de v na base a como

W] = H
Yy

e fazendo
D E|M=[D E|
tem-se que
[N | et (D E) Mol +[F) = 0
0 X
A 0 |z I 7
z 9| “lep BT +1E =10
0 X |y )
Agora, efetuando as multiplicagoes com matrizes em
A 0 |2 I N 7
) |+ [D B[ |+iF=(0
0 Ao |y Y

que resulta em

MZ2+ >+ D+ Ey+F =0
Observe que, nessa nova base, o termo xy foi eliminado. Isso facilitara a identificagao

da conica. Segue um exemplo.

Considerando o caso da conica dada por:
—72% + 62y + v + V10 — V10y — 8 = 0.

Sera feita agora a sua identificagdo. Fazendo:

~Ta® 4+ 6ry + 1 = |z y] [_7 3] H
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x
Y

V102 — 10y = [v/10 —\/1_0}H

Vamos, agora, encontrar os autovalores e os autovetores da matriz simétrica

=10

A equacao caracteristica da matriz P é

A4+ 6A—16=0

Portanto, as raizes sao A\ = —8 e Ay = 2.
Para \; = —8, tem-se
L 3] |z |0
3 9| |y 0
Resolvendo o sistema acima, tem-se o autovetor associado ao autovalor \; = —8:

o[

Normalizando esse autovetor, tem-se

Procedendo de maneira anédloga, encontramos o outro autovetor (ja normalizado)

associado ao autovalor \y = 2.

A matriz ortogonal M é formada pelos autovetores (ja normalizados) da matriz simétrica

P. Assim, tem-se

M= Vi Vy
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1 3 1
M=—
V10 [—1 3]
Lembrando que

Ax? + Bay + Cy? = M 7% + M1
Z
y

—T2% + 62y + y* = —8%% + 24

Dz+Ey=|D E|M

Assim, tem-se

VI0z —VI0y = [V10 —m}jl_glf’l ;] H:u—zg

Portanto, a equacao da conica sera:

87427 +42 -2y —8=0

ou ainda,
R
(2= - _ o) =
1) T1\Y T3
Fazendo
1 _
—9 _ - _ =
z 1 z
1 _
—9 _ 5
Yy B Yy
Tem-se
Lo

que ¢é a equacao de uma hipérbole.
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CONSIDERACOES FINAIS E SUGESTOES
PARA TRABALHOS FUTUROS

O dominio dos conceitos matematicos, das demonstracoes, das defini¢coes é importante
para a construcao de novos conceitos e isso permite ao estudante a validacao de intuicoes
na construcao de técnicas aplicadas em diversas situacoes. De acordo com o PCNEM
(BRASIL, 2002, p. 84), o estudante deve: “compreender os conceitos, procedimentos e
estratégias Matemdticas que permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma
formacao cientifica geral”.

A Matematica, diante disso, tem um papel importante no Ensino Médio, pois cabe a
ela a apresentacao de novas informagoes e instrumentos que deem condi¢oes ao estudante
de continuar aprendendo.

Entende-se a importancia do estudo das matrizes, determinantes e sistemas lineares.
No entanto, os conhecimentos adquiridos pelos alunos ficam limitados em sua maioria
a calculos abstratos. A estrutura do trabalho busca a intra disciplinaridade percebida
quando a Geometria Analitica pode ser estudada com o uso de matrizes, especificamente,
as matrizes simétricas e as matrizes ortogonais como foi mostrado nesse trabalho.

Portanto, a perspectiva é que o trabalho aqui apresentado seja usado para futuras
aplicacoes no ultimo ano do Ensino Médio no estudo das conicas. Isso representara um
ganho para os alunos uma vez que serao recordados conceitos de matrizes, determinantes
e sistemas lineares no enfoque da geometria analitica.

Além disso, buscar técnicas para a identificacdo de conicas de modo geral aumenta a
quantidade de contetidos adquiridos pelos alunos, possibilitando, assim, uma visao geral
do contetudo de conicas.

Logo, sendo o trabalho utilizado em uma abordagem no Ensino Médio, os alunos terao

0s seguintes conceitos novos:

e Matrizes inversas (direita e esquerda).
e Autovalor e autovetor de uma matriz.

e Conicas Gerais (rotacionadas).

que, sem duvida, aumentarao seus conhecimentos de matematica de um modo geral, e
responderao a perguntas que até entao nao tinham respostas concretas.

Como sugestao, indico a utilizacdo da diagonalizacdo de matrizes no estudo das
superficies quadraticas. A quadratica ou superficie quadratica é o conjunto dos pontos do

espaco tridimensional cujas coordenadas formam um polindmio de segundo grau de no
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maximo trés variaveis denominada de equacao cartesiana da superficie:

A + By* + C2* + Dxy + Byz + Faz + G+ Hy + 1z 4+ J =0
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APENDICE A - INVERSA A DIREITA E A
ESQUERDA DE UMA MATRIZ

Considere o conjunto de n equagdes com n incoégnitas

a;1ry + appre + + apx, = b1

as1T1 + QoTs + +  aonx, = bg

ap1®1 + GpaTo + -+ AppT, = bn

Introduzindo as matrizes

a1 + G + -0 4+ aip 1 b1
asy + asx + - 4+ ao, T b2

A= , T = , b=
an1 + an2 + -+ Ann L bn

pode-se usar a definicdo de multiplicacdo de matrizes para escrever o sistema em

notagao matricial, isto é
Ax =1

Observe que a equacdo em notacao matricial pode ser comparada com a equacao
ordindria ax = b para nimeros reais.

Para resolver ax = b, onde a, b e x sao nimeros reais, divide-se ambos os lados da
equacao por a, obtendo-se z = g Como A é uma matriz, nao fica claro o procedimento
para “dividir” a equacao Ax = b por A. Um caminho é notar que a solugao de ax = b
pode ser obtida multiplicando-se ambos os lados da equacao por %, ou seja, o inverso de
a cuja notacdo é a~!. Percebe-se, dessa forma, que a maneira correta de determinar a
solucao da equagdo Ax = b é tentar encontrar uma matriz G, tal que, ao multiplicar-se
ambos os lados de Az = b por GG, obtém-se GAxz = Gb, de tal forma que o lado esquerdo
desta equacao resulte em x. Para que isso ocorra, deve-se ter GA = I, onde I é a matriz
identidade, pois [x = x

Uma propriedade importante da matriz I é que IA = A, e AI = A. Observe que a
matriz I se comporta como o nimero “1” dos niimeros reais.

As consideragdes sobre a solugao de Ax = b conduzem a seguinte definicao.

DEFINICAO 1. Uma matriz G, se existir, é chamada inversa d esquerda de
A se GA = 1. Uma matriz H, se existir, é chamada inversa a direita de A se
AH =1.
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EXEMPLO 1. Ache uma inversa a direta para a matriz

A:31
1 2

SOLUCAOQ. Deve-se achar uma matriz

tal que AH = I, ou seja

HE IR

que resulta em

3r+y=1
r+2y=0
3z+w=0
z+2w=1
Resolvendo o primeiro sistema, encontra-se r = % ey = —é. Do segundo sistema,
obtém-se z = —% ew = % Portanto, a matriz procurada é

112 -1
H=-
5(-1 3
Se uma matriz G tal que GA = I for determinada por um processo semelhante, entao

verificar-se-a4 que GG é exatamente igual a matriz H, de maneira que A tem inversas iguais,

a esquerda e a direita, ou seja
GA=AH =1
EXEMPLO 2. A matriz abaixo possui inversa a direita?
1
A= 3
31
SOLUCAOQ. Deve-se achar uma matriz
T oz
Yy w

tal que AH = I, ou seja
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HERT

que resulta em

r+y=1
3r+y=0
3z+w=0
3z4+w=1

Estes sistemas sao, claramente, inconsistentes, isto é, nao possuem solugoes. Portanto,
a inversa a direita nao existe. Este exemplo deixa claro que uma matriz quadrada nem
sempre POSSuL 1nversa.

Para determinar a inversa a direita de uma matriz A,,x,, deve-se tentar achar uma
matriz H tal que AH = I,,. Para formar o produto AH, a matriz H deve ter n linhas.
A igualdade AH = I exige que H tenha m colunas. Portanto, a matriz H deve ser do

tipo n X m. De forma andloga, conclui-se que a inversa a esquerda de A,,x, ¢ também da

forma n X m.

EXEMPLO 3. Ache uma inversa a direta para a matriz

1 -1 1
A pr—
[1 1 2]

SOLUCAO. Deve-se achar uma matriz

Tz
H= |y w
u v
tal que AH = I,, ou seja
x
111" 1o
z wl| =
1 1 2 0 1
u v
que resulta em
r—z+u=1
r+z+2u=0
y—w+v=0
y+w+2v=1
Resolvendo o primeiro sistema, encontra-se x = 1_23“, z= _12_“. Do segundo sistema,

obtém-se y = % ew = 1;“. Fazendo u = o e v = 3, obtém-se
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. 1—-3a 1-30
2a 20

A matriz A possui uma infinidade de inversas a direita, pois a e 8 podem assumir

quaisquer valores.

TEOREMA 1. Se existirem tanto uma matriz inversa a esquerda quanto uma matriz
inversa a direita, entao elas sdo iguais e esta inversa comum é tnica.
Demonstragao: Suponha que GG e H representam as inversas a esquerda e a direita de

A, respectivamente. Entao
G=GI=G(AH)=(GA)H =IH =H
Suponha que G seja uma outra inversa a esquerda. De forma analoga, conclui-se que

GlzG.

DEFINICAO 2. Se existirem tanto uma inversa & esquerda quanto uma inversa a direita

de uma matriz A, esta inversa comum é chamada a inversa de A, e é representa por A1,

DEFINICAO 3. Uma matriz quadrada que possui uma inversa (inversa comum a
esquerda e a direita) é chamada de nao-singular. Uma matriz quadrada que nao possui

uma inversa ¢ chamada de singular.

TEOREMA 2. Se A e B sao matrizes nao-singulares, entao
i) (A H1=4
ii) (AB)"!=B71A7!

Demonstracdo: Por definicao de A™!, tem-se que AA~! = A='A = ]. Portanto, A~!
tem inversas a esquerda e a direita, e isso demonstra (i). Para demonstrar (ii), deve-se

provar que AB tem inversas a esquerda e a direita. Observe que
B'AY(AB)=B YA 'A)B=B"'(I)B=B'B=1
(ABYB'A™' = A(BB YA = A(DA' = AA =1

A matriz B~'A~! é uma matriz inversa & esquerda e & direita de AB. Portanto, Bt A1
é a inversa de AB.

A discussao sobre a inversa foi motivada pela sugestdao de que para resolver a equacao
matricial Az = b era preciso multiplicd-la por A~! para assim obter x = A~!b. Segue um

exemplo para tornar isso mais claro.
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EXEMPLO 3. Resolva o seguinte conjunto de equacoes pela féormula x = A~1b.

20 — 3y = —13
x+4y =10

SOLUCAOQ: Colocando o sistema na forma matricial Az = b
2 3| [«] [-13]
14|yl [10]

2 -3 1[4 3

A==
1 4 ] - 11 ]

-1 2
—13
10

Substituindo A~! e b na féormula x = A~'b, tem-se

SRR IR

Portanto, a solucao do sistema é x = —2 e y = 3.

tem-se que

A:

b:
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APENDICE B - MATRIZ DE UMA
TRANSFORMACAO LINEAR

B.1 TRANSFORMACAO LINEAR

Definicao B.1.1 Sejam V e W espagos vetoriais. Uma aplicacao T : V — W é deno-

minada transformagdo linear de V-em W se satisfaz as sequintes condicoes:
1. T(u+v) =T(u)+ T(v)
2. T(au) = aT(u), para Yu,v € V e Va € R.

Observagao B.1.1 Em particular, uma transformagao linear T :' V. — V' (ou seja, se

W = V) é chamada operador linear sobre V.

Exemplo B.1.1 A transformacao T : R® — R? definida por T(x,y,2) = (v —y, 2z + 2)

é linear (verifique!).

Exemplo B.1.2 A funcdo real F : R — R, tal que F(u) = u? ndo é uma transformagio

linear.

Prova B.1.1 De fato, pois
1. Flu4+v) = (u+v)? =u?*+ 2uv +v> # F(u) + F(v).

2. F(au) = (au)? = a*u® # aF (u).

B.2 MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Definicao B.2.1 Sejam T : V. — W wma transformagdo linear, A = {vy,va, -+ , U}
uma base de Ve B = {wy,wy, -+ ,w,} uma base de W. Entdo T(v1),T (ve),- -, T (vy)
sao vetores de W e podemos escrevé-los como combinacao linear dos vetores da base B,

isto é:

T(Ul) = a1 + Ao1Wo + *+* + A1 Wy

T(vy) = apwy + agews + -+ + Aoy,

T(Um) = Q1p,W1 + A2nW2 + -+ AmnWn,
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11 Q12 - Qip
a a PR a
[T]A B 21 22 2n
.
Am1 Am2 “°° Amn

¢ chamada matriz T da transformagdo em relacao as bases A e B.

Como [T]4 depende das bases A e B, uma transformacio linear poderd ter uma
infinidade de matrizes para representa-la. No entanto, uma vez fixadas as bases, a matriz
¢é Unica.

Pode-se representar a transformacao linear pela operacao entre matrizes, ou seja:

[T(v)]5 = [T]5lv]a

Exemplo B.2.1 Dada a transformacao linear T : R® — R2, definida por T(z,y, z) =
(x+y,y—2) e considerando as bases A = (1,1,1),(0,1,1),(0,0,1) do R?® ¢ B = (1,1),(0,2)

do R?, tem-se:

T(1,1,1) = (2,0) = a11(1,1) + a2 (0,2)
T(O, 1, 1) = (1, O) = alg(]_, ]_) + a22(07 2)
7(0,0,1) = (0,—1) = as3(1,1) + a23(0,2)

que gera os sistemas

ay =2 ayp = 2 a3 =0
a1 + 2a91 =0 ’ Q19 + 2a99 =0 7 a3 + 2a3 = —1

_1
27

[T]gZIQ 1 0]

cujas solugoes sao aj; = 2, as; = —1, a9 =1, asg = a3 =0 eass = —%. Logo, tem-se
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